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人 风寒 但 
… 和 

na i Cvbatnetb (工程 控制 论 》 一 区 
的 修订 版 ， 原 书 普 荣获 中 国 科学 院 1956 年 广 一 等 科学 奖金 ， 在 这 一 版 中 ， 
各 意 几 乎 都 增加 了 新 的 材料 》 还 增 圳 了 五 章 新 的 内 容 :最速 控制 系统 设计 
(第 八 章 ), 分 布 参数 控制 系统 (第 十 二 章 )， 运 辑 控 制 和 有 限 自 动机 (第 十 七 
章 )， 信 号 与 信息 (第 二 十 章 ) 和 大 丢 统 (第 二 十 一 章 )， 人 收 订 版 分 上 ,下 两 册 
共 二 十 一 章 。 上 册 十 二 章 , 下 册 九 章 ， 

本 书 保留 了 原 书 其 本 内 容 。 新 增 部 分 反映 了 原 书 出 版 后 二 十 多 年 来 工 
程 深 制 论 这 门 学 科 在 各 方面 的 主要 选 展 ， 在 叙述 方法 上 ， 也 保持 和 发 扬 了 
原 书 的 特点 ,由 浅 人 深 、 虐 重 宰 物 理 检 仿 ,又 注意 理论 上 的 严谨 性 ,把 一 般 性 
概括 性 的 理论 和 实际 工程 经 验 很 好 地 结合 起 来 。 在 讨论 系统 分 析 和 设计 同 
征讨, 传递 函数 和 状态 空间 的 描述 方法 并 重 , 互 相 补 充 。 

本 书 对 从 事 自 动 化 ,无 线 电 电子 学 航天 技术 及 系统 工程 等 专业 的 理论 
工作 者 和 工程 设计 人 员 ， 是 一 本 有 重要 参考 价 导 的 著作 ， 间 时 也 可 作为 高 等 
院 议 有 关 专 业 的 教学 参考 书 . 
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内 客 - 简 介 


本 书 是 < 工程 控制 论 *( 修 订 栈 ?的 下 册 ， 这 一 贞 共 九 章 。 第 十 三 章 讨 论 摄 动 理论 
在 控制 系统 设计 中 的 应 用 , 其 中 特别 嫉 明 在 飞行 贸 制 系统 中 的 应 用 ， 第 十 四 ,十 五 两 
章 介 绍 控制 系统 在 随机 干扰 下 的 分 析 和 设计 。 第 十 六 、 十 八 章 讨论 了 适应 性 挖 制 系 
统 的 设计 ， 第 十 九 章 介绍 了 提高 控制 系统 可 靠 狂 的 各 种 方法 .这 六 章 除 保留 原 书 主 
要 内 容 外 ,这 次 都 攻 了 修 政 ， 增 加 了 新 的 材料 . ， 新 增加 的 内 容 到 映 了 二 十 多 年 来 在 
这 些 方面 的 主要 进展 ， 第 十 七 ,二 十 ,二 干 一 这 三 章 完全 是 新 增加 的 章节 :， 逮 辑 控制 
和 有限 自 动机 (第 十 七 章 ), 信 号 与 信息 (第 二 十 章 ), 大 系统 《第 二 十 一 章 )、 这 些 方 面 
在 近 二 十 年 来 都 获得 了 迅速 的 发 展 ， 它 们 已 构成 工程 控制 论 这 门 学 科 的 重要 研究 方 
向 ， 书 末 还 附 有 “有 关中 文 著作 目录 选辑 >, 可 殿 读者 查阅 、_ 

本 节 对 从 事 自 动 化 ,计算 机 科学 ,信息 处 理 , 通讯 理论 , 字 航 技术 及 系统 工程 等 专 
业 的 至 泥 沂 定 大 作者 和 工程 设计 人 员 , 是 一 本 有 重要 参 莹 价值 的 落 作 ,同时 也 可 作为 . 
高 等 院 校 有 关 专 业 的 教学 参考 书 ， 
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现代 化 ,技术 革命 与 控制 论 


第 一 版 《工程 控制 论 》 原 是 用 英文 写 的 ， 出 版 于 一 九 五 四 年 中， 俄 文 脾 是 一 九 五 六 
年 D, 德 文 版 是 一 九 五 七 年 am 中京 版 是 一 九 五 八 年 m。 现 在 回 闻 这 个 时 代 属 同 隔世 ! 在 
这 二 十 多 年 中 ,我 们 的 国家 和 整个 世界 都 经 历 了 天 地 者 履 的 变化 。 我 国人 民 经 受 了 这 一 
伟大 时 代 的 革命 纺 炼 , 正 走 上 新 的 长 征 ,为 实现 四 个 现代 化 而 奋斗 《工程 控制 论 》 这 一 新 
版 的 作者 们 , 正 是 在 这 一 时 期 锻炼 成 长 起 来 的 中 国 青年 控制 再 沦 科学 家 们 ， 他 们 ,尤其 是 
宋 健 同 志 ,带头 组 织 并 亲自 写作 定稿 完成 了 工作 量 的 绝 大 部 分 。 是 新 版 的 创造 者 ， 有 他 
们 这 一 代 人 ， 使 我 更 感到 实现 四 个 现代 化 有 了 保障 。 对 这 一 新 版 , 我 是 没有 做 什么 工作 
的 ;但 为 了 表达 对 他 们 的 敬意 , 同时 也 算是 对 我 国 二 十 多 年 米 伟 大 变革 的 纪念 , 纪念 我 们 
这 一 段 共同 的 经 历 , 我 要 为 宋 健 等 同志 创造 的 新 服 写 一 篇 序 . | 

序 的 交 题 目 ,就 是 如 何 加 速 实现 党 中 央 号 召 全 国人 民 所 向 往 的 农业 x 工业, 国防 和 科 
学 技术 现代 化 ， 实 现 四 个 现代 化 就 必须 发 展 生产 力 ; 而 发 展 千 产 力 的 一 个 二 要 方面 就 是 
准 进 技术 革命 。 所 以 ,我 就 从 技术 革命 读 起 ,最 后 说 到 本 书 的 题目 控制 论 。 


《一 ) 


讲 技术 革命 ， 首先 要 提 一 下 其 它 几 个 有 关 的 词汇 

二 十 寻 纪 现代 科学 技术 的 伟大 息 就 ， 正在 对 些 产 以 及 整个 社会 产生 着 巨大 的 冲击 。 
有 人 常常 用 “新 的 工业 革命 “第 二 次 工业 革命 ”、“ 第 三 次 工业 革命 、“ 科 党 技术 革命 ”等 
等 词句 来 表达 现代 科学 技术 伟大 成 就 的 社会 意义 ， 但 是 ,我 们 在 使 用 这 些 视 久 时 5 不 应 忽 
视 这 些 词汇 的 背景 .. 

这 就 有 必要 加 弟 到 本 世纪 四 十 年 代 末 , 对 这 些 提 法 的 来 历 作 一 矢 考 察 。 
， 控制 论 的 英 基 人 N. 维 纳 在 一 九 四 七 年 十 月 这 档 说 过 : le pn 
是 革 “ 阴 暗 的 魔鬼 的 磨 房 ' 的 命 ， 是 人 手 由 于 和 机 器 竞争 而 贬值 ;…*…; 那么 现在 的 工业 草 
命 便 在 于 人 议 的 贬 信 ， 至 少 人 谱 所 起 的 较 简 单 的 较 具有 常规 性 贰 的 判断 作用 将 要 贬 
值 ”9. 因 此 , 维 纳 是 第 一 个 把 控制 论 引 起 的 自动 化 局 第 二 次 工业 革命 "联系 起 来 的 人 .此 
后 ，j. D， 贝尔 纳 在 一 九 五 四 年 也 提出 自动 化 是 一 次 "新 的 工业 革命 ", 他 说 :“ 我 们 有 理 
出 提 到 一 次 新 的 工业 革命 ,因为 我 们 引用 了 电子 装置 所 能 提供 的 控制 因素 、 判 断 因素 和 精 
密 因素 ， ee ee 巨型 的 自动 化 生产 线 ; 甚至 完全 自动 化 
的 工厂 都 有 了 ………”9， 风 和 尔 纳 同时 提出 了 “科学 技术 革命 "这 个 各 词 , 他 说 ; “二 十 世纪 
新 的 蔡 命 人 特征 不 可 能 局 限于 科学 ， 它 甚至 于 更 寄托 在 下 列 事 实 ,就 是 只 有 在 今天 科学 才 
做 到 控制 工业 和 农业 ， 这 场 革命 或 许可 以 更 公 人 免 地 间作 第 一 次 科学 -技术 革命 ， 在 缠 
铅 和 贝尔 纳 之 后 , 资本 主义 国家 的 学 者 如 渐 增多 地 采用 这 两 个 词 , 而 尤 以 “第 二 次 工业 革 
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命 ” 这 个 词 更 为 流行 ， 

苏联 学 术 界 在 一 九 五 五 年 以 前 的 一 段 暑 短 内 ,曾经 把 “第 二 次 工业 革命 "和 “科学 技术 
革命 ”作为 美化 资本 主义 的 窒 念 而 加 以 拒绝 ;六 十 年 代 初 ,态度 发 生 转 变 , 开 始 接受 这 两 个 
概念 ;到 了 七 十 年 代 ,“ 科 学 技术 革命 ”已 经 成 为 今天 苏联 学 术 界 普遍 接受 的 概念 了 外 ; 虽 
然 对 “第 二 次 工业 革命 "这 个 宏 念 还 有 争论 ;， 己 把 安 作为 沁 全 新 概念 接受 下 来 也 已 成 为 事 
实 , 

当然 ， 概 念 上 的 索 乱 也 是 存在 的 : 诸如 一 面 讲 * 自 动 化 扰 新 的 工业 革命 "计算 机 在 
工业 上 的 应 用 正在 引起 第 二 次 工业 革命 "\“ 第 二 次 工业 革命 在 本 世纪 早期 始 于 美国 , 它 指 
在 例 行 的 重复 性 的 工作 中 ， 用 良 动 控制 和 逻辑 装置 代替 大 的 智力 和 神经 系统 ,然后 又 说 
什么 “空间 时 代 是 十 业 革命 的 第 三 阶段 ,” 一 面 讲 * 现 代 只 有 在 苏联 才 发 生 新 的 工业 革命 ”， 
另外 又 讲 “不 论 在 社会 主义 国家 还 是 在 发 近 的 资 迷 主义 图 家 都 正在 发 生 新 的 工业 旭 命 妈 
第 二 次 工业 革命 * 等 等 、 在 “科学 技术 草 命 " 问 题 上 的 说法 也 很 类 似 ; 诸如 一 方面 讲 “ 新 的 
工业 革命 陋 科 学 技术 革命 = 又 讲 “科学 技术 尘 命 作为 一 个 过 程 ， 搂 装 内 容 和 本 质 是 不 癌 于 
工业 革命 的 » 还 说 * 科 学 技术 华 命 是 第 二 次 工业 草 命 的 先驱 ”、“ 科 学 枝 术 革命 即 管理 工艺 
过 程 的 革命 *“ 科 学 技术 革命 是 由 于 科学 超 着 优先 作用 多 实 现 的 现代 社会 生产 力 的 根本 
变革 * 等 等 ， 其 实 科 学 技术 革命 这 个 词 就 容易 各 概念 主客 全 不 同 的 料 学 革 全 混 精 ;科学 革 
命 是 指 大 类 认识 客观 世界 的 秆 大 飞 九 ;在 自然 衬 学 领 壤 单 的 料 学 草 命 由 经 册 库 曙 四 作 了 
详细 的 溯 述 。 所 以 科学 革命 只 是 认识 败 观 世界 ,还 不 是 改造 客 驳 壕 界 , 它们 有 联系 、 租 又 
是 不 相同 的 . 

苏联 学 术 界 对 待 “第 二 次 工业 革命 "和 “科学 技术 革命 ”这 两 个 概念 的 态度 ， 为 什么 有 
一 个 曲折 的 过 程 2 这 也 是 一 个 值得 思考 的 问题 .一 九 七 二 年 ,苏联 《哲学 问题 》 杂志 在 第 
十 二 期 的 社论 中 宣称 ,“ 科 学 技术 革命 “使 生产 的 精 互 关系 ",“ 社 会 的 状态 ”和 “社会 的 结 
梅 * 等 等 < 发 生 了 根本 的 变化 ”,“ 现 代 世 界 发 生 的 深刻 变 楷 ”地 使 大 们 对 马列 主义 基本 原理 
做 “这样 或 那样 的 修正 = 从 这 个 观点 ;人们 不 次 姓 贡 ， 过 岂 人 提出 科 学 技术 章 印 的 肯 的 
昱 要 修正 巧 帝 四 主义 基本 着 娃 , 

科学 的 社会 科学 ,应 该 把 它 所 有 的 概念 同 马克 人 
化 ， 对 “第 二 次 工业 革命 “科学 技术 革命 ”这 些 谋 行 概念 给 引 必 要 推 识 和 计 站 ， 这 不 仅 
paid dl 为 此 就 有 必要 
回 到 产业 革命 "或 所 谓 "第 一 次 工业 革命 “这 个 同 题 二 来- 


2) 


最 先 提出 “产业 儒 命 ”概念 的 是 恩格斯 。 继 恩格斯 之 后 ; 有 法 国人 著作 中 的 “产业 革 
命 ” 概念 ,也 有 英国 资产 阶级 经 济 历史 学 家 托 因 雍 的 “产业 革命 ”六 念 m， 必 须 说 只 有 
马克 思 主 义 的 “产业 革命 ”概念 才 是 真正 科学 的 概念 。 恩格斯 在 一 八 四 五 年 出 版 的 《美国 
工人 阶 角 状况 》 一 节 中 , 关于 “产业 革命 "的 论述 是 科学 的 社会 科学 对 “产业 革命 ”概念 的 
表 早 论述 。 轴 格 斯 说 : “英国 工人 阶级 的 历史 是 从 十 八 世纪 后 半期 ,从 蒸汽 检 和 棉花 加 工 
横 的 发 明 开始 的 .大 家 知道 ,这 些 发 明 推动 了 产业 蔓 命 :产业 革命 间 时 又 引起 了 市 民 社 会 
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0 
中 的 全 面 变革 ,而 它 的 世界 历史 意义 只 是 在 现在 才 开始 访 人 认 清 v :”“ 产 业 革命 对 英国 的 
意义 ,就 全 政治 革命 对 于 法 国 ,哲学 革命 对 于 德国 一 样 。…… “但 这 个 产业 革命 的 最 置 要 的 

产物 是 英国 无 产 阶级 ”02 
“什么 是 “技术 革命 “ 呢 ? 省 兴 给 于 “技术 革 全 "新 全 精确 化 定义 的 是 毛 主 席 ， 所 主席 
在 琉 十 年 代 就 使 用 过 技术 革命 这 个 词 , 它 往往 是 和 技术 芋 新 并 列 的 .但 毛 主 席 没 有 停留 在 
放样 一 般 的 认识 上 ,后 来 他 进一步 发 展 和 总 结 了 历史 上 上 生产力 发 展 的 规律 ,阐明 了 技术 举 
从 这 一 鼎 念 , 措 由 “对 每 一 具体 按 术 改革 说 素 , 称 为 技术 革新 就 可 以 了 ,不 必 再 说 核 术 革 
伍 、 技术 革命 指 历史 上 重大 技术 改革 , 鱼 如 肌 藻 汽机 代替 手工 司 来 又 发 明 电 为; 更 在 又 
发 明 原 于 能 之 奖 .* 毛 主席 举 出 了 三 个 技术 革命 的 枫 子 ;其 中 两 个 是 历史 上 的 ,一 个 是 现代 
的 . 地 它们 作为 技术 革 售 的 典型 加 以 研究 ， 会 给 我 们 什么 启发 ? 毛 主席 这 眉 话 的 纺 史 间 

义 和 现实 意义 是 什么 呢 ? 
闪 汽 机 技术 蔷 合 同 十 八 世 纪 工 业 音 命 就 有 联系 .又 有 区 别 . .在 工场 手工 业 时 期 ,一 六 
八 八 年 英国 大 托马斯 、 萨 弗 型 发 明了 各 用 蒸汽 冷 覆 产生 的 真空 和 茹 汽 压力 工作 的 抽水 用 
燕 汽 泵 ; 两 年 之 后 法 围 人 巴 本 证 实 了 德 居 人 莱 伯 尼 兹 所 出 的 蒸汽 可 在 灌 抵 中 推动 活塞 的 
原理 ;一 七 一 二 年 英国 人 托马斯 * 纽 柯 门 做 成 用 蒸汽 和 空气 压力 工作 的 一 种 蒸汽 系 : 用 于 
矿井 抽水 .但 是 ,这 些 蒸汽 机 并 没有 引起 还 业 革 命 ,相反 地 , 正 是 由 于 创造 了 工具 机 * 才 使 
燕 汽 机 的 革命 成 为 必要 四 ,一 七 六 四 年 出 现 珍妮 纺 纱 机 , 一 七 六 七 年 出 现 水 力 纺 纱 机 ,一 
七 八 于 年 出 更 对 机 ， 这 一 系列 工具 宙 的 发 明 促 使 瓦特 实现 了 兼 汽机 的 革命 、 一 七 六 四 年 
-信奉 格拉 新 哥 大 学 牙 理 纽 柯 门 机 器 的 模型 时 产生 了 想 的 伟大 发 明 ， 一 七 六 逆 人 年 他 效 得 第 
一 种 兼 汽机 专利 ,一 七 八 四 年 获得 第 二 种 燕 汽机 专利 ,七 八 亚 年 燕 汽 机 开始 用 来 发 吕 先 

纱 机 ,一 七 八 六 年 建成 博尔顿 “瓦特 兹 汽机 工 三。 

“项 笠 的 区 汽 机 是 大 工业 普 思 应 用 的 第 -个 劲 力 机 ， 它 取代 了 在 生产 过 程 中 作为 动力 
提供 者 的 太一 台 阅 汽 负 推动 许多 冯 工 具 机 ,形成 有 组 织 的 机 器 体系 ;这 就是 工厂 制度 的 
疫 生 。 信 一 七 八 六 年 到 一 八 @ 避 年 瓦特 的 工厂 共生 产 了 五 百 多 人 台 疗 汽 宙 3 大 大 如 速 了 工 。 
,二 革命 的 步伐 “工场 手工 业 时 代 的 巡 叙 的 发 展 进程 变 成 了 毕 产 中 的 真正 狂 同 时期" , 敬 ， 
注 焙 成 为 大 工业 迅速 发 展 的 推动 力 , “推动 力 一 县 产生 , 它 就 扩展 到 开业 活动 的 一 场 部 门 
:所 沁 ,…… 当 工业 中 机 械 能 的 巨大 者 义 看 实 跌 上 得 到 证 明 以 后 ,人 们 便 用 一 切 办 法 来 全 面 
地 利用 这 种 能 量 >o9， 所 以 是 燕 汽 机 技术 革命 了 致 了 工业 革命 或 产业 革命 | 
我 们 再 看 毛 主 席 举 的 技术 蔷 他 的 北 二 个 傅 于 ， 电 力 的 发 明 利 应用。 一 八 三 一 年 法 拉 
:第 对 此 奏 定律 的 发 现 ,为 电力 的 发 明黄 定 了 基础 : :一 八 七 八 年 ,爱迪生 发 明 能 在 商业 土 营 
. 迪 应 导 的 双 极 发 电机 ,并 提出 由 一 小 公共 供电 系统 向 用 户 供 只 的 计划 ; 次 年 爱迪生 制 成 
. 内 炽 业 ; 再 下 一 年 , 受 速 生 的 电灯 普 先 展示 在 “豆花 比 王 ” 号 思 船 上 上， 适应 社会 对 这 种 前 所 
未 有 的 干净 、 明 亮 的 照明 工具 的 需要 ,很 快 出 现 了 一 个 完全 新 型 的 工业 一 一 电力 工业 . 一 
- 浇 八 二 年 爱 近 生 的 发 电厂 和 供电 系 绕 在 组 约 适 转 ; 同一 年 在 莫 尼 黑 记 气 展览 会 上 , 法 国 、 
物理 学 家 马赛 尔 , 德 普 勒 展 出 了 他 在 米 斯 巴 款 瑟 可 尼 黑 之 间架 设 的 第 一 条 实验 性 输电 线 
路 ,从 此 开始 了 交流 电 远 距离 传输 技术 的 类 发 展 . 电力 的 发 明 从 照明 开始 :但 由 于 它 解 决 ， 
: 守 动 力 的 分 配 .传输 和 转换 问题 ,所 以 很 快 在 大 工业 中 得 到 普遍 应 用 ， 号 亮 思 在 他 逝世 前 
夕 , 箱 到 极为 喜悦 的 心情 密切 注视 着 电力 的 发 明 ， 在 一 八 八 三 年 , 层 格 斯 针对 电力 的 发 明 ， 
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说 :“ 这 实际 上 是 一 次 巨大 的 革命 ， 蕊 汽机 教 我 们 把 热 变 成 机 械 运动 ,而 电 的 利用 将 为 我 


们 开 占 一 条 道路 ,使 一 切 形 式 的 能 一 一 热 , 机 械 运动 \ 电 、 磁 ,光一 一 志 相 转化 、 并 在 工业 上 
加 以 利用 ， 循环 完成 了 。 德 普 勒 的 最 新 发 枫 , 在 于 能 够 把 高 压 电 流 在 能 量 损失 较 小 的 情 
况 下 通过 普通 电线 输送 到 迄今 连 想 也 不 敢 想 的 远 距 离 。 并 在 那 一 端 加 雇 利 用 :一 一 这 件 事 
.还 只 是 处 于 戎 芽 状 态 一 一 ,这 一 发 现 使 工业 几乎 彻底 摆脱 地 方 条 件 所 规定 的 一 急 界 限 , 并 
- 且 使 要 遥远 的 水 力 的 利用 成 为 可 能 ， 如 果 在 最 初 它 只 是 对 城市 有 利 ， 那 末 到 最 后 它 终 将 
威 为 消除 城乡 对 立 的 最 强 有 力 的 杠杆 。 但 是 非常 明显 的 是 ,生产力 将 因此 得 到 极 大 的 发 
展 ， 以 至 于 资产 阶级 对 生产 力 的 管理 愈 来 意 不 能 胜任 ”4， 实 践 征 实 了 恩格斯 的 科学 巴 
见 , “电力 工业 是 最 能 代表 最 新 的 技术 成 就 和 十 九 世纪 未 、 二 十 世纪 初 的 资本 主义 的 一 个 
os 了 ,而 且 直 到 今天 也 仍然 是 如 此 . 症 电力 技术 革命 推进 了 资本 主义 装 入 迟 断 阶 
段 :出现 了 资本 帝国 主义 : 即 帝 国 主义 - 

荐 汽机 和 电力 这 两 个 历史 上 的 技术 革命 例子 。 使 我 们 把 科学 按 术 的 发 展 作为 一 种 社 
会 过 程 、. 社 会 现象 来 研究 ,从 它 的 发 展 规律 , 能 够 找到 一 条 线索 ， 生产 力 的 发 展 史 是 以 技 
术 半 命 旭 分 阶段 的 ， 这 是 毛 主席 关于 技术 革命 的 重要 论述 对 我 们 的 启示 。 


(三 ) 


.生产 力 始 终 处 在 发 展 过 程 中 。 而 这 种 发 展 过 程 又 首先 是 从 生产 技术 的 改革 开始 的 . 
村 产 力 的 发 展 水 平 取决 于 生产 技术 的 高 低 ， 生产 办 的 发 展 间 一 切 事 物 一 样 ， 总 是 采取 两 
种 状态 , 即 相对 稳定 的 发 展 状 态 和 飞 九 变动 的 发 展 状态 , 换 名 话说, 即 生产 力 的 发 展 呈 现 
一 种 阶段 性 .“ 由 粗 答 的 石器 过 渡 到 弓 簧 ， 与 此 相 联 系 ， 从 狩猎 生活 过 沪 到 巾 养 动物 和 原 
始 畜 牧 ;由 石器 过 沪 到 金属 工具 ( 铁 件 \ 铁 锦 人 好 等 等 ), 与 此 相 适 应 ,过 渡 到 种 植 植物 和 耕作 
业 ; 加 工 材料 的 金属 工具 进一步 改良 ,过 渡 到 冶 铁 风 箱 , 过 渡 到 陶器 生产 , 与 此 相 适 应 , 手 
; 工业 得 到 发 展 , 手工 业 脱 离 农 业 、 独立 手工 业 生产 以 及 后 来 的 焉 场 手工 业 生 产 得 到 发 展 ; 
从 手工 业 生 产 工具 过 渡 到 机 器 , 手工 业 -工场 手工 业 生 产 转变 为 机 器 工业 ;进而 过 渡 到 机 
器 制 ,出 现 现 代 大 机 器 工业 , 一 一 这 就 是 人 类 史上 社会 生产 力 发 展 的 一 个 大 致 的 \ 远 不 完 
备 的 情景 "". 这 是 对 生产 力 发 展 阶 段 性 的 最 形象 描述 .在 这 一 幅 生 产 力 发 展 的 大 致 情景 
中 , 每 当 生产 力 出 现 一 次 飞 用 变 动 , 就 意 昧 着 某 一 技术 草 命 被 引进 到 了 社会 华 产 之 中 . 草 
. 命 就 是 量变 到 质变 的 飞 获 ， 每 一 技术 革命 的 本 身 就 是 经 过 一 个 时 期 实践 经 验 的 累积 ， 有 
肝 还 要 经 历 很 长 的 至 育 时 期 ,然后 才 显 示 出 来 ， 它 一 出 现 又 立即 影响 了 整合 社 会 线 产 , 引 
起 生产 力 的 飞跃 发 展 ， 人 类 社会 生产 力 和 整个 社会 的 发 展 就 是 这 样 波浪 式 地 前 进 .。 技术 
-革命 是 那些 引起 生产 力 飞 路 发展 的 技术 变 昔 ， ee 
术 革 新 ， 

技术 技术 革命 属于 劳动 过 程 或 生产 过 程 »,“ 生 产 过 程 可 能 扩大 的 比例 不 是 任意 规 
定 的 , 而 是 技术 上 规定 的 "2 技术 革命 力 是 生产 力 发 生 飞 夏 变 化 的 技术 根源 , 而 生产 力 
. 的 飞跃 发 展 又 必然 推动 社会 历史 的 阶段 性 变化 。 是 其 汽机 技术 革命 种 来 了 产业 革 信 这 一 
生产 力 的 飞 瞩 变 化 ,推进 了 自由 资本 主义 的 兴起 ;而 电力 技术 革命 却 加 速 了 资本 主义 的 历 
史 进 程 ， 促 使 它 进 和 人 垄断 资本 主义 .这 就 是 毛 主席 提出 技术 革命 这 一 科学 概念 的 伟大 而 
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深远 的 涵义 ， 同时， 我们 也 看 剑 ，“ 技 术 革命 ”一 词 比 前 几 节 中 介绍 的 其 它 几 个 词汇 更 精 
确 ,更 有 利于 讨论 研究 问题 . 

为 了 极 大 地 提高 我 国 社会 生产 力 ， 我 们 应 该 深入 研究 当前 出 现 的 几 项 技术 革命 的 涌 
义 ,探索 正在 酝 酸 .即将 出 现 的 技术 革命 ,能 动 地 推进 技术 们 命 , 加 速 我 图 四 个 现代 化 的 建 
人 


《四 》 


我 们 先 讨 论 核 能 技术 革命 . 
核能 技术 是 本 世纪 初 物理 科学 的 作 大 产物 . 一 有 D 九 年 ， 爱 因 斯 坦 发 更 了 质 能 等 效 
性 原理 ， 预 示 了 原子 核反应 所 释放 的 能 量 比 化 学 反应 释放 的 能 量 , 大 几 百 万 税 的 可 能 性 . 
此 后 ,科学 家 为 敲 开 核能 宝库 的 大 门 进行 了 不 稀 的 努力 。 一 九 三 二 年 恰 德 威 克 发 现 中 于 ， 
找到 了 分 现 原 子 核 的 钥匙 ;一 九 三 八 年 末 , 哈恩 和 斯 特 拉 斯 受用 中 子 攻 击 销 , 发 现 了 铀 原 
于 核 的 可 强 变 性 ;次 年 一 月 二 十 七 日 , 在 美国 华 慢 顿 举行 的 物理 学 家 会 议 上 , 波 尔 和 费 米 
傅 绍 了 上 述 发 现 的 重大 意义 ,， 费 米 首 先 提 出 了 链 式 反应 的 理论 ; 一 九 四 二 第 十 二 月 二 日 ， 
费 米 在 落 胡 哥 大 学 建成 第 一 个 原子 反应 堆 ， 首 次 用 实验 证 明 : 五 本 裂变 的 铀 核 中 能 够 六 

生 自 维持 的 链 式 反 应 ,从 而 迎 来 了 核能 技术 的 黎明 . 
核能 是 一 种 十 分 集中 的 新 能 源 。 一 公斤 铀 所 含 的 裂变 能 量 约 相当 于 二 千 吨 虹 全 世 
- 界 有 丰富 的 铀 储 量 , 在 煤 、 石 油 、 天 然 气 日 益 枯 总 的 情 痪 下 ,原子核 的 裂变 能 是 一 个 有 广阔 
前 途 的 新 能 凝 ; 一 座 一 百 万 千 素 的 核电 站 正常 运行 一 年 ,节省 的 入 物 燃 料 相当 于 一 百 四 十 
五 万 嘻 石 油 焉 一 百 三 十 六 万 吨 煤 或 十 六 点 五 亿 立 方 米 天 然 气 ; 据 一 九 七 六 年 国外 统计 资 
: 料 ， 核 志 站 的 每 千瓦 小 时 电 疙 平均 费用 已 低 于 党 煤 和 石油 的 淡 力 发 电 。 正 如 蒸汽 机 出 现 
时 的 情形 一 样 , 当 核 能 的 巨大 意义 在 实践 中 得 到 证 明之 后 ,人 们 训 会 全 力 以 赴 拒 这 种 现代 
生产 力 发 民 的 蕊 大 推动 力 扩展 开 来 。 自 一 九 五 九 华 出 现 第 一 座 商 用 槟 电站 以 来 ， 新 兴 的 
. 核能 电 为 下 闻 正 在 馆 速 发 展 , 截 至 一 九 册 从 年 六 月 拓 日 十 , 金 世界 已 建成 运行 的 电功率 在 
三 万 千瓦 以 上 的 核电 站 已 达 二 百 零 七 座 , 总 电功率 约 达 一 亿 零 八 百 万 和 于 瓦 ;全 抽 界 正在 建 
设 的 核电 站 有 二 百 一 十 九 座 , 总 电功率 达 一 亿 天 证 六 百 万 于 瓦 3 正在 计划 建设 的 檬 电站 有 
一 百 二 十 三 座 , 总 电 功 率 达 一 亿 一 干 四 百 万 千 巨 。 预 计 到 公 寺 二 平年 ,上 秦 革 界 烷 电站 的 装 
机 容量 将 达 二 三 至 十 六 亿 于 瓦 , 绩 时 将 崇 金 世界 总 发 韶 量 的 百 分 之 四 十 五 . 
过 普 届 现 态 裂变 前 :科学 家 就 了 解 到 ,包括 太 耻 在 内 的 凸 星 鞭 持 续 发 射 的 读 大 能 重 来 
自 轻 元 素 的 核 又 安 ， 但 这 种 核 育 变 反 应 是 在 一 个 极 高 的 温度 和 正 力 环境 中 维持 的 ，、 人 工 
创造 这 样 一 个 环境 现在 还 做 不 到 .比较 容易 二 点 的 是 气 的 聚变 ， 而 地 球 海洋 里 就 有 极 大 
量 的 拟 ; 一 升 海水 中 就 可 以 提取 约 33 靶 欧 的 所, 这 一 点 所 的 聚变 能 量 就 等 于 三 百 升 的 汽 
油 ! 但 就 是 第 聚 变 也 不 是 轻而易举 的 、 在 一 九 相 五 年 六 月 秆 五 日 首次 裂变 厌 于 弹 爆 炸 实 
现 后 ， 到 一 九 五 二 年 才 实 现 了 第 一 次 聚变 “和 氢弹” 爆炸， 现在 人 们 正 向 可 控制 聚变 反 
应 -一 -建设 育 变 反应 核电 站 的 目标 前 进 。 UE Ne A 
合 的 能量 就 区 人 关 用 了 
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a 
装 汽 机 和 电力 实现 了 生产 过 程 的 机 械 化 ， 而 监督 与 调整 生产 过 程 的 工作 仍 需 人 工 来 

完成 ， 工 人 要 不 断 照 料 机 器 的 动作 , 用 眼 、 耳 和 神经 系统 来 直接 获取 生产 过 程 的 信息 , 然 
后 由 大 脑 对 这 些 信息 进行 处 理 ,作出 要 不 要 改变 机 器 运行 状况 的 决定 ,并 通过 手 对 机 器 的 
直接 调整 来 执行 这 一 决定 。 本 世纪 初 以 来 ， 产 生 了 能 对 各 种 物理 量 进行 精确 测量 的 感受 
器 件 ,也 产生 了 各 种 执行 机 构 。 获 取 机 器 生产 状况 的 信息 的 工作 ,就 由 感受 器 件 取代 了 人 
的 器 宫 # 控制 决定 的 执行 , 由 执行 视 构 取代 了 手 对 帆 器 的 直接 调整 , 但 是 .控制 决定 还 得 
由 人 惠 接 作出 ,整个 生产 过 程 还 需 人 的 直接 参与 、 这 笠 一 种 状况 影响 着 生产 率 进一步 发 
展 ， 对 -一 些 日 益 精密 化 、 快 速 化 的 现代 工业 过 程 ( 如 化 学 工程 过 程 ?, 人 证 卸 艇 包 完 全 不 能 
胜任 , 限 沪 在 这 种 情况 下 人 的 思维 在 速度 \ 哥 凑 性 各 耐力 市 面 都 显得 不 移 , ;五斗 年 代 出 现 
了 核 氢 式 容 动 控 抽 设 备 ; 在 一 些 不 太 复 杂 的 得 产 过 程 中 实现 了 自动 控制 .但 是 ,这 种 设备 
一 般 不 能 用 闻 揽 杂 的 现代 化 工业 过 程 ,不 能 进行 数据 处 理 , 也 不 能 用 于 整 个 开矿 或 车 闻 的 
全 盘 自 动 化 ,电子 计算 机 的 出 现 并 应 用 手工 业 生产 , 才 使 自动 控制 技术 产 毕 了 药 命 .第 二 、 
电子 数字 计算 机 具有 计算 精确 的 特点 , 和 数字 化 感受 器 位 、 数 守 化 执行 机 榴 续 合 , 隐 够 实 
现 工 业 生 产 过 程 的 精密 控制 ; 第 二 , 电子 数字 计算 机 具有 很 大 的 计算 能 力 ,可 以 根据 生产 
过 种 运行 状况 的 政变 而 让 动 改变 刘 韦 参数 ;可 以 让 等 出 生产 过 程 的 发 展 趋势 ! 芯 便 决定 永 
当 预 先 调理 那些 操作 条 件 ， 所 以 计算 机 能 够 对 复杂 的 五 滥 生 产 过 程 实 现 让 矶 忽 册 3? 策 三 ， 
计算 机 不 可 能 对 生产 过 程 进行 最 优 按 制 ,而 且 能 对 包括 晤 受 器 件 \ 执 行 机 构 和 计算机 本 身 
在 内 的 全 部 生产 设备 进行 次 督 控制 . 所 以 计 捧 机 机 相 尖 各 扫 个 企业 而 全 生体 涛 生 广 过 克 
的 全 盘 庚 动 化 ， 

re 人 和 人 咒 要 交换 信息 ， 人 和 机 器 也 
谢 要 交换 信息 , 伍 柯 社会 实践 过 程 都 需要 处 理 信 息 、 人 处理 信 息 的 能 力 , 直 帆 抄 旷 着 费 调 
- 节 与 控 丘 事物 的 能 为 。 电 于 计算 机 作为 最 具 普 遍 恋 义 移 信息 自动 化 处 理 饮 备 ;除了 了 用 于 
生产 过 程 的 数字 自动 化 控制 外 , 还 广泛 用 王 军 事 技术 .科学 币 究 、 天 气 了 预报 \ 况 通 运 输 、 组 
- 织 管理 , 俏 息 管理 、 财政 贸 易 和 日 常生 活 管 领 霹 ; 并 成 为 现代 北 社 会 一 种 最 富有 代表 性 的 
装备 。 据 一 九 七 六 生年 麻 的 统计 数字 ,将 百 万 就 业 人 口 《不 包括 农业 ) 所 拥有 的 通用 电子 
数字 计算 机 ,美国 是 一 千 人 在 宗 合 ,日本 、 西 德 是 八 百 余 台 .这 个 数字 过 在 结 玉 江 长 中 ， 


sr 可 


对 现代 生产 和 现代 科学 技术 的 画 魏 用 生 深远 影响 的 第 三 项 接 术 革命 是 状 天 技术 ， 航 
天 技术 , 是 把 航天 应 用 于 生产 ,科学 技术 和 军事 的 一 大 类 新 技术 的 总 称 , 是 二 十 世纪 五 十 
年 代 萎 生 的 重大 技术 成 就 。 航 天 技术 短 粳 二 十 余年 的 发 展 历史 ， 不 仅 表 现 出 在 军事 上 的 
年 要 性 ,而 且 显 东 出 了 它 在 社会 生产 和 科学 技术 范围 内 的 巨大 应 用 洪 力 . 

航天 技术 首先 把 作为 社会 生产 过 程 一 般 条 件 的 通信 和 手 眉 提高 到 了 一 个 全 新 的 发 展 水 
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平 ;实现 了 一 种 理想 的 天 上 中 悉 站 ~ 一 -通信 卫星 .利用 卫 是 通信 , 不 需要 数 设 电缆 或 微波 
接力 站 v 极 少 党 大 气 于 扰 , 作 用 范围 广 , 可 夸 性 高 ,而 且 通 信 容 重大。 一 颗 通信 卫 蛙 的 递 信 
能 为 与 一 百 条 越 洋 海底 电缆 相当 .利用 卫星 通信 ,实现 了 电视 对 广 sk 播 ; 利 
用 王 是 通 司 ; 可 以 把 大 范 国 内 的 信息 处 理 没 备 沟 通 形成 信息 网 络 。 

* 藤 天 技术 实现 了 气象 观测 方式 的 革命 . 气象 卫 音 能 够 在 全 球 范 国内 对 海 详 、 大 陆 和 
大 气 层 进 符 须 测 :能 够 大 夜 提供 全 球 租 的 云图 硫 片 ; : 髓 移 对 关键 性 的 气象 参数 的 三 真 浏 西 
图 进行 精确 探测 :能够 注 续 监 视 大 片 地 区 的 天 气 现 象 ,并 对 研究 台风 一 类 灾害 性 天 气 现象 
有 人 I 并 对 地 能 和 火山 流动 的 预报 作 
出 贡献 本 

< 运输 业 是 一个 物 折 生产 的 领 并 "， 海运 . 替 送 的 寻 舟 技术 与 社会 生产 的 发 展 紧密 栖 
关 。 航 天 技术 提供 了 一 种 理想 的 天 上 无 强 电 导航 从 一 一 导航 卫星 ,了 愉 天 上 坦 按 给 飞机 ; 映 
前 、 浆 艇 传送 导航 信号 ,大 大 提高 了 导航 系统 的 经 济 狂 、 可 靠 些 和 糖 痪 性. 刁 星 导航 技术 的 
最 活 发 展 ; 寿 可 以 提供 全 球 狂 的 、 连 续 性 的 ,高 精度 网 导航 业务 ， 定位 误差 不 超过 十 米 。 测 
束 粮 度 为 每 秒 3 是 米 , 比 地 而 无 线 电 导航 提高 近 一 百倍 ! ; ， “. 

”航天 技术 提供 了 一 种 经 济 、 有 效 的 自然 资源 大 面积 普查 手段 ， 地 味 资 源 卫 是 可 以 用 
于 土壤 资源 的 调查 规划 和 开发 ， 农作物 长 势 和 病害 预报 ， 看 物资 源 普 查 ,水 文 凑 油 ,林业 、 
牧 业 资源 管理 ,海洋 资源 调查 ,等 等 ， 

航天 技术 还 开斋 了 “天 上 生产 * 的 远景 ， 例如 ， 在 林道 同步 卫星 轨道 上 ,太阳 产生 的 能 
入 密 没 玲 的 为 每 分 钟 每 平方 厘 米 二 卡 , 而 且 不 受 地 球 惨 窗 和 天 气 变化 的 影 犁 ,我 们 可 以 设 
想 在 未 到 利用 这 种 环境 在 天 上 建设 大 型 太阳 能 电站 持续 发 电 ， 然 后 通过 大 功率 微波 器 伴 
斩 奥 成 征 波 能 最 ,定向 发 射 加 地面 接收 站 ,再 转换 戚 工 业 和 民用 所 希 徇 电力 。 二 

- 正和 艇 天 搜 术 的 最 新 发 展 、 在 淋 世 电 六 十 年 代 和 将 也 现 一 种 先进 的 可 往返 使 用 移 航 天 
进占 工 具 一 全 秀 天 飞机 ， 圾 天 飞机 音 取 代 先 前 全 次 酉 用 的 三 星 运 吐 火箭 ; 将 人 能够 对 在 快 
道上 运行 的 通信 卫星 .导航 卫星 ,地 球 资 车 卫星 .气象 卫 旺 和 科学 卫 语 进行 绩 帮 服务 ;将 能 
把 已 酝 轨道 上 完成 了 任务 的 有 效 载荷 职 回 地 西 ,入 便 修 复合 用 起 殿 沪 寺 技 坟 用 ; 特 能 为 航 
天 技术 只 供 经 济 的 "天 上 实验 室 ”; 将 能 使 利用 天 上 无 芍 力 环 境 进行 “天 上 生产 " 厂 A 了 
航天 开 懋 的 发 形 将 把 航天 技术 革命 进一步 推 内 深信， 

航天 技术 对 生产 和 科学 技术 的 发 展 将 多 续 堪 生 漆 迅 的 影响 . 从 根本 上 说 这 是 出 于 
航天 具有 极其 深刻 的 认识 论 意义 。 任 体 短 识 的 来 源 ; -在 于 人 的 肉体 感官 对 容 观 外 界 的 同 
党 .但 此 ， 酝 税 技术 的 发 展 都 与 人 类 眼界 扩大 移 程 度 柏 尖 ,: 航天 技术 提供 了 一 个 业 其 优 


越 的 使 奸 ; 让 天 上 来 发 展 我 们 对 地 球 ,大 气 府 和 闵 个 自 热 界 的 认识 ; 使 人 的 限界 有 一 个 飞 


跨 攀 扩 厂 .在 航 灭 技术 出 现 之 前 ;不 肩 限 在 地 球 .5 眼界 很 小 ,对 洒 淹 极其 这 席 的 陆地 、 海 : 


洋 \ 大 僻 层 先行 一 大 系统 的 攻 罕 ,所 需要 的 时 间 是 十 分 长 锡 ; 对 范围 搜 火 的 区 起 性 、 洲 队 性 ， 


蓉 王 全 和 镍 竹 的 髓 然 现 象 ,根本 无 法 直接 观察 3 对 环境 条 伞 耿 劣 地 区 和 的 此 然 现 象 , 难以 深信 
等 察 ;对 一 些 逊 速 首 化 的 自然 现 浆 ,人 也 答 管 连续 噶 综 的 溪 埠 ,航天 技术 其 根本 上 牙 变 了 
这 种 状况 .应 天 上 且 前 已 经 域 熟 的 技术 ,从 数 百 公 歼 高 的 五 星 软 道上 对 地 球拍 妥 ,<~ 张 用 于 
增 质 普查 的 卫星 期 片 可 以 覆 董 地 面 三 万 四 千 平方 估 里 ， 为 普通 航空 观测 险 斥 的 三 百 四 十 
傍 ! 应 殷 痪 抽 面 三 万 五 二 多 公里 的 二 道人 向 步 卫 黑 、 可 以 连续 “俯视 ”天 约 半 个 地 球 表 区。 
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航天 技术 给 我 们 提供 了 多 种 多 样 的 天 上 观察 站 ， 以 发 展 我 们 对 自然 界 的 认识 : 利用 极地 
轨道 卫星 ， 可 以 在 十 多 天 内 普查 全 球 一 次 ; 利用 赤道 同步 轨道 卫星 ， 可 以 连续 不 类 监视 
拉面 自然 现象 ;利用 太阳 同步 轨道 卫星 ,可 以 在 太阳 光照 基本 一 致 的 条 件 直 对 自然 特征 进 
行 对 比 研究 。 航天 遥感 技术 还 扩展 了 人 对 地 表 、 樟 面 和 大 气 层 辐 射 的 电磁 疲 谱 的 识别 范 
转 ， 使 一 些 表现 在 可 见 光 区 域 以 外 的 自然 现象 成 为 可 以 观察 的 . 航天 技术 极 大 地 延伸 了 
人 的 眼力 .以 天 文 观察 为 便 , 最 近 发 现 的 发 射 X- 光 和 7 射线 的 星 涯 和 与 其 相关 的 一 系列 
所 谓 高 能 天 文学 现象， 没有 天 文 卫星 这 个 工具 是 不 可 设想 的 .又 如 从 地 球 用 光学 望 远 熏 
.观察 火 时 表面 内 能 辩 认 出 尺度 大 于 三 百 公 黑 的 特征 ;而 飞 往 火 星 的 航天 榨 测 器 ,能 在 几 千 
公里 的 近 距 离 拍 插 火 星 照 片 并 传 回 地 球 ， 使 分 辩 能 力 一 下 提高 了 一 百倍 ! 环绕 火星 的 航 
天 探测 器 进一步 把 这 一 能 力 提高 到 一 千 倍 以 上 ; 而 在 火 量 表面 软 着 陆 的 航天 榨 测 器 则 能 
对 其 表面 进行 直接 探测 ， 并 将 结果 传 回 地 球 . 人 
延 健 了 数 千 万 苏 至 成 亿 公 里 1 , 

以 前 我 们 是 局 限于 地 球 表面 来 搞 科 学 实验 的 ,但 识 在 这 样 的 条 件 下 ,我 们 创造 了 如 此 
丰富 的 科学 技术 ， 如 此 丰富 的 知识 宝库 . 令 后 我 们 可 以 永 出 地 球 表 和 面 。 WARMAm 
同 ,我 们 对 于 窗 的 计 识 必然 会 有 一 个 飞 必 1 


Ey 


-除了 以 上 所 说 的 三 项 当代 技术 革命 ,核能 技术 攻 命 .电子 计算 机 技术 革 你 和 航天 技术 
革命 之 外 ,我 们 还 君 到 现代 科学 技术 和 的 重大 灾 破 下 配 醒 着 另外 几 项 技术 革 滞 -例如 激光 
技术 的 发 展 将 会 导致 新 的 技术 节 命 ,开创 光子 学 ,光子 技术 和 光 玫 工业 四. 又 如 坦 传 工程 
的 发 展 也 将 会 导致 新 的 技术 革命 ,开创 按 人 的 计划 。 创造 新 的 生物 种 属 ,而 不 光 是 乞 老 天 
笔 按 育 生物 种 属 。 还 可 能 有 其 他 技术 章 命 . A de 
干 纪 ;是 人 类 汤 史 上 从 未 有 过 的 局 面 ! + 

”但 所 有 这 紫 科 学 技术 的 发 展 ， 氛 有 这 此 技术 弟 全 家 按 与 搓 制 沦 联 在 一 起 。 控制 兴 
的 发 生 可 以 追 闭 到 电力 驱动 技术 ; 即 电力 技术 革命 ;而 乏 制 论 的 成 长 则 同 当代 此 项 技术 对 
命 分 不 开 的 。 可 以 预言 ， 控 制 论 的 进一步 发 展 也 必 将 则 我 们 以 上 论 志 的 按 术 昔 命 间 进 一 
步 发 形 紧 密 相生 合 . 让 我 们 团 一 看 几 十 年 来 的 历史 。 a 

2 全 放 网 好 年 那 一 台 名 忆 MARK-1 的 大 型 台电 器 式 计算 机 ， 一 九 四 五 年 宾夕法尼亚 
大 学 那 台 采用 电 于 管 代替 继电器 的 ENIAC 电子 计算 机 ,都 出 现在 控制 沦 演 全 形成 之 前 ， 
但 是 ,用 状 鲜 的 开关 装置 各 用 二 进 制 作为 电子 计算 机 设计 的 最 合适 基础 ,完全 是 受 囊 于 从 
一 思 旭 丰年 前 后 开始 的 控制 论 思想 的 发 展 :人 的 神经 系统 在 做 计算 工作 时 ,作为 计算 元 . 
件 的 神经 元 咎 神 经 细胞 。 实 质 上 可 以 膨 作 只 具有 两 种 动作 状态 的 普 续 器 。 士 程 熔 制 论 出 
现 以 后 , 包 日 益 深 刻 地 被 应 用 于 指导 电 于 计算 机 的 设计 例如 ,能 鱼 记 住 主题 并 把 以 岳 痿 
受 的 信息 同 这 个 主题 联系 起 来 的 智能 线 端 能够 识别 语言 波形 ,完全 按 早 豆 音 来 操作 的 计 
臭 机, 能够 直接 把 图 象 转变 为 数字 信息 存储 ,处 理 的 计算 机， 以 及 其 有 一 定 自学 习 . 上 月 组 织 
功能 的 以 电子 计算 和 机 为 心 驻 移 机 器 智能 等 等 :都 是 按照 控制 论 坏 理 来 革新 电子 计算 机 体 
系 结 构 的 一 些 新 发 展 . 工程 控制 论 下 在 推动 电子 计算 机 技术 革命 的 深入 这样 一 个 现实 
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已 经 来 到 了 人 类 的 面前 : 由 电子 计算 机 和 机 器 条 能 并 和 起来 的 人 ,已 经 成为 更 有 作为， 更 
高 超 的 人 ! 

.工程 按 籼 论 在 其 成 形 的 时 拒 ， 就 把 度 计 稳定 与 制导 系统 这 类 工程 实 跨 作为 主要 研究 
对 象 … 虽然 ,作为 现代 火箭 技术 和 航天 技术 萌芽 的 V-2 火箭 在 控制 论 诞生 之 前 好 几 第 就 
出 更 了 , 但 是 。 同 应 用 工程 控制 论 所 实现 的 高 精度 、 高 可 靠 和 性 的 制导 技术 比较 起 来 ，V-? 
的 机 电 趟 删 旺 系 统 实在 是 太原 始 了 。 法 西 斯 德国 向 伦敦 发 射 了 二 千 枚 近 种 射程 三 百 公里 
的 火箭 ,只 有 一 干 二 百 三 十 枚 落 入 市 区 ;这 其 中 又 仪 只 有 半数 落 在 距 县 标 中 心 十 三 公里 的 
范围 之 肉 。 而 现代 制导 技术 可 以 达到 这 样 的 成 就 ， 射程 一 万 公里 的 洲际 导弹 弹头 菌 点 圆 
公 算 偏差 在 三 十 米 以 内 ;“ 海 次 号 ”航天 飞行 器 在 远 距 地 球 七 千 万 公里 之 通 的 火 量 实现 了 
准 痊 的 软 苏 陆 。 各 种 人 造 地 球 卫 星 、 行 星 探测 器 .运载 火箭 以 及 航天 飞机 , 都 是 高度 自动 
化 机 器 . 航天 示 测 \ 航 天 遥控 \ 航 天 涡 感 ,还 有 航天 测控 信息 的 远 距离 传递 都 是 工程 控制 
论 在 航天 技术 革命 发 展 过 程 中 建立 的 里 程 碑 . 

.高 糖度 高 可 靠 性 自动 调节 、 自动 控制 和 自动 监测 系统 。 对 核能 技术 的 发 展 极 具 重要 
性， 在 杭 员 站 发 展 的 早期 ,一 般 采 用 常规 的 机 电 自 动 控制 技术 和 仪表 。 一 万 六 三 年 ,在 核 
玫 站 调节 ; 榨 人 Q 与 监测 工作 中 首次 驻 用 了 电子 计算 机 棕 制 , 并 获得 了 很 大 成 功 ; 到 六 十 年 
代 示 期 ,电子 计算 机 榨 制 已 在 核电 站 上 广泛 应 用 、 全 高 采 用 电子 计算 机 鉴 闻 儿 控制 ,是 当 
前 核电 站 技术 发 展 的 显 落 特征 .现代 电力 网 建设 ， 要 求 核电 站 在 运行 过 程 中 能 随 电网 负 
荷 的 变动 而 自动 调整 功率 输出 ， 只 有 应 用 务 变量 最 优 控制 以 及 能 预测 控制 变量 的 前 馈 控 
制 等 现代 控制 理论 ,才能 实现 这 个 目标 ， 

:控制 论 的 对 象 是 系统 ， 所谓 系 统 ， 是 由 相互 制约 的 各 个 部 分 组织 成 的 贯 有 一 定 功能 
的 整体 。 一 个 蒸汽 机 月 动 调节 器 是 一 全 系 统 ,一 部 自动 机 器 是 一 个 系统 > 一 个 生物 体 是 一 
全 系统 ,一 条 生产 线 是个 系统 ,一 个 企业 是 个 系统 ,一 个 企业 林 系 是 个 系统 ,一 预科 学 技术 
工程 晤 个 系 绩 ,一 个 电力 调节 网 是 个 荡 绕 ,- 个 铁路 调度 架 是 个 系统 ;还 有 ;一 个 经 济 协作 
区 是 全 系统 ,一 个 社会 组 织 也 是 一 个 荡 晓 。 有 卜 系 统 ， 有 大 系统 。 也 有 把 一 个 国家 作为 对 
象 的 臣 系 统 ; 有 工程 的 系统 ,有 生物 体 的 系统 ,也 有 虹 非 工程 的 ;也 非 生物 的 系统 。 为 了 实 
现 系统 委身 的 稳定 和 功能 ,系统 需要 取得 使用、 保持 和 传递 能 量 、 烤 料 和 粮 息 ; 也 需要 对 
系统 的 省 个 梅 威 部 分 进行 组 织 ， 生物 系统 的 组 织 是 一 种 肖 组 织 ， 能 够 根据 环境 的 基 些 变 
化 染 重 新 组 织 自己 的 运动 的 工程 系统 是 肖 动 控制 系 缠 。 + “. . 

在 工程 系统 的 实践 经验 基 础 上 ， 本 世纪 六 十 年 代 兴 起 一 美 新 的 工程 技术 ， 见 系统 工 
程 中 ; 系 缠 工程 已 从 工程 的 系统 推广 应 用 到 了 非 工 程 的 系统 ,从 工程 冬 绕 工 程 发 展 到 了 经 
济 系统 工程 和 社会 系统 工程 〔 简 称 社会 工程 )z， 系 统 工 程 是 各 类 系统 的 组 织 和 管理 技 
术 。 各 类 系统 工程 的 共同 理论 基础 是 运筹 学 ， 但 控 揣 论 研究 系统 各 个 构成 部 分 如 柯 进行 
机 人 本 家 古 丰 让 风 宝生 生生 人 和 :这 就 扩大 了 
控制 论 概念 的 影响 
另 一 方面 也 还 有 这 样 的 情况 : 由 于 机 相 咎 动 调节 与 控制 技术 的 发 展 。 本 世纪 四 十 和 
代 末 正式 形成 了 控制 论 科 学 . ,控制 论 旺 理 已 成 功 地 应 用 于 工程 系统 ; 生物 系统 和 离 级 神 
经 系统 ,五 十 年 代 诞生 了 工程 控制 论 和 生物 控制 论 : 六 十 年 代 ,现代 控 制 论 发 展 形成 的 大 
系统 理论 ,已 招 控制 论 的 方法 推广 到 了 既 非 工程 又 非 生物 的 系统 一 一 经 济 系统 ,从 两 正在 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www fineprint, Com cn 


IiY 序 


出 现 一 个 新 的 控制 论 分 支 一 经 济 控制 论 ， 面临 这 样 一 种 发 展 形势 ， I 
论 方法 能 否 对 比 大 系统 更 大 的 已 系统 即 社会 系统 发 挥 效 用 ? 

维 纳 在 一 九 四 八 年 曾经 说 过 ， 那 种 认为 控 解 论 的 新 筷 想 会 发 生 某 种 社会 次 用 的 想法 

是 “ 姬 伪 的 希望 ",“ 把 让 然 科学 中 的 方法 推广 到 人 类 学 ,社会 学 、 经 济 学 方面 去 , 希 莫 能 

在 社会 领域 里 取得 同样 程度 的 胜利 ”, 这 是 一 种 "过 分 的 乐观 “0， 控 制 论 的 现代 发 展 壮 明 
纵 纳 一 九 罗 八 年 的 观点 是 过 于 保守 的 。 把 一 些 工程 技术 方 靶 推广 应 用 到 社会 镇 域 世 不 基 
“过 分 的 乐观 "”; 布 是 现实 ， 运 筹 学 已 用 于 经 济 科学 ,并 将 庭 用 于 更 大 的 社会 领域 。 

斩 格 斯 和 兽 经 预言 , 在 社会 主义 条 件 下 “社会 生产 内 都 的 无 政府 状态 将 为 有 计划 的 自 
党 的 组 织 所 代 疮 “”。 充 分 利用 社会 译 义 经 济 规 律 的 钢 节 作用 。 能 够 组 织 自 觉 运 转 的 经 济 
各 统 ,这 样 的 系统 实质 上 也 是 一 种 自动 系统 ;党 分 利用 社会 主义 建设 的 客观 续 则 和 绕 计 规 
律 的 调 市 作用 , 如 乱 格 斯 所 预言 ,可 以 实 玉 社 会 生产 约 " 有 计划 的 自觉 的 组 织 ”, 实 质 卡 这 
就 是 一 种 巨型 的 系统 ,所 以 , 控制 论 所 研究 的 系统 的 返 动 形 式 , 在 高 级 形态 的 系统 一 一 社 
爹 系 统 中 ,也 是 枪 在 的 。 因 此 ,没有 理由 认为 控制 沦 的 社会 应 用 是 一 种 “虚伪 的 其 辖 ”*"， 这 
是 一 种 已 经 看 得 见 隘 光 的 误 实 的 项 望 . 在 社会 主 器 条件 王 ,一 门 新 的 科学 终 将 刍 生 ,这 就 
是 社会 控制 论 。、 这 样 一 门 料 学 不 会 在 资本 主义 制 麻 下 出 现 , 因为 , “资产 阶 航 社会 的 症结 
正 是 在 于 ,对 生产 自 始 就 不 存在 有 意识 的 杜 会 调节 所 4。 


( 八 ) 


作为 技术 科学 的 挫 制 论 , 对 工程 技术 .生物 和 生命 弄 象 的 研究 和 凑 许 科学 ;: 隐 莫 对 社 
-会 研究 都 有 有 深刻 的 意义 ， 比 起 要 对 论 和 量子 论 对 社会 的 作用 将 过 之 死 不 及 .我 们 可 以 替 
木 售 标 寺 说 从 科学 勾 论 的 航 项 来 看 ;二 十 世纪 上 半 叶 的 三 大 伟 绩 是 相对 论 * 沽 子 论 和 控制 
论 吧 ,也 许可 以 称 它 他 为 三 项 科学 划 命 ,是 人 类 认 谈 客观 世界 的 三 大 飞 聊 .但 我 们 比较 这 
王 大 型 论 , 也 姥 到 它们 ,特别 是 前 两 者 与 后 者 的 区 茵 ,相对论 是 处 理 宏 观 物 质 运动 的 蒜 硕 
琴 论 , 量 于 力学 是 处 理 微 观 物 筑 运动 的 基础 一 沱 ， 它 寻 交 一 个 共同 点 ;都 是 研究 物质 运动 
的 ;还 有 一 个 共 笑 点 ,都 是 基础 理论 , 印 入 们 案 践 的 基本 总 结 , 物质 运往 不 血性 人 么 形式 5 都 
是 以 此 为 依据 的 ， 碎 制 论 则 不 然 , 它 的 研究 对 象 似 平 不 是 物质 去 动 布 县 好 烛 也 还 没有 识 
人 到 可 以 称 为 基础 理论 ， 这 就 发 人 深 因 了 . 相对 论 和 量 于 力学 的 典型 可 以 引导 我 们 设想 
座 制 论 的 进一步 发 展 的 考 商 、 

: 为 什么 说 控盘 论 疯 乎 示 不 移 琛 入 呢 ? .从 控制 论 上 述 的 形成 和 发 展 米 看 。 它 是 原始 于 
技术 的 , 姥 从 解 次 生产 夫 践 问题 开始 的 . .工程 榨 镍 论 普 先 建立 ,是 控 乔 工程 东 煤 的 技术 的 
总 结 ; 即 从 工程 拷 术 提 烷 到 江 程 技术 的 理论 , 嘻 栈 术 笠 学 。 宥 了 这 样 一 门 技术 科学 一 一 工 
程控 制 论 , 就 总 前 面 讲 到 的 ,我 们 又 发 现 生 物 生命 现象 中 的 一 些 问题 岂可 不用 册 料 的 疯 点 
来 考察 ， 从 而 建立 了 生物 控制 论 。 再 进而 发 展 到 经 济 控制 论 以 及 社会 控制 论 。 吏 在 我 们 
如 末 据 这 四 门 技 术科 学 加 在 一 起 称 为 容 拥 论 ;这 桂 形 不 的 所 谓 控 制 论 还 是 一 个 混合 物 , 没 
有 脱离 苏 本 来 技术 科学 的 面目; 特性 钓 内 容 多 此 ,普遍 存在 的 共性 内 容 不 够 突出 ， 能 不 能 
更 集中 研究 “控制 "的 共性 问题 ， 从 而 把 控制 论 提高 到 艾 正 的 一 门 基础 科学 氟 ? 能 不 能 把 
工程 控制 沦 \ 生 物 榨 制 论 \ 经 济 榨 制 论 、 社 会 控制 论 等 等 作为 是 由 这 门 基础 科学 理论 控制 
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论 派生 出 来 的 技术 科学 呢 ? 

尘 论 控制 论 的 对 象 是 不 是 物质 的 运动 ? 因为 世界 是 由 运动 着 的 物质 构成 的 ， 控 制 论 
的 对 象 自然 还 是 客观 世界 ,所 以 控制 论 的 研究 对 象 最 终 还 得 联系 到 物质 ,只 不 过 不 是 物质 
运动 本 身 而 是 代表 物质 运动 的 事物 因此 之 间 的 关系 。 有 些 关系 是 直接 的 ; 有 些 关系 不 直 
接 , 要 通过 信息 通道 ,表现 为 信息 。 此 外 , 为 了 控制 , 即使 受 控 对 象 按 我 们 的 预定 要 求 行 
事 , 我 们 还 加 和 人 若干 控制 量 和 控制 量 与 事物 三 素 以 及 信息 之 间 的 关系 事物 因 赛 信息 和 
控制 量 形成 一 个 相互 关联 体系 ， 表 现 为 可 以 用 数学 表达 的 一 系列 关系 ， 我 们 要 注意 关联 
必须 以 数学 形式 定 下 来 ,也 就 是 要 定 和 晶 , 不 然 就 没有 控制 论 ， 理 论 控 制 论 的 任务 就 是 根据 
这 些 定量 的 关系 预见 整个 系统 的 行为 。， 有 些 问 题 在 控制 论 中 是 有 决定 性 意义 的 ;如 系统 
的 能 控 性 问题 和 能 观测 性 问题 的 普遍 理论 ， 

如 果 这 就 是 我 们 要 建立 的 基础 科学 理论 控制 论 ， 那 我 们 可 以 从 这 一 新 版 《工程 控制 
论 ;3 用 到 , 我 们 达到 的 离 我 们 的 目标 还 有 一 定 距 离 , 深度 还 很 差 。 要 真正 建立 这 门 基础 科 
学 ,还 有 待 于 今后 控制 论 专业 工作 者 们 的 努力 ， 为 了 实现 我 国 的 社会 主义 现代 化 ,为 了 促 
进 当 前 的 和 即将 到 来 的 各 项 技术 革命 ,我 认为 这 一 努力 是 很 有 意义 的 . 

在 写 这 篇 序 的 过 程 中 ， 王 寿 云 同 志 帮 助 我 检阅 并 整理 了 很 多 资料 ， 付 出 了 辛勤 的 劳 
动 ,我 在 此 对 他 表示 感谢 . 

铁 学 森 
守 于 一 九 七 八 年 十 二 月 二 十 四 朋 
嫉 改 于 一 九 七 九 年 干 一 月 二 十 九 日 
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: 旱 在 一 九 六 三 年 ,为 了 适应 我 国 科学 技术 发 展 的 需要 , 应 广大 读者 的 要 求 , 钱学森 同 
志 委 托 我 们 对 《工程 控制 论 》 作 补充 修订 ,. 在 他 的 喜 接 指导 下 , 我 们 用 了 两 年 多 的 时 间 对 
原 书 进行 子 竣 订 ， 以 求 上 反映 原 书 英文 版 出 版 以 后 生年 中 这 门 技术 科学 的 主要 进 履 … 一 - 九 
大 六 年 春 , 初 稿 完成 后 不 久 就 看 到 ,当时 要 出 版 它 是 完全 不 可 能 的 , .以 后 那 几 年 情况 更 复 
nt dy 在 这 里 , 应 该 下心 感谢 玉 考 云 同 

志 ,- 他 竞 能 把 未 丢 尽 的 原稿 受 善 保 在 了 十 多 年 ， 使 我 们 有 可 能 在 粉 砍 " 四 人 大 "之 后 "重新 

整理 节 稿 ;并 在 较 短 的 时 间 内 完成 了 这 一 工作 ， . 
”从 《工程 控 缸 论 》 的 初版 到 现在 已 过 了 二 十 五 年 在 这 二 十 五 年 中 ,工程 控制 论 这 站 
技术 科学 在 研究 的 范围 和 深度 方面 都 有 了 巨大 的 发 展 .但 是 , 原 书 中 所 阐明 的 基本 理论 和 
观点 至 今 仍然 是 这 门 学 科 的 理论 基础 ,这 就 是 为 什么 原 书 的 中 , 英 ; 德 , 假 等 各 种 文 版 至 今 
还 不 断 为 煌 界 各 辐 科 学 技术 工作 者 所 下 证 和 参考 的 原因 因此 ,在 修订 过 程 中 ,我 们 保留 
了 了 原 孝 的 此 乎 全 部 天 容 和 章节 ,在 这 个 基础 上 ; 摔 照 顾 著 的 宗 代 , 逃 择 新 的 林 笠 加 以 补充 。 
虹 热 ;基准 洽 的 文献 中 和 二 十 于 年 卓有成效 的 工程 实际 中 抽 称 新 的 东 有 共性 的 理论 ;在 今 
天 来 说 最 3 人 忻 非常 困难 的 事 ,- 二 由 我 个 末 务 环宇 约 东 御 的 展厅 ， 红 才 汪 的 泛 涯 林 
不 带 有 片面 星 这 是 首先 应 该 申明 的 . 

与 原 书 比较 , 完全 新 增加 的 有 五 率 { 第 八 、 二 二、 二 七 夺 十 和 二 十 一 章 ) 此 外 ; 原 书 
各 部 匠 中 疾 增 加 了 新 的 内 容 ， 有 的 则 大 部 分 症 新 写 的 。 对 菜 毕 章 记 的 次 序 还 作 了 也 应 的 
调整 。 例 如 在 第 二 章 中 增加 了 状态 空间 的 表示 至 论 它 不 仅 对 系统 的 精细 研究 提供 了 新 
的 下 典 ,还 为 从 之 微分 克 程 到 偏 微 分 方程 的 过 注 报 供 了 桥梁 ,因此 状态 空间 的 更 论 后 十 年 
来 电 庆 泛 被 受用。 在 本 版 中 增加 的 新 章 有 最 优 控 制 理论 《第 八 章 和 第 尤 章 失 部 分 全 : 它 是 . 
近 二 七 年 来 有 重大 发 展 的 部 分 之 一 。. 这 种 理论 的 抽象 和 所 得 到 的 新 的 结果 已 在 工程 实 路 
的 广泛 应 导 申 被 证 明 是 成 功 的 。 各 种 类 型 的 最 优 尼 设计 问题 都 以 这 种 至 记 的 抽象 作为 基 
础 ;在 这 两 尘 中 我 们 闭 重 介绍 非 古 典 最 优 控 制 问题 。 在 和 古典 变 分 法 的 对 照 之 下 可 以 看 
到 ， 无 论 是 命题 和 讨论 问题 的 方法 都 大 大 地 前 进 可 ， 更 接近 于 解决 实际 阿 题 中 的 主要 予 : 
盾 、 可 以 说 ， 这 是 近 二 十 年 来 工程 控制 论 这 门 学 科 中 进 再 最 大 的 理论 之 一 ,新 增加 的 第 
十 二 章 ， 是 关于 分 布 参 数 系统 的 理论 ， 这 些 理论 主要 是 六 十 年 代 迟 后 发 展 起 来 的 ， 在 自 ， 
森 卉 和 社会 现象 的 各 种 过 程 中 ,有 相当 大 的 部分 是 由 储 答 分 方程 椰 述 的 、 二 十 年 前 ,初期 
的 工程 控制 沦 对 伪 微 分 方程 描述 的 过 程 下 乎 尚未 独到 现在 ;情况 已 有 了 很 大 的 变化 ,处 
理 这 类 问题 的 理论 基础 已 经 建立 起 来 了 , 蝇 然 完善 的 程度 述 远 远 不 彤 , 特 咖 是 稻 直 挡 为 工 
程 计算 所 应 用 的 结果 还 不 多 。 由 于 分 布 儿 数 系统 本 身 的 状 恋 空间 是 五 穷 维 的 、 在 这 里 使 
用 泛 陷 分 析 中 的 观点 和 方法 ,可 以 建立 往 单 清晰 的 概念 ,能 使 相当 复杂 的 问题 名 热 开 朗 。 

”第 士 七 章 中 扼要 介绍 了 与 计算 机 技术 有 关 的 光 个 问题 ， 评 算 机 的 广泛 庶 用 对 控制 论 
的 发 展 具有 划时代 的 意义 ,然而 作为 普遍 的 理论 目前 仍 处 于 探索 阶段 ;我 们 只 能 限于 介绍 
这 方面 的 基础 理论 和 几 个 典型 问题 ; 并 将 这 些 内 容 都 归纳 在 “逻辑 控制 和 有 限 自动 机 ”这 


. -下 . 
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xvii 前 言 
个 标题 之 下 。 这 样 作 有 时 是 勉强 的 ,如 人 工 智 能 简直 应 该 是 一 门 新 的 学 科 , 遗 枯 的 是 一 种 
统一 的 理论 模型 还 没有 形成 。 第 二 十 举 是 信息 论 >: 客 或 许 不 宜 直 接 列 人 工程 控制 论 的 范 
畴 ,但 是 近年 来 信息 处 理 和 过 程控 制 蕊 密切 到 难 解难 分 的 程度 ,以 至 于 有 融合 的 趋势 ， 因 
此 , 遵照 钱学森 同志 的 提议 , 增加 了 这 一 章 。 最 后 一 章 是 大 系统 ,这 也 是 工程 控制 论 这 个 
学 科 中 最 新 的 一 章 ， 它 的 出 现 标 志 着 工程 控制 论 巴 从 研究 局 部 的 过 程 过 浅 到 研究 大 范围 
内 的 蒂 有 全 局 人 性 的 问题 , 例如 对 社会 经 济 发 展 , 交通 运输 、 企 业经 营 以 至 于 人 口 发 展 等 过 
程 进行 豁 量 找 述 和 控制 ， 大 系统 的 出 现 为 各 类 系统 工程 提供 了 新 的 观点 和 方法 ， 由 于 大 
夭 统 的 理论 远 不 够 成 熟 ,目前 我 们 只 能 满足 于 炳 明 它 的 基本 特点 ,应 用 范围 和 介绍 有 代表 
性 的 几 种 奸 论 模型 ,作为 对 大 系统 研究 的 一 个 导言 ， 
除了 这 些 新 增加 的 章节 外 ,对 厌 书 的 某 些 名 词 和 名称 还 作 了 修改 ,以 适应 十 多 年 米 逐 
步 形成 了 的 用 语 习 惯 ， 如 原 书 第 十 八 章 “ 误 差 的 控制 ” 改 为 “ 完 余 技术 和 容错 系统 ”( 现 为 
第 十 九 章 ); 原 第 十 七 章 改 为 ^ 自 镇 定 和 自 各 应 系统 ”等 等 ， 同 样 ， 这 些 章 的 内 容 也 略 有 增 
加 .， 可 有 EE 
玩 过 这 样 二 番 增 订 ， 书 的 内 容 似 已 起 出 一 般 工 程 体系 的 范 围 了 ; 这 也 是 控制 论 近年 
保 发 展 的 趋势 ， 发 端 于 工程 体系 , 悉 而 用 于 生物 现象 , 后 又 用 于 经 济 的 发 展 过 程 , 现在 更 
进而 用 于 社会 送 动 过 程 ， 将 来 再 来 增订 这 本 书 恐 怕 不 行 了 ;, 变 么 写 通论 的 控制 沦 ,要 么 写 
专 论 的 工程 控 侧 论 、 生 物 控制 论 或 经 济 控制 论 以 及 社会 宕 制 论 ， 这 是 工程 控盘 论 这 门 学 
科 绅 前 的 发 形 趋 势 ， 这 也 符合 一 切 事物 都 有 一 个 发 生 、 成 长 和 衰亡 的 辩证 过 程 这 样 一 个 
客观 规律 . 

-在 本 书 第 一 版 的 序言 中 , 原 书 作者 曾 指出 ， 工程 榨 制 论 是 一 门 技术 科学 ， 不 是 工程 技 
术 。 它 的 四 的 是 皖 合 自动 控制 方面 的 丢 术 成 果 , 撮 炼 出 一 般 性 的 理论 ,并 指 而 进一步 发 展 
的 方 商 ， 共 而 对 自动 控 舌 技术 的 发 展 起 指导 作用 。 原 序 中 的 这 一 段 话 明确 地 指出 了 理论 
来 身 实 践 , 反 过 来 又 会 指导 实践 这 一 客观 规律 ,说 明理 论 和 实 上 路 是 密切 联系 着 的 ， 但 又 是 
有 区 曾 的 ; 惟 得 理论 的 并 不 一 定 会 实践 ,有 实践 经 验 的 并 不 一 定 知道 理论 . 在 修订 版 出 版 
时 ;我们 觉得 还 应 该 补充 两 点 ， 第 一 , 工程 控制 论 毕 竞 是 一 般 性 的 理论 , 恕 果 没 有 工程 技 
术 的 实际 知识 和 实践 经 验 ,就 缺少 完全 理解 和 彻底 向 所 工程 锭 制 论 的 基础 ;因而 就 不 能 应 
用 一 般 的 理论 去 具体 解决 工程 技术 中 的 实际 问题 .无 论 学 习 工 程控 制 论 的 读者 或 者 是 研 
究 工作 者 都 圣 少 应 该 熟 习 一 个 具体 领域 中 的 工程 实际 问题 ;这 样 才能 对 这 一 学 科 中 的 基 
本 命题 ,方法 各 结论 有 深刻 的 理解 。 第 二 ,一 种 理论 是 否 正 确 , 是 否 有 生命力 ,是 否 值得 深 
庆 地 去 研究 它 , 不 仅 杜 君 它 的 推理 是 再 起 确 ,或 者 说 从 形式 逻辑 上 看 它 是 否 成 立 ， 更 重型 
的 是 淹 它 移 前 提 是 否 正 确 ,命题 本 贞 是 否 反 觅 了 工程 实践 中 的 客观 需要 ,是 宕 抓 住 了 主要 
了 矛盾. 近 二 十 多 年 来 , 在 工程 控制 论 的 发 展 过 程 中 , 有 不 少 理论 或 方法 被 实 距 所 淘汰 ; 另 
一 些 副 被 工程 实 蹊 证 明 是 正确 的 ,有 用 的 , 共 而 得 到 了 更 广泛 的 应 用 和 理论 上 的 进一步 提 
高 ,工程 实 跨 是 检验 任何 技术 科学 理论 的 最 后 标准 . 所以， 我 们 在 学 习 和 研 帘 工程 控制 
ee 

。， 共 这 个 意义 上 讲 、 工 程控 制 沦 包含 的 内 容 必 将 随 工 程 技 术 的 发 展 而 发 展 ， 本 书 修订 
人 
-这 二 必 的 修订 工作 实际 上 是 由 一 个 集体 完成 的 ， 协 动 修订 和 编写 个 别 章节 的 有 于 虹 
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元 同志 (第 十 二 章 ), 林 金 、 郭 孝 宽 同志 (第 十 三 章 ) 和 唐 志 强 同志 《第 十 四 、 十 五 章 ). 早期 
协助 整理 材料 的 有 王 玲 娼 、 刘 德 风 、 徐 信 华 和 新 元 甲 等 同志 ， 全 书 手 稿 的 整理 校对 这 一 繁 
杂 的 任务 是 由 于 景 元 和 唐 志 强 同志 完成 的 ， 


中 国 科学 院 戴 汝 为 、 涂 序 彦 、 韩 京 清 、` 毕 大 川 和 福州 大 学 项 国 流 等 同志 都 为 本 书 提供 
了 宝贵 材料 ， 有 些 是 他 们 本 人 的 研究 成 果 . 北京 大 学 黄 琳 同 志 阅 读 过 有 关 章 市 并 提出 过 
宝贵 意见 ,所 有 这 些 对 丰富 本 书 内 容 , 提 高 修订 工作 质量 都 大 有 裤 益 . 

王 毓 兰 同志 在 整理 插图 和 各 章 参考 文献 的 同时 还 编 了 一 个 与 本 书 内 容 有 关 的 部 分 中 
文 文献 目录 ， 附 在 本 书 的 最 后 ， 以 期 引起 读者 注意 研究 我 国 控制 论 科 学 工作 者 们 的 著作 
和 贡献 。 由 于 条 御所 限 ， 这 个 且 录 一 定 是 不 完全 的 ， 仅 对 应 收 而 未 被 收 人 的 文献 作者 致 
孝 ， 

在 整个 修订 工作 过 程 中 ,我 们 得 到 了 柴 志 、 殖 金涛 \ 何 午 山 等 领导 同志 的 热情 支持 ,这 ， 
种 支持 一 直 在 鼓励 着 我 们 ,也 是 我 们 能 够 完成 这 一 工作 的 必要 条 件 . 

我 们 谦 向 上 述 所 有 同志 致 以 囊 心 的 感谢 . 

对 修订 工作 中 的 缺点 和 错误 ,欢迎 侠 者 批评 指正 . 

宋 健 
写 于 一 九 七 八 年 十 一 月 十 二 日 
修改 于 一 九 七 九 年 十 二 月 十 七 日 
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”和 第- 章 引 论 


.工程 控制 论 这 问 学 科 中 的 主要 理论 和 其 它 任何 学 科 一 样 ， 产 生 于 生产 实践 和 科学 试 
验 ， 几 千年 来 。 我 国人 民 在 自动 控制 技术 方面 有 过 卓越 的 贡献 。 早 在 两 千年 前 ,我 国 就 发 
明了 开 环 自动 调节 系统 一 一 指南 车 7, 北宋 哲宗 元 枯 初 年 《公元 1086- 一 1089 年 ) 我 国 又 
-， 发 明了 闭环 自动 调节 系统 一 水 运 仪 象 合 。 大 约 经 过 七 百年 以 后 ， 在 英国 和 俄国 等 资本 
主义 国家 内 ,开始 将 自动 控制 技术 应 用 到 近代 工业 中 去 ， 些 后 随 着 近代 工业 技术 的 发 展 ， 
自动 控制 技术 也 获得 了 突飞猛进 的 发 展 、 折 有 这 些 就 是 工程 深 制 论 产生 的 客观 基础 ， 
但 是 ,仅仅 有 了 生产 实践 , 而 没有 把 实践 中 具有 共性 的 东西 抽象 出 来 , 理论 还 不 能 形 
成 .要 把 自动 控制 技术 中 的 普遍 规律 抽象 出 来 ,只 有 在 其 它 学 科 , 如 数学 \ 力 学 物理 学 等 
发 展 起 来 以 后 才 有 可 能 。 因 此 ,控制 理论 的 形成 ,只 是 近 几 十 年 的 事 。 控 制 理论 一 旦 形成 
以 后 ; 反 转 过 来 又 对 自动 化 技术 产生 了 巨大 影响 ,并 且 也 同时 在 生产 实践 和 科学 实验 中 经 
受 了 考验 。 毛 主席 说 过 “许多 自然 科学 理论 之 所 以 被 称 为 真理 ,不 但 在 于 自然 科学 家 们 创 
立 这 些 学 说 的 时 候 , 而 且 在 于 为 尔后 的 科学 实践 所 证 实 的 时 候 ”， 工 程控 制 论 正 是 经 历 了 
实 跷 一 理论 一 实践 的 过 程 ,并 且 仍 然 在 这 个 过 程 中 不 断 地 向 前 发 展 . 
.本 蔬 将 大 体 亲 循 上 述 次 序 去 叙述 控制 理论 的 各 个 主要 组 成 部 分 。 对 于 那些 早已 为 大 
家 热 悉 了 的 从 实践 到 理论 的 过 程 ， 略 而 不 述 是 为 了 节省 篇 幅 。 书 内 也 有 部 分 理论 问题 虽 
然 是 从 实际 问题 中 抽象 出 来 的 ， 却 没有 经 过 或 没有 充分 地 经 过 再 实践 的 考验 。 把 它 介绍 
出 来 是 为 了 促进 技术 实践 并 继续 发 展 这 些 理 沦 ， 在 第 一 章 里 我 们 简单 地 介绍 一 下 如 何 把 
一 加 实际 技术 中 昔 有 共性 的 东西 油 旭 为 理论 问题 ,以 及 为 此 所 明 要 的 一 些 概 念 \ 合 题 和 广 
法 . 


bt 由 


为 了 设计 一 个 优良 的 控制 系统 ， 必须 充分 好 了 解 受 控 对 象 执行 机 构 及 系统 内 一 切 元 
件 的 运动 规律 。 所 谓 运动 规律 是 指 它们 在 一 定 的 内 外 条 件 下 所 必然 产生 的 相应 运动 。 在 
“内 外 条 人 忻 与 运动 之 闻 存 在 着 园 定 的 因果 关系 ,这 种 关系 大 部 分 可 以 用 数学 形式 表示 出 来 ， 
这 就 是 控 担 系统 运动 规律 的 数学 描述 ， 在 控制 系统 中 我 们 经 常 开 到 和 需要 处 理 的 物理 现 
象 不 外 平 电 、 磁 、 光 、 热 的 传导 及 刚体 、 弹 性 体 、 流 体 的 运动 等 ， 这 些 物理 量 的 运动 规律 
早已 由 电磁 学 、 光学、 热力 学 和 力学 内 的 基本 定律 所 确定 ， 如 电磁 学 中 的 克 希 荷 夫 定律 
CKirchboff), 麦克 斯 韦 《Maxwel) 方程 ,热力 学 中 的 傅 里 叶 《Fourier) 定律 ， 热力 学 第 二 
0 光学 中 的 费 尔 马 《Fermat) 原理 ,力学 中 的 牛 幅 《Newton》 诸 定律 及 其 各 种 变形 等 

、 这 些 物 理 规律 大 部 分 都 可 以 用 微分 方程 、 积 分 方程 和 代数 方程 扒 述 出 来 。 本 书 研究 
es 绝 大 部 分 都 是 由 微分 方程 ,积分 方程 或 差分 方程 所 描述 的 。 下 面 我 们 
从 党 微分 方程 所 措 述 的 系统 开始 . 

如 果 我 们 所 考虑 的 系统 的 自由 度 是 一 ， 即 只 用 一 个 变数 y 就 可 以 描述 这 个 系统 的 牺 
理 状态 ， 那 么 把 变数 y 取 作 时 间 + 的 函数 ， 就 可 以 揪 写 这 个 系统 在 时 间 过 程 中 的 运动 状 
态 。 根 据 上 面 所 述 ， 我 们 求 出 y(9) 满足 的 方程 , 假定 它 是 一 个 常 微分 方程 ,时 间 + 是 唯 
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一 的 自 变 数 。 如 果 微 分 方程 的 每 一 项 中 最 多 只 含有 因 变 数 y 或 者 y 的 各 阶 时 间 导 数 的 一 


次 方 客 ,不 包含 ?或 者 它 的 各 阶 时 | 间 导数 的 高 次 方 突 , 也 不 包含 这 些 请 数 的 乘积 , 我 们 就 


说 这 个 方程 是 线性 的 , 问 对 , 也 就 把 这 个 方程 所 撒 述 的 系统 称 为 线性 系统 .反之 我们 就 
说 ,这 个 方程 是 非 线 性 的 ,同时 ,把 它 所 描述 的 系统 称 为 菲 线 性 系统 ， 更 进一步 ,还 可 以 把 
所 有 线性 系统 分 为 常 系数 线性 系统 和 变 系数 线性 系统 两 类 .如 果 描 述 系统 状态 的 线性 微 
分 方程 的 每 一 项 的 系数 都 是 常数 , 我 们 就 把 这 个 系统 称 为 “ 常 系数 线性 系统 *"。 如 果 这 些 
系数 不 全 是 常数 而 是 时 间 * 的 函数 ,我 们 就 把 这 个 系统 称 为 “ 变 系数 线性 系统 ”， 

从 重 类 微分 方程 的 解 的 特性 来 看 ,以 上 的 分 类 方法 是 有 道理 的 ， 因 为 ,每 个 系统 的 运 
动 状态 欧 特 性 与 描述 这 个 系统 的 微分 方程 的 类 型 是 有 密切 关系 的 。 不 查 如 此 ;微分 方程 
的 类 型 还 确定 了 解决 系统 的 工程 问题 的 正确 作法 ， 现 在 我 们 就 举例 来 者 一 看 各 种 梢 况 . 


11 党 系数 线性 系统 … 


让 我 们 来 讨论 一 个 最 简单 的 系统 一 一 二 阶 系统 . 也 就 是 说 、 铀 分 方程 是 一 个 一 阶 的 
常 系数 线性 方程 ， 根 定 系统 本 身 的 特性 不 受到 外 界 的 影响 ， 人 
外 力 ) 的 作用 ,那么 ,微分 方程 就 可 以 写作 下 列 形式 : . 


全 + 避 = | LD 


”1 


其 中 是 一 个 实 党 到. 可 以 中 作 弹 策 这 娄 . 当 y 不 随时 间 变 化 时 ， /如 等 于 办 根据 方 
程 (1. ID 必定 要 有 y 二 0。 因此 ， 系统 的 平 区 状态， 起 者 下 衡 杖 态 ， wy ? 一 0 的 状 
坊 . 
方程 (1.1-1) 的 解 是 

| Yo yoeThi, | (1.1-2) 
这 里 ， 是 y 的 初始 值 , 或 者 说 

> y(0) ~ 多， . (1.1-3) 
4 就 是 下 统 的 高 开平 奖状 态 的 禄 始 扰动 对 于 正和 的 大 信和 旬 的 天 伪 , 在 几 1.1-! 
畦 夯 出 了 系统 在 * 0 时 的 并 动 状态 . "我 们 看 到 ,让 
4 > 9 的 情况 下 yy 随 着 时 间 的 增加 测 逐 靳 威 小 ， 当 时 
间 无 限 增 大 对 ，y 下 9。 内 此 ;对 于 上 > 的 情形 ,条 统 
的 扰动 就 会 暴 后 消失 掉 ， 于 是 我 们 战 可 以 说 ;系统 是 稳 
定 的 .在 妇 0 的 情况 下 ,系统 的 运动 随 着 时 间 的 增加 
”而 不 断 地 增 大 ,而 生 不 论 初始 的 扰动 位 欧 多 么 微小 ,系统 
的 扰动 都 会 逐渐 增长 到 非常 大 的 数值 ,这 也 就 是 说 ,一 旦 
受到 扰动 ,系统 就 永远 不 能 再 园 到 平衡 状态 上 去 了 。 这 样 的 系统 就 是 术 稳定 的 . 
对 于 阶 数 更 高 的 系统 来 说 ， 微 分 方程 里 含有 更 高 阶 的 导数 ，* 阶 系统 的 微分 方程 就 


是 | 
1 “ 和 
ce 十 a (1.1-4) 
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变 系数 线性 系统 "PT 一 - Pes ke 


对 于 实际 的 物理 系统 而 言 , 各 个 系数 os，，…*, a 都 是 实数 ， 在 这 种 情况 F: 方程 (1.1~4 
We 


一 > 和 et sin (fut + pi), z (1-5) 


其 中 my Pi 都 是 实数 并 且 和 系数 so- “…，ms 有 关 。%i 是 相 季 而且 也 和 系数 .ee ……， 
a 有关， 这样 一 来 就 可 以 看 出 : 当 所 有 的 . m 都 是 负数 的 时 和 如 
果 某 一 个 a; 是 正 数 ,扰动 就 会 越 来 越 大 ,因而 系统 也 就 是 不 稳定 的 . 

”从 以 上 的 这 个 例子 可 以 奢 到 ， 关 于 常 系数 线性 系统 的 运动 状态 ， 我 们 可 以 提出 一 个 
严格 的 问题 一 一 系统 的 稳定 性 的 问题 ， 在 一 个 工程 设计 中 ,通常 首先 要 求 的 就 是 稳定 性: 
只 要 确定 了 微分 方程 的 系数 , 我 们 就 可 以 答复 系统 是 否 稳定 的 问题 、 在 出 方程 (1.1-1) 所 
描述 的 简单 的 一 阶 系统 的 情况 中 ,的 符号 是 唯一 的 有 决定 性 意义 的 参数 ， 

但 是 ,这 并 不 是 说 对 任何 一 个 控制 系统 只 要 求 它 具 有 稳定 性 就 够 了 .一 般 来 讲 , 一 个 
系统 仅仅 稳定 还 是 十 分 不 够 的 ,根据 它 所 担负 的 任务 不 同 ， 对 它 还 会 提出 其 它 的 质量 要 
求 。 例如 航天 飞行 器 往往 要 求 控制 系 绕 耗 能 少 , 随 动 系统 要 求 跟踪 速度 快 ,对 工业 生产 中 
的 控制 系统 要 求 均 方 误差 小 等 等 。 和 稳定 性 一 起 ， 这 些 都 称 之 为 控制 系统 的 质量 指标 ， 
内 此 ; 沿 分 析 了 一 个 控 括 系 弦 的 稳定 福 后 ;还 楼 对 其 它 的 质量 指标 进行 分 析 和 试 鉴 。 经 过 
全 夯 试 散 分 煌 和 而 ， 才 能 对 所 设计 的 系 绕 提 出 鉴定 性 贡 驳 .在 设计 工作 中 也 必须 间 时 采取 
措施 ,满足 稳定 峙 以 外 的 其 它 指标 要 求 ， 


1.2 变 系 数 线 性 系统 


如 果 在 所 醋 究 的 系统 中 有 一 个 可 江 化 的 参数 ， 变 动 这 个 参数 就 可 以 使 系统 的 平稳 状 
态 或 采 冯 状态 相应 地 改变 ， 很 自然 地 就 林 以 想到 :描述 系统 运动 状态 的 微分 方程 的 系数 
也 是 这 个 参数 的 削 数 。. 全 如 ,作用 在 飞机 上 的 闪 气 动力 就 是 飞机 速度 的 一 数 ,如 果 飞 机 的 
启 度 出 于 加 速度 或 三 速度 而 发 生 改 变 的 话 , 那么 , 即使 飞机 本 身 的 乙 性 狂 质 保持 不 变 , 作 
四 在 飞机 上 的 空气 动力 也 还 是 要 改变 的 ， 由 于 这 个 缘故 ， 如 果 我 们 稻 计 算 飞 机 的 离开 水 
平 飞行 路 线 的 扰动 运动 的 话 ,基本 的 徽 分 方程 就 会 是 一 个 变 系数 的 方程 . 
”” 社 我 们 再 回 到 方程 (1.1-1) 所 扒 述 的 一 孟 系 统 的 简单 的 例子 上 去 ， 如 果 弹 簧 系数 
是 飞机 的 媚 认 的 入 数 ,而 芋 急 定 飞机 有 一 个 不 帝 风 加 速度 o, 那么 , 吝 是 速度 “一 st 的 
函数 ， 风 北 , 定 分 方程 就 可 议 写 成 以 下 欧 形 式 ; z 
Ry (1.2-1) 


这 个 方程 的 解 就 是 i 
mt Ka A 012-2) 


其 中 为 是 初始 扰动 。 如 果 天 总 是 正 数 > 那么 ,tog (y/%) 就 总 是 负数 .而 县 当时 间 增 大 的 
时 候 ，log (y/m%) 这 个 负数 的 绝对 值 也 就 会 越 来 越 天 ， 关 此 , Y 就 永远 小 于 %. 而 且 最 后 
趋 于 滑 失 ， 所 以 系统 是 稳定 的 ， 如 果 饮 总 是 负数 ，Jog《y/yo) 就 是 一 个 随 着 时 间 增 大 的 
正 数 ， 即 使 初始 扰动 ,非常 微小 ,> 的 数值 最 后 也 会 变 得 很 大 , 所 以 系统 就 是 不 稳定 的 ， 
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这 样 一 些 系数 不 改变 符号 的 变 系 数 系统 的 特性 和 党 系 数 系统 的 特性 是 非常 相近 的 ， 

然而 ,有 趣味 的 是 起 茎 有 正 值 也 有 负 和 值 的 情形 。 我 们 假定 C42) 先 取 正 值 , 然后 取 负 
值 ， 最 后 又 再 取 正 什 . 如 果 以 时 一 本 表示 名 的 第 一 个 零点 ， 以 mw 一 gp5 表示 第 二 个 零 
点 ,那么 ,按照 我 们 以 前 的 观念 来 判断 其 稳定 性 的 问题 就 变 为 不 可 能 了 、 因 为 在 4 到 ww 的 
范围 内 系统 似乎 是 “不 稳定 ”的 .但 是 ,因为 稳定 性 的 概念 本 身 通常 是 当 :> co 时 系统 的 
浙 近 姓 能 ,而 不 是 基 一 瞬间 的 情况 所 能 够 完全 确定 的 ， 因 此 ,对 变 系数 系统 的 稳定 性 的 分 
析 需 要 建立 另外 一 些 方法 。 这 些 方法 将 在 第 四 章 内 介绍 , 

尺 管 奶 此 ， 系统 式 (1.2-2) 在 这 一 “危险 这 词 ” 的 人 对 类 际 工 程 是 还是 有 起 
的 ， 

设 ym 是 ?的 极 小 值 ，yaax 是 ? 的 极 大 值 、 根 据 方程 (1.2-22 就 有 : 


og Zo ml | RCE) dE, 《1L2-3) 
Yo HH' J4 | . 


og J 一 一 二 | td (1.2-4) 


从 工程 的 观点 来 省， 有 兴趣 的 问题 常常 是 ，yms。 多 女 大 ? 是 不 是 它 已 经 大 到 使 系统 
不 能 正常 运转 的 程度 ? 我 们 注意 到 这 样 一 个 事 
实 : 为 了 回答 以 上 的 个 题 ， 除 了 名和 * 的 函数 
关系 之 外 ,我 们 还 需要 知道 两 件 事 ， 这 两 件 事 
就 是 : 加 速度 4 多 么 大 2 初始 扰动 如 的 大 小 是 
多 少 ?因为 对 于 固定 的 e 值 来 说 , ywoz 和 成 
比例 .但 是 更 重要 的 情况 是 ， 对 于 立定 的 初始 
扰动 来 说 ,我 们 可 以 用 谱 大 加 速度 。 的 办 法 使 
偏差 的 极 大 信 ya 大 大 地 减 小 .这 个 事实 可 
以 从 方程 (1.2-4) 看 出 来 。 这 个 事实 的 实际 塌 
义 就 是 ， 如 果 尽 可 能 迅速 地 通过 “危险 区 域 ”， 
“ 佑 险 区 城 就 可 以 使 不 利 的 效果 减少 到 最 低 的 程度 ,以 上 
ee 讨论 提示 我 们 ;对 变 系数 系统 应 该 注 者 研究 控 
制 系统 在 有 限 区 闻 内 的 性 能 ， 例 奶 用 有 限 区 癌 的 稳定 性 的 概念 去 代替 对 时 间 趋 于 无 穷 大 
时 系统 渐 近 性 能 的 研究 。 有 限时 间 内 系统 性能 的 分 析 方 法 也 将 在 以 后 做 一 些 介 绍 ， 另 一 
方面 ,从 工程 实际 中 的 物理 概念 出 发 , 对 于 一 般 的 变 系 数 线性 系统 来 说 , 简单 地 提出 这 些 
系统 是 否 稳定 的 问题 往往 是 没有 明确 的 意义 的 。 更 有 意义 的 问题 的 提 法 是 : 在 给 定 的 扰 
动 和 给 定 的 外 界 条 件 之 下 ,对 于 一 个 确定 的 准则 (判断 标准 ) 来 说 ,这 个 系统 的 运行 状态 是 
否 使 人 满意 ?在 我 们 的 简单 的 一 阶 系 统 的 例子 里 ,正常 盗 行 的 确定 的 判断 准则 就 是 you3 
给 定 的 扰动 就 是 %; 给 定 的 外 界 条 件 就 是 加 速度 。。 因 此 ,由 于 从 第 系数 系统 进展 到 变 系 
数 系统 ,问题 的 特点 就 已 经 大 大 地 改变 了 。 
， 为 了 如 免 发 生 误 解 起 见 ， 必 须 指出 : 以 上 的 讨论 只 是 为 了 说 明 常 系数 线性 系统 和 变 
系数 线性 系统 在 基本 的 数学 性 质 上 的 区 别 而 已 ,并 不 是 说 ,在 实际 的 工程 问题 中 对 于 常 系 
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1.3 韭 线性 系统 | 和 


到 线性 系统 只 要 求 它们 稳定 就 金 了 ,如 前 所 太 , 对 于 这 些 系 统 的 其 他 方 而 的 性 能 (例如 ,过 
渡 过 程 中 的 状态 、 可 能 发 生 的 最 大 偏差 ymi 等 等 ) 也 还 是 要 加 以 考虑 的 ,同样 地 ,在 实际 
的 工程 网 题 里 对 变 隶 数 线性 系统 提出 的 问题 也 可 以 是 多 方面 的 。 


1.3 非 线性 系统 


如 果 在 方程 (1.1-17 所 描述 的 简单 的 一 阶 系统 时， 弹 得 系数 是 扰动 量 ? 本 身 的 函 
数 , 那 么 微分 方 程 就 成 为 


全 十 六 7) = 10, (1.3-1) 


其 中 令 f(y) 一 人 yy. a 方程 (1.3-1) 所 拱 述 的 系统 也 就 
是 非 线 姓 系统 的 最 简单 的 例子 ， 把 方程 (1.3-1) 积 分 , 就 可 以 用 下 列 的 关系 式 求 出 方程 的 
解 Ce: 
fa _ 
: | fCn)? 0 
这 里 的 为 仍然 是 初始 护 动 . 


另外 一 方面 ,把 方程 (1. 3~1) 逐 次 地 求 导数 就 得 出 : 
A 


an dy dt 
dy day J 2 af diy 
dp ds dy dr ” 


Se 时 (1.3-3) 
因此 ,如 果 yy 是 冰 数 f(y) 的 零点， 并 且 fly) 在 六 点 是 正则 的 , 即 兵 >) 对 于 3 的 所有 阶 的 
导数 在 六 点 都 是 有 限 值 ， 我 们 还 可 以 假定 f(y) 在 y 点 附近 可 以 写成 
1y) 一 (7 — yew 十 conCy 一 入 ) 士 -…] 
的 形式 ,其 中 m 守 1, 而 且 cw 产 0。 因 此 ,根据 方程 (1.3-1) 和 (1.3-3) 就 得 出 : 


2 
在 ?一 图 处 人 (1.3-4) 


如 果 初 始 扰 动 和 与 f(y) 的 某 一 
个 零点 相 重 合 的 话 ,那么 ,以 后 ? 就 保 
持 着 这 个 数值 ， 并 不 随时 间 变 化 。 因 
此 ，f(y) 的 各 个 零点 都 是 平衡 位 置 . 
如 果 在 某 一 个 零点 上 df/4y > 0， 就 
像 六 点 的 情形 , 离开 这 个 平衡 位 置 的 
微小 偏离 必定 会 逐渐 消失 ， 因 而 系统 
最 后 还 会 回 到 初始 状态 上 去 (图 
1.3-1)， 这 样 ,我 们 就 可 以 说 , 对 于 令 
小 扰动 而 言 , 在 yy 点 系统 是 稳定 的 。 
可 是 ,如 果 在 某 一 个 零点 上 df/ay<0， 1.3-1 
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6 第 一 章 引 论 


就 像 y; 骸 约 那 种 精 形 ， 离开 这 个 平 痪 点 的 任何 一 个 下 小 吉 动 都 会 使 得 系统 变动 到 相 偶 的 
平 窒 位 置 入 或 为 上 去 . 因此 ， 为 是 一 个 木 稳定 的 平衡 状态 . 

我 们 已 经 看 到 , 甚至 象 方程 (1.3-1) 所 接 述 的 这 样 一 个 间 党 往昔 的 系统 , 它 的 运动 闫 
态 就 已 经 是 很 复杂 的 了 。 在 线性 系统 中 如 果 某 一 个 运动 是 稳定 的 ， 则 可 断言 系统 是 稳定 
的 , 即 系 统 的 每 一 个 运动 对 任何 初始 拭 动 都 是 稳定 的 ， 与 线性 系统 相反 , 非 线 性 系统 由 于 
可 以 同时 存在 稳定 的 和 不 稳定 的 运动 ,因此 ,对 非 线性 系统 只 能 对 某 一 个 或 某 一 类 具体 运 
动 的 区 定性 进行 研究 ,一 般 地 提出 系统 是 盏 稳定 往往 芒 没 有 意义 的 。 :: 

象 前 述 弹 筑 系 数 的 非 线性 特征 一 样 ， 控 制 系统 的 非 线性 主要 是 由 受 瓷 对象、 换行 相 
构 、 各 种 放大 器 和 敏感 元 件 的 非 线性 特征 造成 的 ， 便 如 放大 器 的 饱和 特性 (图 1.3-2a), 放 
大 器 的 磁 灌 曲线 (图 1.3-2b) 及 其 它 继电器 特性 (图 1.3-2c, d), 机 械 传 动 空 避 特性 等 等 
都 是 一 些 最 常见 的 典型 非 线性 因素 ， 研 究 包括 这 类 非 线 福 料 狂 的 控制 系统 的 适 动 稳定 性 
问题 已 不 能 归结 于 对 线性 方程 式 的 研究 ， 而 必须 谨慎 纲 心 地 去 分 析 和 肘 究 非 线 柱 广 程式 
所 描绘 的 某 些 我 们 感 兴趣 的 运动 . 


x (输入 ) 


图 1.3-2 


1.4 工程 近似 问题 


几乎 可 以 肯定 地 说 ， 只 要 加 以 足够 精密 的 分 析 、 任 何 一 个 物理 系统 都 是 非 线性 的 . 
我 们 说 某 一 个 实际 的 物理 系统 是 线性 系统 ， 其 意思 有 只 是 说 它 的 某 些 主要 答 能 可 以 充分 精 
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确 地 用 一 个 线性 系统 加 以 近似 地 代表 而 已 .并 且 ,所谓 “充分 精确 ”的 意思 就 是 说 ， 实 际 系 
统 与 理想 化 了 的 线性 系统 的 差别 ,对 于 具体 研究 的 问题 来 说 已 经 小 到 无 关 紧 要 的 程度 ， 
只 有 当 具 体 的 条 件 和 具体 的 莹 求 明确 地 给 定 以 后 ， 我 们 才能 把 一 个 实际 的 系统 看 作 线性 
系统 或 是 非 线性 系统 ， 在 这 个 问题 上 并 不 存在 一 般 折 谓 的 绝对 的 判断 蕉 则 ， 举 例 来 说 ， 
如 果 我 们 只 想 研究 一 个 非 线性 系统 在 它 的 基 一 个 稳定 平衡 点 附近 的 微小 扰动 运动 的 最 后 
状态 的 话 ,那么 , 根据 李 雅 普 诺 夫 (Jimmyroe) 的 关于 运动 稳定 性 的 第 一 近似 的 定理 ,在 一 
定 的 条件 下 , 原来 的 系统 就 本 区 用 一 休 线 性 系 缮 很 好 她 近似 ;但 是 > 如 果 我 们 的 问题 是 想 
研究 系统 的 自 激 振荡 移 话 ,那么 ， 就 不 能 把 系 统 的 非 纳 性 的 性 般 乱 略 掉 ， 因为 那样 一 来 训 
会 抠 产 生 自 濑 振荡 人 的 物 宕 根源 (和 数学 根源 ) 于 挤 了 ， 

局 二 所 说 的 处 理 分 天 问题 的 原则 ， 对 于 把 线性 系统 分 为 党 系数 系 六 和 党 系数 系统 
类 的 情形 也 是 适用 的 。 以 方程 (1.1-1) 和 《1.2-1) 记 措 述 的 两 个 简单 的 系统 为 例 ， 如 果 加 
速度 a 非常 小 ,也 就 是 说 飞行 的 速度 凡 平 不 变 , 由 方程 (1.2~3) 就 可 以 看 出 来 ym 比 初始 
扰动 % 小 得 多 ,而 且 这 样 的 ymis 发 生 在 :的 数值 很 大 的 一 个 时 刻 ， 在 一 个 有 限 的 时 间 间 
隔 之 内 ,系统 式 (1.2-17 的 适 动 状态 和 大 是 正信 的 系统 总 (1.1-1) 的 运动 状态 是 十 分 相近 
的 因此 ;在 一 定 的 场合 之 下 ， 也 可 以 用 党 系数 素 统 很 准确 闻 近 似 一 个 变 条 数 系统 . 

很 明显 ， 常 系数 系统 是 最 容易 研究 的 . 很 幸 关 的 是 : 为 数 很 多 的 工程 系统 绪 过 工程 
近似 的 秆 续 之 后 ,都 可 以 首 作 常 茶 数 隶 统 ， 这 也 就 是 为 什么 枉 榜 市 理论 中 ; 关于 入 系数 线 
性 系统 这 一 部 分 理论 特别 发 达 的 缚 故 ， 


5 元谷 定义 


“ 穆 抽 六 泥 主要 研究 系统 多 态 的 运动 律 和 改变 这 种 运动 规 和 的 方法 和 可 能 人 前 者 
统称 为 分 析 问 题 ,后 者 则 为 综合 (设计 7 问题 。 如 果 说 分 析 是 为 了 认识 系统 的 运动 规律 , 那 
么 综合 的 目的 便 是 改造 这 种 运动 ,使 之 注 足 我 们 的 需要 ， 这 样 对 于 控制 论 来 说 , 分 析 是 
基础 ,综合 是 目的 ,而 后 者 又 是 前 者 的 发 展 结果 ,是 前 者 的 更 高 阶段 。 

国 如 果 一 组 变 重 xx“，…; x。 能 完全 代表 某 一 控制 系统 的 状态 ， 而 且 它 们 的 变化 规 
律 xz)， xx 能 够 单一 地 确定 系统 的 运动 规律 ,我 们 将 说 (r:。'…'，x) 是 
系统 的 状态 ,其 中 每 一 个 分 量 *; 将 称 之 为 系统 的 座 标 、 例 如 质点 的 运动 方程 趟 

和 汪 Fr f | 《1.5-1) 
dr | 
的 信和 不 能 完全 代表 质点 网 春 ， 证 和 上 的 台 度 一直 才能 全 天 质点 的 


各: 3 Pomp Ms wy 则 式 (1 和 1) 变 为 


(1.5- 2 
Az 1 
这 样 , x 和 x*: 是 质点 MM 的 两 个 座 标 ， 它们 二 者 在 一 起 才 攀 成 质 上 的 的 态 如 果 某 一 系统 


的 运动 可 用 下 列 方 程 组 来 措 述 : 
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8 第 一 章 引 论 
un 六 (xls zy “3 Xe 12) 
df | 


. dr , A 人 « 
一 :一 T(xXis X29 "~ sres £)3 
di - | 


DE 


Se = fx *73 < 2 Ty a (1 3) 
则 (ns sy。 sx) 完全 代表 了 系统 的 状态 ， 系统 有 个 应 标 . 只 是 可 以 由 有 限 个 座 标 
完全 描 给 其 决 态 的 系统 ,我 们 将 称 之 为 有 穷 维系 统 ,或 称 之 为 集中 参数 系统 ， z 

并 不 是 所 有 的 受 控 系统 均 可 以 用 有 限 个 座 标 去 完全 描述 出 它 的 状态 ， 例 如 胡琴 上 的 
泡 的 运动 是 可 以 控制 的 ,控制 的 方法 不 同 , 便 可 以 奏 出 各 种 优美 动听 的 曲调 下 的 运动 方 
程式 是 一 j 


站 J 
Be = a 5 fz, I : 50 
其 中 4 为 和 药 数 zy 为 纺 对 平衡 位 置 的 横向 偏 称 ， je zt 为 外 界 控制 力 ， 
它 的 运动 是 由 一 个 二 元 ( 双 变量 ) 冰 数 yx。 2 描述 的 ， 如 果 对 每 一 个 固定 点 x 一 x 
将 函数 > 看 成 为 一 个 单 变量 * 的 函数 . pC DD) .J 人) 那么 这 样 的 函数 有 无 窒 多 个 . 因 
丈 ， .我 们 说 系统 式 (1. 5-4) 是 无 穷 维 的 ， 在 工程 上 ， 根据 明显 的 物理 特点 ， 称 此 羔 系 统 为 分 
布 参数 系统 . 
从 控制 的 观点 来 看 ， 系统 中 的 诸 量 又 可 分 为 两 类 : “ 受 控 量 和 控制 量 控制 的 且 的 是 
_ 向 对 大 们 有 利 的 方向 改变 系统 的 运动 规律 ,因此 ,系统 的 诸 状 态 座 标 都 是 受 控 量 ， 用 以 去 
改变 运动 规律 的 诸 量 , 如 式 (1.5-1) 和 (1. a 式 (1.5-4) 中 的 fx, :)， 均 称 为 控制 
量 . oe 有 多 个 , 用 ws si -tr 表示 ， 此 时 方 穆 组 1.5-37 可 


改写 为 : 
Sa 一 fts Kis X29 Ts Xn Wyn Ha3: 1" g gr) » 
2 -= fi, Xa 2> "* “3 XT» 1s 2» “sy Hs) 
一 f(t, Xs xz ***, Xa3. W139 H2y "3 #,), (1.5-5) 
上 上 


式 内 诸 座 标 第 13 F229 “3 Xn 为 受 控 量 ， Wis “*"*» ty 为 控制 量 .。 我 们 要 注意 到 ， 这 种 分 类 
是 很 童 要 的 . 内 为 只 有 对 入 制 量 我 们 才 有 一定 的 自由 去 改变 它 ， 栅 姑 用 改变 供 油箱 门 的 
位 置 去 改变 发 动机 的 推力 ,用 改变 舵 的 偏 角 去 改变 作 几 于 飞行 器 上 的 气动 力 和 力矩 用 矿 
变 电 枢 电 压 去 改变 电机 的 转动 力矩 等 等 . 而 受 控 量 的 变化 只 能 通过 控制 量 的 作用 按 其 本 
来 的 规律 (微分 方程 式 所 确定 的 规律 ?进行 。 

像 在 数学 物理 方程 由 所 看 到 的 那样 ， 有 些 具 有 分 布 参数 的 受 控 运 动 可 用 佬 备 乱 有 沽 
(Fredboim) 积分 方程 来 描述 ， 如 方程 式 


yC%) = | K(x, gCyC), #3))ds, - (15-6) 
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”1.6 系统 运动 模型 的 二 识 9 


。 其 中 y(z) 为 受 控 量 (函数 )，K(x,s) 为 已 知 二 元 阮 数 (积分 方程 的 核 函 数 ), gCy; w) 为 
乌 知 二 元 范 数 ,而 nCs) 为 控制 量 ( 函 数 》. 系统 的 无穷 维 ) 座 标的 变化 规律 只 能 通过 控制 
范 数 x(*) 去 改变 ， 

如 果 注 意 线性 自动 调节 理论 中 的 研究 方法 ,我 订 可 以 觉察 到 ， 那里 功 沦 是 系统 的 诺 标 
或 控制 嗓 均 被 默默 地 认为 不 受 任何 限制 , 即 任 一 变量 的 取信 范围 预先 不 加 任何 约束 ,其 大 
小 完全 由 线性 方程 式 本 身 的 特 宾 和 初始 条 件 所 确定 . .虽然 线 人 性 谓 节 理论 的 丰硕 成 果 对 自 
动 控制 技术 超 了 并 县 现在 依然 起 着 重要 作用 ;但 溉 控 量 和 控制 荔 不 受 限制 的 假定 是 与 实 
际 技术 装置 的 工作 情况 有 一 定 距 离 的 ， 这 不 能 不 认为 是 线性 怒 论 的 重要 鲍 陷 ， 在 实际 技 
术 问 题 中 ， 一 切 受 控 量 和 控制 量 都 受到 客观 条 件 的 某 些 约束 而 不 能 超出 一 定 的 范围 。 对 
于 控制 量 来 说 这 一 事实 有 着 更 深刻 的 意义 。 枫 如 作用 于 飞行 器 上 的 力 , 总 有 一 定 的 限度 ， 
物体 的 速度 和 加 速度 受到 机 械 结 构 强 度 和 其 它 条 件 的 限制 ， 控 制 电压 受到 电源 功率 和 疱 
缘 强度 的 限制 等 等 。 这 些 客观 限制 因素 有 时 对 榨 制 系统 的 性 能 具有 决定 性 的 影响 ， 如 果 
在 设计 系统 时 不 知 考 虑 ,计算 工作 就 往往 不 能 反映 受 控 对 象 的 主要 特征 3 或 者 使 定量 计算 
的 准确 程度 受到 严重 影响 .例如 ,线性 调节 理论 中 不 考 卡 限制 条 件 而 得 到 的 “过 注 过 程 的 
时 阐 与 阶 跃 输入 作用 的 炎 小 无 关 * 的 结 沦 ,在 实际 上 是 木 完全 正确 和 的。 

人 们 很 早 就 发 现 ， 着 考虑 系统 的 受 控 量 和 控制 量 的 限制 条 件 ,在 控制 系统 的 设计 工作 
中 线性 理论 的 分 析 方 法 已 经 不 完全 适用 或 根本 不 能 使 用 ， 那 里 应 用 的 广泛 和 富有 成 效 的 
许多 代数 方法 在 这 里 均 局 部 或 全 部 次 失 了 其 优越 性 ， 这 里 必须 采用 其 它 的 研究 方法 ， 这 
些 方法 将 在 本 书 以 后 的 有 关 章 节 中 详细 介绍 ， 

对 控制 最 和 受 控 量 的 限制 条 件 ， 在 设计 工作 中 有 很 大 不 同 的 意义 ， 前 者 是 首先 必须 考 
筷 的 因素 。 对 控制 量 的 约束 条 件 大 致 上 可 做 下 列 分 类 ， 设 ui,………, w 为 受 榨 系 统 的 ”个 
控制 重 - - 普 先 ， 在 控制 过 程 中 最 常见 的 是 每 一 个 分 量 的 取 值 范围 受到 限 解 ， 如 

ju;| 志 Ms 2 we | 2 (1.5-7) 
Mi 为 不 同 的 (或 相同 的 ) 正 常数 ， 人 
gifaiy wz 9 PE a fi an 1 2 人 
此 处 到 为 已 知 的 连续 函数 ， 
有 时 在 某 些 系统 中 ， 重要 的 不 是 控制 量 的 每 一 办 时 值 ,而 是 对 卸 制 量 的 困 数 玫 式 有 和 
殊 的 稳 求 。 例 如 ， 在 控制 过 程 中 诸 控制 分 量 应 满足 不 等 式 


fm, wD, War Mi 2 C1.5-9) 


式 中 qm 为 一 组 特定 的 连续 国 数 ， 大 一 四 为 某 一 控制 进程 所 费 的 时 间 .， 在 各 种 不 同 的 技 
术 问 题 中 可 能 有 各 种 不 同 的 限制 形式 ， 这 里 不 一 一 叙述 ， 上 述 三 种 限制 形式 是 有 代表 总 
义 的。 限制 形式 式 (1.5-9) 的 物理 意义 可 能 是 在 整个 控制 时 间 内 的 能 量 损耗 或 其 它 经 济 
损耗 等 。 在 本 书 的 有 关 章 节 内 我 们 将 主要 研究 上 述 几 类 限制 条 件 对 控制 系统 的 影响 . 


1.6 系统 运动 模型 的 辨识 


显然 ,控制 系统 的 理论 分 析 和 预先 设计 ,要 求 我 们 对 受 控 对 象 的 运动 规律 有 足够 的 了 
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解 , 也 即 是 说 ,要 以 一 定 的 准确 度 号 出 受 控 对 象 的 运动 方程 式 即 运动 模型 。 在 数学 分 析 中 
我 们 总 是 机 定 一 个 微分 方程 式 的 形式 为 已 知 ,然后 去 研究 它 的 解 的 性 质 和 求解 办 法 ,似乎 
方程 式 本 身 是 早已 知道 了 的 东西 其实, 在 实际 问题 中 完全 不 是 这 样 ， 实 际 工作 表明 ,无 
论 用 分 析 方法 或 用 试验 方法 去 寻找 描述 受 控 对 象 运动 规律 的 方程 式 都 往往 是 一 件 不 容易 
的 豪 . 它 不 仅 是 一 个 工程 实际 问题 而 且 还 是 一 个 值得 认真 研究 的 理论 问题 这 就 是 党 
被 称 为 机 型 轩 识 和 参数 估 值 的 问题 ， 

当 受 档 对 象 比较 简单 而 近似 于 古典 数学 模型 时 ,如 受 力 的 质点 或 刚体 ,结构 简单 的 弹 
性 体 ， 理 想 气 体 或 液体 等 的 运动 均 可 用 常 微分 方程 或 偏 微 分 方程 赤 描 述 ， 当 受 控 对 象 不 
能 归结 于 这 些 简 单 的 数学 模型 ,而 这 又 是 常见 的 情形 时 ,问题 要 复杂 得 多 。 近 代 复 杂 受 控 
对 象 常 由 各 种 物理 性 能 完全 不 同 的 部 分 组 合 而 成 ,其 中 包含 电磁 元 件 , 光电 器 杆 , 以 液体 
或 气体 为 工作 体 的 发 动机 或 传动 机 构 , 有 时 还 包括 一 些 逻 辑 部 件 等 等 。 这 样 , 受 控 对 象 的 
逮 动 就 不 能 青 用 简单 的 古典 方程 式 描绘 出 来 ， 

几乎 所 有 实际 设计 工作 的 开始 总 是 面临 着 求 出 受 综 对 象 的 数学 模型 的 任务 . 对 于 
复 识 的 受 控 过 程 ,如 工厂 的 生产 过 程 ,大 范围 内 的 交通 运输 过 程 等 等 , 辨识 和 建立 模型 党 
常 是 一 件 相当 困难 的 事 . 现在 常用 的 方法 大 致 有 下 列 三 种 ， 解析 法 ， 实 验 测试 法 和 统计 
试验 法 ， : 

所 谓 解 折 法 是 将 一 个 复杂 的 受 接 系 统 按 其 结构 分 解 为 若干 独 立 的 单元 夏 组 人 1 每 一 
单元 或 组 合 又 分 为 元 件 或 环节 . 根据 每 一 环节 的 物理 或 过 程 特 点 ， 用 分 析 方法 号 出 其 数 
学 模型 一 一 运动 方程 式 . 最 后 将 这 些 方 程式 按 系 统 的 结构 原理 和 相互 作用 的 关系 联 垃 起 
来 , 便 得 到 一 个 方程 组 ， 这 个 方法 的 优点 是 甸 希 使 用 实验 设备 每 个 方程 戒 都 再 应 一 个 具 
体 的 环节 ; 册 而 易于 用 实验 办 法 检验 其 准确 度 ， 但 是 ,这 种 分 析 方 法 只 适用 于 确实 易于 分 
解 为 独立 部 分 的 受 控 对 象 。 并 不 是 一 切 受 控 对 象 都 能 做 如 此 分 解 ， 因 为 有 时 分 解 后 的 还 
节 与 在 系统 中 的 该 环节 有 质 的 差别 ， 当 分 解 成 为 不 可 能 时 ,就 不 得 不 借助 于 其 它 方法 ， 

应 用 最 广泛 和 结果 最 为 可 靠 的 是 实验 测试 法 ， 一 般 受 控 对 象 的 输出 量 《 应 标 ) 与 输入 
县 (控制 节 ) 之 间 有 一 一 对 应 的 关系 . .为 了 求 出 受 嫉 对 象 的 运动 方程 式 ， 在 输入 端 加 入 控 
制 量 wu(:)。 同 时 记录 输出 量 的 变化 规律 x(?)、 根 据 这 些 试验 数据 , 求 出 一 个 等 效 的 数学 
横 型 . 若 经 进 初步 分 析 , 系统 的 输出 和 输入 接近 线性 关系 , 则 可 用 线性 滥 近 方 法 , 即 用 一 
个 线性 模型 去 膛 近 实际 系统 . 设 受 控 对 象 为 线性 系统 , 它 的 初始 条 件 为 零 。 那 么 必 存 在 一 
个 函数 KCz，r)， 使 控制 量 ws) 和 受 控 量 *(z) 满足 下 列 伏 尔 得 拉 《Volterm》 积 分 方程 : 

I) = | 天 (z， r)uCT)dr, f: 完 0, {1.6-1) 


上 式 中 二 元 前 数 天 (ts 为 桂 求 函数 并 常 称 之 为 受 控 系统 的 脉冲 响应 函数 ， 而 #01), r+(#) 
均 为 已 知 函数 ， 和 欲求 解 上 述 积分 方程 中 的 核 函 数 ; 可 以 令 控制 量 u(#) 为 某 些 特殊 形式 的 
男 数 ， 例如 当 #( 人 = 1, 0 和 :<oo 时 , 式 (1.6-1) 变 为 
(i) 一 下 Ks, dn, | 

或 者 , 设 s(x) 为 下 列 “ 脉 冲 孔 数 ” 
| 1 所 二 十 Rs 
“GD = {4 

0, ti > 0. 
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当 《~0 时 显然 有 
xft) KC#, 11), (1.6-2) 
式 中 4 为 脉冲 瞬间 。 当然 , 积分 方程 (1.6~1) 也 可 用 其 它 办 法 求解 。 以 后 我 们 将 可 以 看 
到 , 当 范 数 K(r, r) 求 出 后 ,系统 的 数学 模型 就 可 以 建立 起 来 。 

盟 一 个 实验 方法 是 基于 常 系数 线性 系统 的 一 个 特性 : 若 在 输入 端 吉 一 个 正 获 形式 的 
驱动 作用 ,经 过 一 段 对 间 后 , 输出 座 标 将 为 具有 同样 频率 的 正弦 函数 , 不 同 的 只 是 幅度 和 
相位 。 令 x(z) 一 sin ur， 输出 为 

+2) = A(w) sin (C00t 十 外 (Co))， | (1.6-3) 

式 中 A(w) 与 qlw) 之 值 随 输入 作用 的 频率 不 同 而 不 同 ， 称 为 幅 频 与 相 频 特性 ， 利用 这 
两 个 函数 构成 另 一 个 复 信函 数 
了 (ro 一 4foo)ei9te ， 《1.6-4 ) 
再 用 有 理 分 式 泪 近 它 z 

iN oe olito)™ 十 页 (im bm 攻 
oe aot1m)" 二 as(i0)"™! Faas 8 .9 
愉 常 微分 方程 理论 中 我 们 知道 ,根据 式 (1.6-5) 就 可 以 建立 一 个 受 控 对 象 的 数学 模型 从 
上 式 看 , 为 子 求 出 受 控 对 象 的 线性 逼近 方程 式 似乎 必须 测 出 4(w) 和 wo) 两 个 匡 数 ， 
实际 上 ， 在 一 定 条 件 下 只 测 出 其 中 的 一 个 就 舰 了 , 当 揽 信函 数 灰 (ia) 在 复数 呈 的 下 半 
平面 及 实 轴 上 没有 零点 和 极点 时 , 幅 频 特性 4(o) 和 相 频 特性 pCw) 按 下 列 关系 相互 单 
值 对 应 : 


oy = 二 -eco as (1.6-6) 


和 
yp(w0) : 一 .一 | bh iO du | (1. 6~7) 


由 此 可知 ， 在 通常 的 情况 下 ， 只 需 测 出 两 个 函数 中 的 一 个 就 够 了 ， 另 一 个 可 按 上 列 公式 之 
一 用 分 析 方 法 求 出 。 

在 很 多 鞋 程 技术 问题 中 , 受 控 对 和 依 的 输入 端的 榨 制 重 不 是 确定 性 的 ,而 是 一 个 学 知 其 
统计 特性 的 随机 过 程 。 这 时 ， 根 据 平 稳 过 程 的 统计 特性 通过 受 控 对 象 后 所 发 生 的 变化 可 
以 求 出 受 控 对 象 的 近似 运动 方程 式 . 甚至 在 输入 量 可 以 任意 变化 时 也 可 以 采用 这 种 试验 
方法 . 

设 村 求 运动 方程 式 的 受 控 对 象 的 输入 端 加 进 高 斯 《Gauss) 平稳 随机 过 程 的 一 个 现实 
x( 人 入 = 5()， 其 自 相关 函数 为 六 ss(tr)。 而 对 任意 * 数学 期 望 C7) 二 0。， 当 该 现实 通过 
受 控 对 象 后 ,其 输出 x(?) 对 于 常 系数 线性 模型 也 是 一 个 平稳 过 程 的 现实 , 它 的 某 些 绕 计 
特性 可 以 用 实 部 方法 求 出 ， 例 如 用 相关 仪 可 以 求 出 输 和 的 自 相 关 函 数 RssCr) 和 输入 输 
出 的 互相 关 函 数 RssC7)， 这 种 相关 仪 的 作用 原 再 是 以 各 态 历 经 定 理 为 依据 完成 下 列 运 
算 : 


sy Mind 


En (iie-s) 


0 
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Rat) et) SO (1.6-9) 


当 值 固定 新 积分 限 工 足够 大 时 ,上 式 右 端 (随机 量 ! ) 均 方 收 敛 于 非 随机 量 RCr)，、 如 时 
上 述 各 相关 函数 均 已 测 出 ,那么 便 可 以 用 最 佳 逮 近 的 方法 求 出 一 个 线性 数学 模型 ,使 之 尽 
可 能 地 与 试验 结果 相 吻 合 。 用 天 ft) SR 象 的 脉冲 响应 销 数 , 并 要 求 它 
满足 下 列 条 件 : 

SS 一 |:@ 一 Ki E(t 一 sr = min (1.6-10) 


上 式 内 文字 上 的 横道 表示 对 随机 变量 求 数学 期 刻 从 第 十 五 意 可 以 看 到 Kil) 应 满足 下 
列 佛 雷 短 荷 姆 积分 方程 
Rs (rz) -| eg et， 


这 个 积分 方程 中 的 待 求 函数 Ko(z) 可 以 用 解析 方法 或 用 数值 计算 方法 解 出 , 然后 再 用 拉 
氏 变 换 和 有 理 分 式 逼 近 求 出 线 些 模型 的 方程 式 . 或 者 按照 第 十 四 章 、 第 十 五 章 中 所 讲 的 
其 它 方法 求 出 线性 模型 的 方程 式 . 

上 面 所 介绍 的 只 是 求 线性 模型 的 几 种 方法 ,还 有 非 线性 柄 型 ,分布 参 数 模型 等 . 所 谓 
系统 辨识 和 参数 估计 就 是 研究 这 个 问题 的 ”. 在 这 里 做 一 简 敌 的 介绍 是 为 了 提醒 大 家 注 
意 这 个 常常 不 被 人 们 重视 ， 但 却 有 重要 实际 和 理论 意义 的 问题 ， 


1.7 控制 系统 的 质量 指标 


评价 一 个 控制 系统 的 好 坏 , 其 指标 是 多 种 多 样 的 ， 有 经 济 指标 ,动态 指标 , 稳 态 指标 ， 
强度 指标 和 抗 干扰 能 力 等 等 、 每 一 个 具体 系统 有 它 自己 的 主要 指标 ,如 不 能 得 到 满足 , 则 
系统 不 能 良好 地 工作 ， 并 不 是 每 一 个 指标 都 能 用 解析 方法 去 获得 答案 。 例 如 经 济 指标 与 
原料 来 源 , 工 艺 水 平 ,外 协 件 的 成 本 等 有 关 , 而 且 随 着 工业 的 不 断 发 展 ,这 些 指标 也 将 不 断 
变化 .评价 某 一 系统 的 经 济 狂 如 何 是 要 舒 统 计 来 解决 的 。 而 与 系统 的 运动 规律 往往 无 十 
分 直接 的 联系 。 本 书 内 将 要 研究 的 质量 指标 主要 是 与 控制 系统 运动 规律 直接 有 关 的 那 一 
部 份 , 即 由 系统 的 稳 态 和 动态 性 能 所 次 定 的 那些 质量 报 标 。 梳 路 地 说 ,我 们 将 要 研究 的 有 
下 列 几 点 : 

(1) 系统 的 稳定 性 :包括 系统 在 :一 o0 时 的 新 近 性 能 和 有 限时 间 内 的 稳定 性 问 是 ， 
稳定 性 之 重要 是 大 家 所 熟知 的 。 一 个 系统 如 果 不 稳定 , 它 的 行为 便 不 受 约束 , 受 控 量 将 拟 
左 忽 右 摇摆 不 定 ,或 者 使 运动 发 散 ,不 能 保持 原 定 的 工作 状态 不 变 。 这 种 系统 是 不 能 完成 
控制 任务 的 / 

C2) 系统 的 稳 态 精度 ， 对 很 多 高 精度 入 制 系统 ,如 火 简 控制 系统 ,各 种 随 动 系统 , 工 
业 生 产 中 的 仿 型 和 数控 机 床 等 均 要 求 有 高 的 稳 态 精度 。 这 种 稳 态 精度 部 份 地 取决 于 测量 
元 件 (敏感 元 件 ) 本 身 的 测量 精度 ,又 取决 于 控制 系统 的 某 些 动态 参数 , 即 运动 方程 式 内 所 
包括 的 参数 值 的 大 小 和 控制 规律 的 选择 . 

《3) 过渡 过 程 的 时 | 间 : 这 是 一 个 典型 的 动态 性 能 质量 指标 ， 在 既定 的 工作 条 件 下 它 
完全 取决 于 设计 艺术 ， 即 取决 于 如 何 正确 地 选择 控制 规律 ， 也 即 控制 量 w(5，; 一 1， 
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2， “yf 的 变化 规律 
下 过 该 过 程 的 超 调 景 这 也 是 完全 取决 于 系统 动态 性 能 的 指标 之 一， 设 主 受 控 量 
xzf) 的 最 终 平衡 状态 为 xz 盖 0， 由 初始 条 件 和 控制 规律 所 决定 的 座 标 * 的 运动 规律 
为 x(x) 二 x， 0 过 4 <o 吧 ， 则 趋 调 量 可 定义 为 
max |x(| 一 和 
| z (1.7-1) 
式 中 可 根据 具体 问题 的 需要 去 选择 ， 
(5) 一 般 积 分 泛 函 指 标 : 下 为 一 般 的 动态 质量 指标 可 用 茶 一 积分 泛 务 表示 、 设 受 控 
对 象 的 座 标 为 ay za. …，xv; 控制 重 为 二 , mz, .…。uw。 一 般 作 的 质量 指标 可 定义 为 


J 一 | holx, X2y "3 Xn 1s Wy, . ys Dadi, | C17=2) 
式 中 为 系统 的 初始 运动 时 刻 ，4 为 受 控 量 达到 某 一 最 终 状态 的 时 刻 ，4 一 为 过 渡 时 
闻 , 凶 数 刀 为 某 一 给 定 的 十 ， 十 1 元 函数 , 它 的 具体 形式 由 工程 实际 问题 的 变 求 来 确 
定 。 例 如 可 能 是 一 个 正定 二 次 沸 


= (> ebxixf 十 > conem] dt, | / (1.7-3) 


ER 


其 中 a 和 bp 可 能 是 已 知 的 时 间 :的 函数 ， 也 可 能 为 常数 当 导 1 时 ,由 式 (1.7-2) 我 
们 便 得 到 第 (3) 条 的 过 渡 过 穆 时 间 指标 . 事实 上 ， 


7 一 1 和 一 4 一 所 《CL7-4) 


应 该 指出 , 第 C1) 条 的 稳定 性 指标 也 可 常 化 成 式 (1.7-2) 的 形式 ,而 第 (4) 条 指标 则 不 可 能 
化 为 这 一 积分 泛 汞 形式， 
常 遇 到 的 还 有 一 种 形式 : 


£1| = 
i > dix!} 
to + 一 1 


dt ， (1.7-5) 


也 属于 式 (1.7-2) 的 范围 ， 

C6) 抗 扰 性 指标 : 站 制 系统 在 工作 过 程 中 受 外 界 干扰 作用 是 普遍 存在 着 的 现象 ， 如 
飞行 器 受 风 或 其 他 原因 的 气流 影响 ， 火 箭 制 导 系 统 受 内 外 无 线 电 噪音 的 扰动 等 ， 一 个 良 
好 的 控制 系统 对 外 界 干扰 应 该 具有 是 够 的 抵抗 能 力 ， 而 对 有 用 的 信号 则 迅速 而 准确 地 动 
作 。 抗 干扰 性 能 好 坏 是 评价 控制 系统 动态 和 静态 品质 的 一 个 重要 方面 ， 在 设计 系统 时 必 
须 对 此 采取 措施 。 如 何 设计 一 个 具有 良好 抗 干扰 性 能 的 系统 也 是 我 们 此 书 讨论 的 内 容 之 

上 述 各 种 质量 指标 我 们 都 将 在 此 书 内 做 详细 程度 不 同 的 研究 、 我 们 将 可 以 看 到 ， 它 
们 有 时 是 相互 矛盾 的 .设计 一 个 系统 满足 全 部 上 述 指标 几乎 是 不 可 能 的 。 以 后 我 们 将 采 
取 分 别 研 究 ,个 别 评价 的 办 法 去 讨论 ， 至 于 如 何 对 这 些 指标 抓 住 重点 而 综合 平衡 , 那 就 完 
全 依 玉 于 能 否 深入 到 实际 中 去 认真 做 调查 研究 , 抓 住 主要 矛盾 和 矛盾 的 主要 方面 ,从 实际 
情况 出 发 ,作出 判断 , 其 它 是 没有 出 路 的 , 也 不 可 能 存在 什么 统一 的 放 之 四 海 而 尼 准 的 处 
理 办 法 , 
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这 就 是 我 们 以 后 将 讨论 的 问题 的 一 个 大 致 轮廓 ， 当 然 ,还 有 一 些 另 外 类 型 的 问题 , 员 


然 在 第 一 章 内 没有 提 到 , 由 于 它们 的 重要 性 ， 我 们 以 后 也 交 做 不 同 程度 的 介绍 和 讨论 ， 
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第 二 章 系统 分 析 的 基本 方法 

随 着 自动 控制 理论 和 实 路 的 发 展 ， 研 究 方法 和 使 用 的 工具 都 在 不 断 地 改进 和 增加 。. 
如 果 说 在 四 十 年 代 控制 理论 的 研究 和 实际 设计 工作 中 的 主要 方法 是 多 项 式 代数 和 拉 氏 变 
换 为 基础 的 传递 函数 方法 ， 那 么 现在 已 远 远 超出 了 这 个 范围 ， 当 然 ， 对 于 那些 以 时 间 
为 自 变数 的 常 系数 微分 方程 来 说 ， 拉 普 拉 斯 变换 方法 仍 是 十 分 有 用 的 .因为 这 个 方法 能 
够 把 所 有 的 线性 常 系数 系统 问题 归结 到 一 个 一 致 的 代数 基础 上 去 ， 这 样 一 来 求解 的 手 
续 就 被 简化 了 。 但 是 , 随 着 研究 工作 的 深入 ,人 们 逐渐 发 现 这 类 简单 的 代数 方法 也 有 它 的 
弱点 ,简化 与 深化 常 有 相互 矛盾 的 一 面 ， 为 了 对 接 制 过 程 了 解 得 更 深刻 ;在 现代 控制 理论 
中 ,使 用 和 建立 了 新 的 工具 以 及 新 的 概念 , 这些 工 基 主要 是 多 维 空间 ( 欧 氏 空间 和 希 尔 信 
特 空间 ) 中 的 运算 和 算 子 理论 。 引 人 控制 系统 状态 向 量 空 间 ( 相 空间 ) 后 ,控制 过 程 的 几何 
特性 将 十 分 清晰 ， 近 些 年 来 在 控制 理论 镍 究 工 作 中 ， 得 到 的 一 些 新 成 就 大 部 份 是 与 相 空 
间 的 概念 分 不 开 的 。 为 了 系统 地 介绍 这 些 进展 ， 我 们 在 以 后 将 既 保留 线性 理论 的 主要 广 
法 ,同时 也 要 介绍 新 的 概念 ， 这 一 章 的 目的 是 为 惧 后 各 举 的 讨论 作 必 要 的 准备 ,有 关 这 些 
内 容 的 更 详细 的 儿 述 和 证 明 ,读者 可 以 在 相应 的 专门 文献 中 找到 . 


| 拉 氏 变换 和 反 转 公式 


如 果 y(?) 是 一 个 时 间 变 数 : 的 困 数 ， 它 的 定义 域 是 :> 0， 那 么 9 的 拉 普 拉 其 
(Laplace) 赤 换 YCs》 的 定义 就 是 ; : . 


Ve -a QD 


ey 是 一 个 具有 正 实数 部 分 的 复 变 数 。Re * > 0 (Re ， 表示 :的 实数 都 分》 对 于 其 
他 的 值 ,我 们 用 解析 开拓 的 法 方 来 定义 函数 Y(:)。 Y(s) 的 量 纲 是 7 的 量 纲 和 时 间 的 
量 纲 的 乘积 。: 的 量 岗 是 时 间 量 岗 的 负 一 次 方 军 ，y(z) 称 为 原 函 数 ,Y(*) 称 为 象 函数 . 
和 如果 Y(s) 是 已 知 的 ,那么 , 拉 氏 变换 Y(:) 的 原 函 数 (也 就 是 原来 的 函数 ) (9 总 
是 可 以 由 下 面 的 反 转 公式 计算 出 来 : 

y(#) = 2 | erY(s)ds, (2.1-2) 


其 中 7 是 任意 的 一 个 实数 ， 只 要 它 比 所 有 的 YCs》 的 奇 点 的 实数 部 分 都 大 就 可 以 了 .在 
实际 计算 y(z) 时 ,我 们 可 以 按照 Y(s》 的 特点 适当 地 变化 积分 的 路 线 ， 从 Y(*) 求 y(2) 
的 步 又 称 为 拉 氏 反 变换 . 
根据 定义 (2.1-1) 和 (2.1-2) 不 难 推出 拉 氏 变换 的 几 个 基本 特性 : 
(1) 近 氏 变换 是 线性 变换 . 两 个 函数 yu(?) 及 yz(#) 之 和 的 变换 等 于 二 者 单独 变换 
后 之 和 |: 
| cafe 4 by de ee oY lt) 十 67)， 
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16 第 二 关系 统 分析 的 基本 方法 


qi 引 十 Da = 二 es et[aY.(s) 十 A 
其 中 ,5 是 任意 的 常数 a 
(2) 推移 公式 : 对 原 国 数 y(D) 的 自 变数 推荐 时 并 则 对 应 的 象 函 数 乘 以 *-*。 因 为 
[ey ra = enya = ors), 
式 中 ro0, 2 一 上 一 5 当 :<0 时 令 yf) 上 0, 
3) 着 K0) 一 0 则 - 玫 的 象 画 数 为 (9)， 


(4) 函数 4(0) 一 | yr)ar 的 象 函 数 为 CA。 
(5) 两 个 函数 卷 积 的 象 函数 对 应 两 个 象 函 数 的 积 
人 R(t 一 Der ea = K(s)Y(s), 


这 一 点 是 容易 检验 的 . 
(6) 两 个 诛 函 数 乘积 的 象 隐 数 等 于 两 个 象 函 数 的 郑 积 . 令 yD 一 ty , 则 


1 Yt+i® 
Y(s) 一 | ey a SS | Ys Ys 一 San. 


这 说 明 拉 氏 变 换 对 乘法 没有 分 配 律 ,初学 者 往往 容易 差错 ; 其 证 明 我 们 留 给 读者 ， 
《7) 如 果 yl) 在 上 一 0 时 趋 于 某 一 极限 ， 则 有 7 一 limsY(s). 
《8) 终 慎 公 式 ; limy(#) = limsY(). 
当 我 们 用 拉 氏 变换 法 处 理 问题 时 ,常常 需要 根据 已 知 的 拉 氏 变换 孙 数 YC;) 求 出 原 洋 
数 yC)。 我 们 当然 可 以 利用 反 转 公式 进行 这 项 工作 ,可 是 反 转 公式 《2.1-2) 中 的 积分 运算 
常常 是 很 烦 珊 的 ,而 且 很 花费 时 | 国 。 因 此 ,对 于 那些 党 用 和 典 价 的 y(#) 和 YC(s)， 人 们 已 
经 纺 制 了 一 些 字典 式 的 表格 29. 利用 这 种 变换 表 我 们 就 可 以 根据 已 知 的 Y(s》 查 出 相应 
的 y9， 也 可 以 从 已 知 的 yt 查 出 相应 的 YG)， 这 样 就 大 大 地 减轻 了 计算 手续 . 下 
面 我 们 也 给 出 一 个 最 简 咯 的 拉 氏 变换 的 " 字 红 " 一 个 很 小 的 拉 氏 变换 表 : 
| 表 2. 1-1 拉 氏 变换 的 小 “字典 ” 
Yr) y(2) 


人 


CUS CE 


sl ar 


cosh az 
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( 续 表 2.1-1) 
1 . 
人 宁 2 本 sn gf 
Tr yr 元 ~ Csin az 一 at Cos arf) 
1 —at 
CG +a) 
CE 《1 一 of)e™' 
全 1 — 4ote—t 
1 (e~s — est) 
Cry er {a— b&b) 
(二 + 4) {rb) ob da—e 
Hert b+ ey 二 这 es “+[ 总 过 | | 
WT 《cos bt 一 二 sin Bt Je 
{s+ a) et COs bt 
[Ke +a | 
Cs 二 a} - est 
ey | chpr 
1 et 
(sa) 2 
er (1 一 二 or . 
{s+ w) ed eM 好 一 下 于 也 rr oa + &) 
fis + 2a)(s+5) atp— a) Ce 二 ab ap’ 
天 十 十 8B az 一 ca 十 月 + et wab — Pla+ 5) 
(st ato) ai(p— ua) p(s 一 qib 
fa WC—a 4 他 一 5 一 性 
CF a Fy a A es ce 
{cec— b+ (do~ ee 十 (上 一 ee 
Co + bs ey (go 一 bXRE TcAC .a 
1 £1 _ sind 
nr + ai) a A 
1 shat .1 
FF a) a 
rr 上 sh < * SI -到 
十 3 a 2 
一 20t 
Ee 过 sh ar' cos uf 
wr icosat “ 
1 hs 
W Vs 
1 re 
ss 2 “i 
一 . 
rp pp cy (fs 一 地 4 ) (J 一 零 阶 贝 害 尔 沙 数 ) 


rs — J (uh 阶 贝 塞 尔 立 数 ) 


2.2 用 拉 氏 变换 法 解 常 系数 线性 微分 方程 
既然 拉 氏 变换 是 对 一 个 荔 数 作 的 积分 运算 来 定义 的 ， 而 这 个 函数 又 是 只 在 * > 0 的 
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时 间 内 定义 的 ;所 以 拉 氏 变换 法 对 于 初 值 问题 特别 适用 ,所谓 “ 初 值 问题 " 就 是 这 样 一 个 
问题 : 如 果 系 绕 的 初始 状态 (也 就 是 + 一 0 时 的 状态 和 # > 0 时 的 驱动 函数 都 是 给 定 
的 , 求 在 上 > 0 的 时 间 闻 隔 内 系统 的 运动 情况 ， 我 们 来 考虑 一 个 4 阶 的 系统 ， 假 定 ae。 
aq- …， 4 是 各 阶 导数 的 系数 ， 而 且 对 于 这 个 系统 有 一 个 非 齐 次 项 所 才 示 的 驱动 十 数 
x(f)， 于 是 ,系统 的 微分 方程 就 是 : 


a. 十 ga 一: 2 二 :二 ay 二 X07). | (2.2—1) 
各 个 初始 条 件 通常 写作 : 
dly — wn—l 
($2 J] yo 
(y)=0 一 yo。 (2.2-2) 
在 式 (2.2-2) 的 条 件 下 ,微分 方程 (2.2-1) 就 能 够 把 系统 在 + 之 0 时 的 运动 状态 唯一 地 确 
定 下 来 . 


为 了 用 近 氏 变 换 法 解 这 个 问题 ,我 们 把 方程 (2.2-1) 的 附 端 ,同时 乘 以 ~“， 然 后 再 从 
一 0 到 + 二 0 积分。 既然 规定 


| eiy(t) de = Y(s), 
我 们 就 可 以 用 分 部 积分 的 方法 求 出 y(7) 的 各 阶 导数 的 拉 开 变换 : 


| eT dt 一 一 加 十 ‘| ey at = —p + sY(s), 
g f 0 


人 0 2 E 
| et dy dt = —yl ~— sy 二 WY(s), 
0 


Adi’ 
| Et 2 dt = —y 0 一 sy 一 “er pn), (C2.2-3) 
根据 这 些 结果 ,如 果 再 把 驱动 函数 x(?) 的 拉 氏 变换 写成 X(s)， 也 就 是 说 
Xls) = | eix(t) dt, (2.2-4) 


g 食 ,考虑 到 初始 条 件 式 (2.2-27? :方程 (2.2-17 就 可 以 写成 : 
《esiz 十 0 十.… 十 a3s 十 a0)Y(s) 
一 snjyog" 1! 十 Ce 十 a go) 十 《ay 各 十 dry 
十 ee 十 "十 (asyi 十 an 一 0 


十 十 ayo) + XG); (2.2-5) 
I DCs) 和 Nos) | 
DY as drt 二 a 十 a (2.2-6) 


和 
Nols) = Anyos™ 十 Caayo™ 十 es 2 十 。 
十 《easy 加 十 onriy 人 十- 十 ayo); 《2.2-7) 
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于 是 方程 (2.2-5) 又 可 以 写作 。 ， 


— Nes) , XC) 
Yo De + De 


根据 方程 (2.2-7), 我 们 看 到 式 (2.2-8) 的 第 一 项 Nols)/DCs) 是 与 初始 条 件 有 关 的 . 
我 们 把 这 一 项 写作 Ys) 一 Nols)/D(s)。 多 项 式 No(s) 的 次 数 最 多 也 不 会 超过 n 一 1 
次 ， 因 而 它 的 次 数 总 比 Dls) 的 次 数 低 。 如 果 方 程 (2.2~2》 所 表示 的 初始 条 件 全 都 等 于 
等 ，Nols) 也 就 随 之 等 于 上 零 了 ， 在 这 种 情形 干 ，Y(s) 就 只 由 第 二 项 X()/DCs) 确定 :第 
二 项 是 与 驱动 函数 有 头 的， 我 们 把 这 一 项 写作 Yi(s) = XX(3)/DCs)， 第 一 项 No(s)/ DCs) 
称 为 补充 三 数 ， 第 二 项 . XCs)/D(s) 称 为 特 解 ， 应 用 反 转 公式 〈2.1-27。 就 可 以 由 方程 
(2.2-8) 所 表示 的 Y(s) 一 Yes) 十 Yi) 得 出 真正 的 解 v2)。 

从 以 上 的 讨论 , 我 们 可 雇 看 出 , 拉 氏 变换 本 身 只 是 一 个 “翻译 ”的 手续 , 它 把 一 个 用 时 
加 变数 + 所 描述 的 物理 过 程 翻译 成 用 变数 * 所 描述 的 过 程 ， 这 样 的 手续 并 不 影响 物理 过 
程 本 身 的 性 质 , 只 不 过 是 把 这 个 过 程 的 找 述 从 “: 的 语言 "翻译 成 “的 语言 "而 已 .在 :的 
语音 里 用 分 析 运 算 ( 微 分 和 积分 ) 所 描述 的 过 程 , 用 * 的 语言 来 叙述 就 只 讲 用 简单 的 代数 
运算 ( 乘 或 除 ) 就 可 以 了 ; : 的 语言 中 的 得 分 方程 ,用 * 的 语言 来 表示 就 简化 为 代数 方程 ， 
从 而 也 就 可 以 篇 化 计算 的 手续 和 表达 的 方式 ， 

从 数学 观点 来 看 , 拉 氏 变换 是 一 个 线性 算 子 ， 它 定 出 两 族 函 数 ( 原 闭 数 和 人 象 函数 ) 之 
间 的 对 应 关系 。 这 是 对 普通 函数 概念 的 一 种 推广 ， 久 为 “函数 ”只 不 过 是 二 族 数 之 间 的 对 
应 规律 罢了 .关于 算 子 的 概念 我 们 王 面 还 要 详细 介绍 .在 这 里 可 能 提出 一 个 有 意思 的 问 
题 ; 是 否 一 切 以 时 间 做 为 自 变 量 的 函数 y(#) 都 能 找到 自已 的 象 函数 ? 是否 所 有 的 复 变 
六 数 Y(s) 都 是 某 一 个 y(z) 的 象 函数 ? 对 这 一 问题 的 答 覆 是 否定 的 . 具体 地 说 ,如 果 不 
要 求 包 插 一 切 所 谓 “ 冲 量 函数 ? 即 狄 拉克 《Dirac) 函数 《参看 下 市 7 的 话 ,这 一 条 线 可 以 这 
样 划 : 一 切 增 长 速度 不 大 于 e™W(N 为 任意 有 限 正 实数 ) 的 函数 Xe 均 有 自己 的 象 函数 . 
而 育 数 y(#) == er 就 没有 象 函数 ,因为 此 时 积分 (2.1-~1) 不 收敛 , 故 拉 氏 变换 没有 意义 ， 反 
之 , 并 不 是 一 切 复 次 了 滑 数 都 能 按 式 (2.1-2) 找 到 自己 的 诛 沙 数 。 如 果 想 包括 “ 冲 量 函数 * 在 
内 时 , 则 有 如 下 事实 ， 设 复 变 衣 数 X(r) 在 Re s >> o 的 半 平 面 内 是 解析 水 数 , 那么 , 它 
为 象 冰 数 的 充 要 和 条件 是 在 这 一 半 平 面 内 |X(s)| 所 JP 这 里 的 Po) 为 :的 # 阶 
多 项 式 芒 . 

.有 人 将 拉 氏 变换 方法 推广 到 变 系 数 线 性 系统 。 特别 是 近 几 年 来 ， 由 于 对 变 系 数 系统 
的 研究 变 得 十 分 迫切 ,已 有 很 多 人 从 事 这 方面 的 研究 . 但 是 这 些 方法 下 前 还 比较 复杂 ,而 
且 大 部 分 结果 的 可 用 范围 尚 有 待 于 扩大 ， es 才 有 可 能 将 这 些 方法 加 工 到 工 
程 上 可 以 简便 应 用 的 地 步 。 


{2.2~8) 


[和 "Ee he 


2.3 关于 正弦 式 驱动 函数 的 讨论 


多 项 式 的 比值 NA:)/D(s) 可 以 分 解 成 部 分 分 式 ， 如果 多 项 式 DG 的 = 个 根 5， 
2，"…*, ss 都 是 互 不 相等 的 , 换 名 话说 ，D(s》 没 有 重 根 ,那么 这 个 部 分 分 式 就 是 : 


EE i i 
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Ns) Neo) 一 上 一， (2.3-1) 
DG) A BG) G—s) 
其 中 的 力 (s) 表示 Dls) 对 于 * 的 导数 .根据 上 一 节 里 的 “字典 ”, 把 这 个 和 数 逐 项 地 “ 翻 
译 ” 出 来 , 就 得 到 y(#) 解 中 由 于 初始 条 件 而 产生 的 yx(z) 部 份 《这 一 部 份 称 为 “ 钉 充 病 
数 ”, 它 也 就 是 方程 (2.2~1) 在 x(?) 二 0 而 初始 条 件 仍然 是 式 (2. 2~-2) 的 解 ,): 


yD 一 > Se (2.3-2) 


一 般 说 来 ，D(s) 的 根 s, 是 复数 . 对 于 实际 的 物理 系统 来 说 ， 微分 方程 (2.2-1) 的 系数 
os 41 az an 都 是 实数 。 根据 方程 (2.2-6), DC(s》 的 各 个 复数 根 ” 必然 是 成 复 共 圈 
对 出 现 的 。 这 也 就 是 说 ,如 果 D(s) 有 一 个 复数 根 是 c 十 i8(8 关 0) 的 话 , 那么 & 一 于 
也 必然 是 D(s) 的 根 。 如 果 所 有 的 根 s, 的 实数 部 分 都 是 负数 ,那么 yc) 就 会 随 着 时 间 
. 的 增 谢 按照 指数 律 减 小 ,最 后 yo 一 0。 因 此 ,系统 斌 是 稳定 的 . 
如 果 表 示 外 力 的 驱动 函数 x(?) 是 正弦 式 的 ,为 了 计算 的 方便 , 我 们 就 把 它 写成 下 列 
的 复数 形式 (真正 的 外 力 只 是 这 个 表示 式 的 实数 部 分 或 老 虑 数 部 分 湖 
Xf) = rn {2.93) 
其 中 的 zm 是 振幅 , 2 是 频率 ( 角 频 率 )， 根据 拉 氏 变换 的 “字典 ”, 就 有 
XU5) 一 xm 一 一 一 


因此 ,方程 (2. 2-8) 的 第 二 项 在 现 见 在 的 情形 下 就 是 : 
Yi(s) > GD : 
在 这 里 ， 我 们 可 以 把 得 到 的 结果 推广 到 更 一 般 的 情形 中 去 如果 所 考虑 的 系统 不 是 
只 由 一 个 微分 方程 所 措 述 ( 象 以 前 讨论 过 的 那样 ), 而 是 用 一 个 微分 方程 组 所 描述 的 。 举 
例 来 说 i 
a a a 


dr Az dr’ ds 

diy dy dz dz 

一 一 十 十 十 b + 上 5 十 pas 一 有 0 
A22 a 221 一 A day i 了 Fy at 20 ? 


其 中 的 系数 ap，2 都 是 常数 . 

让 y 的 初始 条 件 全 都 等 于 零 ( 这 样 作 的 意义 就 是 把 > 用 y; 来 代替 》, 对 系统 的 微分 方 
程 组 进行 拉 氏 变换 ,就 得 到 一 个 代数 方程 组 ,然后 再 用 代数 方法 把 除 YCs) 以外 的 其 余 未 
知 函 数 (例如 ,上 面 例子 里 的 Z(9)) 消 去 ,最 后 , 特 解 Y;(s) 的 拉 氏 变换 就 可 以 表示 为 下 列 


的 形状 : 
TD 一 FPCDXCD 一 Ho XO) 一 区 Cr (2.3-4) 


其 中 NCs) 的 次 数 小 于 DCs) 的 次 数 . 当 NG3) 一 1 时 ,问题 就 简化 为 式 (2.2-8) 所 表示 的 
比较 简单 的 情形 .在 推广 了 的 情况 下 ,部 分 分 式 的 法 则 式 C2.3~1) 仍 旧 是 适 岂 的 , 但 是 , 现 
在 的 分 母 多 项 式 是 (s 一 经) Dls)， 这 个 多 项 式 的 根 是 1 2 sr 和 tw。 因而 就 有 


yr Ne) i MD 1 , 
YiC3) «| i + 允 Ci) DC) 一 |. 2 
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所 以 由 于 正弦 式 的 驱动 函数 式 (2.3-3) 所 产生 的 特 解 就 是 
[NGo) im S NG) i _ 
le ec 3 
对 于 稳定 的 系统 来 说 ?， 所 有 的 的 实数 部 分 部 是 负数 ， 所 以 当 + 一 oo 的 时 候 ，y.C? 
的 第 一 者 分 就 等 于 零 。 这 时 的 系统 状态 称 为 稳 态 ， 剩 下 的 第 一 部 分 就 是 系统 的 稳 态 入 


[yi 人 za) Jse: 
= Cico) ed 
[yt2) ar m Daw) 

稳 态 解 与 驱动 函数 的 比 信也 就 可 以 用 下 列 简单 的 关系 式 表示 出 来 : 

[2 ]: _ NGo) = eg 

一 0 Dowy Fliw). (2.3-7) 
这 个 公式 使 我 们 能 够 十 分 简捷 地 计算 出 正弦 驱动 函数 所 产生 的 稳 态 解 。 的 消 数 FCiw) 
称 为 系统 的 频率 特性 . 

如 果 把 函数 F(im》 写 成 
Fli0) = K(wm)eir®, (2.3-7’) 


则 KRCo)》 称 为 系统 的 幅 闫 特性 ,而 w(o) 则 称 之 为 系统 的 相 频 特性 。 此 时 
[yt2) Ys 一 xaK( oe to 
若 驱 动 函 数 是 xme'* 的 实 部 xcosmt， 则 系统 稳 态 解 便 是 
{yn = x K( (0) eos (wt + pw)), 
` 式 中 K(w) 表 示 在 频率 4 上 系统 对 驱动 函数 的 放大 系数 ,而 pw(e) 表 示 在 该 频率 上 的 相 移 ， 
当 驱 动 函 数 的 角 频 率 。 趋 近 于 零 的 时 候 ， 驱 动 函 数 就 趋 近 于 一 个 不 随时 间 改 变 的 党 
数 *,。 方程 (2.3-7) 表 上 明 : F(0) 就 是 当 * 是 常数 的 情况 下 y 的 稳 态 值 与 * 的 比值 ， 这 
就 是 F(s) 在 :二 0 的 值 的 物理 意义 。 在 以 后 的 讨论 中 , 我 们 还 要 经 常 地 用 到 这 个 物理 
解释 .我 们 把 F(0) 的 绝对 值 K 一 ] FC(0)| 称 为 系统 的 放大 系数 或 增益 . 
驱动 函数 x(:) 可 以 是 不 连续 函数 。 现 在 我 们 假定 驱动 函数 x(?) 是 作用 在 :一 0 这 
一 肯 间 的 一 个 单位 冲 量 >, 也 就 是 ， 
如 果 1 关 0，x(?) 一 0; 
如 果 :一 0，x(p) 一 %， 
而 且 
| x dt = 1. 
这 样 规定 的 + 的 函数 称 为 狄 拉克 冲 量 函 数 , 通 常用 6(z) 表示 .不 难 证 明 , 这 祥 一 个 单位 


冲 量 驱 动 函 数 的 拉 民 变换 XCs) 就 等 于 1。 如 果 把 单位 冲 量 驱动 消 数 作用 到 一 般 的 系统 
上 去 ,那么 ,由 于 这 个 冲 量 而 引起 的 系统 的 反应 ,按照 方程 (2.3-4) 束 是 


YCs) 一 De .1 = F(s). (2.3-8) 


由 这 个 冲 量 产生 的 解 通 常用 8 来 表示 ,根据 反 转 公式 (2.1-2)， 


1) 关于 稳定 性 的 严格 定义 将 在 第 四 章 讨论 . 
2) 严格 地 讲 , 冲 量 函 数 是 一 种 广义 函数 ,严格 定义 参看 第 十 二 章 , 这 里 的 管 化 了 的 讨论 并 不 会 引起 误 炙 ,. 
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吉本 二 二 | erF(s)ds. (2.3-9) 


2 AY-iw 
如 条 系 统 是 稳定 的 ， 则 所 有 的 根 " 的 实数 部 分 就 都 是 负 揭 、 这 也 就 是 说 , 在 复数 平面 上 
F5)》 的 所 有 的 奇 点 都 位 于 虚 轴 的 左边 因此 , 在 表示 A(#) 的 积分 式 (2.3-9) 里 , 我 们 可 
以 用 夏 轴 作为 积分 的 路 线 , 也 就 是 说 ,方程 (2.3-9) 里 的 7 5 可 以 取 作 堆 : 7 呈 0。 水 数 h(2) 
常 称 为 系统 的 脉冲 响应 函数 . 


2.4” 相 空间 内 的 几何 概念 
设 某 一 受 控 系统 , 自由 度 是 *>， 即 用 > 个 变量 x1, x;,*…*, x。 能 完全 单一 地 表示 出 


它 的 状态 ,其 中 每 个 分 量 称 之 为 系统 的 座 标 ， 现 在 我 们 模仿 三 维 空间 内 的 情况 ,把 这 一 组 
量 看 成 是 一 个 向 量 的 = 个 分 量 , 并 用 粗 体 字母 表示 


一 《zz 
同 在 三 维 空间 一 样 , 对 这 类 向 量 也 可 以 进行 代数 运算 。 设 2 为 常 实 数 , 则 . 
hx 一 《xz Mr2s "AX,), (2.4=1) 
二 个 向 量 相 加 接 下 列 规则 进行 | I 
X= {ry rit yy Yu 十 pa: | (2.4-2) 


于 是 所 有 这 类 疝 量 的 全 体 构 成 一 个 * 维 线性 空间 。 我们 不 妨 把 这 些 向 量 的 分 量 看 成 是 
直角 座 标 系 内 的 座 标 。 这 个 具有 直角 座 标 系 的 空间 我 们 记 为 怀 .， 其 中 每 一 个 出 自 原点 
的 向 量 均 代 表 系 统 的 一 种 工作 状态 。 不 难 想 售 ,每 一 个 网 量 也 可 以 看 做 是 一 个 点 。 所 以 ， 
在 没有 特别 说 朋 寺 ,向 量 和 点 我 们 将 认为 是 局 义 语 。 这 个 空间 R。 将 称 之 为 系统 的 相 空 
则 (状态 空间 ). . 描述 系统 状态 的 向 量 ( 点 ) x 我 们 称 之 为 受 控 系统 的 状态 . 

在 相 空 间 内 同样 可 以 引进 向 量 的 数量 积 \ 长 度 、 角 度 等 几何 概念 。 两 个 实 向 量 的 数 旱 
积 ( 内 积 ) 我 们 定义 为 (用 图 括 纪 和 逗 点 表示 


(Xx, 了 = 之 ry (2.4-3) 
这 里 各 下 面 都 假定 座 标 是 实数 . 问 量 x 的 长 度 则 为 


xl = ~ (x, *) 一 p23 好 (2.4—4) 


两 个 向 量 x 和 y 的 夹 角 『 由 公式 
bb Xi 


| 


ibn /Ss. [Ss 


t=1 2 二 1 


cos 中 一 《2.4-5) 


1) 本 书 内 我 们 将 使 用 粗 体 字母 表示 疝 重 , 常 体 字 xz; 表示 向 量 x 的 第 i 个 分 量 . 若 需 注 明 疝 量 的 序数 ， 则 在 粗 
体 字 劳 注 序 号 如 x,、x， 等 。 此 时 用 zi; 表示 第 7 i 个 分 量 , 即 第 一 个 注 角 依然 表示 分 其 序号 ,第 
， 二 个 注 角 表 示 向 量 序号 . 


2》 这 里 假定 x 的 每 一 座 标 zi 都 是 实数 。 如 到 多 许 罕 入 是 揽 于 ,内 积 的 定义 要 改 戌 (x,y) = 》 xij71, 5) 曲 
yr 的 共 辐 复 数 ， 这 样 的 空间 称 为 西 空间 . 
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定 ， 两 个 点 (向 量 ) x, y 之 连 线 线段 由 下 式 表 出 : 


xy 一 MX 二 (II 一 1)73，0 委 2 科 1 《2.4-6) 
而 通过 此 二 点 所 和 作 的 直线 工 的 方程 式 为 
L=iN(x—3)+y, — <i<%, (2.4-7) 
相 空 间 内 以 多 为 心 ,以 + 为 半径 的 球面 为 一 切 满足 下 列 等 式 的 点 x 的 集合 
x— x :=x x Xx) =r, (2.4-8) 
通过 点 ww 并 垂直 于 已 知 向 量 加 的 平面 (w 一 1 维 ) 由 等 式 
{x— Xo yO— 0 {2.4~9) 
或 
(x1 一 xi0)y0 = 0 《2.4-9 1) 
所 单一 确定 ， 


在 相 空 间 内 还 可 以 引进 更 为 复杂 的 几何 概念 。 例 如 , 某 些 点 的 集合 \ 区 域 ) 2 我 们 称 
之 为 凸 面体 , 若 其 内 的 任何 两 点 x, y》& 20 的 连 线 式 (2.4-6) 也 全 部 属于 2， 过 凸 面体 的 
任 一 边界 点 x 可 以 作 一 个 承 托 支 面 了 ,后 者 的 外 法 向 量 记 为 nm， 使 对 凸 面体 内 的 任意 点 
x 均 满足 不 等 式 
或 


《x 一 Xo Rp) 0, (2.4—10) 


3 《zi 一 Xi < 0. 《2.4-10 ) 


了 一 1 


我 们 奢 到 , 相 空间 R。 与 一 般 三 维 空间 相 比 较 , 除 维 数 外 ,如 果 不 考 虑 向 量 积 ,其 它 毫 无 差 
异 . 以 后 我 们 将 利用 这 些 几 何 概念 去 研究 控制 系统 的 运动 规律 . 

以 后 还 将 用 到 关于 线性 算 子 的 概念 、 设 向 量 x 属于 ” 维 实 空间 R,， 向量 # 属于 另 

外 一 个 如 维 空 间 Rs。 如 果 有 一 个 函数 规律 4， 使 R, 内 的 每 一 个 向 量 者 对 应 于 Rs 内 的 

U=— AX, | (2,4-11) 


而 县 
4Kaz 十 :5y) = aAdx + bAy, (2.4-12) 


式 中 cs, 5 为 常数 ，x, y& RR,， 这 种 对 应 规律 称 为 线性 算 子 。 着 R。 和 KR。 为 同一 空间 ， 
型 线 性 算 子 也 称 为 线性 变换 。 不 难 证 明 ， 有 限 维 空间 内 的 一 切线 福 算 子 与 一 切 和 矩阵 之 间 
有 一 一 对 应 的 关系 .一 切线 性 变换 均 对 应 一 个 叭 一 的 方 阵 、 反 之 ， 每 一 个 方 阵 对 应 一 个 
线性 变换 、 设 x,y ER。。 则 将 x 变 为 y 的 线性 变换 可 写成 

y= AxX. 
向 量 y 的 每 一 个 座 标 按 下 列 规律 算出 


yi >, aitis = 1,2,*.*.°*,#. (C2.4~13) 
j= 


式 中 4 一 (oji) 为 n Xn 阶 方 阵 。 这 里 和 以 后 我 们 将 认为 在 R， 中 线性 算 子 与 矩阵 等 


1) 符号 上 读 作 属于 ,# 读 作 不 属于 ， 
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价 . 若 方 阵 的 行列 式 不 为 零 , 则 称 为 可 逆 的 ,此 时 有 


xX= Ay, 
式 中 


人 一 全 (2.4-14) 


这 里 14| 为 方 阵 4 对 应 的 行列 式 之 值 ，47 表示 方 阵 4 的 第 i 行 第 i 列 元 素 的 代数 余 于 
式 , 符 号 Fr 表示 卸 阵 转 置 . 
两 个 算 子 的 和 对 应 于 两 个 矩阵 的 和 
4X 十 了 研一 (4 十 下)X Cx, (2.4-15) 
C 一 《qij bi), B= (bi). 
二 个 算 子 的 连续 作用 对 应 二 个 矩阵 的 积 ， 
ACBx) = (AB)x = Dx, 


DD 的 元 素 由 下 式 确 定 : 
dii 一 3 dyad oj (2.4-16) 
应 该 注意 的 是 两 个 扰 阵 的 乘积 次 序 一 般 是 不 可 交换 的 ， 
数量 税 
(xz， Ax) 一 DD dsprory (2.4~17) 
usB 


称 为 向 量 x 的 二 次 型 (二 次 齐 式 )， 车 方 隆 8 对 任何 xy6 R, 满足 等 式 

Cy, Ax) = (By, x) 
则 称 吾 为 4 的 伴随 矩阵 , 容易 检查 , B = 4"。 当 4 二 A 时 称 为 对 称 变换 (或 对 称 拭 阵 )， 
此 时 有 (ys AX) 一 (Ay, XxX), 对 于 向 量 x 的 二 次 型 由 于 afp XaTey 在 式 (2. 4-17) 内 


4 可 代 之 以 C = 广 (4 十 4r)。 对 任何 向 量 x 均 有 
《其 人 其) 一 人， 世 和 ci = 到 (on + aj:), {2.4-18) 


考 对 任何 非 堆 向量 x， 二 次 型 式 (2.4-18) 总 大 于 或 等 于 零 ;4 或 C 也 作 非 负 变 换 ， 老 总 大 
于 零 则 称 为 正定 变换 。 此 外 ,Cc 是 对 称 算 阵 . 对 称 矩 阵 为 正定 的 充 要 条 件 是 一 切 主 子 行 
列 式 都 是 正 数 : 


| Ch G12 Cin |. 
2Z1 C1 - 
> 0, “ey .Ca 《22 Can > 0。 . {2.4-19) 


本 


Ci > 0, 


CA C2 


CnlCH2" Cnn + 


若 对 任何 非 零 * 数 量 积 式 (2.4-18) 均 为 负 值 ， 则 称 变换 4 如 C 为 负 定 . C 为 负 定 的 充 要 条 
件 是 


Cil | C1 es C1ln 
YI (13 a : 
| de ss CT TH st, (2.4-20) 


和 


”0 < 0 > 


C2 C22 


Cnt Cn2 "” Cyr 
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变换 为 正定 或 负 定 有 着 明显 的 几何 意义 任 一 个 线性 变换 均 可 以 分 解 为 二 次 顺序 变换 ， 
即 绕 空间 某 一 个 轴 的 旋转 和 向 量 长 度 的 改变 ， 如 果 二 种 作用 的 结果 使 x 和 4x 之 间 的 
夹 角 小 于 90°, 那么 4 就 是 正定 变换 。 例 如 ,一 切 正常 旋转 变换 ， 当 转角 小 于 90° 时 便 为 
正定 ,反之 , 当 转 角 大 于 90° 时 便 为 负 定 ， 

此 外 ,以 后 还 要 用 到 本 征 信 和 本 征 向 量 的 概念 ,满足 下 列 等 式 的 常数 4 和 非 零 向 量 x 


Ax = ix . (2.4-21) 

分 别称 为 窍 阵 4 的 本 征 值 和 本 征 向 量 。 从 上 式 和 线性 代数 方程 式 的 特 竹 可 以 看 号 ， 本 征 
信 工 必 为 矩阵 4 的 特征 方程 的 根 
14 — iE| =0,. (2.4-22) 


此 处 百 是 单位 矩阵 ， 代 数 方 程 (2.4~22) 的 次 数 为 x， 帮 本 征 值 不 多 于 # 个 ， 
方 阵 4 一 hE 称 为 方 阵 4 的 特征 矩阵 ， 对 任何 常量 方 阵 4 必 存 在 可 道 方 阵 0 使 
QT14Q 次 为 约 当 《jordan) 标准 型 


J 
O40=| 2 (2.4--23) 
i 11 3 
Ji 之 形状 为 
hi 1 0 
0 4: 1 0 
| a di 10 (2.4~24) 
0 0 0 os 9 


此 外 其 它 元 素 均 为 零 。J; 称 为 约 当 块 . 

设 A4) 为 一 个 多 项 式 : 
41 一 am 十 am 十 -十 am 
将 某 一 方 阵 4 代 人 后 便 得 到 一 个 矩阵 函数 


AA) = ad" 二 ad t+ .aiE, 《2.4-25) 

由 于 4” 和 和 矩阵 加 靶 均 有 定义 , 故 多 4) 仍 为 一 同 阶 方 阵 . 对 方 阵 4 同样 可 构成 矩阵 级 
数 

bE + bdA tt BAi+ :+ 5b,AF 4 , (2.4-26) 


对 于 方 阵 的 无 穷 级 数 , 和 数列 级 数 一 样 ， TR .只 有 在 级 数 
收敛 时 才能 说 它 的 和 是 什么 。 为 了 判别 级 数 式 (2.4-26) 是 否 欢 敛 ,引进 晤 
|4| = max |al, 
1 
称 为 矩阵 4 的 范 数 ， 不 难 证 明 , 级 数 式 (2.4-26) 收 伍 的 充 柳 条 和 件 是 级 数 
bot bat 5 
收敛 ee 我 们 可 以 记 


-， 
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cos4 一 是 一 让 十 宙 一 …'， 


| 
。 1 ,3 1 ,s 
$ 记 4 一 4 一 一 人 十 一 4 和 一- (2.4-27) 
31! S51 : 


由 此 不 难 推 得 


cid cos Ad 1sinA, 


cosA 一 加 (eld 十 ce-14)， 
sn 4 一 1 《ed 一 ed) 
21i 


级 数 式 〈2.4-277 对 任何 方 阵 4 都 是 收敛 的 、 值 得 注意 的 是 ,与 一 般 指 数 衣 数 不 同 ， 人 
和 “4 ea 并 不 一 定 相等 ,只 有 当 4B 一 BA4 时 才 有 ea 一 cc 一 esc/. 
如 果 和 矩阵 4(90 一 Coi0) 的 每 一 个 元 素 对 : 是 可 微分 的 , 就 称 答 阵 4(z) 可 微 , 它 


的 导数 定义 为 
dA af 要 
ge (< ) 《2.4--28) 
同样 ,对 先 阵 449 的 积分 定义 为 
| 4(00d 一 (| maGDd) (2.4-29) 
容易 检查 ， 
ZL4 人 (BC dd(t) . BO + A0) - dB 
ds dt di ~ 
对 指数 函数 的 微分 有 公式 
. < 一 = Ae”! 一 cd (2.4-30) 
另外 ,下 列 关 系 式 也 极为 有 用 : 
> rm ? 
(es) 一 eat, (Caan EL 


设 和 矩阵 吾 为 斜 对 称 的 , 即 H* 一 一 H， 那么 外 < ”所 对 应 的 变换 称 之 为 等 距 变 换 ， 
因为 对 任何 讽 量 x 和 总 有 : 


eHx, eHy) = (Xx, eT ey) (Xe 一 ART) = (x, y), 


妆 x 一 ? 时 
enixll? = CeNx, ex) = Cx, Xx) == fxll. (2.4~-31) 
所 良 等 路 谈 换 航 名 称 即 由 此 来 、 0 可 以 证 明 ， 在 实 空间 内 , 任 柯 等 距 变 换 U 都 有 
一 个 斜 对 称 矩 阵 瑟 相对 应 , 妈 
如 一 cf 


本 节 所 列举 诸 事 实 的 详细 证 明 , 读 者 可 参阅 本 章 参 考 文献 [22,28]， 


25 控制 系统 运动 规律 的 向 量 表示 


本 节 内 将 以 后 用 到 的 一 些 基 本 向 量 公式 作 一 简单 讨论 . 设 x 二 Cw, x ………， #5。) 为 
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受 控 系 统 的 状态 向 量 。 诸 控制 量 和 ，uw，-..…，xw 也 可 以 看 成 是 一 个 + 维 向 量 ww 二 (ui， 
M2 *"*» tH,)» 设 它 的 值 取 于 * 维 空间 的 某 一 区 域 U., 倘若 对 i 每 一 瞬间 的 取 值 无 限制 ， 
则 控制 向 量 u 的 取 值 范围 将 为 整个 + 维 空间 。 在 这 些 候 定 的 条 件 下 运动 方程 式 (1.5-5) 


即 可 写成 更 为 简单 的 形式 ， 
ax 


FE = ft, x, 4), | (2.5-1) 
式 中 ff 二 《#1, 五 ;,…… 加 ) 为 一 向 量 项 数 ， 此 时 , 受 控 系统 的 每 一 个 运动 xz) 是 向 量 方 
程式 (2.5-1) 的 一 个 解 , 它 在 状态 空间 内 是 一 条 连续 曲线 ， 称 之 为 系统 的 运动 轨迹 。 在 运 
动 轨迹 上 的 每 一 点 ， 可 由 式 (2.5-1) 单 秆 地 决定 一 个 运动 速度 向 量 


人 尝 = ( 空 ， 2， 一 (和 = 


它 的 大 小 和 方向 是 可 以 控制 的 。 改 变 系统 在 状态 空间 内 的 运动 方向 和 运动 速度 ， 就 能 改 
变 受 控 系统 的 状态 ,这 就 是 控制 过 程 的 几何 意义 ， 
对 于 线性 方程 组 用 向 量 方 法 表示 则 尤为 方便 . 设 受 深 对 象 由 下 列 方程 组 撕 述 


= = qn + or(#) x 十 “十 n(xs 十 BC) 十-… 十 Drs 
2 on + aaa ze t bri eT Bale)u,, (2.5-2) 
此 方程 组 用 向 量 表 示 后 可 记 为 


< = A + Bl, {2.5~2’) 
式 中 X= xs #2 yw) 和 Wz9““*， 1) 均 可 视 为 向 量 ，A CQ) 一 Ca ), 
Bz) 二 (bop(r))， 后 者 为 x Xx + 阶 长 方 阵 ， 它 可 以 看 记 是 一 个 咎 子 ， 将 RR， 空间 内 的 同 
量 转 换 至 RR 空间 ,或 者 说 它 的 “ 自 变 意 ”" 是 nat R, 取信 于 状态 空间 名 


方程 式 
2 = {ny (2.5-3) 
称 为 式 (2.5-2) 的 齐 次 方程 式 ， 如 果 4 为 常量 矩阵 , 即 sy 均 为 常数 , 则 其 解 可 以 用 矩阵 
函数 简单 地 写 出 . 令 
他 =Ay, WHO)=e= (0 es, cn), (2.5~4) 
则 此 齐 次 方程 式 满足 给 定 初始 条 件 的 解 : 
yu) = ee 


因为 将 右 端 代入 式 (2.5-4) 后 可 得 恒等式 ， 显 然 , y(0) 一 Ee 一 ec。 矩阵 函数 4 常 称 为 
齐 次 方程 式 (2.5-4? 的 基本 解 矩阵 . 
当 式 《2.5-2 ) 中 4 为 常量 矩阵 《BC 则 不 必 如 此 ), 则 式 (2.5-2 ?的 通 解 可 写 为 


Xf) = eh 十 | eAN Br ur)ar, (2.5-5) 


其 中 x 一 x《0) 为 系统 的 初始 条 件 。 上 式 可 用 下 列 方法 得 到 ， 设 式 (2.5-2”)? 的 解 可 以 号 
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TE we_ 


成 x(#) 一 eebt)， 代 人 式 (2.5-2") 并 简化 后 得 


ade) = eA4B(l uC). 
dr 


积分 后 有 
c(t) = | e458B(T uC TAT + cu， 


es 为 积分 常数 ， 代入 后 有 机 
Cs ed| c-4rB(zr) a (rdr + eo). 


当 t= 0 时 x(0) 一 xo 一 co， 于 是 得 到 了 (2.5-5) 式 ， 

在 常 微分 方程 理论 中 对 变 系 数 系统 式 (2,5-3) 和 (2.5-2 ) 有 类 似 的 结果 齐 次 方程 
(2.5-3) 也 存在 基本 解 和 矩阵 , 只 是 号 不 成 式 《2.5-5) 的 简单 形式 黑 了 。 若 后 者 用 BCz, 16) 
表示 , 则 

yn = Pl, te, P14) = E. (2.5-6) 
通 解 式 (2.5-5) 将 变 为 
区 [ 昌 = Blt, to)xo 十 | dr 10)B rT, 1 BT u(rT)dr. (2.5-7) 


上 式 内 轿 为 系统 运动 的 初始 时 刻 ， 和 常 系数 情况 类 役 ， 对 任何 上 矩阵"@(z。，zm7 均 为 可 
逆 ， 基 为 无 论 : 为 何 值 它 的 行列 式 总 不 为 零 ， lI®(s, 10)| 关 0。 不 过 ， 这 里 要 想 求 出 第 阵 
@kz, mm) 就 不 那么 简单 了 ,而 只 能 用 数字 计算 机 求 数值 解 , 在 少数 简单 的 情况 下 才 可 能 找 
到 解析 解 . 

由 上 述 可 见 ,对 于 线性 系统 来 说 , 它 的 通 解 总 可 以 用 向 量 方法 迅速 写 出 , 这 对 详尽 研 
究 线性 受 控 系统 是 极为 有 益 的 . 

”在 第 2.2 节 我 们 用 拉 氏 变换 的 办 法 研究 过 = 阶 系统 式 (2.2-17. ,那里 考虑 了 初始 条 件 
和 驱动 函数 的 作用 ,指出 了 求解 的 方法 ， 不 难看 出 ,用 本 节 内 的 向 量 求解 方法 同样 可 以 得 
到 完整 的 结果 .至 于 在 何 时 采用 何 种 方法 须 按 研究 目的 和 方便 程度 去 选择 。 现 在 来 看 看 
如 何 把 一 个 高 阶 方程 式 变 为 一 个 一 阶 微分 方程 组 去 研究 ， 引 进 下 列 新 的 符号 


R/O ,i ER 
J DS di.- At at. dr 9 > Adi! 4d¢ 0 
与 式 (2.2~1) 联 立 后 有 下 列 方程 组 ; 
a 
es 
dy 一 
En J3s 
dy 1 x(2), 
~ ta Un . 2 Qn a 


初 妈 条 件 是 知 一 jy 一 六 一 (二 ) 。 与 标准 方程 组 (2.5-27 比 较 后 可 以 


ds! 


看 出 
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0 1 0 
0 0 0 0 
及 一 | on。 ，B= 
40 21_ pl 1 
a a dn a 
y(0) = yo = Cyios ya， Yr0), (2.5—%) 


这 样 就 把 式 (2.2-1) 变 为 一 个 一 阶 微 分 方程 组 了 。 用 间 样 的 方法 可 以 把 任何 一 个 高 阶 线 
性 方程 式 化 为 一 阶 方程 组 ， 但 是 , 反 过 来 却 不 能 断言 每 一 个 方程 组 均 能 化 为 高 阶 方程 式 。 
这 是 因为 要 想 将 式 (2.5-2) 化 为 式 (2.2-1) 型 必须 对 驱动 作用 (控制 量 ) 求 导数 ,而 这 往往 是 
不 可 以 的 , 一 般 讲 来 ，w(z) 可 能 是 不 光滑 的 冰 数 , 因而 不 可 微分 ， 从 这 个 意义 来 看 方程 
组 要 比 一 个 高 阶 方 程式 更 为 广泛 一 些 。 如 果 控制 规律 是 线性 的 , 即 u(?) 一 (e, x(2)) 一 


之 ， coxe(t， 那 么 zz) 总 是 可 微 的 ,这 时 方程 组 和 高 阶 方程 式 等 价 . 


在 微分 方程 理论 中 还 有 一 个 有 用 的 概念 是 伴随 方程 组 或 共 柏 方程 组 ， 以 后 我 们 将 用 
到 它 。 与 方程 (2.5-4) 一 起 研究 方程 式 


2 一 4 中， (2.5-9) 
At 


其 中 由 名 Cp, 中 ”3 由 为 一 维 回 量 医 数 ， 4 为 矩 陆 4 的 转 置 失 阵 ， 如 果 式 
《2.5-9) 是 一 个 常 系 数 线性 方程 组 , 则 它 的 通 解 为 

BO) 一 oi,, : 《2.5-t0) 
其 中 区 (9 一 后 4 是 式 (2.5-9) 的 基本 解 矩 阵 : 它 与 式 (2.5-4) 的 基本 解 和 矩阵 BQ) 有 明显 


的 关系 式 
人 


两 个 方程 式 (2.5-4》 和 《2.5-9) 的 解 之 问 有 着 十 分 有 趣 的 联系 : 二 者 之 任意 解 之 内 积 永远 
为 常量 而 与 时 间 无 关 ， 事实 上 , 设 lz) 和 ylz) 分 别 为 两 个 方程 式 的 某 个 非 零 解 , 对 其 
数量 积 微分 后 有 


d _ fdy(?) dpb lr) 
(yl), $D) 一 人 2 0) ) (y0®, 人 ) 


ee Cd ey,, et) 十 (e“!y,, 一 Are— th,) 
-= Ce4iy,, Are- tp) 一 (ety,, Are 4) = 0， 


区 (y(), BO)) = const。 (2.5-11) 
正 是 由 于 二 者 之 间 的 这 种 关系 ,所 以 式 (2.5-9) 称 为 式 (2.5-4) 的 伴随 方程 组 或 共 簿 方程 
组 。 不 难 证 明 , 若 矩阵 .4 的 各 元 素 不 都 是 常量 , 式 (2.5~3) 也 有 其 相应 的 共 办 方程 式 使 式 
(2.5-11) 成 立 , 不 过 此 时 对 二 老 的 初始 时 间 须 要 进行 协调 ， 

对 式 (2.5-11) 的 几何 意义 可 做 如 下 解释 . 设 y(#) 是 一 条 运动 轨迹 ，$(#) 是 以 y(2) 
点 为 始点 的 一 个 向 量 , 它 随 y(2) 一 同 在 状态 空间 内 运动 ， 过 yG) 点 作 一 个 垂直 于 多 (4) 
的 平面 P。 它 的 方程 式 是 


(xD 一 CD 风门 ) 一 2 xD) — ye) Ge) 一 2 
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等 式 (2.5-11) 表 示 , 在 整个 运动 过 程 中 向 量 y(?) 与 平面 了 的 法 向 量 $C) 之 夹 角 不 变 , 即 
若 起 始 时 是 锐角 ( 钝 般 ), 则 在 以 后 的 运动 中 永保 持 锐角 ( 负 角 )。 若 起 始 时 和 与 yo 正 交 
则 以 后 永远 保持 正 交 ， 
我 们 继续 讨论 常 系数 方程 组 的 通 解 式 (2.5-77. 设 基本 解 矩 阵 已 经 求 出 并 号 成 
$B) = eft = (iC) ). 
将 式 (2.5-7) 展 开 后 有 


xi(t) = > piaXao 十 | > > pe 人 — Tb TalT dT, 
a=1 0 au 


i=1,2,.*:n, .2.5-12) 
在 这 个 等 式 内 ,我 们 可 以 看 出 ,系统 第 i 个 座 标 x; 的 运动 分 为 两 部 分 ,第 一 部 分 是 由 初始 
条 件 决定 的 ,如 前 所 述 称 为 补充 运动 或 自由 运动 ,第 二 部 分 是 由 驱动 作用 引起 的 特 解 可 称 
为 受 控 运 动 ， 若 xm 0 c=—=1,2,."*,7, 则 式 C2.5-12) 可 写 为 


nC) = Dkr — usr)dr, 3 

0 .8=! 
式 中 
六 alz 一 天 一 > qialt TbaaE) 


二 1 


称 为 驱动 量 ws 对 第 ; 个 座 标 的 脉 串 胸 应 话 数 。 这 种 嘲 数 共有 # xr 个 ， 若 只 研究 第 一 
个 座 标 x1(z) 的 运动 规律 ， 驱 动量 只 有 一 个 ， 则 系统 的 脉冲 响应 函数 为 (2) ， 此 肝 
式 (2.5-13) 变 为 


0) = halt — fur)ar, 


这 就 得 到 了 著名 的 丢 阿 类 (Duhamel) 积分 ,而 如 (9 就 是 在 第 2.3 节 内 讨论 过 的 脉冲 响应 
角 数 4) 。 

在 本 节 的 最 后 ， 我 们 试 对 常 系数 方程 组 或 向 量 方 程式 做 拉 攻 变换 ,将 第 2,1 一 -2,3 节 中 
讨论 过 的 方法 加 以 推广 ， 设 方程 式 的 阿 量 表示 为 


人 一 4x + Ba, 《2.5-14) 
¥£ 


4 和 8B 为 常量 矩阵 。 对 等 式 两 边 做 拉 氏 变换 后 有 ” 
sRC) — x(0) = AXC) + BUC). 
解 出 C2): | 
NX) = CE — AYNx(0) + BUCGs)) 
= {BE — AY'x(0) + GE — AY'B UC). (2.5..15) 
ey 


Em | GE ~ A)'ix(0)e'ds + —~ | GE — AY'B UG) ed, 
27nt T"i® as Y”-iux 
(2.5—16) 


1》 这 里 用 大 写 的 多:) 表示 向 量 钞 数 4) 的 象 函数 . 
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由 此 可 以 看 到 , 拉 氏 变换 无 论 对 于 一 个 高 阶 方程 式 或 是 对 一 个 一 阶 方程 组 ( 回 量 方程 式 ) 
完全 具有 同等 效力 ， 它 的 一 切 优点 对 二 种 情况 都 是 一 致 的 。 在 必要 时 候 对 每 一 种 情况 均 
可 司 用 它 . 


，2.6 函数 空间 ( 希 尔 伯 特 空间 ) 


前 面 我 们 采用 有 穷 维 空间 中 的 向 量 代数 去 讨论 常 微分 方程 的 求解 方法 。 有 穷 维 Cn 
维 ) 空 间 与 我 们 熟悉 的 三 维 空间 有 极其 相似 的 几何 性 质 .但 是 ,在 有 些 问题 中 ,还 要 用 到 充 
穷 维 空间 , 例如 分 布 参数 系统 就 是 这 样 。 为 了 使 问题 具有 明显 的 几何 直观 意义 ,必须 把 有 
穷 维 空间 中 的 一 些 运算 方法 推广 到 无 穷 维 空间 中 去 ， 使 得 我 们 可 以 消 晰 简便 地 提出 和 解 
决 控制 理论 中 的 一 些 问题 。 本 节 和 下 一 节 中 ， 我 们 将 力求 通俗 地 讨论 无 穷 维 空 间 的 构造 
和 特点 以 及 在 其 中 的 线性 运算 等 ， 我 们 将 看 到 ， 有 穷人 空间 中 的 事实 ， 加 以 必要 的 补充 定 
义 后 ,大 部 分 可 推广 到 无 穷 维 空间 (函数 空间 ) 中 去 : 

讨论 函数 空间 过 到 的 第 一 个 概念 是 线性 空间 ， 一 组 运算 对 象 {x。} 构成 一 个 复 ( 实 ) 
线性 空间 是 指 ，(1) 如 果 * 属 于 LC 记 为 EL), 则 axze 工 ,c 为 任意 复数 (实数 );(2) 


如 果 为 ,x1，*…， x 都 是 工 中 的 元 素 , 那么 任何 有 穷 个 元 素 的 线性 组 合 y 一 > mx; 也 


属于 过, ur 为 任意 + 个 复数 (实数 )。 这 就 是 说 工 对 乘 常数 和 有 穷 个 元 的 线性 组 合 是 封闭 
的 。 线 性 空间 是 一 个 很 广泛 的 概念 。 例 如 , 工 可 以 是 一 切 复数 的 全 体 , 或 者 是 一 切 吓 维 向 
量 的 全 体 ,一 切 x xX # 阶 方 阵 的 全 体 ,一 切 定义 于 同一 区 思 上 的 连续 函数 的 全 体 , 一 切 定 
义 于 三 维 空间 中 间 一 区 域 上 的 平方 可 积 的 函数 的 全 体 ， 一 切 定 义 于 同一 概 素 空 间 上 的 方 
差 有 限 的 随机 量 的 全 体 ， 其 至 可 以 是 定义 于 某 一 函数 空间 中 的 算 子 的 全 体 等 等 ， 线 性 空 
间 的 具体 内 容 可 能 是 千差万别 的 ， 它 的 元 素 将 统称 为 元 ， 根 据 线性 空间 的 具体 运算 对 象 
的 特点 ,这 些 元 也 常 称 为 < 浮 数 ", “向量 ",“ 点 "等 等 . 

第 二 步 是 对 线性 空间 工 中 的 元 素 岩 以 “向 量 长 度 * 的 概念 ,通常 称 为 范 数 ,用 以 计算 两 
个 点 (向 量 ) 之 间 的 距离 , 两 个 向 量 之 间 的 相对 方向 及 计算 向 量 的 大 小 等 等 。 这 种 “尺度 ” 
的 引入 可 以 根据 所 研究 问题 的 性 质 和 目的 而 任意 选择 ， 但 不 应 与 我 们 习惯 了 的 三 维 欧 氏 
空间 中 的 “长 度 * 的 基本 特点 相 矛 秆 .。 设 * 是 线性 空间 工 中 的 元 ,引入 一 种 长 度 计算 方 法 ， 
记 为 ||xl|: 首先 , 它 必 须 是 实数 ;第 二 当 x 去 0 时 上 xi > 0, 当 且 仅 当 x=0 时 ,上 x 才 
等 于 0; 第 三 ，|laxj 二 je|||xji, 9 为伍 意 复数 ;第 四 ,向 量 加 法 应 满足 三 角形 不 等 式 ， 两 个 
向 量 的 和 的 长 度 应 不 大 于 它们 长 度 的 和 。 即 |x 十 yl < xl + yl。 在 工 中 引入 满足 这 
四 条 要 求 的 范 数 后 , 工 就 变 为 赋 范 线性 空间 ， 

最 后 ,为 了 能 在 赋 范 线性 空间 中 进行 各 种 运算 , 如 数值 计算 ,微分 、 积 分 等 , 还 必须 使 
其 完备 化 . 设 对 工 中 的 一 个 元 素 序 列 {x*}, 存在 一 个 元 re 工 使 imllx, 一 *| 一 0、 就 说 


x 是 序列 {x。} 的 极限 点 ， 如 果 工 含有 一 切 可 能 的 序列 的 极限 点 , 工 就 叫做 完备 的 线性 赋 
范 空间 ,否则 它 就 是 不 完备 的 ， 在 泛 函 分 析 中 证 明 , 任 何 一 个 线性 赋 范 空间 都 可 以 用 补充 
极限 点 的 办 法 使 它 成 为 完备 的 赋 范 线性 空 闻 ， 因 为 数值 计算 、 级 数 求 和 、 微分 、 积 分 等 运 
算 都 以 极限 为 基础 ， 如 果 空 间 不 完备 , 则 所 有 这 些 运算 都 可 能 无 法 进行 ,因为 可 能 不 存在 
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极限 点 ， 当 然 , 这 种 补充 对 具体 问题 要 作 具 体 分 析 , 才能 知道 这 些 极限 点 是 些 什么 . 

下 面 我 们 举 两 个 例子 来 说 明 建 立 一 个 完备 空间 所 要 做 的 事 ， 上 面 讲 过 ， 引 入 范 数 的 
方法 是 很 多 的 ， 我 们 讨论 控制 系统 的 时 候 , 最 常用 的 方法 是 通过 “内 积 " 引 人 范 数 ,这 就 是 
通常 的 三 维 欧 氏 空间 中 用 向 量 的 数量 积 来 计算 向 量 长 度 和 相互 夹 角 的 办 法 。 这 种 空间 称 
为 内 积 空间 ， 按 照 习惯 ,完备 的 内 积 空间 称 为 希 尔 伯 特 《Hilbert) 空间 。 当 然 , 它 也 是 赋 
范 线 性 空间 。 在 控制 理论 中 最 常用 的 是 希 尔 伯 特 空间 ,所 以 下 面 主要 介绍 这 种 空间 . 

(1) 用 Cfa,8] 表示 一 切 定义 在 闭 区 间 [es, 51 上 并 取 值 于 复数 平面 的 连续 函数 的 
全 体 ， 它 显然 是 一 个 线性 空间 ， 其 中 平方 可 积 的 那 部 分 函数 的 全 体 记 为 Cz[2,5]。 这 意 
昧 着 ,一 切 满足 下 列 条 件 的 滔 数 rx(#), 


| lz jG < 00, x€ CLa,b], (2.6-1) 
都 属于 C:[s,6]。 容 易 证 明 Ci[s,2] 也 构成 一 个 线性 空间 : 对 任意 复数 cs 8, 如 果 x (2) 


和 y(z) 是 平方 可 积 的 , 则 ax (9) 十 多 (D 也 一 定 是 平方 可 积 的 。 因 为 
Er lex C2) + 8yC0) | < ellxC) | + Blly C1, 


LAGEAAGIESNE WO ale a + ie 和 
利用 柯 西 《Cauchy) 不 等 式 
Fi la eV le ar) opPa， (2.6-2) 


可 推 知 ax (#) 十 By(z) 是 平方 可 积 的 。 所以，C2la,5] 是 一 个 线性 空间 , 下 一 步 是 在 
C:[a,2] 中 引进 内 积 ， 通过 内 积 又 可 定义 一 种 尺度 来 确定 两 个 向 量 ( 销 数 ) 之 间 的 距离 , 夹 
角 等 几何 关系 。 对 任意 x ，yG) € Cs[fa,5] 定义 内 积 (类 似 R。 中 两 个 向 量 的 数量 积 》: 

0 | oy (2.6-3) 


式 中 ya 表示 y (2) 的 共 斩 复 数 , 《-，“`》 表 示 无 穷 维 空间 的 内 积 符 号 .根据 不 等 式 
《2.6-2) 可 知 上 式 右 端 积分 是 有 意义 的 .和 KR。 空间 一 样 , 函数 x(z) 作为 线性 空间 中 的 
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的 范 数 冰 于 零 , 即 
lim|x.(2)H 一 0， 
此 时 可 能 发 生 很 不 协调 的 现象 ， 当 n 一 co 时 zw(z) 根本 不 趋 近 于 零 莉 数 , 更 有 甚 者， 它 


订 能 根本 不 趋 于 任何 连续 函数 ， 例 如 ,在 区 间 [ 一 1, 十 1] 上 定 文 的 函数 cr(0) 一 六 二 是 


一 个 很 好 的 连续 函数 ， 而 且 lx() 一 |i) 7 ,显然 , 当 + 一 


时 , fx,C01 一 0, 但 x,(z) 却 不 趋 近 于 任何 连续 函数 ， 因 此 我 们 说 Ce,5] 是 不 完备 的 . 
. 为 了 克服 Ca[a,5] 的 这 一 缺点 ,必须 采取 两 个 措施 。 第 一 , 式 (2.6-3) 和 (2.6-4) 的 积分 改 
: 成 惑 贝 格 (Lebesgue) 积分 外; 第 二 , 按照 范 数 式 (2.6-4) 的 定义 把 Cs[a,5] 补 齐 ， 即 把 所 
有 极限 函数 补 进去 ， 这 样 ， 按 勒 页 格 积分 定义 的 范 数 补 齐 后 的 函数 空间 称 为 希 尔 伯 特 空 
间 并 记 为 La, 5)， 因 此 可 以 说 ， 一 切 平方 可 积 ( 勒 贝 格 可 积 ) 的 函数 全 体 构成 LCa, 5) 
空间 , 它 是 完备 的 , 即 包含 一 切 可 能 的 极限 元 (函数 ). 
在 希 尔 伯 特 空间 中 ,下 列 不 等 式 和 等 式 很 有 用 处 : 


中 lz() 二 701 < jz(D1 十 (9 (三 角形 不 等 式 )， (2.6-7) 
lz(o) — KON < lz) 一 xD + lz) 一 XD1 (三 角形 不 等 式 )， (2.6-77) 
Iz),900)| 志 1xCD1* lyG2)1( 柯 西 不 等 式 )， (2.6-8) 
lzCo) + CDP + eC 一 ?中 一 21x(D 十 21y(2) 让 《平行 四 边 形 等 式 )， 
(2.6-9) 


《zr(2), y0)) 一 二 和 (人 十 9 有 一 和 (CD — yOFP + lr + iyCe)P 


一 放 xz(?) 一 iyQ0) 上 PP 《 极 化 恒等式 ). (2.6-10) 
两 个 函数 xz() 和 y(t) 相互 直 交 ,是 指 《x(f),y(2)》 一 90， 此 时 有 
上 xCz) 十 yz? 下 一 Hx 十 yD ( 勾 股 弦 定 至)， (2.6-11) 


一 组 ?个 两 两 相互 直 交 的 函数 x;(z)}? 可 以 看 成 是 La,，5) 中 的 一 个 # 维 子 空间 天 ,的 
直角 座 标 轴 ， 有 了 时 也 说 RK, 是 由 {xx(:)} 张 成 的 子 空间 ， 而 {x 二 吕 做 R, 的 直 交 基 ， 如 
果 lz = 1， 1 一 1, 2 ……，#， 则 称 为 规范 直 交 基 . 规范 直 交 基 常 用 {ex2)) 表示 . 
在 Le，5) 中 存在 可 数 多 个 规范 直 交 基 {ei}?, 任何 一 个 水 数 1)ELAXa，5)， 均 可 按 这 


个 基 展 成 傅 里 叶 级 数 : 
大 划一 SO) ,eA OF , (2.6-12) 
而 且 站 
[DG (2.6-13) 


上 式 中 复数 《Ki)，cx(2)) 称 为 Kz) 在 cil:) 上 的 投影 
对 实 值 函数 构成 的 ZL:(0,1) 空间 ,下 列 函 数列 是 它 的 规范 直 交 基 : 


1， V 2 sin2xzt 3 V 2 cos2t 9 "9 MV 2 sin 2zzt > V 2 rcos 2mz ”9 
因为 直 交 基 和 由 无 穷 多 个 (可 数 多 个 ) 函数 组 成 , 所 以 LXa， 2 叫做 无 穷 维 空间 ,也 称 为 可 
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分 的 希 氏 空间 ， 
设 R, 是 由 # 个 规范 直 交 基 {cj? 张 成 的 = 维 子 空间 ,而 x (1 ER。 那么 x( 可 
唯一 分 解 为 xD) 一 0) + a0, yO € R(t) | Rs 显然 ; xD = #00) 一 ?00， 


而 yi 一 > Gert) ,as 由 下 列 代数 方程 式 一 意 确定 
-40F esl?) >》， 1 二 1,2,*'*, (2.6-14) 


y(#) “平行 于 ”R,。z (2) 则 垂直 于 RR,， 称 为 从 .x(#) 到 R。 的 垂 线 , 它 是 从 xt) 到 


R。 的 最 短 蝶 离 . 

上 述 LC, 5) 的 构造 可 以 推广 到 向 量 值 函数 x C2) = {x 人 ,x x 
设 所 有 的 x,(:) 都 是 定义 在 共同 区 凤 (a, 5) 上 的 复 值 函数 ， 而 且 者 是 平方 可 积 的 ， 出 
{4} 构成 一 个 线 人 性 空间 上 ,Cz, 5). 引进 内 积 
(x, y= > 《na (2.6-15) 
和 范 数 

xP = CxC), x = 之 《zi 人 ，x( 贡 > 一 lx C2) I 
La, 5) 就 变 成 为 一 个 新 的 希 尔 伯 特 空间 ， 它 也 是 可 分 的 。 按照 新 的 内 积 和 范 数 的 定 
义 ,所 有 上 述 关系 式 (2.6-7) 一 (2.6-14) 都 成 立 ， 

(2》 函数 空间 的 概念 在 概率 论 中 也 得 到 了 有 效 的 应 用 ， 从 概率 论 中 我 们 知道 ， 每 一 
个 实 随机 变量 对 应 一 个 概率 分 布 函数 F(x) 一 p(# < x)， 它 表示 随机 变量 $ 取 值 小 于 
* 的 概率 . 亚 然 ,每 一 个 概率 分 布 函数 定义 一 个 随机 变量 .一 个 多 元 概率 分 布 函数 

F(xs XIy "* | 一 p(&1 < x 了 < Xn) 
的 积 也 仍然 是 随机 变量 ， 这 些 新 的 随机 变量 的 概率 分 布 函数 是 由 原 给 定 的 随机 变量 的 分 
布 阔 数 唯一 确定 的 .两 个 实 的 戎 机 变量 所 和 ? 能 够 构成 一 个 复 值 随机 变量 十 鸭 ， 而 
志 一 说 是 它 的 共 线 随机 变量 ,因此 ,一 个 随机 变量 也 可 以 是 复 值 的 ， 
设 {#0} 是 给 定 的 有 穷 个 或 无 穷 个 实 值 或 复 值 殖 机 变量 所 构成 的 集合 ,任意 有 穷 个 随 


梦 蛮 量 的 和 也 是 随 桃 变量 ， 由 有 穷 线性 组 合 瑟 a 《2 是 实数 成 复数 ) 的 全 体 所 构成 的 
集合 是 线性 空间 LL、。 不 类 一 般 姓 ，、 可 以 假定 所 有 {5,} 中 的 元 素 的 数学 期 望 和 方差 满足 下 
列 条 件 : 

MCG) 一 | rdFiCeo 一 0， 


十 四 
M8) = | xidF(x) < 于 co 一 1 2 


式 中 F(x) 是 5 的 概率 分 布 兰 数 ， 在 线 狂 空间 工 中 引进 内 积 ， 设 志 一 总 十 让 于 
和 1 十 in; 是 两 个 复 值 随机 变量 ,定义 
5,7> = MEW) we ME, + 2) CN — tin2)), (2.6-16) 
为 两 随机 量 之 闻 的 内 积 。 出 此 产生 的 上 的 范 数 是 
je = M(EE) 一 M(B 十 ED 《二 一 2)) = ME + 52) 
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2.7 迷路 和 算 子 35 


= MC(D + MC(ED-= DCB) 十 (二 )。 (2,6-17) 
这 就 是 说 ,一 个 复 随 机 量 5 的 范 数 是 它 的 方差 的 平方 根 . 这 样 定义 的 范 数 (方差) 满足 式 
《2.6-7) 一 (2: 6-~102) 的 所 有 关系 式 ， 
设 5 52。'"* 是 一 个 随机 和 焦 序 列 ， 若 存在 一 个 随机 量 外 使 limlls, 一 钳 一 0， 则 


说 序列 均 方 收 黎 于 专 。， 记 为 1.i.mse 天 去。 不 难 证 明 ， 若 Li mn 下 im。 -了 3, 则 有 
lim (8) 一 M(S),. im.M (gs) = M (Cn; 
ims = El, Limllal = al; 
.mv Css 07 = Es TP。 
容易 检验 ， 一 切 方差 有 限 的 随机 变量 ， 按 上 边 定义 的 范 数 构成 一 个 完备 的 着 尔 伯 特 空间 
H. 在 这 个 空间 中 有 下 列 特点 : 
jes7D) 一 aM {sn), MI(CE, + £7) 一 M5) 十 M(&m), 
, (一 MO £8), M(F) > 0 只 机 & ¥ 0, 
其 中 «为 任意 常数 。 两 个 随机 量 之 间 的 距离 是 睹 一 中 ,车 散 一 圳 一 09; 则 必 有 专 一 7 
随机 最 所 和 3 的 内 积 如 果 等 于 零 , 则 说 它们 相互 直 交 。 换 言 之 , 它们 是 不 相关 的 , 即 
相关 系数 为 零 ， 互 中 的 任 一 随机 县 可 以 按 规范 直 交 其 展开 成 傅 里 叶 级 数 : 


志 二 > < tipct 
而 且 


DGD) 一 了 中 一 之 | eb, 


式 中 {si} 是 日 中 的 规范 直 交 基 ， 它们] 都 是 相互 直 交 的 (不 相关 的 2 随机 重 。 

设 在 如 中 有 = 个 随机 量 {5}?， 它 们 是 线性 不 相关 的 。 那 么 它们 可 以 张 成 一 个 维 
子 空间 , 仍 记 为 R,。 如 果 随 机 县 9ER。。 则 3 必 可 一 意 分 解 为 

n=5+t, ER SiR. 
其 中 5 是 从 点 5 到 R。 的 垂 线 (最 短 距 离 )， 加 果 企图 用 《8jf 来 这 过 9， 那么 可 能 达到 
的 最 小 误差 就 是 这 个 牌 线 “的 长 度 ( 范 数 )。 这 个 几何 概念 可 以 推广 到 对 随机 过 程 的 滤波 
和 外 失 问 题 。 所 谓 最 优 污 流 吉 的 最 小 方 基 正 是 这 个 委 线 的 长 度 范 多)( 关 于 这 一 点 第 二 
下、 十 五 章 还 要 详细 介绍 .)  ，  ， 
郧 数 空间 的 几何 学 是 一 个 很 有 用 的 概念 ， 它 能 把“ 个 很 复 杂 的 问题 用 点 问 的 几何 和 
， 念 加 以 简单 明了 好 说 明 。 并 能 找到 很 简便 的 处 理 方法 。 这 就 要 求 熟 习 多 维 空间 中 的 基本 

概念 和 方法 ， 这 是 研究 近代 控制 理 论 的 重要 工具 之 一 


27 反 函 和 算 子 


在 高 等 数学 中 :函数 关系 有 两 类 ， 数值 沙 数 和 向 午 值 函 数 ,而 自 变量 则 可 以 是 某 一 特 
定 空间 的 点 。 第 一 章 中 曾 列 举 过 控制 系统 质量 指标 的 各 种 表示 形式 ， 那 据 的 自 变量 往往 
是 系统 运动 的 整个 过 程 , 例 如 
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36 第 二 章 “系统 分 析 的 基本 方法 
= J fm), x (2F) ， “**y ra 2) ; dr, 


是 以 R。 空间 的 曲线 《轨迹 ) 为 自 变量 的 数值 函数 。 从 前 节 讨论 的 函数 空间 的 概念 看 上 
式 ,也 可 以 认为 了 是 定义 于 某 一 函数 空间 点 上 的 数值 淫 数 ， 因 此 ， 如 果 抬 “轨迹 ”看 成 是 
Li(0, 1) 中 的 元 , 则 7 是 定义 于 希 尔 伯 特 空 间 上 的 数值 函数 。 这 类 函数 关系 统称 为 泛 函 . 
” ”在 各 种 类 型 的 泛 函 中 ,研究 得 比较 透彻 和 用 途 较 广 的 是 线性 泛 函 , 即 它 是 空间 诸 元 案 
的 线性 函数 。 设 +, ?是 希 尔 伯 特 空间 妃 中 的 任意 元 素 ; f(x》 是 线性 泛 函 ， 妈 fCex 十 
py) 一 cf(x) 十 BI(y)，o, 8 是 任意 复数 或 实数 ， 如 果 在 单位 球 上 和 zl 专 1， 
max |j(x*)] = M < 00%0, +réH, (C2.7-1) 


rp 
此 时 # 称 为 有 界线 性 泛 画 ， 而 称 为 于 的 范 数 并 记 为 | 州 ， 定义 于 希 氏 空间 允 工 的 一 切 
有 界线 性 谤 函 的 全 体 显然 构成 线性 空间 ， 不 仅 如 此 ， 一 切 有 春 线 性 泛 通 的 全 体 ， 按 了 照 式 
(C2.7-1) 定义 的 范 数 还 可 构成 一 个 赋 范 线性 空间 , 窜 记 为 刀 ", 称 它 为 妞 的 对 偶 空 间或 共 斩 
空间 。 在 泛 函 分 析 中 证 明 ，H* 是 一 个 完备 的 内 积 空间 3， 更 确切 地 说 ,定义 于 瑟 上 的 任 
一 有 界线 性 泛 函 f 均 可 用 玉 中 的 内 积 表 示 : 

f(x) 一 《fj x», f€EH, x €H, (2,7-2) 
换言之 ,定义 于 HH. 上 的 任 一 有 田 线 姓 泛 阔 f 均 对 应 一 个 元 fe HH， 并 且 能 够 用 式 (2.7-2) 表 
示 出 来 。 从 这 个 意义 上 讲 , H* 中 的 一 历 元 可 以 用 互 中 的 元 表示 ,因而 可 以 认为 H 二 H*. 
这 个 特点 叫做 自 反 性 ,一 切 希 尔 伯 特 空 闻 , 即 完备 的 内 积 空 间 , 是 自 反 的 , 它 的 对 侦 空 间 可 
以 认为 就 是 它 自己 。 当 然 ,如 果 泛 函 是 非 线 性 的 , 则 没有 这 种 简单 的 表示 方法 . 

定义 于 瑟 上 的 另 一 类 顷 数 是 向 量 值 函数， 

y 一 {1(%), EH, y€EH,, 
式 中 7 了 是 另 一 空间 ( 希 尔 伯 特 空间 》FH 的 元 ， 函 数 信 :》 把 H 中 的 元 * 变换 为 男 一 希 氏 
空间 互 中 的 元 .如 果 这 个 函数 是 线性 的 ， 则 常 写 成 


| 7 一 4zr x€ H, ye H, | (2.7-3) 
4 称 为 线性 算 了 于 : 它 把 互 中 的 元 足 到 HH 中 去 . 
3 sup Axl 一 M < %, (2.7—4) 


11#lle 1 


则 称 为 有 界线 性 算 子 ,MM 称 为 4 的 范 数 , 常 记 为 14 |:， 如 果 如 二 各 、 则 记 为 141, 设 
H 一 HH，4 ,8 都 是 有 界 算 子 。 由 等 式 《4 十 B)x 一 Ax 十 Bx 所 确定 的 算 子 《4 十 B) 
称 为 有 界 篆 于 4 和 也 的 和 ， 设 1 为 任 一 复数 ,由 (%4)x 一 44x 确定 的 算 子 (44) 称 为 有 
界 算 子 4 和 数 4 的 积 . 这 样 ,一 切 有 界线 性 算 子 的 全 体 构成 一 个 线性 空间 ， 当 按 式 (《2.7-42 
引进 范 数 后 ,就 变 为 赋 范 线性 空间 ,容易 验证 [4 十 B| 所 41 十 181,{44| 私人 4 
对 所 有 的 x* 上 五 ， 由 等 式 (48)z 一 4(Bx) 定义 的 算 子 (48) 称 为 有 界 算 子 4 和 吾 ， 
的 积 。 容 易 检 查 乘 法 对 加 法 有 分 配 律 : 4(B 十 -C) 一 40 二 4C， 而且 48) 所 141|8|. 
应 注意 ,一 般 说 来 43 关 B4. 如 果 43B 一 B4 则 4 和 好 出 做 可 交换 的 ， 
由 等 式 1x = * 所 确定 的 算 子 了 则 做 单位 算 子 或 恒 等 算 子 。 
. 对 任何 有 界线 性 算 子 4， 存 在 一 个 线性 第 子 4*、 使 V9x,yEH 有 《Ax,y2 二 
1) 将 号 号 读 作 < 凡是 2，YzeE 意思 是 “对 一 切 属于 五 的 元 案 xz 
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2.7 泛 苏 和 算 地 2 


《x， 4*y>》 成 立 ， 算 子 4* 称 为 4 的 伴随 算 子 或 共 轿 算 了 于， 也 有 人 岂 4* 为 4 和 的 对 偶 算 
子 . 如 果 A* 二 4 4 囊 做 自 伴 的 。 显然 ， 一 般 讲 有 -A** 这 4，(44 和 太一 XA4*, (A+ 
B)* 一 4 十 By (4B)* = B*4*,|4*| 一 |4[。 容易 证 明 4*4 和 44* 永远 是 自 
伴 的 。 这 里 设 4 是 定义 于 全 空间 上 的 有 界 算 子 ， 

如 果 Yr EH,《Ax, xz2>220， 则 4 叫做 非 负 的 ,此 时 记 作 才 20. 不 难看 出 ， 4*#4 之 0， 
AA* 完 0, 


满足 条 件 P| 委 1, 二 PP 和 P* 二 P 的 线性 算 子 了 叫做 育 交 投影 算 于 ， P 的 什 坟 
R(P) 是 HH 的 一 个 闭 的 于 空间 ， 和 如 果 RCP)》 是 有 穷 维 的 , 则 呈 叫 做 有 穷 维 投影 算 于 ,反之 ， 
它 是 无 穷 维 的 。 两 个 投影 算 子 P, 如 叫 作 相互 直 交 的 ,是 措 PO 一 0《 堆 算 子 )。 

设 4 是 有 界线 性 算 子 , 如 果 存 在 一 个 线性 算 子 B, 使 4B 一 BA 一 1， 则 称 B8 为 4 
的 逆 算 了 于, 常 记 为 47'。 如果 4 也 是 有 界 的 , 则 称 4 有 有 界 这 或 为 可 闻 算 于 ， 设 和 是 某 
一 复数 ，(4 一 271) 存在 且 有 界 , 记 

R(1,A) = (4 — 21)7, I (2.7-5) 


称 为 算 子 4 的 预 解 式 、 如 果 % = 和 时 RCho，4) 是 定义 于 全 空间 互 上 的 有 界 算 于 ， 则 
加 称 为 4 的 正则 点 。 复 平面 上 除 正 则 点 以 外 的 一 切 点 都 是 4 的 谱 点 。 当 方程 式 4x 一 hx 
有 非 零 解 时 ，4 一 17 当然 不 会 有 逆 , 因 而 此 时 1 是 4 的 谱 点 。2 和 > 分 别 蚂 做 4 的 本 征 
值 和 本 征 元 。 4 的 庶 点 并 不 一 定 都 是 本 征 值 ,这 一 点 下 面 还 要 讲 到 ， 

为 了 讨论 一 种 经 常 过 到 的 算 和 于， 还 需要 引用 美 于 集合 的 几 个 概念 。 设 5 是 希 尔 伯 特 
空间 互 中 的 一 组 元 素 组 成 的 集合 ， 如 果 其 中 每 一 个 元 训 的 范 数 都 是 有 界 的 ,3 叫做 有 界 
集 。 用 5 中 的 元 素 按 某 一 规则 排 成 一 个 序列 ny x2s zs，*…*, +a， “> 简 记 为 {+。), 如果 


lim|lz。 一 zol 一 0， 


二 本 


序列 fr。 风 敌 强 收 但 的 。 如 果 存 在 一 个 元 x《 五 ， 使 对 任 过 yEH 都 有 lim《x,,y》 一 
《xz 77 成 立 , 则 说 序列 {x。} 弱 收 敛 于 x。 

如果 s 中 的 任何 序列 {z,} 都 合 有 一 个 强 收 伍 的 子 列 人 cj 。 则 5 叫做 紧 集 ， 如 果 
$ 中 的 任何 一 个 序列 都 含有 一 个 弱 收 你 于 列 , 则 $ 叫 作 肥 紧 集 、 可 以 证 明 , 在 希 尔 伯 特 空 
间 中 , 任 一 有 界 集合 都 是 弱 紧 的 ,但 不 一 定 是 紧 集 .在 有 穷 维 空间 中 任 一 有 界 集 都 是 紧 集 ， 
在 无 穷 维 空间 中 这 个 事实 不 成 立 ， 将 任意 有 界 集合 5 映 成 (变换 成 ) 紧 集 的 线性 算 子 称 为 
紧 算 子 或 全 连续 算 于 。 紧 算 子 一 定 是 有 界 算 于 ,并 且 有 界 算 了 于 和 紧 算 子 的 积 也 是 紧 算 子 ， 
如 果 4 是 紧 算 了 于 ， 则 4* 也 一 定 是 紧 算 了 于。 有 穷 个 紧 算 子 的 线性 组 合 也 是 紧 算 于 ， 

在 无 穷 维 空间 中 的 紧 算 于 有 许多 特点 ;主要 的 有 下 列 几 点 : 

(1) 紧 算 子 没有 有 界 逆 、 

(2) 紧 算 子 4 的 本 征 值 最 多 为 可 数 多 个 ， 零点 是 它 唯一 可 能 的 聚 点 ， 换言之 ,在 复 平 
面 上 以 原点 为 中 心 以 :+> 0 为 半径 的 加 外 只 能 有 有 穷 多 个 4 的 本 征 值 ,无 沦 为 如 何 小 
的 正 数 . 

(C3) 任何 一 个 本 征 信 对 应 的 不 同 的 本 征 元 只 能 是 有 限 个 ， 

(47 如 果 % 是 各 和 的 本 征 值 ,那么 亦 然 ;而 征 和 和 也 是 4* 的 本 征 值 ， 

(5) 紧 自 伴 算 子 4 至 少 有 一 个 非 艾 本 征 值 ， 它 的 所 有 本 征 充 的 全 体 成 为 下 的 直 交 
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38 系统 分 析 的 基本 广 法 


基 。 如 果 每 一 个 本 征 元 都 失范 化 ， 则 4 的 一 切 本 征 元 的 全 体 构 成 玉 的 规范 直 交 基 。i 中 
的 任何 元 * 者 可 技 4 的 本 征 元 展开 成 傅 里 叶 级 数 : 


x 2 《xi ejDeiy de;= Nies, 


C6) 非 自 伴 的 紧 算 子 4 可 能 没有 一 个 非 零 本 征 信 ， 但 是 4*4 和 44* 都 是 自 伴 的 
紧 算 子 。 设 {qx}? 和 {yi}? 分 别 是 4*4 和 44* 的 本 征 元 构成 的 规范 直 交 基 。 可 以 
证 明 ,它们 的 本 征 值 是 相 局 的 , 记 为 {对 }。 那 么 ,任何 紧 算 子 4 可 以 展 成 级 数 


hz Dss bp | (2.7-6) 


换言之 , 任 一 紧 算 子 神 可 以 表示 成 _- 维 算 子 的 和 

”下 于 再 讨论 无 界 算 子 。 上 面 考 虚 的 都 是 有 界 算 子 。 但 在 控制 理论 中 所 过 到 的 受 控 对 
象 往往 是 由 常 微 分 方程 或 偏 微 分 方程 描述 的 ， 例 如 两 端 固定 的 弦 的 振动 控制 是 由 下 列 偏 
微分 方程 决定 的 : 


2 2 
0 2 这 t+ f(r, 2), x € (0,), 


#(0, 2) =w(0 ,1) = 0. 


式 中 u(x 1) 是 纺 上 座 标 为 = 的 点 在 : 时 刘 的 横向 位 移 ， 1 是 弦 长 ， a -人 To 是 弦 


的 初始 张力 , p 是 单位 长 度 上 的 质量 密度 ,f(x, 分 是 外 加 分 布控 制 力 . 
再 例如 周边 侣 定 的 弹性 膜 的 扰动 方程 是 


2 
Bu ws 4 (+ a) + fC yy 0) Cx, y) EL, 
Or E 


u(x, y, 1)|a0 =— 0. 

土 式 中 xx, y, 2) 是 弹性 膜 座 标 为 x, ? 的 点 在 + 时 刻 的 位 移 , 8 是 它 在 平衡 状态 时 所 占 

据 的 平面 区 域 ，99 表示 2 的 边界 ,其 它 符号 意义 与 弦 的 参数 相同 . 
”这 两 个 策 中 ， 我 们 都 过 到 对 函数 的 微分 运算 ， 因 而 有 必 训 单独 研究 答 分 第 子 ， 微 分 

算 子 的 特点 是 ， 它 的 定义 域 不 是 整个 函数 空间 ， 而 是 定义 于 空间 的 一 个 子 集 上 . 例如 在 


Las5) 中 的 微分 算 子 了 一 二 了 定义 在 一 加 一次 可 有 分 的 那 上 困 数 上 , 记 为 D(7)， 
窜 易 看 出 , 它 是 苑 界 算 子 ， 例 如 取 九 一 sinwsrya 一 132;…， 它 们 都 是 Za( 一 1, 十 1) 


中 的 可 微 函 数 且 属于 DC7), 而 NO Cannea)de 一 1. 但 TH 一 orcosnrr， 
We 所 以 说 全 分 算 子 了 一 关 是 无 


者 的 二 纵 、 三 维 的 情况 也 是 一 样 。 
设 在 希 尔 伯 特 空间 吾 中 的 某 一 子 集 了 D(T) 上 定义 了 一 个 无 界 算 子 T， 显然 D(T) 
是 一 个 线性 空间 , 即 D(T) 中 的 任何 有 穷 个 元 的 线性 组 合 仍 然 属 于 DT).。 设 了 ,3 是 
两 个 定义 于 同一 空间 玖 中 的 无 界 算 子 ， BCT) 和 DCSY 分 别 是 它们 的 定义 域 。 由 等 式 
《3 + TI = S51 + TH, fE DINDOT)Ys 
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定义 的 算 子 《3 十 T)》 叫做 S 和 工 的 和 ; 其 中 符号 DCS) 几 DCT) 表示 两 个 集合 的 交 ， 它 
由 DCS》 和 DCT》 的 共同 部 分 组 成 、 定义 复数 a 种 懂 的 点 积 为 
(aT)f = «1), fj€ DeT). 
又 可 定义 两 个 算 子 的 积 为 - 
(ST)f w= S(TH), 1€ D(ST) 一 ;fe DCF), TEDCSY). 
如 果 右 中 不 存在 非 零 元 与 D(T) 中 的 所 有 元 直 交 ， 则 说 DCT》 在 呈 中 和 在， 或 说 
D(7) 在 互 中 稠 ,此 时 工 叫做 笛 定 的 ， 如 果 DC$) 包含 D(Z) 的 一 切 元 ,并 且 还 含有 不 属 
于 DC(7T) 的 一 些 元 , 则 说 DC3) 大 于 PDT)， 记 为 D(3)2DC7) 或 DCT)CDCS). 如 果 
”此 时 在 D(CT) 上 Tf = sf, feDCT)， 则 说 S 广 于 了 藉 者 说 是 了 的 张 记 为 so7 
或 了 CS 
设 了 是 定义 于 瑟 中 并 取 值 于 五 中 的 笛 定 无 春 算 子 ， 对 任何 1 € DC7) 和 g€《H 的 积 
(Tf，g》 当 然 痢 有 意义 ， 对 黎 定 的 无 界 算 子 有 一 个 重 可 特 点 ， 叶 在 互 中 存在 一 部 分 元 
{gj}， 内 积 《Tf, g) 能 用 另 一 个 元 g*. 简 单 地 表示 出 来 好 《Tf, ge) 二 (fg 的 ,而 县 g* 
是 由 I 和 4 唯一 确定 的 .对 这 一 部 分 {8} 可 定义 的 伴随 算 子 T*: (Tf,g) = (fg ) 一 
(f, 7T*g)， 部 g* 一 T*g。 这 种 对 应 关 束 也 是 唯一 确定 的 、 能 够 有 这 种 表达 方式 的 的 全 
体 构成 -一 个 线性 空间 ， 叫 做 7* 的 定义 域 , 记 为 太 (T*)， 应 该 注意 到 ,并 不 是 对 及 中 的 
任意 元 均 有 上 述 简单 表达 式 , 所 以 对 无 界 算 子 了, .DC7*) 不 能 与 全 空间 妖 重 合 ， TY 也 
常 叫 做 工 的 伴随 算 子 或 对 偶 算 子 ， 
”伴随 算 子 有 下 列 特性 : 
..《1) 如 果 DCT) 在 召 中 筒 , 那 么 D(T*) 也 稠 。 
2 下 了) OS 二 
(3) (aT)* 一 aT*, 
(4) 落 ZTCS， 则 CT* 
《5) (ST)*OT*S* 
(6) (T+ 41 = T*+ A 
《7) 如 果 秋 定 算 子 了 有 逆 7-:， 而 且 7: 也 是 称 定 的 , 则 《47 人 )* 一 《4*)7' 
如 果 7CT*， 就 称 工 为 对 称 算 子 . 车 7 了 = T* 则 并 叫做 自 伴 的 ( 自 共 垢 的 ). 
设 M 是 希 尔 伯 特 空间 互 中 的 一 个 于 集 ， 如 果 导 中 含有 它 自己 一 切 可 能 的 极限 点 就 称 
为 闭 集 . 
设防 和 耿 是 两 个 不 相 则 的 (或 相同 的 ) 希 尔 伯 特 空间 .用 : 人 表示 所 有 x 一 {ziy xj， 
mE Hi，x1€ 用 的 全 体 ， 为 了 9 是 线性 空间 ， 只 要 定义 加 法 和 乘 常 数 的 规则 :wx 一 
of xi xz} == fx ox2}s XX+y ty x2} 十-{y1s y2} {x 十 Ys x 十 y2}。 在 儿 中 再 定 
义 内 积 : EE 。 
《Xs ys 一 {x zj {ys Ya} 一 《zt Yin, 十 《xz 322p.。 
容易 证 明 , 此 财 5 就 成 为 一 个 新 的 希 尔 伯 特 空间 ,叫做 及 和 玩 的 积 空间 , 记 为 .成 X 尺 ， 
设 了 是 定义 于 互 中 的 线性 算 子 ， 在 多 = 入 Xx 及 中 一 切 元 侦 {x,Yx},， xz&€ DCUT) 
ne ht 这 是 一 般 函 数 yse f(x) 的 图 形 的 自然 推广 如 果 了 的 图 象 
二 {x， 7xj 在 乡 中 按 内 积 产 生 的 范 数 ， 
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FN = Vrs ep + CTx, Tr = ~ VE 十 Te 
是 闭 集 ， 则 称 工 为 闭 算 子 : 换言之 * 了 的 闭 性 表示 : 由 条 件 xi€ D(T), xo—> x, Tr 一 
可 以 扒 知 xE DC(T》， 且 y 一 Tx. 

闭 算 子 是 无 界线 性 算 子 中 比较 接近 有 界 算 子 的 一 类 ,研究 的 比较 透彻， 而 且 常 见 的 受 
控 对 象 的 运动 方程 式 中 的 微分 算 子 都 是 闭 的 ， 所 以 闲 算 子 的 一 些 特性 是 很 有 用 的 . 下 面 
列举 它 的 一 些 主要 特点 ， . 

(1) 定义 于 全 空间 也 上 的 任何 有 界线 性 算 于 都 是 闭 的 ， 
。 (2) 和 如果 了 是 闭 的 ,4 是 定义 于 全 石上 的 有 界 算 子 , 则 了 十 4 也 是 闭 的 ,a 了 也 是 闭 的 . 
” (3) 如 果 了 是 闭 的 , 且 工 有 逆 T-'， 则 了! 也 是 闭 的 ， 

《4) 工 的 耶 解 式 RG7) 一 (T 一 27)~: 只 要 对 一 个 人 是 有 界 算 子 , 则 了 和 了 一 41 
稀有 是 闭 算 子 。 

(5) 设 ;7 都 是 闭 算 子 ，T-: 有 界 , 且 TS 有 意义 ， 出 它 也 是 闭 算 于 ， 

《6) 任意 稠 定 算 子 并 的 伴随 算 子 7* 是 闭 的 ， 则 自 伴 算 子 也 是 闭 算 子 ， 

设 有 一 多 项 式 K2) 一 m 十 ou 十 -… 十 aa， 4 是 定义 于 希 尔 伯 特 空间 总 上 的 有 
界 算 子 。 把 4 代 人 多 大 中 得 到 一个 有 办 和 于, 记 人 1(4), 

HA)= a 十 ad 十 … + oad", 
由 于 4 是 有 界 的 ， =” 是 有 穷 数 , 故 1C4) 是 定义 在 全 空间 上 的 有 界 算 于 . 显然 所 4) 的 范 
数 满足 不 等 式 
KA < Jol + allAl te + Lerl 14)®, 
如 果 KX) 是 无 穷 级 数 KD — Der, 且 4 的 范 数 141 小 于 级 数 的 收敛 半径 , 则 


KA) = yd 仍然 有 意义 ,因为 HC < < ,|41" 二 c0、 故人 4) 是 有 界 算 子 ， 


地 二 1 


指数 图 数 ce* 和 三 角 函 数 sin 4t cos ht 等 等 ， 当 ， 固定 时 均 可 展 成 4 的 绝对 收敛 的 级 数 
3 QD” 


圳 二 必 ni1 


, Le 《72 22 人 1 
nt == 1 
Wt > pr 


ped > 1)* pe 


任意 有 界 算 于 4 UN 去 而 得 到 新 的 算 于 


人 


cos A! = > 《一 1)" $4 
这 些 算 子 都 是 有 界 的 ， 只 要 一 oo 二 zt 过 十 ， 它 们 的 算 于 范 数 都 不 会 起 过 。“ :， 这 和 
第 2.4 节 内 所 讨论 过 的 矩阵 算 了 的 情况 各 全 妆 他 ， 但 是 ,这 里 我 们 一 开始 就 假定 4 是 定义 
于 项 尔 伯 特 空间 日 上 的 ,后 者 可 能 是 无 穷 维 的 . 
对 于 无 界 算 子 , 例 如 微分 算 于 ,有 时 也 可 定义 算 子 昭 数 ， 因为 无 界 算 于 不 能 定义 在 全 
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空间 旦 上 ,而 且 没有 有 穷 的 范 数 ,所 以 上 述 那 种 无 穷 级 数 是 没有 意义 的 ， 
| 对 {2) = or， 如 果 定 义 


f(T) = > are，D(KT)) = DCT™), 


蒜 二 四 


则 扩 T) 的 定义 域 随 着 N 的 增 大 不 断 缩小 , 当 N 一 co 时 , 按 代入 级 数 的 办 法 得 到 的 九 了 ) 
的 定义 域 将 很 难 确定 。 为 了 定义 无 界 算 子 的 指数 函数 ,必须 采取 别 的 方法 . 

设 工 是 稠 定 的 闭 算 子 ， 而 且 对 一 切 正 实 数 %, (7 十 2) 是 有 界 算 子 ， 并 有 
|(T + 47 < 二 ，4 > 0， 对 满足 这 个 条 件 的 了 可 以 用 下 述 办 法 定义 指数 函数 . 


vd 一 (1 十 二 了) 0 (2.7-7) 


由 上 述 条 件 可 知 1V, (7) | < 1， 故 V.(#) 按 范 数 是 一 致 有 界 的 线性 算 子 ， 易 证 明 , 当 + 
自 右 趋 于 0 时 ，y。(p) 一 (0) 一 1。 我 们 注意 到 ,由 式 (2.7-7) 定 义 的 了 ,( 是 定义 在 


全 空间 上 的 有 界 算 子 ， 因 为 《1 十 二 7 ) ”是 有 界 的 , 且 | (1 十 二 了 | 二 1 改 


1 六 | 和 | 作 + 二 站 | < 14， 这 说 明 当 增 大 时 了 (9) 的 定义 域 并 不 


继 小 . 
. 按 普通 的 微分 方法 可 以 定义 对 自 变 量 :的 微分 ， - 
4 /1 a A 
7 0 rT) .2.7-8) 
当 a ~ co 时 式 (2.7-7) 右 端 有 极限 存在 , 记 为 z 
5 (CD = er limV,() 一 im at 和 了 C2.4-3) 
eT! 就 称 为 无 界 算 子 7 的 指数 函数 . 与 矩阵 算 子 的 指数 函数 类 似 ， 对 : 守 0, U (z) 构成 


半 群 : 
UUCG) = UG 0,:> 0, 
指数 函数 U (1) 一 e-"* 有 下 列 特 征 : 
(1) JVI 1, UO = I, 0 
(2) TU(Q) DUC)Y, 


C3) LUO = UT 7UCF, We pr), rn 


(4) 1 = UC— fF) 一 也 (大庆 0 (2.7-10) 
了 出 敌 半 群 U(# 的 生成 算 子 ， 
”利用 这 些 性 质 ， 党 系数 线性 党 微分 方程 组 和 仿生 分 方程 组 者 可 以 用 算 子 本 数 的 指数 
形式 表达 出 来 。 例 如 ,扩散 方程 (热传导 等 》 
Br Ou + Ou Hin 


Fy Br Pe i 0， 0) = ?3 3 D(A —11 
8 Or’ Tr v9) wbx»ys #) EDCA) (2.7 ) 
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的 通 解 可 表示 成 
u(t) = Ut) 二 eta (2.7-12) 
在 波动 方程 (弹性 膜 的 振动 ) 中 
Ou Ou Bi | On | 
Br A BD J Ts 
“(0) 一 uolx,y, +) € DCA), | 一 (9) = volxs ys 2)E Ls (2.7-13) 


Ou Ov 
令 B: 


3 一 Ax， 则 式 (2.7-13) 可 写成 方程 组 


: 8e 一 Aw。 (2.7-137) 
或 写成 矩阵 形式 oy, 
ls) ls We) 
它 的 通 解 是 " | 
0) -eo(:) a 


这 两 个 例 中 ,只 变 赋 予 拉 普 拉 斯 算 子 A 以 必要 的 边界 条 件 , 那 么 式 (2.7-12) 和 (2:7-13) 右 
端的 指数 函数 就 都 有 严格 的 意义 ,并 且 确 实 满足 各 自 的 原 微 分 方程 式 和 初始 条 件 ， 
如 果 式 (2.7-12) 和 (2.7-13) 的 右 端 还 蒂 有 控 拥 作用 f(z, y; sx, 0) 并 且 贫 定子 对 : 
是 连续 可 微 函 数 ,那么 这 些 方程 式 可 以 君 成 是 定义 于 着 氏 空 间 中 的 党 微分 方程 而 写成: 
= Tu + fl), 0) EDCTICH, : (2.7-15) 
它 的 通 解 可 用 下 式 表达 出 来 : 


“0 = [+ "Koa. 27-16) 


上 式 与 党 系数 党 微分 方程 的 情况 类 似 。 但 实际 上 这 是 定义 在 希 拓 空间 中 的 敏 分 方程， 了 是 
能 够 生成 半 群 的 无 界 算 子 (微分 算 于 )。 前 面 两 个 例子 都 属于 这 种 情况 . 


2.8 数值 计算 和 微分 方程 的 数值 角 


比较 复杂 的 控制 系统 的 运动 ,用 解析 方法 求解 常常 是 不 可 能 的 ,只 能 用 计算 机 进行 计 
算 。 另 一 方面 ,由 于 半导体 技术 的 飞速 发 展 , 出 现 了 大 面积 党 成 电路 ,数字 计算 机 愈 来 傅 
小 型 化 ,成 本 不 斯 降低 ,体积 越 来 越 小 ,可靠 性 越 来 越 高 ,各 类 控制 系统 已 开始 采用 小 型 数 
字 计 算 机 或 微型 计算 机 作为 控制 器 ， 计 算 机 逐渐 成 为 控制 系统 的 主要 组 成 部 分 ， 但 是 有 
一 类 非常 复杂 的 控制 系统 还 得 采用 大 型 高 速 计算 机 作为 控制 系统 的 中 心 设备 ， 恒 整个 系 
统 走 向 数字 化 . 既然 计算 机 是 控制 系统 分 析 和 设计 中 必 不 可 少 的 手 息 和 组 成 部 份 ， 因 此 
数值 计算 就 显得 特别 重要 ， 

五 二 年代 以 前 莹 和 记 认为 用 数 信 计算 的 方法 去 处 理工 和 问题 是 一 种 近似 方法 . 但 是 
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从 今天 看 来 大 容量 高 速度 的 计算 机 实际 上 可 以 以 任何 精度 实时 地 ,和 精 克 地 计算 出 各 种 十 
分 复杂 的 受 控 运动 过 程 ,甚至 实时 地 选择 景 好 的 控制 方案 ， 事 实证 明 ， 数 信 计 算 方法 在 现 
代 计 算 技术 的 基础 上 已 不 再 是 近似 方法 ,而 是 精确 的 方法 。 
各 种 类 型 的 高 级 计算 机 语言 的 出 现 大 大 方便 了 对 计算 机 的 使 用 ;十 年 前 使 用 计算 i 
的 人 必须 有 深刻 的 专业 知识 ,为 熟 习 程序 设计 需要 化 费 很 多 时 间 。 现 在 ,有 了 各 种 计算 机 
言 , 计 算 机 的 使 用 已 逐步 普及 化 ,数值 计算 方法 的 重要 狂 就 更 为 明显 了 . 

模拟 计算 机 曾经 为 控制 系统 的 设计 提供 闻 * 个 有 力 的 再 具 . 它 的 动能 和 精度 的 不 足 
限制 了 它 的 使 用 范围 .现在 出 现 了 数字 - 烘 拟 混合 型 计算 机 ， 兼 有 数字 机 各 模拟 机 的 优 
点 ,更 适合 于 控制 系统 的 特点 。 使 用 这 类 计算 机 既 要 菊 习 模拟 技术 ,更 要 芍 习 数字 机 的 
件 ,计算 机 语言 和 计算 方法 ， 

在 数字 机 .上 和 作 四 则 运算 是 比较 普通 交 ， 只 要 求 有 模 执 - 孝 学 转换 设 洽 ; 使 这 控 系 统 的 
数据 能 够 实时 地 进入 计算 机 内 进行 处 理 。 作 较为 复杂 的 运算 ,解决 稍为 复 梨 的 问 | 
用 到 微分 、 积 分 、 解 代数 方程 或 函数 方程 \ 兆 常 微分 方程 和 偏 微分 方程 .逻辑 运算 等 等 .下 
面 我 们 只 讨论 播 值 微分、 积分 和 解答 分 方程 的 常用 的 计算 方法 的 基本 思想. 

设 1(x) 是 定义 于 实 轴 的 区 间 [a, 56] 上 的 民 角 浊 清 的 实 信和 函数 ， 将 区 间 14,5] 等 


眶 分 割 为 号 ,每 “发 长 度 为 “二 二 一 入 和 为 步 长 , 投 已 知 Ka) 在 他 二 个 有 点 寺 


的 值 1C4 十 a # 0, 1 +s Ni. 因为 丽 数 渗入 数 字 机 愉 能 以 数列 鬼 形 趟 出现， 遍 愉 
无 论 NN 怎么 大 ， 者 无 记 长 第 修 一 人 可 是 册 用 个 节点 上 有 和 定义 的,， 
在 这 类 函数 上 定义 右 移 算 子 U: 
DH tah) Ket nt Ds e025 es NL (2.8~1) 
i i 由 下 式 定义 的 算 于 A 下 
Afle + nh fot Cn 中 DETAR nm 0 1 Nt, (2.8"-2) 
| 出 做 一 阶 洛 向 落 分 ,认为 AA 呈 U: 一 上 :由 各 式 介 可 害 洗 二 阶 右 向 著 褒 'A ，- 
As + bh) = Sa rt Cn TH — AHo + 1 } i 
fa tn 二 2)8)— 214+ nti) 和 jCafni)y. , . (2.893) 
n= 0,1,...,N—2, . 
以 此 类 推 名 以 定义 四 阶 差分 ,A”, 不 难看 出 。 . . 
Arf(lg + nb) =o (UU 1)"fla + nh), 《2.8-47 


即 A 一 (U0 一 1)", 可 以 按 = 栅 式 人 臣民 
A (UI py jp 
这 种 差分 是 自 大 向 罕 进 行 的 . 泛 有 一 各 自用 内在 的 半分. 沈 定义 左 移入 于 V7， 再 定义 


左 和 疝 差分 V: 
Uif a + nk} = fia (Cn — 1)8), Th PE 有 
via 十 xi) 一 (7 一 Zr)Ke 二 4) 
= fa nb) — flat nm 1)h), na 1,2, .， “AN . {2.8--6) 
同 理 可 推 知 m 阶 左 向 差分 Y” 的 表达 式 为 ， ' SR 


a 一- 
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"01 U0)" a CD ) 5 (2.8-7) 


f『 于 全 


有 时 还 需要 一 种 中 心 差分, 它 是 通过 半 移 位 算 子 U+# 定义 的 : 
6f(4 十 nk) = (Ut# -— UE)f(Ca 十 #8) 


= a : 区 | ; -一 1 
/tlt + 
注意 到 了 ( + (e+ 了 中 不 是 给 定 的 数据 ,然而 : 
BCa 十 # 有 有 )》 二 (Ui 一 UH) 二 nh) = (CU —21 + UfCa 十 # 记 ) 
却 是 络 定 的 函数 值 。 一 般 讲 来 6mf(4 十 sh6) 都 是 有 意义 的 ， 
由 此 可 以 君 到 :不 仅 右 移 位 算 子 已 的 整数 次 蝴 有 意义 而且 它 的 分 数 笑 也 可 以 岩 予 意 


> 和 用 极限 过 滚 的 方法 可 以 定义 口 的 任 条 实数 次 知 . 例如 ， 由 式 (2. 8-2) 知 U 一 了 十 从 .对 
0 的 分 数 次 基 Ur 按 二 项 式 展开 可 以 得 刻 一 种 形式 上 的 级 数 家 达 式 一 一 牛顿 擂 什 公式 : 


Ur Tod teh Da Se 0 (2.8-8) 


Uj wh) == fia J + oa)8). 
这 样 ,级 数 式 (2.8- -8) 给 我 们 一 个 插 信 公式 ,因为 右 端 者 是 A 的 整数 社 ， 因而 通过 Cy. 4 1. 
个 给 定 的 f(x*) 的 值 可 推算 出 没有 给 出 的 中 间 值 。 当 然 ; 当 NN 一 % 时 ,级 数 式 (2.8-8) 是 
各 收敛 是 很 成 癌 早 的 . 对 有 穷 的 和 范 数 俏 波 动 不 大 的 情况 ， -这 个 级 数 能 够 给 出 潘 值 的 
较 好 结果 ， 完全 类 似 地 可 以 得 到 用 左 疝 差分 算 子 品 表 示 的 牛顿 播 值 公式 : 
ic 十 1) 

21 


tr 一 (一 V1+ar + bbe oat. (2.8-9) 


当 顺 要 应 用 数字 机 求 微分 方程 的 解 时 ,有 时 要 求 根据 给 定 的 站 二 个 函数 f(x) 的 

值 求 f(x) 的 微 商 、 一 般 来 讲 , 微 分 运算 比较 困难 ,不 易 得 到 很 好 的 结果 ,尤其 是 对 不 十 分 

”区 请 的 示 数 更 是 如 此 .为 了 提高 微分 运算 的 精度 , 帝 担 出 过 很 多 逢 比较 好 的 计算 方法 ,如 

各 类 数据 平滑 的 处 理 等 这 里 我 们 只 指出 以 看 局 的 这 从 程度。 本 以 用 差分 的 方法 去 实 

现 微分 。 最 简单 的 赤 革 是 用 一 阶 散 分 来 近 拟 求 微分 . A 对 光 神 的 缓 变 申 数 
可 定义 


Dfila + 78) = {et tf te Afar ah 万 一 一， 


《2.8-107 
这 个 粗略 的 计算 对 线性 函数 是 精确 的 出 的 人 有 包 大 的 这 因而 ， 这 种 粗略 
的 方法 通常 是 不 用 的 ， -  ， :  .. 
略 好 一 些 的 是 算 子 展开 法 . 设 1(8) 在 民有， N 二 I 险 
连续 微 商 那么 f(x) 在 = 点 附近 可 按 索 勒 级 数 展开 | 


f(x) = f(a) + far 一 .4) 十 一 一 全 f a2 (Pi e+ + (和 一 4) 


PNY pe | 
(N 二 1 省 Ge 一 BE 


如 果 f(x) 是 解析 函数 ,上 式 可 形式 土地 写成 ，. 
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Hx) = eH Pf a). 
令 x 一 。 to 0 窑 “ 裤 6 则 有 fC + a) 二 ePICa)， 或 者 写成 
| U0 | 
再 次 指出 ,这 个 等 式 只 有 对 解析 函数 才 有 严格 的 意义 . “ 解 出 ”了 后 ,可 得 到 级 数 


A . 
Ta 上 .= EE Mr 一 人 3 ms 和 

D= lnUs= la(l + 人 A) (4 Ft 人 

Df(a 十 nh) 一 Afla 十 nh) 二 AsfCa 十 38) 十 ，…，，。 《2.8-11 ) 


这 个 微分 公式 比 (2.8~10) 好 些 , 对 比较 光滑 的 函数 可 取 两 项 或 三 项 去 计算 节点 的 函数 微 
商 。 尽 管 这 种 微分 公式 对 任意 函数 并 不 严格 ,但 在 多 数 的 情况 下 能 够 得 到 粗略 的 估算 ， 

为 了 改进 数字 微分 运算 的 精度 ,广泛 采用 了 多 项 式 逼近 的 方法 , 例如 用 二 次 多 项 式 逐 
段 避 近 给 定 的 郑 数 值 列 ， 设 在 N 十 ] 个 等 分 节点 上 的 硼 数 值 是 入 一 其 s 十 趟 )， 二 
0.1:，-……，X: 对 每 三 个 根 郎 的 节点 {ys; 7 一 1 P12 入 人 5 选择 ar B51, cr 三 个 系数 ， 使 二 项 式 
MKx) = qx + bx + ei (2.8~12) 

通过 三 个 相 人 上 只 要 三 个 函数 值 都 不 相等 ,由 方程 奶 . 

Yet aa + Ci Oo DB) bo ti 18) + cs 

Yi a + BY ola th) 于 cr 
yi = a (二 18 +b + (G1)h) + cry 


司 只 -确定 a 和 a 于 是 在 * 一 “十 动 附近 ， 例 如 在 区 间 |*+(， 3 
s+ (i 十) 下 中 yes) 的 可 接 下 式 计 和 
yr) ~ 2gjx 十 biy x € E 十 (4 二 和 a 十 (: 和 二 |. 


在 某 些 实 际 问题 中 ,不 仅 要 求 得 到 一 次 微 商 还 要 求 算出 二 次 或 三 次 以 上 的 微 商 , 并且 
变 求 第 一 和 第 二 次 微 商 是 连续 的 ; 那 就 要 考 撒 更 高 次 的 多 项 式 理 近 。 这 种 情况 用 样 条 函 
数 "中 的 方法 ,能 够 得 到 更 好 的 结果 ， 

歼 信 积 分 的 方法 也 很 多 ,精度 比 微 分 运算 要 高 得 多 . 比较 简单 的 是 用 歼 曼 (Riemann) 


积分 的 定义 ， , 
: 小 f(x) dr 一 3 yi (2.8~13》 
如 果 f(x) 变化 较 慢 又 比较 光滑 , 当 步 长 h 足够 小 时 这 种 计算 可 以 保证 足够 的 精度 否则 
事 用 更 精密 的 办 法 ! 


比 式 (2.8-13) 中 好 的 是 梯形 洋 ” 在 x ts 十 戎 ) 和 Ca 十 《i 十 1)4) 之 间 的 积分 
面积 可 用 上 下 两 底 边 为 y; 和 和 二 19 高 度 为 的 梯形 面积 代替 ， $1 = EB 十 yq)8。 这 
样 : ， oe 


于 f(s)ar = = bk S; = 


"I 
Te Cy + y; 1 
1=0 i=0D 2 
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-全 at 


当 函 数 在 相 名 节点 上 的 值 变化 较 大 时 ， 禄 形 法 仍 嫌 想 糙 ， 如 果 用 二 次 曲线 来 代 蕉 樟 
形 法 中 的 直线 作 1Cx) 在 该 区 间 中 的 逗 刘 , 精 度 又 会 比 式 (2: 8514) 高 些 ，. 
用 式 (2.8-12? 计 算 面积 的 结 直 果 是 


末 十 (1 下， - 《本 ( 1 攻 3 _ i 二 = .3 
| jx Jdx = | , + bx 十 edx 
atti—1)h < 二 人 天 

ROW 到 


区 23 十 E 十 cz | 3 十 47 十 04 


a 二 (I—1)y 


SR 4 
他 idz: Fe -一 [Cp 二 4y, 十 yy 十 [ 二 4 + yi 二。 
ce 士 4yw-i + yn)l. : ee 1 
, I [wo 十 Cy 十 3 十 关中 十 Jw) 十 eh 十 为 中 只 yy2) 十 yn]. 
a 
这 就 是 常 称 的 辛 甫 生 《〈《Simpson) 求 积 公式 : . 它 在 数字 计算 中 在 广 认 的 未 用 。 
下 面 讨论 常 微分 方程 组 的 求解 ;如果 系 统 是 线性 常 系数 的 ,求解 初 信 问 题 可 以 转化 为 
本 征 值 间 题 。 首 先 讨 论 方程 组 (2.5-427,. 它 的 基本 解 矩阵 是 < 从 一 人 ga (tyD)。 现 在 的 问题 
是 当 4 为 已 条 时 妇 何 求 出 矩阵 诸 元 pn (六 通 第 先 将 知 阵 4 化 为 约 当 标准 型 ， 对 任意 4 
总 存在 一 个 可 弟 舌 隆 8 使 呈 0 
| OA0O=J=(]), 5) 
式 中 J 为 约 当 块 , 它 具 有 式 (2.4-24) 的 形式 。: 若 将 .44 展 为 级 数 后 不 难 礁 出 
Ole 4 一 2 1490; r= ef, 


因为 g-4zpB 一 07A4O00714*…A4Q 一 (074Q9”。 其 次 ,由 于 J 内 的 手纸 隆 塌 位 于 主 对 


人 
; ps . - 
| 7 a 
< 一 | te | 9 | | (2.8-16) 
ee 


仍然 由 1 个子 方 阵 构成 ， 其 它 元 素 均 为 零 人 我 们 现 
试图 将 “4 展开 ,直接 将 此 抵 陈 函数 近 指数 函数 的 里 级 数 慑 开 , 则 : 
Fa A 
ei fe yd se. evit 


2 Dr 


2 7 一 2 


Clif aa 0 el ferit 


OR ee lt 2.8—17 
Gr—2r" ee 


CEERI 时 op Pe 
0 ， 
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式 中 六 为 约 当 块 J 的 阶 数 ,4 是 4 的 第 5 个 本 征 值 ; 这 样 ， 和 矩阵 ce 的 展 式 即 可 由 式 
Q. 8-16) 和 (C2.8-17) 所 确定 。 而 Ts 呈 
ct 一 8e79- | (2.8—18) 
由 此 可 知 ，e4 ‘内 的 任 一 元 素 va) 均 为 下 烈 形式 的 汞 数 : 
mr 3 ko = 人 
式 中 常 系数 cis 由 乱 阵 9 按 式 C2.8-18) 世 单一 一 确定 ， -站 于 如何 将 给 定 的 媳 降 4 求 出 变换 
矩阵 2 是 个 纯粹 代数 问题 ， 求解 9 的 程序 在 有 关 笔 阵 理论 的 书 中 都 能 找到 oa， 
“ 绷 革 本 解 矩 阵 的 另 一 方法 是 直 楼 豆 解 方 重 式 (2.5-4)。 设 某 一 特 解 具有 形式 y (1) 一 
ye*， 代 人 起 (2.5-4 后 并 约 去 不 为 霉 的 因 于 es。 全 得 到 方程 东 | 
.47 , = AY, a {2.8~19) 
这 正 是 矩阵 4 的 本 征 信和 本 征 向 量 问题 。 将 式 (2， 8-19) 写 成 齐 次 方程 式 
《4 一 .4E)y, = 0 
从 代数 学 中 我 们 知道 , 欲 使 上 式 有 非 寺 解 必须 系数 行列 式 为 地 
4 
”这 是 一 个 阶 特征 方程 ， 如 果 它 的 # 个 很 加; 入， 和 六 不 根 司 、 则 武 (2 8-19) 必 用 
个 特征 向 量 yi, 2， …， yy， 它们 是 线性 不 相关 的 . 十 是 式 如 25- 人 的 基本 解 拓 阵 风 (村 
1 四 


便 可 写成 
4 wv 多 neo 国 
0 1nt 
BO) = Cl Yn i (2.8-20) 
Jie ynne tm 


此 处 方 阵 


ya “Yow, 
而 ys yas "…*， Yat 为 第 i 个 将 征 向 量 的 个 可 朱 着 将 往 六 程 中 的 根 内 有 次 重 根 
者 , 且 从 式 K2 3-19) 又 求 不 出 两 个 特征 向 量 时 ; 此 重 . 所 对 应 的 1 个 特效 应 由 下列 公式 


确定 : 
a _ Cy ie) yi i ee 
(一 二 i a ee I 
JJ 和 入 这 下 特 叶 ( 共 。 人 《2.8-20) 后 后 , 即 得 到 基 
本 解 算 阵 9 


:如 果 方 程式 的 系数 是 * 的 秒 数 ， 吉庆 本 郑 扰 降 计 光 蜂 可 短 ， 不 过 可 以 肯定 它 一 
定 存在 ， 当 然 , 对 于 个 划 特 殊 和 间 题 加 (4s) "还 起 澡 能 找到 的 , | 它 不 能 递 
过 初等 次 数 表 示 出 来 。 例 如 ,对 于 这 样 一 个 简单 的 房 穆 绢 ,:“: ，  .. 


i 


di 
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有 -区 nd 


为 了 求解 就 必须 建立 一 个 新 的 函数 , 即 贝 塞 尔 函 数 。 了 求解 变 系 数 线性 系统 的 有 北方 
法 是 数字 计算 或 模拟 计算 . 当 用 计算 方法 求 出 基本 解 抵 阵 以 后 ， 第 2.5 节 内 叙述 过 的 广 
法 依然 有 效 . 

对 于 非 线性 方程 式 或 方程 组 , 一 般 讲 , 没有 莹 这 的 解 折 求解 方法 ， 但 是 ,对 于 某 些 特 
殊 情 况 , 有 一 些 近 似 方法 可 用 。 首先 介绍 一 种 接近 线性 系统 的 非 线 作 系 统 ， 或 称 拟 线性 系 
统 、 设 有 一 系统 的 运动 方程 式 具有 下 列 形式 : 


人 (2.8-21) 


式 中 4 为 n Xn 方 阵 、 记 为 一 小 参数 ，fCx) 为 _ 砷 线性 向 量 解 折 范 数 如 果 & 足够 小 ， 
且 上 述 方 程式 的 解 接 近 线 性 部 分 
"Axo Ax 
一 AX 
d+. 
的 解 , 那 乏 前 述 非 线性 方程 的 解 可 以 按 & 展 成 釉 诬 数 : 、 
X(t) = X00) + p(B + xt) 十 …，。 《2.8-227) 
2 (2) 称 为 系统 的 基本 解 ， 函 数 .FCx》 可 按 小 参数 2 展 成 蜘 级 数 :， 
本 = f(x0) 十 af (xo x1) 二 f(xos 汉 1> XxX) 十 。 
这 里 而, 天, …… 均 可 以 具体 算出 . 将 太 x) 的 展 式 代入 式 (2. 3-21) 后 ， 击 比 较 系 煞 法 ,可 
以 得 出 求解 0) ， xza(tJ，… ”等 的 线性 方程 式 : 


dxo EE 
a 


扣 .， ~ Ax, + fCxo), 


a pp 十 AC ED 


0 (2.8-23) 

从 上 式 电 可 以 看 出 ， 如 果 , x (4) 为 已 知 ， 则 依次 可 以 求 出 xi , 22 人) 等 等 ， 可 以 证 明 ， 
级 数 式 (2. 8-22) 是 一 致 收敛 的 。 技 实际 需要 的 精度 ， 可 取 前 面 的 有 限 项 作为 近似 解 。 这 种 
方法 ,最 早 由 淡 卡 来 CPoincaré) 提出 ， 故 也 称 为 活 卡 来 方法 。 应 该 指出 ， 这 种 方法 的 实际 
应 用 范围 只 限于 那些 特性 与 主线 性 部 分 的 特性 类 似 的 系统 ,、 如 果 由 于 非 线性 项 的 出 现 ， 
使 系统 的 运动 特性 远离 线性 系统 而 去 ， 那么 要 取 很 多 项 才能 双 近 系统 的 运动 ， 此 时 , 这 种 
方法 实际 上 不 疝 能 使 用 、 另外 , 当 式 《2.8-21) 的 主 变 部 分 是 非 线 狂 系 统 时 ,小 套数 法 依然 
可 以 应 用 、 把 这 个 放 法 进一步 推广 到 结构 页 复 杂 的 问题 见 参 考 文献 6 上 ， . 

上 面 讲 过 ,即便 是 线性 系统 ,如 果 系 数 是 * 的 范 数 ,能 够 用 解析 方法 求解 的 也 不 多 ,更 
不 待 说 非 线性 系统 了 。 在 实际 问题 中 , 主要 的 办 法 是 用 数 宁 机 求解 ,在 数据 是 采样 给 出 时 
更 是 如 此 .. de 

设 常 微 分 方程 组 ,用 向 量 表示 法 写成 . 


生 = fl1, X), x(0) 一 2。 (2.8-24) 
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要 求 求 出 满足 初始 值 的 解 . w 和 的 法 是 此 记名 式 化 为 和文 
数值 解 。 最 简单 的 方法 是 欧 拉 (Euler》 拆 线 法 : ， 
Xn 十 1 下) = x{nk) 十 hf nk, xCnh))s n= 0,1,.*:, 


XxX(0) = xo, | | (2.8-25) 
由 + 0 时 刻 的 关 值 立即 可 推 知 xC#). 依 此 类 推 ,在 指定 的 时 间 闻 隔 内 的 一 系列 点 上 
tm 0, =h, hh, 址 一 
求 册 对 应 的 未 知 解 x (z) 的 近似 值 
Kos Xl Kn 


这 里 如 叫做 步 长 ,通常 取 为 常数 ,需要 时 也 可 以 改变 它 的 大 小 ， 选 择 步 长 的 方法 是 先 用 
作 步 长 算出 x2%， 再 用 三 作 步 长 重 算 一 遍 。 算出 x( 人 9， 如 果 满足 jzm 一 ze < 。 
(6 为 允许 误差 范围 ), 就 认为 zw 是 所 要 求 糖度 内 的 解 ， 在 求解 的 时 间 区 间 不 太 长 精 
度 要 求 不 太 高 时 ,这 是 一 个 简便 的 方法 。 

混 高 近似 解 的 精度 ,除了 缩小 步 长 以 外 ,还 可 用 更 精确 的 方法 亚当 姆 斯 《Adams) 
方法 也 是 一 种 比较 简单 而 实用 的 差分 方法 ， 精 度 比 欧 拉 折 线 法 高 . 我 们 知道 初 值 问题 
(2.8-24) 与 积分 方程 

xCCn 177) = xln8) 十 fC, X(t) dn = 0,1,.*, (2.8_26) 


等 价 ， 选 取 zn, ,1，*……, tn-y 作为 播 值 节点 , 在 式 (2.8-26) 中 用 和牛 蚌 左 向 差分 的 牛顿 播 
值 公式 逼近 被 积 函 数 f(z, x (9)， 就 得 到 亚 当 姆 斯 积分 公式 ， 通常 采用 四 阶 亚当 姆 斯 外 
插 积 分 公式 : 

xfKtpr 十 1) 下 )》 = x(n8) 十 和 — S9fCn 一 1 天 CC 一 1)8)) 


+ 37fCCn 一 2)8 x Cn — 2)8)) — 9fCCn — 3)8, xfa 一 3)5))]; 《2.8-27) 
而 亚当 姆 斯 内 播 积分 公式 
Xp 十 1)8) = x(nk) 二 > 一 [SCCn 十 1)8， ws 十 DA) 十 19f(nh, Cah)) 


— 5fCCn 一 1)8, ee — 1)A)) + FCCn — 2)8, xn — 2)8))], (2.8-28) - 
比 外 插 公 式 《2.8-27) 精 度 要 高 , 可 是 不 能 单独 使 用 ， 为 了 提高 精度 , 可 以 用 式 (2.8~27) 计 
算出 x(t4》 的 近似 值 1242， 再 用 式 (2.8-287 进 行 选 代 修 正 , 即 
xl((e + 1)8) = xCnh) + [SSCnh, x(n8)) ~ S9FCCn — Dh, xCCn — 1)8)) 


十 37fC(n — 2)8, 本 一 2 一 - gfCkn - 一 3 xC(n — 3)8)}], 
re 人 Cr 十 4) = x(nh) 十 过 2 [9KCCn Ds, won + Da)) 


十 19fCnh, x(nh)) 一 es — 1)8, ee — 1)8)) 

+ fn — 2)8, NGC 一 2)8))]. 
用 式 (2.8-28) 反 复 改 进 近 似 值 ,直到 |x**CCn 二 122) 一 XCbn 十 174) 之 el(s 为 多 
许 误差 ) 为 止 , 把 x 人 CC 十 1)8) 作为 Xe 的 近似 值 。 得 到 x((2 十 1)8) 之 后 ,又 
可 以 按 这 个 方法 求 x((n 十 2)1， 等 等 ， 缩 小 步 长 可 柄 迭代 过 程 迅速 收入 
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现在 广泛 采用 的 精度 较 高 ,计算 程序 较 简单 的 一 种 方法 叫 关 格 - 库 堵 (Ruoge-Kutta) 方 
法 。 它 的 主要 思想 是 将 方程 (2.8-247 中 的 解 Xe) A 俩 姓 取 前 
五 项 ( 略 去 同 阶 石 穷 小 量 0( 大 77: 


x(Cn + Dh) ge xnh) + hex 4 ze| ‘2.8-29) 

dt | tm ee A ta 
在 式 (2. 8-29) 中 计算 导数 往往 很 困难 ， 应 用 也 不 方 便 ， 为 此 , 考虑 ft, x) 在 某 些 点 上 的 
线性 组 合 . 
x((n + 1)8) = (wh) + D2 ok (2.8-30) 


其 中 x 一 hn， Xnh)), R= BFCCn 十 81)h， xCnh) 了 名 一 sfCC 十 Bh, 
xCnh) 十 7)， 本 一 BFC(n 十 B63)h，x(nh) 十 由 )， 在 :一 中 处 将 (2.8-30) 式 右 端 展 
成 泰勒 级 数 以 后 再 号 《2,8-29) 式 比较 活 的 司 次 宕 的 系数 * 定 出 党 数 ows 由 oa cy PB, po， 
Ba Ti 7a2，7aiy 便 得 到 龙 格 - 库 塔 积分 公式 : 


(Ga 二 11 x(nh) + 《有 十 2 后 二 + 起 )， (2.8-31) 
bb 一 BFCnh, x(nb)), A A 1 = Co 人 十 二 凶 | 


生 二 LAG 十 | a Ce ACCn + 1), Ch) 二 天) 


对 简单 的 梢 况 : A 
yx) = f(x, y)， py = yo» 
龙 格 ~ 库 塔 法 的 计算 程序 式 (2.8-317 可 改写 为 、 

Ye t+ Cn + 194) = y(a 十 28) 十 二 《和 十 2 二 和) 十 和， (2.8-31') 


一 一 a mp | a + 5 工 
其 中 bbe + G04), Co + mh)), ~ sj (e+ ( 本 ) 和 ya 士 友 ) 十 二 各 ) 
b= € 十 十 二 育 ， rta 十 动 ) 十 ka); lh jC 二 Ca 二 1) y《a 十 m6) 十 和 ) .这 
蛋 可 以 者 出 该 过 法 的 几何 窟 义 ; 党 求 出 KK*) 三 《 呈 849 后 十 芍 笠 率 而 /4 向 前 走 一 步 ; 


再 以 这 样 走 半 步 后 的 斜率 和 /让 向 有 前 走 一 步 ; 再 这 六 的 斜率 如/ 姑 又 类 {a 二 nh， y Cnn 时 
但 前 走 一 步 ; 0 K/h 的 斜率 向 前 走 一 步 ， 这 样 用 四 种 不 同 的 斜率 向 前 去 的 距离 


用 权 系数 1， 2 于 相 加 平均 ,就 得 到 一 次 完整 的 单位 步 长 积分 . 如 果 f 中 不 售 y， 


则 (2.8-31 ere 

用 公式 (2.8-31) 可 以 逐步 求 出 方程 式 (2. 8-24) 满 足 某 一 初始 条 件 Xo 的 比较 精确 的 特 

.这 个 方法 的 特点 是 当知 道 xKa) 一 为 以 局 就 可 以 党 出 以 司 的 x(Ci 二 :28) 的 任何 值 ， 
ee 上 & 的 选择 依 实际 问题 要 求 的 精度 决定 。 步 子 越 小 , 精 麻 越 高 ; 得 计算 量 就 越 大 ， 实际 
状 验 证 时 ;这 个 方法 的 精度 较 高 ， 它 的 缺点 是 计算 工作 量 较 大 :, 

龙 略 * 库 诬 方 法 对 解 变 系数 线性 方程 组 尤为 方便 ， 的 基本 解 和 阵 ,需要 
算出 # 条 轨迹 ,它们 的 初始 条 件 x() 二 x 应 从 别 取 (1, 0, 8,…, 0); (0, 1 0，… I 
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(0, 0, 0， …, 0、 1), 再 将 这 些 特 解 按 式 (2.8-20) 排 成 方 阵 即 可 。 
在 参考 文献 [7] 中 介绍 并 证 明了 有 时 比 龙 格 - 库 塔 法 更 有 效 的 解 常 微分 方程 组 的 广 
法 ， 设 竺 下角 失信 分光 各 的 社交 最 起 式 (2 8-24) 


A fli, xX) 本 = Xo。 
商 


计算 程序 是 
| Pm 一 nfl 十 Sx, 十 28K2F 十 f,), 


人 一 4xn4+1 一 3x。 十 EA “Ifa 2f.), | 


Xt21 一 一 Ee + 0.412)， -i : (2.8—$2) 


其 中 f, = fl1,, gy -2 所 zs P42) » Xn 二 二 天 是 积分 步 长 . : 
这 个 计算 程序 与 龙 格 - 库 塔 程序 比 较 , 在 同样 精度 下 , 计算 工作 量 ( 指 计算 右 端 函数 
Flt, x》 的 次 数 ) 比 龙 格 - 库 塔 法 要 少 些 ， 上 述 后 丙种 方法 均 有 通用 语言 编写 的 标准 子 程 
序 ,应 用 时 很 方便 ， 
最 后 讨论 一 下 篇 微分 方程 数值 求解 方法 的 基本 思想 . 设 方程 式 内 含有 两 人 月 
xz, y， 待 求 闻 数 w(x, 7 A 1 


式 中 避 是 平 页 上 的 一 个 有 限 区 域 ， ao pe 为 有 数字 和 水解 ,首要 人 信和 商 
成 差分 ， oe 可 以 近似 地 取 


_ u(r ml 2 一 H(z, 2 
六 


pu 0 (ou) ~ 3 9 [us + hp) ~ ass) 
Or’ Or “Ox Or 


1 | hy) 一 zzsy) .alr,y) — u(x —$, 2| 
Ea! » “2 | 


一 [x 二 hs 一 24(x5 十 u(x 一生 帮 )] 
类 似 有 | I 
Ee [Cx y 十) 2u(Cxr, y) + u(x, yO— D1. 


代 人 式 (2. a 如 二 将 只 按 自 变量 * 和 ? 分 别 以 步 长 ， h 分割 为 Ni 和 
Na 个 小 间隔 ， 那么 在 的 第 i 步 上 和 y 的 第 处 步 上 差分 方程 有 下 列表 示 式 ; 


ws f+] :大 十 Hi—i, 业 十 其 | 此 十 其; ， 克 一 ] 一 44; Bh 0., {2.8—34) 
同样 , 非 齐 次 方程 式 
At 一 六 y)» xjao = a, (2.8-35) 
可 表示 成 z j 
…… Ws 十 2- 十 HH 二 一 | (2.8-36) 
将 上 式 改 写成 > 
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2 
Hi, (ws, 十 Wi, * i, tl 二 vi, | 一 < fix» 


Wik I = a, (2.8-37) 
可 看 出 w 在 (i, 4) 点 上 的 值 等 于 相 邻 四 个 点 上 的 平均 值 加 上 非 齐 次 项 在 (i 点 的 
值 . 

如 果 吕 是 方形 (图 2.8-1), 差分 方程 
《2.8-37) 实际 上 是 含有 《NM 一 12 (N; 一 1) 
个 未 知 数 的 非 齐 次 线性 代数 方程 组 考虑 到 

“w(x, y) 在 边界 89 上 的 值 是 已 知 的 ， 就 可 
以 在 数字 机 上 求 代数 方程 的 解 。 这 样 就 把 求 
解 偏 生 分 方程 转变 为 求 代数 方程 的 解 这 种 

方法 通常 称 为 网 格 法 ， 

图 ,2.8-1 另 一 个 梢 是 周边 固定 的 弹性 薄板 的 变形 

， 设 撤 在 x;y 平 商 上 占据 的 区 域 是 2， 边界 是 60, fx、 y) .是 均匀 分 布 的 外 载 

a 扳 的 变形 方程 式 可 写 为 


We = ,Dw Ow 一 一 aa 、 
一 Ox 76550 让 fx, 7 x, YE, 8 
ulav 一 0. (2.8-38) 
把 它 化 为 差分 方程 式 后 有 


BA D000 + Cytas € + ts, R12 FT Ma, kt Ws 2) FD, kt i 
+ it, kt 十 ti, Pr 8(wir, 太 中 Wi kt i 4 一 六 
= hfiks jar = 9. +. . 。 《2.8-39) 
这 又 是 一 个 代数 方程 组 ， 式 内 各 组 值 的 分 布 见 图 2.8-2(a). 


ir2, # 


Ui, A 


{a) 
图 2.8-2 


为 了 计算 sx 的 值 需 要 用 到 12 个 点 上 的 平均 值 . 这 里 出 现 的 困难 是 对 边界 附近 的 点 要 用 


到 边界 99 以 外 的 值 ,而 后 者 是 边界 条 件 没有 给 出 的 但 是 为 了 用 网 烙 法 求 数值 解 ,边界 
外 的 点 上 的 值 可 以 用 外 洗 的 办 法 近似 确定 .例如 ,为 了 外 插 边 界外 C 点 的 值 (图 2.8-2(b))， 
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1 1 ~ 4. 


2.8 数 信 计 算 和 微分 方程 的 数值 解 本 是 = 


可 把 wx， 在 点 展开 | . 庆 
| wc 一 各 一 和 好 | 十 ee 


ay 2 oay’ 
On | 
一 十 站 十 -一 -- LE 
#4 = ta By 2 5 3 


漆 式 相 城 后 得 wc 一 44 = 一 24 和 - 因果 公信 二 次 以 下 的 大, 则 有 
xc 二 #4 一 74 = 4 一 jy, - 一 -up) = 一 2m- — Wa, 


当然 ,如 果 Bu | 在 边界 上 给 定员 可 直接 取 一 | 这 样 把 边界 外 的 点 


补 齐 后 ， ee Oy $9).. 
当 解 算 发 展 方程 时 ,可 将 风格 法 和 常 微分 方程 积分 方法 结合 起 来 。 例 如 , 用 数字 机 求 


受 控 热 传 民 阅 是 的 混合 解 : 

入 一 ne a 

u(x, 1) | 一 mm pl), uC0, DD) = (0); . 

u(1,2) = 和 人， . (2.8-40) 
把 上 分割 成 Y 段 , 步 长 为 4， NE 一 1 记 wi) 一 2 和， 2)， 一 0 1, 2，…，N。 应 用 
近似 公式 


Ow |_ = M41 CF) 一 2 和 (#) 十 wt- @. Ox| 
Bx? eth A ”Os lzkh 一 


代入 式 《2.8-40) 后 ,得 一 第 微分 方程 组 
一 站 (ue Cs) 2ur (Ct) 士 wil Ct)) 十 fi l(t), R11,2,3,... ,NC— ls 


Wo Cf) = p12) at) alt)s 
ur(0) 一 qi. 证 (2.8-41) 


记 a) = {C7), a 9""" uw (2) j， fm 长 py + ,0 , 二 plz) 
+ ful) 它们 部 是 N 一 1 1 纹 向 量 ， 方程 组 (2.8-41) 可 写成 向 量 形 式 


pr 
一 Au + Fl), ao 一 {ps pe nt) 
一 2 1 0 0 0 .0 0 
1 一 1 0 0:002 9 TT 
4 一 过 0 1 一 2:1 0 0 0 | 《2.8-4127 


和 


于 是 四 
(CD = 24 十 | 4-DFrrydr (2.8-42) 


原 方程 式 (2.8~40) 的 解 就 以 {nCh, 四，au(28, 办,"…*，u((N 一 1)8, 人 D} 的 形式 求 得 ， 
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上 面 讲 的 是 求解 偏 微分 方程 的 基本 恩 想 ， 在 应 用 时 还 可 采用 一 些 巧 妙 办 法 缩小 计算 
de nit ple lata pd sy 
近年 来 专 为 解 偏 微分 方程 边 值 问题 发 展 了 一 种 新 的 方法 ， 称 为 有 限 元 法 。 它 的 基本 思 
de et eet made ge yh ei 
单元 ,然后 在 相 邻 单元 边界 上 选 定 节点 ， 确 定 函 煞 在 节点 上 应 满足 的 条 件 , 最 后 得 到 一 个 
未 知 数 大 为 减少 了 的 代数 方程 级 , 这 种 方法 克服 了 网 格 差 分 法 计算 量 太 大 的 缺 总 使节 
点 布局 合理 ， 不 受 复杂 的 区 域 ,不 规则 的 边界 条 件 所 限制 ,又 能 保持 物理 问题 的 力学 和 其 
它 特点 , 并 县 能 提高 精度 ,改善 收 全 人 狂 , 关于 有 限 元 法 已 有 专著 ， 读者 可 参阅 本 章 后 面 所 
列 的 参考 文献 。 


2.2 模拟 技术 


数字 计算 机 的 迅速 发 展 和 广泛 采用 ， 大 来 划 不 能 完全 代替 模拟 技 术 疾 煌 制 系统 设计 
12 


3 
0 名 


+¥ 


一 一 
a 


0—————- 一 -一 -OO 
a 
bd 


EE 
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和 分 析 过 程 中 的 重要 作用 .在 精度 朗 求 不 其 高 的 精 况 下 ,模拟 计算 机 或 模拟 污 置 能够 很 容 
易 地 复 现 系统 的 运动 过 程 ,效果 逼真 ,使 用 简单, 成 本 也 低 些 。 在 相同 的 元 件数 量 情况 下 ， 
模拟 机 的 计算 容量 和 运算 速度 都 大 得 多 线性 集成 电路 的 出 现 给 模拟 技术 的 发 展 以 新 的 
有 力 的 推动 ， 在 这 个 基础 上 ,模拟 计算 装置 正在 向 小 型 化 方向 发 展 。 数 字 -模拟 混合 计算 
机 的 出 现 又 梗 模 氢 机 的 优点 和 数字 机 的 优点 结合 起 来 ,模拟 丢 术 文 获得 了 新 的 几 展 . 

在 模拟 计算 机 上 可 以 实现 加 法 ,减法 ,乘法 、 除 法 等 算术 运算 , 又 能 极 简单 地 作 微分 、 
积分 运算 ; 可 灵活 地 编排 微分 、 积 分 圆 络 ,高 速度 地 解 常 微分 方程 和 简单 的 偏 微分 方程 
与 数字 敢 辑 电路 相 结 合 叉 可 以 解 一 些 技术 设计 中 的 参数 寻 优 或 最 优 控制 问题 。 模 拟 计算 
机 中 最 基本 有 的 器 件 是 运算 放大 器 , 它 把 输入 信号 放大 到 K 倍 ,K 是 放大 器 增益 ， 现在， 一 
个 或 几 个 放大 器 全 部 线路 可 以 在 约 2 x 2ma 竟 奸 片上 成 为 一 个 线性 集成 电路 , 它 的 尺 
于 在 封 靶 局 惠 只 有 ”10 x 10 x 6mm 那样 大 ， 图 55-1 是 我 国 已 大 重 全 和 的 集成 运算 总 
大 器 BG305 的 原理 图 和 符号 . 它 的 全 部 电路 都 印 制 在 一 个 单 奎 片上 ,开路 增益 大 于 10+ 
用 它 可 简易 地 实现 各 种 运算 ， \ 


图 2.9-2 


现 把 一 个 增益 为 及 的 放大 器 用 电阻 、 上 电容 元 件 接 成 图 2.9-2 所 东 的 电路 . 图 中 x， 
2 和 了 分 别 是 尺 电 压 表示 的 输入 和 输出 。Z; 和 :Za 分 别 悬 某 些 阻 抗 、 设 放大 器 输 
入 点 上 的 电压 为 s。 由 于 放大 器 的 增益 是 负 的 , 故 有 下 列 电 压 和 电流 平衡 关 率 : 


y= —Ke, 
+ 工 = 上 帮 
i 二: Zi Zo : 
消 掉 s 后 得 _. 和 
(5/2 下 
"E31 a 
了 -y TF G 
-2 A Zo ~ 
出 于 类 足够 大 ,上 式 可 化 简 为 。 


由 上 趟 可 以 看 出 , 当 Zo 一 Z, 一 R 时 ,上 式 是 个 输入 量 的 代数 和 。 
如 果 Z 一 R 是 统 电 限 , 而 .Zo 是 纯 电 容 C， 则 式 (2.9-1) 变 为 
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式 中 上 是 复 变量 ， 当 y 的 初 值 为 零 对 ,有 


?ft) 一 -去 小 > x;(T)ar, - (2.9-2) 
这 就 实现 了 对 输入 量 的 积分 运算 . | 
再 设 zn 一 1、Z1 一 C， Zo 二 R， 容 易 看 出 ， 式 (2.9-1) 完成 微分 运算 yD 一 
_C. dr{?) 
R 和 


当 Z， 和 Z, 为 复杂 的 网 络 时 ， 图 2.9-2 所 示 的 放大 器 可 实现 更 复杂 的 运算 .对 只 
有 一个 输入 汪 数 ， xi 时 ,用 不 同 的 2， 和 Z, 得 到 的 输出 y (人 的 象 函数 列 于 表 2.9-1 中 。 


表 2.9~1 


Zols) Zs) 
1 上 
Cs RK Rer Xs) 
RK 让 — RCsX{s) 
Ry 
‘Cs R, RoRls 
i R 
3 . 
RB 
Rs 一 二 Rc + Dx) 
-+ 
Cs 
1 RoC: 
Ro Mk RCs+! Xs) 
. Ro . 四 
R, 十 1 t Cys RoCof 二 TY fT 十 1JXY) 
b op 
Cos : 
RI 
Cs RoCos + I) (RC + 1) 
Rt To RCor X14) 


~ DE 
将 这 种 带 有 不 同 的 Z; 和 Z。 的 放大 器 按 一 定 的 规则 编排 起 来 ， 就 能 实现 线性 微分 
方程 组 和 代数 方程 组 的 模 所 模型。 赋予 各 放大 器 以 初始 电压 以 局， 又 能 求解 常 系数 线性 
微分 方程 的 初 值 河 题 ， 当 需要 模拟 变 系数 线性 系统 时 ,只 须 用 可 变 的 ( 按 给 定 的 规律 随时 
间 变 化 ?阻抗 Zi(9 ，Zu(t) 代替 固定 的 2， 和 2Z。 即 可 . 为 实现 简便 ,通常 将 可 变 阻 傣 
的 电位 计 置 于 Z， 中 ,然后 给 它 以 预定 的 变化 程序 . 
时 法 运算 可 以 用 两 个 非 线性 函数 变换 器 来 实现 ， 例 如 : 


dk a Cnt — (np) 


可 以 用 平方 函数 产生 器 实现 乘法 ， 原理 图 见 图 2.9-3, 
另 一 种 应 用 较 广 的 先 法 器 是 用 开关 电路 实现 的 ,图 2.9-4 是 它 的 示意 图 . 一 个 输 和 人 量 
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六 2.9-3 


= 送 译 脉冲 频率 调制 器 ,后 者 的 输出 是 频率 随 x 线性 变化 的 脉冲 列 ,每 一 个 脉冲 的 高 
度 和 宽度 是 固定 的 。 用 这 个 脉冲 列 去 控制 开关 ， 只 有 当 防 冲 双 达 时 开关 才 打开 第 二 个 变 
量 =， 的 通路 。 肪 冲 过 后 通路 即 断 开 .这 林 , 也 电压 aa 送 至 点 的 电流 正比 例 于 Km 


图 2.9-4 
而 六, 又 正比 例 于 zx。， 刀 一 Km。 于 是 有 
》 王 KKaxix2, 
运算 放大 器 反馈 和 路 上 用 阻 容 元 件 构成 的 放流 如， 使 输出 信 号 的 交流 部 分 得 以 次 除 因 
此 ,适当 地 选择 FR,， Ra 5 就 可 以 实现 x, 和 x; 的 乘法 运算 。 这 类 乘法 装置 的 精度 约 为 
1% 无 右 . 
用 乘法 顺和 运算 放大 器 配合 又 可 以 作 除 法 运算 , 图 3.9-5 是 一 种 可 能 的 方案 。 从 图 


中 可 知 ， 乘 法 器 后 面 是 积分 器 。 只 有 xy 一 x 时 ,y 才能 保持 平衡 ， 故 平衡 时 有 zy 一 
n= 0， 即 ) 一 全。 这 就 实现 了 除法 运算 . 


单 交 最 的 非 线性 玫 数 可 以 用 二 极 管 和 运算 六 大 器 来 实现 . 例如 第 一 章 内 图 1.3~2 中 
所 列 各 种 典型 非 线性 函数 都 可 以 用 这 种 办 法 在 模拟 机 中 实现 加 . 至 于 多 变量 非 线性 函数 
可 以 帅 单 变量 非 线性 函数 去 还 近 , 以 后 我 们 还 要 讨论 。 ， 
2.10 ” 函 教 方程 的 数值 解 与 极 值 问题 


控制 系统 的 设计 或 计算 机 作 实 时 控制 运算 时 常 需要 求解 谓 数 方程 式 ;. 而 方程 式 的 求 
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解 又 常 能 转化 成 求 某 一 泛 函 的 极 值 K 极 大 或 极 小 ) 问 题 . 对 稍为 复杂 一 点 的 系统 ， 用 解析 
方法 求解 几乎 是 不 可 能 的 ， 实 贱 证 明 , 展 计 算 机 求 极 值 比较 好 的 过 法 之 一 是 最 速 下 降 法 ， 
由 于 它 原 理 简单 ,计算 程序 不 复杂 , 收效 快 , 所 以 得 到 了 相当 广泛 的 应 用 。 本 节 内 我 们 来 
讨论 这 个 方法 的 基本 思想 和 应 用 举例 . 

设 gxi mx) 是 一 个 依 业 于 个 自 当量 的 实 人 本 和 马 短 它 在 某 一 区 域 中 
有 一 个 (唯一 的 ) 极 小 值 ， 设 8 对 每 一 个 自 变量 有 活 线 -一 阶 偏 短 商定 义 弹 度 向 量 ( = 维 ) 


， Ved) 一 芝 ， ， x = {zx Xr "* 1 9), 


ae 在 x 点 附近 函数 g(x) 增长 最 扎 的 方向 是 向 量 vg 所 指示 的 方向 相 

反 一 98 是 下 降 晤 快 购 方向 。 换言之 ，Vg(x) 的 方 击 与 gfx) 过 x 点 的 等 高 线 (等 信 
线 ) 的 外 法 向 量 的 方向 重合 , 而 一 Vg《x) 则 与 内 法 向 量 方向 重合 (图 2.10-12。 用 最 速 下 
降 法 求 极 值 的 抄 允 如 下 ， 在 极 信 附近 任 取 一 初始 点 
Se 算出 此 点 上 的 梯度 向 量 Vg(xo), 按 它 的 负 方 向 前 
进一步 得 x wo 一 E098《 和 Wo》; 适当 选择 系数 步 长 sw， 
使 gxo) — g(x) 一 max [gx) 一 8Cm 一 svg(xo))]， 
这 样 一 步 一 步 走 下 去 ,就 会 到 达 极 值 点 x* ， F(X) 一 
ming(x), 于 是 ,最 速 下 降 法 可 归纳 为 下 列 程序 : 

车 《17 任 选 起 始点 Xo 一 {x Pop 人 “9 ze 上， 本 

、 四 210-1 四 CD) 来 Vz) a 
ay 求 步 长 go» 使 人 一 一 max [sgCxo) 一 J 一 sex) 


《4 站 令 为人 加 二 58 得 遂 团 (2 四 可 人 复 上 述 程 序 、 
于 是 有 、 


式 中 .e。 由 下 列 条 件 决定 :- 加 
ECX “ ee bi wal CK Se 下 eve(x,)) 1. 


这 样 求 出 的 s。 叫 做 最 佳 步 长 ， 它 能 久保 证 最 快 的 收 故 注 度 ， 
如 果 gtx) 是 正定 二 次 型 , B 是 n Xa 阶 正定 矩阵,， 
g(xX) = (BX, xX) > Be Xs. 
ce . sl =1 人 
, 则 最 佳 步 长 可 以 求 出 ， 容易 算出 < 
vg(xs) 一 2 > bijxis 2 SY bjs «+s 2 Si), 
j=1 ji=1 j=1 
~ B(x) 一 EC — EVECH)) se (Baas X20) 村 
(Be, ~ SV (sv 
= 2eCBVE(xs), zy) Ve(D. 
显然 ,为 使 左 端 获 得 极 大 值 ， 必须 令 


bp 本 光一 -ete)， {2.10-1) 


Be， 
(8BVgCx)，VECxoD)) 


上 式 利 朋 了 正定 短 降 的 对 称 性 (Bxyy) 二 (x, By).。 


{2.10-2) 
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上 面 的 程序 可 以 推广 到 函数 空间 中 去 ， 设 (2), x EE 日, 是 定义 于 某 一 着 尔 怕 特 空间 


HH 上 的 实 值 汉 函 。 如 困 极 跟 
gnlx) = lim e+ 1) ~ als) 


存在 ， 则 总 人 x)》 称 为 泛 函 g(x) 沿 方 向 的 微 商 ,其 中 # 为 及 中 和 任 一 个 固定 的 元 ， 如 果 
ad 是 4 的 线性 谤 永 ( 线 性 函数 则 必 存 在 一 个 p EH, 使 名 (*) 一 《yp, 52， PP 称 为 泛 
gt*) 的 梯度 向 量 , 并 记 为 
Vg(z) = gq, Bs) Cp B= LIE ND (2.10-3) 
为 了 用 最 速 下 降 法 求 泛 函 glx) 在 项 尔 伯 特 空间 《例如 毅 数 空间 7》 中 的 极 人 入， 可 将 式 
《2.10-3) 定 义 的 梯度 向 量 代 人 程序 式 (2.10-1) 中 作 散 挫 运 算 。 如果 以 x) 是 定义 于 五 上 
的 二 次 型 , 则 式 42.10-1) 中 的 第 二 式 可 由 式 (2. 10-2) 代 替 , 其 中 内 积 (…， `) 应 理解 为 希 尔 伯 
特 空间 的 内 积 ， 
下 两 个 全 ,说 了 如 何 用 最 直下 降解 代 方程 组 各 人 方程- 
例 1. 求 代数 方程 组 的 解 : 
It 十 anv TF tarn = bl, 
dz + eX 十 -…… 十 SysXn = ba : 
buXl 十 anzxs 二 十 Cenzn 一 2o。 (2.10-4) 
引进 符号 忒 三 {x1 X2>° ‘Xo } 数 二 {bs ba} 
一 《ai) 为 n Xn 阶 方 阵 ， 上 上 式 避 写 成 
Ax 一 b. 
如 果 4 的 行列 式 不 为 有 零 则 有 唯一 和 解 ， 否 则 , 或 者 它 是 矛盾 方程 组 , 没有 任何 解 ,或 者 有 许 
多 解 . 我们 定义 : 能 够 使 向 量 《4x 一 旭 Eee x Wi 10-4) 的 最 优 解 . 
因而 ,求解 代数 方程 组 就 化 为 求 让” 使， 
g(x) = (4x —b, Ax— BD 一 Li se he 
达到 极 小 值 . 根据 前 面 的 讨论 ,用 最 速 下 降 法 求 x* 的 递 推 程序 是 
Xutl 一 XE aV (Xa) , 
(VE(xs)s VECXn)) 
f Ws AVg(x )) 
vex) 一 {> ECBi 十 Bi)xi—2anb;], » i 5 [C8;, + poiDri 一 zez]， 


jit. 


E, 二 


Pin 一 > 0j12im。 上 (2.10-5) 
用 这 个 程序 去 求 代数 方程 组 的 解 ,从 任何 -x。 出 发 都 能 迅速 收 第 于 解 x*. 
例 2. 再 讨论 如 何 用 这 个 程序 去 解 积 分 方程 式 . 设 (ss za) 是 定义 于 区 域 2 二 
{a < st < 5} 上 的 连续 对 称 的 实 值 通 数 .. 用 五 表示 由 一 切 定义 二 〈a* 8》 上 的 平方 可 积 
实 值 函数 的 全 体 构 成 的 希 尔 伯 特 函数 空间 。 在 妃 上 定义 线性 算 子 天 : 


yt) 过 A 
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控 柯 西 不 等 式 .有 
DGO1= | ge, ed < | IKG, DF jr() le 


< Vb lx ole, Vhs Oba < Mh. : 
上 式 中 ，K(4， 9 是 连续 函数 ,所 以 ,|,jK(rsojae 是 :的 连续 函数 ,因而 在 [4， 5] 上 是 


有 界 的 ， 记 max | 1K( 4s 一 M, 便 得 到 上 述 估计 式 ,于 是 Wy < Gb 一 Milizl = 


对 和 | ，Yz(2< 成 立 ， 这 就 是 说 上 面 定义 的 算 子 入 是 有 界 的 ， 
设 4() EH 为 某 一 固定 的 函数 ,4 为 茶 一 个 固定 的 实 常 到 去 求 算出 下 列 积分 方程 


的 解 x* (2 

+(7) 一 4 | Klt, x)ds = 2) 。 (2. 10-6y》 
如 果 4 不 是 天 的 特征 值 ， 有 XKx=x 只 有 平凡 解 + 一 0， 则 存在 只 一 的 记 数 。 #(2) x 0, 
满足 式 (2.10-6)， 


现在 用 最 速 下降 法 求 式 (2.10-6) 的 解 . 构造 二 次 泛 通 
ee {#090r— ， | | ce， x 0) x Cs) drds 


一 ?| xCs)hls)ads = xr, 4) 一 KKr, xz 一 24xy 8 . (2.10-7) 


可 以 证 明 , 式 (2.10-7) 存 在 唯一 解 x*(z) 使 g(x) 达到 极 小 值 ,并 且 
min g(#) 一 一 从 一 一 | Ch)as, 


”首先 , 任 取 一 沙 数 rm(9 当 帮 “ 初 值 *, 然 后 导 求 参数 E( 步 长 》 和 函数 (方向 ) : (2) , 用 
zf 二 zo?) 一 ez(1) 使 g(x0) 一 gCx1) 达 极 大 值 (下 降 最 大 )。 容易 算 出 时 
gfKxo) 一 gx) mw eXxo — AKxo — Ks 2) 一 eXz, 一 ee 
显然 ,为 使 g(xo 一 gC 入 ) 获 极 大 值 必 须 取 
Fw Xo — LKxo — 
《zz zy 
《23 2 — AKz) 
于 是 , 解 上 述 积分 方程 的 最 速 下 降 法 的 计算 程序 就 是 
Xntl (#) = ra(t) 一 Esta Ct) 》 
一 Ke) 一 2 天 xs 人 人 一 天 二。 ee 
， 84 = CT 二 ， {2.10-8) 
实际 计算 表明 这 个 程序 收敛 很 快 ， . 
对 子 求 二 次 汽 函 g(x) 的 极 小 入， 共犯 榜 度 法 更 为 有 效 ， 


设 
ee 一 一 > (x, AX) 十 (ax) 十 c。 . (2.10-9) 
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2 = 《2 X22 “““3 xn) € R,, @ = (ls G2 * °°, 45) € R,, ¢ 为 常数 A 是 4 芥 正定 方 

.应 用 共 办 梯 度 法 去 求 极 值 计算 程序 简单 ， 种 , 计 和 和 外 也 好 下 面 介绍 这 个 
es 可 章 义 和 计算 程序 . 

设 两 个 非 零 同 量 x, y6 R,， 和 如果 2 

(x,Ay)=0, |. (2.10-10) 

称 向 量 x, y 关于 矩阵 4 正 交 ， 四 

已 知 函 教 g(x) .在 某 一 区 域 中 有 一 个 (唯一 ) 极 小 值 点 x*、 设 已 得 到 第 痰 近似 值 
x。， 计 算 梯度 向 量 Vg(z)， 取 寻找 方向 - 


瑟 一 一 Vg(zs) + bP, Pe a (2.10-11) 
(P.,, 4P 1) = 0 : ”2 (2.10-12》 
其 中 8。 为 某 一 待定 稼 数 ， 把 式 (2.10~11) 代 入 式 (2.10-12) 可 得 
用。 = (TEX), 4 《2.10-13》 


(P., AP.) - , 
从 zx。 出 发, 按 下 式 计算 第 a 十 1 次 的 近似 信 : .  ，  ， 、， 
Kot 地 十 -Sega ， C. 10-14» 
选择 步 长 s。， 使 re 一 max [g(xe) 一 sx + eB 二 和 步 上 和 


下 去 。 这 种 方法 就 是 共 酌 梯度 法 、 它 有 下 列 的 性 质 : 
(1》 ”个 寻找 方向 向 量 P, Ps …: Ps 不- 因为 着 有 区 cb; = 0» 


下 


就 有 ailP 1p) ~ ap, 4P,) = 0， 所 以 ee 因此 P,P,, ek el 是 线性 


不 相关 的 。 . 
(2) 若 Vglxxe) 关 0， 则 , 
(Pi,vg(xin)) = 0. | - 《2.10-15》 
事实 上 ,着 (Pi, VYgCxthaD) 二 0, 不 失 一 般 性 , 设 (P, Vex)) > 9， 在 sx 附近 -=- 定 亚 
以 找到 一 个 充分 接近 于 sx 的 实数 各 < sk， 并 使 得 g(x 二 Py. 一 -B(x 十 skP) a 
(Vg(xar) (Ba — -8D PD 一 (ER 一 eA) (var), Pp) < 0 这 与 Bx 是 其 佳 值 相 矛 盾 ， 区 


此 式 (2.10-15) 成 立 。 

(3) (Tglxx), Pi-) = 0, 1 条 7 入 妈 。 Ee 点 《2.10-16》 

重复 利用 zu 一 Xi 十 si- 得 到 , -- 
Eg ‘(2.10-17) 

= | 0 , 

而 JE 
Ver) Astem0, 2.10-18) 
Tgx) = AXi tn 10-19》 
由 式 (2. 10-197 减 去 式 (2 10-18) 得 JU i i 
Vg(xi) = A 一 x*). .10-20% 
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WRG- RARC 10-20) 得 - 0 : 


罗 一 1 


TgCx) = 和 十 2 Ae; P,: 一 Ax* =— Vg(x;) 


+ 4eP 0<j<h1. | (2.10-21) 


= 


z SE 
对 (2. 10-21) 式 两边 和 P+ 取 内 积 ，6WgCxe) ,Pin {VgCx), Pry + 他 | si(AP,, 


P_,), 0 志 j 亏 《一 1, 由 性 质 (2) 有 Noe P=0, 抽奖 和 关于 4 其 交 的 定义， 下 
式 第 二 项 为 零 ,因此 式 (2.10~16) 成 六 ， ee 
(4) (VgCX1), Vex)) = 0. 因为 
(Vexi), Vexi-i}y 
= (Vax 47 Tax + gia Py 
— —(Ve(x), Va)) AAVE(x), Pe-s), 
由 性 质 (2))， (3) 立 即 得 〈Vg(xD，Vg( 太 -0 一 9. 
根据 上 述 性 质 (3), 令 万 一 + 可 推出 9gtx。)》 一 0， 即 x 是 二 次 泛 函 jx) 的 极 小 
秆 翅 :， 冯 说 明 对 于 二 次 泛 函 应 用 共 罗 槐 度 法 至 多 选 代 w 步 即 可 得 到 家 小 值 点 ， 
” 讲 算 下 列 内 这 ,同时 闪存 并 人 TH0-2D， 
《P., VEX)) m= (P,, Vg(xn 1d) 中 534 了 ID) 
4 = (P,., Vg(xs—1)) 
a vg) FP, YER 
| = 0 Gg + BalPat, VEC) 
英 醒 : 1 2 ; 
pg, = Pr, VgC? vt (一 Yg(xz) + psP,, VgCx,)) 
CP,_,, VE ) 《一 Vg(x,-:) 十 Bs- Ps VE CXa)), : 
Vg(xr), Va(xe)) Ss 
Re vee) ey 
这 就 得 到 了 一 一 个 完整 的 先 代 程序 . 由 公式 (72. 10-22) 确 定 的 程序 比 式 Cz: 10-13) 简便 ， 它 只 
用 到 请 5( 坊 的 梯度 , 租 对 于 非 二 次 调 数 , 趟 (2.16-22) 是 近 究 公式 ， 
上 逢 时 愉 了 两 个 寅 四 的 方 ， 这 网 个 方法 计算 程序 简单 容易 闫 砚 ， 有 计算 可 
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第 三 章 ”输入 .输出 和 传递 函数 


在 前 一 章 里 我 们 已 经 看 到 ,在 用 拉 民 变换 法 处 理 问题 的 时 候 , 常 系数 线性 系统 (2.2-1) 
网 运动 状态 各 多 项 式 DL;) 有 着 本 质 的 关联 : D(?) 是 由 方程 (2.2-6) 规 定 的 ,而 且 它 的 系 
孝 也 就 是 微分 方程 的 系数 。 不 仅 如 此 ,就 是 在 一 般 的 情形 里 , 如 果 .?(2) 的 初始 值 和 各 个 
初始 导数 值 都 等 于 零 , 那么 , 系统 的 运动 状态 也 是 由 两 个 多 项 式 的 比值 NCs)/DCs》 所 完 
全 确定 的 我们 是 用 FC:) 表示 这 个 比值 的 。 如 果 驱 动 函 数 的 拉 氏 变换 是 XCs) 而 特 解 
的 拉 开 变换 是 YK(s) :的话 ,方程 (2.3-4) 就 给 出 - | 

了 Yi(s) = F(X(s). 5 (3.0-1) 

可 以 把 这 个 方程 看 作 是 一 个 算 子 方程 : XX(s) 受到 算 子 FCs) 的 作用 之 巾 就 变 成 YC), 
或 者 说 ，F(s) 把 X(s) 转变 为 . 了:(s)、 因 此 我 们 就 所 函数 F(s) 称 为 系统 的 传递 函数 
x(t) 和 它 的 拉 氏 变换 X(*》 都 称 为 系统 的 输入 ，%( 芒 和 它 的 拉 氏 变换 了 1(;) 都 称 为 系 
统 的 输出 、 为 了 特别 表明 yw(z) 只 是 系统 的 特 解 而 不 是 由 于 初始 条 件 而 产生 的 补充 函数 ， 
我 们 把 yx1) 称 为 由 于 输入 而 产生 的 输出 ,把 y(t) 称 为 由 于 初始 条 件 而 产生 的 输出 ， 

拉 氏 变换 的 优点 就 在 于 把 解 微分 方程 的 问题 简化 为 代数 的 运算 .从 Y(s) 变 回 Ce) 
的 这 个 步骤 实际 上 是 很 少 需要 的 .理由 是 这 样 的 ， 既然 系统 的 运动 状态 y(Cz) 可 以 由 
Y(s) 完全 确定 ;那么 , 也 就 可 能 把 对 y(tr) 所 提出 的 技术 要 求 < 翻译" 成 对 Y(*7 所 提出 的 
某 些 要 求 ,或 者 说 ,如 果 已 经 给 定 了 输入 的 特性 ; 那么 ,对 ?(r) 所 提出 的 要 求 ,也 就 可 以 
变 为 对 传递 函数 (+)》 所 提出 的 某 些 要 求 ， 例 如 : 如 果 要 求 系统 式 (2.2-1) 是 稳定 系统 的 
话 ,我 们 并 不 需要 先 把 式 人 2.2-8) 中 的 Nols)/DCs) 一 Ys) 变 回 方程 (2.3-2), 然 后 再 要 求 
yx (9) 随 荐 时 闻 的 增 大 而 趋 于 消失 ,实际 上 ,我 们 只 要 要 求 传递 范 数 IDC4) 的 级 点 都 位 于 
; 平面 的 左 半 部 也 就 足够 了 ， 这 种 作法 显然 可 以 碱 少许 多 计算 手续 .。 

根据 传递 函数 来 研究 或 者 设计 一 个 线性 系统 是 伺服 系统 工程 中 的 最 简 单 的 基本 广 
法 .在 这 一 章 里 ,我 们 将 要 用 一 系列 的 实例 来 说 明 这 个 方法 . 


1 -一 阶 系 统 


作为 第 一 个 例子 ,我 们 来 研究 一 个 悬臂 弹簧 (图 3.1-1)。 弹 憩 的 一 个 端点 连接 在 一 个 
阻尼 器 上 ， 另 外 一 端点 可 以 在 一 根 直 杆 上 人 帮 
滑动 运动 。 阻 尼 器 上 的 那 一 个 端点 的 位 置 用 
y(7) 来 表示 ,滑动 端点 的 位 置 用 x (z) 来 表 
示 . 由 于 有 阻尼 器 的 缘故 ，y(#} 就 不 会 和 
x{tt) 相等 ，y(z) 的 运动 落后 于 x (z) 。 如 果 
我 们 让 滑动 端点 按照 规定 好 了 的 规律 x (7?) 
运动 ,这 里 的 问题 就 是 要 研究 yo 的 情况 ， 
rt) 就 是 系统 的 输入 (控制 量 )，?(z) 是 系 
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3.1 一 阶 系统 65 


统 的 输出 ( 受 控 量 ). 

设 系 统 的 弹簧 常数 是 区 阻尼 器 的 阻尼 系数 (也 就 是 限 力 与 速度 的 比值) 是 .如 宁 
再 候 定 运动 的 加 速度 相当 小 ， 以 至 于 惯性 力 可 以 忽 赂 掉 吧 ， 由 力 的 平衡 条 件 就 可 以 得 到 
系统 的 去 动 方程 : 


cA + hy — x) = 0, 
dt 


< 与 的 比值 < 的 重 岗 是 时 间 ， 这 个 数量 是 系统 的 一 个 特性 时 间 ( 或 特征 时 间 ), 我 们 


把 这 个 比值 
1 = 二 | .1— 
: T 有 3.1-1) 
称 为 系统 的 时 间 常 数 ， 
运动 方程 可 以 改写 为 
I ty C3.1-2) 
、 初始 条 件 是 -， 
- 0) 一 yo, (3.1-3) 
用 ~ 先 方 程 (3. 1-2) 的 两 端 ， 然后 再 从 + 二 到 + 二 oo 积分 . 我 们 就 得 到 作 过 拉 氏 变 
换 的 方程 
(rr + DYC) = XC) + riyo. 
5 KX{s) 
国生 5 Tiyo 本 _ 
0 Rn ee 
因此 ,由 于 输 和 而 产生 的 输出 就 是 
下 _ 
Yils) ep 0 z (3.1-5) 
而 由 于 初始 条 件 产生 的 输出 就 是 i | 
i 4 | _ 
Y(s) m+ (3.1-6) 
系统 的 传递 昭 数 FLs) 就 是 上 
= 1 a 
F(s) 和 a 《3.1-7) 


方程 (3 1-5) 可 以 用 图 形 表 尔 出 来 ， 就 像 图 3.1-2 所 画 的 那样 。 这 样 一 个 简单 的 形象 化 的 
表示 法 很 能 帮助 我 们 想象 或 分 析 系 统 的 情况 通常 把 这 样 的 表示 法 称 为 方块 图 ， 
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下 面 我 们 研究 几 种 特殊 输入 情况 下 的 输出 y (9 . 
bie x《#) 是 单位 阶 跃 钞 数 1(7) 的 情形 (参看 图 3 


‘sD 1 = {0 zf<D，， 


1，、/! 上 之 10， 
这 时 , 
x = 1 ea eng = 4, 
而 且 | 
NN 
Wn s(T1f 十 1) .#5 :十 1 于 /zy 
因此 ,根据 我 们 的 “字典 ”( 表 2.1~1》, 由 于 输入 而 产 
W 生 的 输出 就 是 四 
(CD 一 工 一 cr 《3.1-8) 
根据 方程 (3.1-6) 由 于 初始 条 件 而 产生 的 输出 就 是 
et) = ye (3.1-9) 
1 


图 3.1-4 表示 了 输出 的 特征 。 出 初始 条 件 产生 
的 输出 y(t) 是 一 个 单纯 的 衰减 范 数 ,这 个 衰减 函 
数 的 时 间 常 数 就 是 《图 3.1-4b). 由 输入 产生 的 
输出 思 (9 按照 指数 律 趋 近 于 水 平 渐 近 线 ， 时 间 常 
数 世 是 f+,， 事 实 上 , 当 + 二 的 上 时候, 输出 (7) 
的 数值 就 迷 到 了 最 后 新 近 值 的 63 多 ， 

我 们 把 输入 rz (#) 与 输出 y(z) 的 差 数 c (2) 一 
We) — yi(#) 称 为 偏差 信号 ， 在 现在 所 考虑 的 情形 


{a) 


eQ) 一 x (2) — y(t) = ei, 《3.4- :10) 
所 以 , 当 上 一 00 时 ,偏差 信号 趋 于 零 四 
现在 , 考 虚 另外 一 种 输入 的 迟 形 . 假定 输入 是 正 暑 式 的 ,或 者 :更 具体 为 
x{¥#) ee a 


式 中 x 是 振幅 ,是 频率 。， 这 


X(s) = 《3.1-11) 
由 于 初始 条 件 而 产生 的 输出 Ys) z 和 前 一 种 情形 一 样 ， 起 是 方 各 (3 1-6) 或 方程 3 1-9). 


由 于 输入 而 产生 的 输出 就 是 


Wg Cs — 10) (Ts 十 1) 1 + fr, ( tt (lr) + 
因此 ,根据 我 们 的 “字典 六 表 2.1-1), 输 出 y;(z) 就 是 


1) 到 一 -一 马 ee 十 i 
1 十 :7 ] -hh sor 
这 个 表示 式 中 的 第 一 项 是 一 个 单纯 的 衰 碱 函数 ， 第 二 项 表示 稳 术 输出 [y(z] 因 汤 就 


到 
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Ds 一 站 (io 
二 om 


RE :7) 中 所 表达 的 关 这 和 果 是 完 全 至 的- 由 于 


，] 


nr {3.1-—12) 
| a l + jw V 1 十 om 加 
WE 
[y ( 妆 ] 一 yw 


A 手 2 
天 此， 入 赤 辐 出 的 报 刚 议 被 碱 少 到 输入 的 撤 模 的 : YT 十 党 襄 rE 格 ;: -而且 输 出 的 相 角 比 葵 
作 欧 相 角 落后 的 数量 四 tan™wr1, 人 ork ly» 因而 tan 一 7 些 


toT1 ， 这 时 
[yt ]， 二 ae TD 人 E. 5 和 1 一 13) 
这 也 就 是 说 : 振幅 没有 改变 ; 0 
救 的 时 间 常 数 ru 如 果 输 入 的 频率 ”相当 商 , riw > 1， 因而 air a 
2 1 + err? 
- [y (jue 和 citoertr 人 1， mia 1. . ,3.1— I 


在 这 种 说 中 ;振幅 被 减少 到 1/wr, 傍 ， 而 相 角 六 后 的 数 是 xj2. 我 们 和 以 上 所 讨 说 
的 两 神 杰 端的 输出 情形 展示 在 加 3.1-5 中 


4 a 
4 fy) 1 {fyC2) ]; 


0 


:ro 1 
- 代 闫 情 锅 
(2) 


图 3.1-5 


3.2 人 寺前 二 家 未 法 
传递 函数 Ft:) 是 复 变 数 * 的 函数 .因为 在 普通 的 情形 下 ， 它 是 亲 个 ， 的 多 项 式 的 
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比值 ， 所 以 函数 FCs) 除了 一 个 常数 因数 之 外 可 以 由 它 的 零点 和 极点 所 确定 . 如 果 对 于 基 
一 个 特别 的 * 值 F67 的 值 是 已 知 的 话 , 也 就 可 以 把 常数 因数 确定 下 末 , 这 时 函数 F(9) 就 
完全 确定 了 .这 里 ,最 方便 的 就 是 考虑 * 在 原点 的 值 * 一 0, 因为 六 (0) 有 其 体 的 物理 意义 : 
IFCO0)| = 《3.2-1》 
是 系统 的 放大 系数 ， 也 就 是 系统 在 常数 输入 的 情 次 下 输出 的 稳 态 值 与 输入 的 比值 ， 又 因 
为 对 于 大 多 数 的 实际 情形 ，F (0) 常常 是 正 数 ,因而 F(0) = K， 所 以 ,传递 函数 FG) 就 
可 以 由 零点 、 极 点 和 放大 系数 唯一 地 确定 。 这 也 就 是 传递 函数 的 一 种 可 能 的 表示 方法 , 
举例 来 说 ， 我 们 可 以 这 样 来 表示 方程 《3.1-77 所 给 的 传递 少数 : 它 的 放大 系数 是 1; 在 
一 1/r 有 一 个 单 极 点 ;没有 零点 . 
根据 复 变 数 钞 数论 的 结果 ,如 果 在 :平面 的 菩 轴 上 ，F(s) 的 实数 部 分 和 虚数 部 分 者 
已 经 完全 给 定 的 话 ， 那 么 ， 用 解析 开拓 的 方法 中 就 可 以 把 s 平面 上 其 他 部 分 的 FCs》 值 
也 确定 下 来 。 因 此 ,我 们 也 可 以 用 复 荡 数 (iw) (w 是 实数 ， 一 00 二 w 二 十 0) 来 代表 
国 数 F(s)。 这 就 是 传递 函数 的 另外 一 种 表示 方法 ， 对 于 实际 的 物理 系统 来 说 ，F(s) = 
N(s)/D(s) 的 分 子 多 项 式 N(s) 和 分 母 多 项 式 DCs) 的 系数 都 是 实数 ,所 以 ， 妇 果 我 们 用 
F 表示 了 的 复 共 辐 数 的话 , 就 有 
F(—iw) = Fi0). (3.2-2) 
因此 ,对 于 实际 的 物理 系统 ,只 要 知道 w 之 0 的 F(iw) 值 ,就 可 以 知道 a 所 0 的 F(iw) 
值 ,从 而 也 就 可 以 定 出 对 于 任意 :的 FC) 的 值 . 从 方程 (2.3-7) 我 们 已 经 知 .、 丙 数 F(iw) 
是 频率 的 稳 态 输出 与 正 扶 输入 之 比 ,、F (iw) (一品 <'w < 十 %) 就 是 系统 片 项 率 特 性 、 
例如 ,方程 (3.1~12) 就 是 简单 的 一 阶 系统 (3.1-2) 的 频率 特性 ， 
伯 德 《Bode) 创造 了 一 种 表示 频率 特性 的 方法 ,这 种 方法 就 称 为 伯 德 图 ， 假 定 复数 
F(iw) 的 绝对 全 是 M， - 相 角 是 8(M 和 8 当然 都 是 。 的 函数 ), 也 就 是 说 
F(iw) = Mere; | , (3.2-3) 
把 log % 取 作 自 变数 ,然后 再 把 因 变 数 logM 和 6 对 og 的 函数 关系 男 在 两 张 图 上 ， 这 
桩 得 出 的 图 就 是 伯 德 图 (log M 对 log o 的 函数 关系 通常 称 为 系统 的 对 数 幅 频 特性 . 而 
6 对 log ou 的 函数 关系 称 为 系统 的 对 数 相 频 特 性 )、 至 于 为 什么 在 这 里 好 取 了 对 数 尺 度 而 
6 并 不 取 对 数 尺 度 , 这 个 道理 可 以 在 以 后 的 讨论 中 看 出 来 . 以 方程 (3.1~12) 所 表示 的 简单 
系统 为 例 ， 


fT 

0 = —tan rl = —tan «>, (3.2-4) 
其 中 w 一 wor, 是 无 量 纲 频率 23， 这 个 系统 的 伯 德 图 就 是 图 3.2-1， 频率 特性 在 低频 率 和 
高 频率 时 的 情况 已 经 用 方程 (3.1-13) 和 (3.1-14) 表示 出 来 了 ， 当 一 oo 时 , logM 对 
log « 的 图 线 的 斜率 是 一 1, 对 于 很 小 的 w“ 值 来 说 。 斜率 差不多 是 0。 因此 , 一 个 一 阶 系统 
的 M-w 图 可 以 用 两 条 直线 来 近似 地 代替 ， 这 两 条 直线 就 是 图 3.2-1 中 的 七 折线 .这 条 

虚 折 线 称 为 渐 近 对 致 旺 频 特 性 或 者 梯形 对 数 幅 频 特 性 222， 
在 声学 和 电学 的 文献 里 ,为 子 把 握 烙 的 度量 单位 化 为 分 贝 (deeibd， 简 写 为 由 )， 寅 党 
改 用 20 log M 作为 M-x 区 中 的 因 变数 ， 频 率 增加 一 倍 就 称 为 一 个 异类 程 〈octaye， 简 写 
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20 log 时 


Me mr -一 一 一 一 
“1 十 rofr 


图 3.2-1 


为 oct)， 因此 ,图 3.2-1 中 的 斜率 用 分 贝 和 倍 频 程 作 单位 ， 就 是 一 20log2 一 一 6.02 分 贝 / 
倍 频 程 (db/ocoD。 或 者 用 名 频 程 表示 ， 就 是 20log 10 一 20 分 贝 / 旬 频 程 ， 在 实际 计算 工 
作 中 , 用 后 面 这 一 单位 做 斜率 比较 方便 .在 图 3.2-! 中 我 们 还 看 到 这 样 一 个 事实 : 近似 于 
20log M 的 虚线 在 # 一 1 点 ,也 就 是 m= 1/7 处 通过 0 值 .因此 ,我 们 就 可 以 用 实验 方 
法 测量 一 个 一 阶 系统 的 频率 特 狂 ， 把 测量 的 结果 按照 上 述 的 方式 画 成 伯 德 区， 只 要 记 下 
位 德 图 上 20log M 的 近似 直线 穿 过 模 籼 时 的 角 频 率 ao 就 可 以 简单 地 估计 出 系统 的 时 间 
常数 ，m s L/w 

另外 一 个 表示 频率 特性 的 方法 
是 万 计 斯 特 《Nyquist) 所 创始 的 , 称 
为 万 氏 图 .这 种 方法 是 把 复数 Fliw) 
或 1/F (iwm) 直接 画 到 平面 或 1/F 
平面 上 去 ， 曲 线 的 参数 就 是 角 频 率 
w， 户 数 1/F 有 时 候 称 为 反 幅 相 特 | 
性 ， 下 平面 上 的 图 线 了 (iw) 就 称 为 TI 
幅 相 特性。 对 于 一 个 简单 的 一 阶 系 322 
统 来 说 ，F (iw) 一 1/(1 十 imr) 的 图 线 是 一 个 半圆 ,在 -w 二 0 时 , 图 线 从 1 点 出 发 ; 在 
orl = #1 时 ,图 线 通过 1/(1 十 让 一 (1/2)(1 一 站 点 ; 当 w 一 00 时 ,图 线 趋向 于 原 
点 , 并 且 以 原 汇 为 终点 。 在 这 种 情形 里 ，!1/F 图 线 比 下 图 线 还 要 简单 得 多 : 1/F 二 1 十 
iwr1， 所 以 ， 在 I/F 平面 上 ， 这 条 图 线 就 是 从 1 点 出 发 的 一 条 与 虑 绽 平行 的 直线 . 图 
3.2-2 斌 是 一 阶 系统 的 两 种 乃 氏 图  ” 


33 一 阶 系 统 的 _ 些 仙子 


在 一 个 复合 系统 里 ， 常 常 有 很 多 元 件 可 以 用 一 阶 的 传递 滔 数 米 近 似 地 表示 ， 在 这 一 
节 里 ， 我 们 将 要 简略 地 讨论 这 类 元 件 的 几 个 例子 。 和 它们 特有 的 频率 特性 用 伯 德 玫 
或 力 氏 图 表示 出 来 。 

(1) 积分 元 件 :一 个 电动 机 的 转速 dt/dz TF 成 比例 ,如 果 不 考虑 过 渡 过 
程 ,用 微分 方程 来 表示 就 是 
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各 i (3.3-1) 
其 中 天 是 与 所 采用 的 度量 单位 有 关 的 常数 . 电动 机 的 转子 的 角 位 置 中 与 下 列 积分 成 比例 ， 


9 | p 
0 这 个 关系 可 以 用 方 蕊 图 3 3-1 表示 出 来 ， 假设 了 (9) 
po — 和 BCs) 分 别 是 ”和 中 的 拉 氏 变换 ， 这 个 系统 的 
四 传递 函数 FG) = Kjs 是 函数 1/Crs 1) 当 : 
zi 一 oo 时 的 极限 情形 , 它 在 原点 s = 6 有 一 个 极点 。 为 了 把 这 里 的 天 还 看 作 系统 的 放 
大 系数 ,我 们 就 必须 把 以 前 规定 的 放大 系数 的 定义 修改 一 下 ,以 前 的 那 一 个 定义 适用 于 原 
点 不 是 传递 函数 的 零点 或 极点 的 情形 。 对 于 一 个 积分 系统 ， 即 对 传递 函数 Fs) 在 原点 
5 一 0 月 一 个 单 科 点 的 系统 来 说 ， 放大 系数 天 就 应 该 定义 为 、 
K 一 Im ji (3.3-2) 


系统 式 (3.3-12 的 频率 特 人 是- 


F(io) = LE (Se oi/ 
110 tw 


内 此 , 粮 照 方程 (3.2-3》 


| : es 0 = 一 一 -， 《3.3-31) 
: | 1 少 1 ， 


图 $.3-2 就 是 伯 儿 图, 这 里 笠 素 仍然 是 一 20 分 员 / 旬 频 程 . 图 33-3 是 乃 儿 图， 
{2% 微分 元 件 : 一 个 浊 斩 这 计 ( 测 放 了 如 ) 的 过 出 电压 。 “和 流动 轴 的 角度 dp/dt 
减 比 例 , 即 


29 leg 村 


FO = EMe? 
40 i ， 


辕 3,3-2 


图 3.3-3 
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3.3， 一 阶 系统 的 -~ 些 全 于 上 2 


7 ma 天 一 一 全， 


式 中 下 是 比例 常数 ， es 传递 函数 PD 和 
Ks 在 原点 有 一 个 零点 ， 因 此 ,对 于 一 个 微分 系统 , 邑 对 传递 函数 FCs) 在 原点 “一 0 有 


一 个 间 零 点 的 系统 来 说 ,放大 系数 外 的 定义 应 该 改 为 
A 


(3.3-4) 


了 -六 


图 3.3-4 是 这 个 系统 的 方块 图 ,图 3.3-5 信和 (四 Koll), 图 3.3-6 是 力 攻 图 ， 极 
易 检 验 , 伯 德 图 站 介 名 的 村 率 是 : 20 id i 


sd 


30 1og 邓 


]og ww 
FCW} = Ks = 了 ce 
图 3.3*5 . 


《3) 简单 的 相 角 落后 电路 : 考虑 图 3.3-7 的 包含 电阻 和 电容 C 的 电路 . v1 和 vw 分 
别 是 输入 电压 和 输出 电压 ， 女 设 j 一 jC) 是 流入 电阻 所 和 电容 C 的 电流 ,如 果 在 i 
的 时 候 , 电 容 C 上 没有 电荷 那么 


jiR 十 f j(D dt = ny 


C 
2 jia = 本 
CC 


让 《jp = Kim 下 (it Kiw 


图 3.3-6 Js 图 3.3-7 
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先 用 ce” 村 这 两 个 方程， 然后 髓 从 + 二 0 到 :一 5 积分 ,就 得 到 这 两 个 方程 的 拉 氏 变 


换 ， : 
a 
(R | Ty WC, 
z 二 J) - VCs). 
友 此 
Vs) ee 1 ” 3 
Vi(s) EI 1+ RCs” 0 


从 方程 (3.3-5) 可 以 看 出 ,这 个 电阻 电容 电路 的 传 六 函数 和 有 阻 记 器 的 最 背 弹 换 的 传递 男 
数 式 (3.1-7) 是 相同 的 ,这 个 电路 系统 的 时 间 常 数 就 是 r: 一 RC， 这 个 系统 的 伯 德 图 和 力 
氏 图 就 是 图 3.2-1 和 图 3.2-2， 这 个 电路 常常 用 来 产生 系统 的 和 角落 后 . 

可 以 在 这 里 附带 提 一 下 虽然 上 述 的 基 璧 弹 移 系统 和 这 一 个 电路 系统 的 动态 特性 是 
祖 同 的 ， 但 是 我 们 知道 ， 在 实际 工程 中 改变 和 调整 
那个 系统 的 参数 筷 往 往 是 比较 困难 移 ， 而 且 
和 大 的 可 能 的 变动 范围 也 很 有 限 ， 可 是 在 这 个 电路 
里 改变 和 调整 RR 和 的 数值 就 比较 容易 。 而 及 R 和 
C 的 变动 范围 也 可 以 很 大 。 从 这 个 具体 例子 就 可 以 
妥 出 用 电 的 方法 广 行 调节 吉 侧 沉 党 比 用 机 本 


R=-* 


图 3.3-8 3 方便 得 多 . i 
(4) 相 盘 超前 电路 ; 图 3.3- 8 表示 一 个 较 复杂 的 电路 . 这 个 电路 的 方程 是 
i 
| a Rh -二 | blade 四 
蓉 及 
?1 一 Rist Rl 
= Rij. 人 
相应 的 拉 氏 变换 后 的 方程 就 是 。 
J my J 十 站， 四 
Rj = -一 J 
以 及 : 
V, = Ri 十 RJ 
因此 |! 
0 Ys) Ri RiRCs : 
. -0 | VCs) =Ir() = (Ri + Hi) + RRCs” 
放大 系数 就 是 。 、，- ERA 时 
KE | .3-6) 
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K 当然 小 于 1， 如 果 我 们 引进 符号 oo， 
Ri+R, 


Ot CPs7) 
RIRC 
那么 ,传递 函数 就 可 以 改写 成 
ee 1 + {Cs/rw) 
En ) 1 十 (sf 01) 
因此 ,传递 函数 在 一 rm 有 一 个 零点 :在 一 wm 有 一 个 极点 . 


闫 率 特性 惑 是 


(3.3—8) 


i fo 二 1 (3.3-9) 


F (sw : 
in) (0 十 to 


如 果 我 们 引进 匹 量 纲 频率 
# 一 -一 -一 《3.3-10 ) 
那么 


EC <- 9 一 ! 本 = 
M= a 1 rh wis tan bor x). (3.3—11) 


Jow M -1 sm io J1 +-(w/7) : 
og Mn) og r + log C/T 


1 5 CL 
《Im 二 (1 


于 是 有 


一 logW ， 一 "bog 0 


O(n) = e+). 


天 此， 就 像 图 3.3-9 所 表示 的 那样 伯 德 图 的 图 线 对 于 # = 1 《也 就 是 log 4 一 0) 有 着 对 
称 性 ，8 的 极 大 值 gu. 是 在 “一 1 点 ,并且 等 于 
Lr ~ ,| (3.3-12) 


F 


Dan tan™! 


些 ， 这 个 电路 在 一 个 频带 《频率 范围 2) 上 给 出 相当 大 的 相 角 超前 。 对 于 非常 大 的 w 秆 ， 
一 1; 对 于 非常 小 的 2 值 ， 一 "， 在 零点 附近 典 线 的 斜率 接近 20 分 风 / 旬 频 程 ， 而 


20 jog 5 
加 
<、 
Mj 


log # 0 log ¥ 
oe re 二 Ti I a 
PO) 十 各” Vr tr 
图 3.3-9 
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在 x 很 小 和 很 大 时 斜率 为 零 ， ee 
(5) 频带 的 相 角 迟 后 电路 :图 3.3-10 所 表示 的 电阻 电容 电路 的 传递 函数 是 


图 3.3-10 


VAS). 1 二 + RICs 
Vi(s) Ed (Ri 十 及 )Cz 


所 以 ,这 个 系统 的 放大 系数 是 1， 如 果 我 们 引进 这 样 定义 的 两 个 参数 和 7: 


. 太 | 
WwW = 7 = 


Ri -ns 


《3.3-13 ) 


那么 ;传递 函数 就 可 以 疏 写 成 
Nm lt+G/m) 
Fs) 1 + G/ro) : ( ' 
把 这 个 方程 和 相 角 超前 电路 的 方程 (3.3-87 加 以 比较 ， 我 们 就 可 以 看 到 这 两 个 电路 的 
传递 图 数 ( 除 了 一 个 种 数 的 因数 之 外 ) 是 互 为 合 数 的 其 实 ， 目 前 这 个 电路 的 频率 特性 也 


可 以 写成 : 
F(liw) lt 人 ie/ i 1l+iVru. 
1 十 区 strio》 1 十 ; Vr yy 
其 中 * 是 无 量 顷 频 素 : 
i (3.3-15) 
因此 


对 一 a r re 8 or tan™! (7 r 4) - 一 -tan” > (3.3-15) 
晶 3.5- 扯 就 是 这 个 系统 的 伯 德 图 、 从 图 中 我 们 可 以 潘 出, 在 : 庆 » 1 附近 的 一 个 频率 上 有 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 www. fi neprint, com. cn 


3.4 二 阶 了 系统 75 


着 显著 的 相 骨 落后 。 极 大 的 相 角 落后 发 生 在 x 一 1 点 ,也 就 是 频率 w 一 W rw 的 时 候 ， 
它 的 大 小 也 还 是 方程 (3.3-12) 所 给 的 8w。:， 曲 线 在 零点 附近 斜率 为 一 20 分 贝 /名 频 程 ， 
， 在 * 很 大 或 很 小 时 斜率 为 零 ， 
C6) 简化 的 飞机 的 横 滚 运动 ， 假 设 飞机 对 于 纵 轴 的 转动 惯量 是 1， 四 是 滚动 角 ， 工 ， 
| 是 关于 六 动 的 空气 动力 阻尼 系数 , 8 是 副 去 的 倾斜 度 ，6 是 由 于 副 轩 偏 转 而 引起 的 力 侦 
矩 ， 滚 动 角 由 的 微分 方程 就 是 
2 ad 
二 下 区 尝 ~ 15， 
设 p 二 zh/at 是 滚动 速度 ;以 上 的 微分 方程 就 变 成 
了 全 + Loep =— K8, 


如 果 1 = 0 时 的 滚动 速度 是 0, 那么 , 拉 氏 变换 后 的 方程 就 是 
(Is + LPls) = KACS), 
因此 ,传递 函数 F(s) 就 是 
Pls 1 
一 元 和 Pye + C/E (0 
正如 方程 (3.3-17) 所 示 ， 这 个 茶 统 的 运动 状态 和 具有 阻尼 器 的 县 萌 弹 千 以 及 简单 的 

相 角 落后 电路 的 运动 状态 是 相似 的 ， 在 这 里 ， 时 间 和 常数 r 是 T/L,、 如 果 阻 尼 系 数 上 ， 
非常 小 ,时 间 和 常数 4 就 接近 于 co， 系统 的 运动 状态 就 和 简单 的 积分 元 件 的 情况 一 样 了 . 


34 二 阶 系 统 


: 我 们 再 回 到 具有 阻尼 器 的 悬 熙 弹 抠 的 情形 (图 3.1-1). 不 过 ,现在 我 们 在 阻尼 器 这 一 
端 加 上 一 个 质量 wm。 这 个 质量 引起 一 个 惯性 力 md’y/adz。 因 而 运动 方程 就 变 为 z 


十 c 于 十 好 一 和 


i . dr 
假定 初始 条 件 是 
7(0) 一 jn 
dy yl 时 
( A ) ?让 ， (3.4—]) 
引进 下 列 两 个 参数 以 后 ,就 可 以 把 微分 方程 改写 为 更 方便 的 形式 ，; 
wo -= 志 ， 
二 cfm (3.4-2) 
-D0 


wo 就 是 当 钥 尼 器 不 存在 时 的 质量 弹簧 系统 的 自然 频率 .“ 就 是 实际 的 阻 居 和 临界 阻尼 的 
比值 . 这 一 无 量 网 的 参数 的 物理 意义 在 以 下 的 讨论 中 可 以 说 明 得 更 加 清楚 ， 这 样 一 来 ， 
运动 方程 就 变 成 


2 十 和 tm 二 Wby m wor. (3.4—3) 
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方程 (3.4-3) 连 同 它 的 初始 条 件 (3.4-1) 用 拉 氏 变换 的 方式 就 可 以 表示 为 下 列 的 方程 : 
(s+ 25005 + WFCS) = woEXC) + 的 + Cs + 25600) yo. 


南 于 初始 条 件 而 产生 的 输出 就 是 
yo Cy 26000y0) 
V5) 十 25wos 十 0 " Se 
而 传递 熙 数 就 是 
人 (3.4-5) 


XCs) 机 oo a pA Ea 
之 1 时 ,和 和 9” 就 是 


人 
xz 1, (3.4-—6) 
Vl, 
当 阻 尼 器 的 阻尼 系数 < 比 临界 阻尼 2W mt 小 的 时 候 《 的 数值 就 会 比 1 小， 在 那 种 铺 况 
下 ,极点 5 与 是 复 共 狐 的 ,它们 的 实数 部 分 和 契 数 部 分 分 别 是 和 >»: 
$1/ Do Ee” 一 志 二 i 1 a C1 十 Acoo ‘™, Cr < E's {3.4-7) 
sm iV 1 i)/w = en, : 
因为 /ws 和 s/w 的 绝对 值 都 是 1, 所 以 可 以 写成 e+'* 的 形式 .如 果 阻尼 系数 。 是 正 
: 的 ， 就 是 一 个 负数 
由 方程 (3.4-4) 很 容易 就 可 以 确定 由 于 初始 条 件 而 产生 的 输 婴 yc 以 )，。 对 于 如 过 1 的 
情形 ,传递 孙 数 的 极点 是 由 方程 (3.4-7) 所 确定 的 ,我 们 斌 有 
y.(#) = 如 eitsin ar 十 yocli cos yr 十 一 ac sin 3 《3.4-8 ) 
既然 1 是 一 个 负数 ,输出 y Wm 就 是 衰减 的 ,不 过 它 是 一 个 衰减 的 正弦 式 的 涵 数 , 也 就 是 
说 它 是 一 个 衰减 的 振荡 ， 但 是 ,对 于 中 > 1 的 情形 来 说 ,输出 ytz) 就 是 一 个 单纯 的 衰 
减 ,因此 ,如 果 阻 尼 系 数 。 大 于 临界 阻尼 2V mk 的 话 ,输出 y.(#) 就 没有 振荡 ,这 就 是 临 
界 阻尼 的 物理 意义 ， 
现在 , 我 们 假定 输入 *(:) 是 图 3.1-3 所 表示 的 单位 阶 路 水 数 1()， 这 时 XG) = 
1/;， 对 于 如 之 1 的 情形 ， 
-oo 
win s[{(r 一 432 十 3] 
因此 ,由 于 输入 而 产生 的 输出 yz) 就 是 
yi(t) =1C— | cr 十 ( = )sin si| er (3.4-9) 
对 于 如 > 1 的 情形 ,输出 yy(x) 就 不 是 振荡 的 ,并 且 由 下 式 表 示 : 
y(t} 一 1 一 2 I s 
pl ems V5—1 ee 
其 中 的 s 和 5 是 由 方程 (3.4-6) 所 给 定 的 。 在 图 3.4-1 中 , 对 于 若干 不 同 的 阻尼 比值 ， 


(3.4-10) 
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画 出 了 输出 y(tr) 的 运动 状态 。 可 以 
看 出 来 ,如 果 希 望 输出 yy(z) 最 快 地 
接近 于 稳 态 值 ,“ 的 值 就 不 应 该 太 大 ， 
可 是 ， 从 另外 一 方面 来 说 ， 如 果 “ 太 
小 ,就 会 发 生 持 续 较 久 的 振荡 ,而 且 超 
过 稳 态 值 的 超 调 是 也 会 变 得 相当 大 . 

因此 ， 在 实际 工程 问题 中 就 要 有 一 个 
折衷 的 办 法 ,在 普通 的 工程 实 路 里 ,总 


是 把 $ 的 值 取 在 0.4 和 1 之 间 ， 
如 果 输 入 是 一 个 正 较 式 的 振荡 ， ，， 
和 方程 (3.1-11) 所 表示 的 一 样 , 振幅 。 ““ 2 4 0 
是 x。， 角 频率 是 w， 那 么 ， 图 3,4-1 
3 二 PE 了 — i 人 十 2 十 二 


因此 ,在 生生 1 的 情形 里 ,输出 加 (9) 
就 是 
yt) == rE (ie) eim 
本 (03 ettiv)t 
2iy A 二 ?vy— 0m) 


2 
Tm Wo ell—iv)s 
pe 3 


We 


2i»y 一 了 人 一切 ) 

(3.4-11) 

这 里 的 4 和 » 是 由 方程 《3.4-7) 所 给 

定 的 。 既 然 对 于 正 的 阻尼 , % 是 负数 ， 

所 以 , 稳 态 的 输出 也 还 是 方程 (3.4-11) 

的 第 一 项 。 这 个 事实 和 我 们 的 普遍 性 

的 结果 一 一 方程 (2.3-7) 是 相符 合 的 ， 

| 根据 方程 (3.4-5), 这 个 二 阶 系统 
的 频率 特性 就 是 
下 (io) = Me 


2010g M 


BEE 
[1 一 Co/ 六 ] 十 2 这 Co 
因此 3 


M Ws {SS{ 
VT Cf yt 2/eo)] 
2tC0f en) 
1 一 (w/o0) : 
这 个 系统 的 伯 德 图 就 是 图 34-2，M 
的 极 大 值 发生 在 w/w 二 1 附近 ,这 时 


(3.4-12) 


tand = 一 
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Me 二 ， 而 gg 当 mwoo 肝 8- 一， 而 和 =1Co/a) 也 可 以 说 
log M 之 一 2 log (w/w), 用 声学 工程 师 的 术 话 来 说 也 就 是 :对 于 高 频率 ,斜率 为 一 40d45/ 十 
倍 频 程 ， 

图 3.4-3 就 是 这 个 二 阶 系统 的 力 氏 图 ， 


图 3.4-3 


其 他 的 物理 系统 往往 也 可 以 近似 地 看 作 是 二 阶 系统 ， 流 压 伺 服 马达 就 是 一 个 例子 ， 
第 3.3 节 里 讨论 过 的 珊 转 测速 计 的 更 近 侯 于 实际 运动 状态 的 传递 函数 就 是 


_ Ks 
A 
应 该 把 这 个 更 精 兢 的 传递 函数 和 那个 在 图 3.3-4 中 所 表示 的 传递 函数 比较 一 下 ， 加 速度 


计 的 传递 函数 就 是 


FO) 一 一 一 一 二 一 一。 

Gyoo 关 十 27oo 十 了 
如 果 把 一 个 电动 机 当 作 一 个 积分 元 件 看 待 的 话 ( 这 也 就 是 说 , 把 电压 ”看 作 输 入 , 把 电动 
机 转子 的 转角 $ 君 作 输 出 量 , 而 不 是 把 转子 的 速度 dp/dt 看 作 输 出 ), 更 精确 的 传递 通 数 
就 是 
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”大 . 

sCTs 十 1) 

也 应 该 把 这 个 传递 阔 数 和 以 前 在 图 3.3~1 中 所 表示 的 那个 粗略 的 近似 的 传递 函数 比较 一 
下 。 凡 上 这 些 传 递 永 数 的 分 母 都 是 一 个 二 次 多 项 式 。 这 个 多 项 式 的 各 个 常数 系数 的 章 义 
和 前 面 讨 论 过 的 例子 里 的 系数 的 意义 是 类 似 的 . 


F(s) 一 


35 ”确定 频率 特性 的 方法 


在 以 前 各 节 的 讨论 里 ， 我 们 所 考虑 的 问题 的 性 质 都 是 这 样 的 ， 假 定 已 经 知道 一 个 系 
统 的 详细 的 构造 ,根据 这 些 知识 和 基本 的 物理 定律 算出 系统 的 传递 函数 F(s) 和 频率 特性 
F (io)。 不 难看 出 ,这 种 确定 频率 特性 的 方法 是 一 种 理论 的 方法 , 它 的 结果 的 精确 度 完全 
依赖 于 我 们 对 于 系统 的 了 解 的 精确 程度 ， 可 是 ,在 工程 实践 中 ,我 们 往往 对 于 系统 的 详细 
构造 知道 得 很 不 充分 ; 也 有 时候 , 虽然 对 系统 的 详细 构造 知道 得 很 清楚 ,但 是 系统 过 于 复 
杂 : 以 至 于 使 频率 特性 的 理论 计算 作 超 来 也 过 分 策 重 . 在 这 样 一 些 情况 中 , 我 们 常常 用 实 
验方 法 来 确定 系统 的 频率 特性 ， 我 们 最 容易 想到 的 方法 就 是 和 用 方程 (2.3-7) 所 表示 的 
这 样 一 个 事实 : 在 频率 是 的 正弦 式 的 输 人 下 ， 稳 态 输出 和 输入 的 比值 就 是 频率 特性 
Fl(iw)， 输 出 的 振幅 和 输入 的 振 粮 的 比值 就 是 M。 输 出 和 输入 的 相 角 差 就 是 8， 因 此 ,如 
果 用 实验 方法 来 确定 频率 特 泪 就 必须 在 所 需 用 的 频率 范围 之 内 ， 对 于 若干 特殊 的 频率 值 
4 测量 振 轮 比值 和 相 骨 差 。 事 实 上 , 确实 也 曾经 把 这 个 方法 用 到 某 些 系统 上 去 过 , 例如 ， 
比较 简单 的 袖 泵 系统 “和 相当 复 洒 的 整个 飞机 的 纵向 运动 的 系统 外 。 这 个 方法 的 缺点 是 ; 
对 于 一 个 比较 宽 的 频率 范围 就 芝 常 需要 对 很 多 不 同 的 频率 吧 的 值 作 很 多 的 测量 ， 并 且 有 
时 修 也 很 难 测量 输出 和 输入 的 相 角 差 。 

另外 一 个 更 有 效 的 方法 就 是 ， 同 时 激发 起 所 有 的 频率 ， 而 不 是 对 各 个 频率 进行 个 草 
的 激发 ， 为 了 达到 这 个 旦 的， 最 好 的 办 法 就 是 用 一 个 单位 冲 景 作 输 入 。 这 了 时， 根据 方 程 
《2.3-9), 对 于 稳定 系统 来 说 ， 

1 


tw 加 
hls) = 加 | Fw ei dw 一 ey | [ReF (ts0) cosomt — ImF {sm)sinotladw, (3.5-1) 
人 ee 


其 中 Re 和 Im 分 别 表示 实数 部 分 和 盛 数 部 分 的 符号 , 这 个 方程 的 第 二 个 等 式 之 能 成 立 
是 由 于 有 关系 式 (3.2-2) 的 缘故 ， 方 程 (3.5-12 囊 明 , 输 入 的 单位 冲 量 均 等 地 激 起 了 所 有 的 
频率 《这 也 就 是 说 ,各 仿 频 率 的 振 枉 都 是 同一 数量 级 的 )， 当 系统 对 单位 冲 量 的 反应 如 (人 
已 经 知道 的 时 候 ( 我 们 只 要 作 一 次 实验 就 可 以 测 出 #*()), 我 们 就 可 以 用 下 列 公式 计算 频 
率 特性 ; 


FCiw) = 上 (8) eieigde. (3.5_2) 


对 于 任何 一 个 天 定 的 。 值 ,我们 都 可 以 用 数值 积分 的 方法 算出 这 个 积分 ， 

然而 ,实际 上 :一 个 理想 的 冲 量 是 很 难 真正 作出 来 的 。 比 较 实 际 可 行 的 输 人 是 矩形 的 
脉冲 和 三 角形 的 脉冲 ， 就 像 图 3.5-~1 所 表示 的 那样 。 这 样 一 些 脉 冲 当 然 不 能 均等 地 激 起 
所 有 的 频率 、 但 是 ,如 果 我 们 把 脉冲 的 长 度 * 取得 根 当 小 的 话 , 也 就 可 以 认为 , 已 经 由 当 
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理想 地 达到 了 均匀 地 激 起 所 有 频率 的 目的 ， 西 门 斯 (Seamans) 和 他 的 同事 们 就 曾经 用 这 种 
冲 量 滞 发 的 方法 去 确定 一 架 飞 机 的 频率 特性 中 。 他 们 还 提出 一 种 根据 测量 到 的 输出 y (2) 
计算 F(iw) 的 近似 方法 。 死 尔 二 曼 《Curfman》 和 格 第 内 尔 (Gardiner) 把 这 种 处 理 实 
SE NE 


所 人 x 


图 3.5-1 


3.6 ”由 多 个 环节 组 成 的 系统 


在 第 3.1 节 、3.3 节 和 3.4 节 所 讨论 过 的 那些 系统 实际 上 只 不 过 是 某 些 更 复杂 的 系统 
的 个 别 环节 而 已 。 实 际 工程 中 ,稳定 装置 和 控制 装置 所 需要 的 趣 常 常 是 这 种 复杂 的 系统 . 
以 飞机 的 权 滚 运动 为 例 ， 通 党 是 用 电 疲 作 控 制 副 辟 转动 的 信号 ， 这 个 电流 信号 就 是 一 个 
包含 放大 器 和 计算 装置 的 输入 ,在 这 个 组 合 里 当然 会 包含 有 某 种 电路 ,也 还 可 能 包含 一 些 
晶体管 .这 个 由 放大 器 和 计算 装置 所 组 成 的 组 合 的 运动 状态 是 由 它 的 传递 函数 ,Cs) 所 
确定 的 ， 再 把 这 个 组 合 的 输出 取 作 转动 副 愤 的 液压 何 取 马 达 的 输 人 .液压 何 服 马达 的 运 
动 状态 是 由 传递 函数 Rxzr) 所 描述 的 ， 最 后 ,把 伺服 马达 的 输出 ,也 就 是 副 叶 的 转动 , 取 
和 作 那 个 代表 飞机 的 横 深 动力 特性 的 系统 的 输入 ; 假设 飞机 的 动力 特性 用 传递 函数 F,(s) 
来 表示 ; 那么 , 模 深 动力 特性 系统 的 输出 就 是 飞机 的 横 深 运动 了 。 这 里 ,从 深 动 的 控制 信 
号 到 滚动 运动 ,在 系统 的 各 个 组 合 之 间 有 着 一 系列 的 联系 ， 如果 用 x (5 表示 控制 深 动 的 
信号 ,用 $8 (ts) 宕 示 “ 机 的 横 深 角 的 话 , 那 双 ,相当 的 拉 氏 变换 的 关系 就 是 

Ds) = FAFASIF ARGC). 

因此 ,整个 的 横 滚 控制 系统 的 传递 函数 就 是 乘积 FC9FC)F 必 :)， 从 这 个 例子 也 还 能 很 
清楚 地 看 到 这 样 一 个 事实 : 一 般 说 来 ,传递 函数 是 有 量 纲 的 ,因为 它 是 两 个 不 同 量 纲 的 物 
弄 量 的 比值 ， 在 现在 的 这 个 例子 里 ,作为 输入 的 深 动 信号 是 一 个 电流 ,可 是 作为 输出 的 横 
滚 角 却 是 一 个 角度 ,电流 的 量 岗 和 角度 的 量 纲 当然 是 不 同 的 . 

一 般 说 来 ,如 果 一 个 系统 是 由 * 个 个 别 的 组 合 串联 组 成 的 (图 3.5-17》， 并 且 假 设 这 些 
组 合 的 传递 函数 分 别 是 FJ， PEX2J， 、F,(s)，……*， Fs)， 而 放大 系数 分 别 是 K,，、 


X(s) 3 . _ YU) 


四 3.5-1 
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K:。…… 大 ,，-，…， 天 。， 那 么 ,整个 系统 的 传递 函数 .FE《s) 就 是 
F(s) = FAOOFS) eFC) Fs). 【《3.6- 月 
整个 系统 的 放大 系数 天 就 是 
K w= 天 (天 (3.6~2) 
从 方程 (3.6-1) 很 明显 地 看 出 , 在 一 个 系统 里 传递 永 数 Ps*) 的 零点 和 极点 也 就 是 各 个 个 
别 部 御 的 零点 和 极点 的 全 体 〈 当 然 也 可 能 有 某 一 个 组 合 的 零点 和 另外 一 个 组 合 的 极点 互 
根 抵 消 的 情形 )、 本 此 ,如 果 再 用 方程 (3.6-2) 算 出 整个 系统 的 放大 系数 天 ,传递 晃 数 下 (9 
就 完全 被 确定 了 . 
系统 的 频率 特性 是 FCiw) 二 Mc”，。 如 果 第 r 个 部 件 的 频率 特性 是 M,e 的 话 ， 那 
么 ,根据 方程 (3.6~1) 就 有 
Me = (Me )CM ye te) CM,e'r): :CM ,eon) 
x= 《Mi “1 到 Ma)e to ttt 
所 以 
log M = log Mi++ log M;++ :+ log M,+t :+ log M,, 
8 一 DT 十 D 十 十 口 十 … :十 口 ， (3.6-3) 
出 方程 (3.6-3) 就 可 以 理解 在 信德 图 中 为 什么 要 采用 对 数 尺度 的 理由 , 采用 了 对 数 尺 魔 以 
后 ,就 可 以 使 寻求 系统 特性 的 工作 大 大 地 简化 ,因为 只 要 把 各 个 组 成 部 件 的 伯 德 图 线 的 举 
标 简 单 地 全 加 起 来 就 行 了 ， 


3.7 ”反馈 控制 系统 的 概念 及 其 传递 函数 


在 这 一 节 里 ， 我 们 要 介绍 控制 技术 中 的 一 个 重要 概念 : 反馈 的 概念 , 我 们 将 要 慌 二 
于 最 简单 的 系统 一 一 常 系数 线性 系统 的 讨论 来 引进 这 个 概念 。 同时 ,我 们 还 要 说 明 , 为 什 
么 采用 反馈 方法 就 能 够 使 系统 大 大 地 增加 控制 的 准确 流 ， 并且 显著 地 提高 对 于 控制 信号 
的 反应 速度 . 

让 我 们 以 控制 涡轮 发 电机 的 转速 问题 为 例 来 说 明 这 一 概念 的 重要 性 ， 在 这 里 ， 最 重 
要 的 要 求 就 是 使 转速 非常 接近 于 额定 的 国定 数值 ， 而 不 要 发 生 较 大 的 偏差 。 对 于 这 个 问 
题 来 说 ,最 初等 的 处 理 方 式 就 是 所 谓 开 路 控制 的 方法 采用 这 种 控制 方法 的 时 想 , 我 们 就 
必须 随时 设法 使 汽 涡 轮机 所 产生 的 转 矩 、 发 电机 本 身 所 需 费 的 转 矩 和 负载 转 矩 处 于 瑟 稀 
状态 ,具体 地 说 ,我 们 可 以 这 样 作 : 随时 用 仪表 测量 负载 的 数 信 ， 并 且 随 时 根据 测量 的 结 
果 调节 汽 涡 轮机 的 阀门 . 但 是 ,可 以 想 娩 到 , 这 种 平衡 的 方法 不 可 能 是 完全 精确 的 , 总 会 
存在 一 个 偏差 转 年 x (*} ， 这 个 偏差 转 矩 的 存在 就 要 使 发 电机 的 转动 产生 加 速度 。 如 果 
我 们 用 yC(》 表示 实际 转速 和 额定 转速 之 间 的 偏差 用 了 表示 发 电机 的 转动 部 分 的 转动 
独 量 ,用 。 表示 摩擦 损失 的 阻尼 系数 ， 那么 ,微分 方程 


大 : F.C) 人 
i FE tt CY 十 xr{:) EE (3.7-1) 叶 


图 3.7-1 就 是 这 个 开路 控制 系统 的 方块 图 ， 我 们 3.7-1 
看 到 ,这 个 系统 与 本 章 研究 过 的 一 阶 系 统 是 相似 的 。 这 个 系统 的 时 间 常 数 是 Hfc, 妨 差 转 
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速 的 稳 态 值 和 偏差 转 矩 的 比值 是 Me. 因为 注 轮 发 电机 的 转 于 的 重量 很 大 ,所 以 I 了 是 一 个 
很 大 的 数值 ;但 是 ,因为 摩擦 损失 相当 小 , 所 以 。 也 就 是 一 个 很 小 的 数值 ; 由 此 可 见 , 时 间 
常数 I/e 就 是 一 个 非常 大 的 数值 ,这 也 就 意味 着 ,任意 一 个 转速 的 偏差 都 要 保持 很 久 的 时 
闻 , 而 且 很 难 使 它 迅速 地 消失 掉 。 不 仅 如 此 ,由 于 系统 的 放大 系数 1/¢ 很 大 ,所 以 ,如 果 希 
望 偏差 转速 丰 沼 小 ,就 必须 要 求 偏差 转 矩 极端 地 人 微小。 不 言 而 喻 ,这 样 一 个 且 的 在 于 维持 
发 电 桃 转速 不 变 的 开路 控制 系统 ,在 实际 工程 中 是 十 分 无 用 的 ， 
现在 ,我 们 再 来 看 一 看 , 把 开路 系统 改 为 具有 反馈 作用 的 所 谓 闭 路 控制 系统 以 后 , 系 
统 的 运转 狂 能 发 生 择 样 的 变化 .进行 闭路 控制 的 时 候 ， 我 们 使 对 系统 起 控制 作用 的 力矩 
与 被 玉 制 的 变数 发 生 关 系 . 这 也 就 是 说 ， 蒸 汽 六 门 的 调节 不 仅 要 依据 负载 的 情况 ， 而 且 
也 还 要 和 偏差 速度 y 有 关系 .假定 控制 转 什 的 第 二 个 组 成 部 分 与 ”成 比例 ， 比 例 营 数 是 
一 K(X > 0)， 当 转速 过 高 ,也 就 是 ?>0 的 时 候 , 就 把 竟 门 关闭 起 来 , 同时 , 使 发 电机 加 
速 的 转 矩 减少 xy， 如 果 转 速 过 低 , 也 就 是 y 二 0 的 时 候 , 使 发 电机 加 速 的 力 候 就 会 增 


加-Ry，。 因 此 ,现在 3 的 微分 方程 就 变 为 
dy 


se ey Ry 

也 就 是 

7 一 一 下 (c+ Ry 一 YX《t)。 (3.7-2) 
0 c 换 成 了 和 数 < 十 六 现在 ,时 间 常 数 就 变 
为 I/(e + 录 ， 而 偏差 转速 的 稳 态 值 与 不 变 的 仿 差 转 矩 的 比值 就 变 成 /ke 十 闻 。 因 此 ， 
与 开路 控制 系统 相 比 较 , 只 要 我 们 使 入 比 。 大 得 很 多 的 话 , 就 可 以 使 时 间 常 数 和 偏差 转速 
大 大 地 减 小 ， 多 为 ¢ 很 小 ,所 以 ,实际 上 使 E> 也 是 很 容易 的 . 从 这 个 例子 可 以 看 到 ， 
其 余 的 条 件 都 不 必 加 以 改变 ， 只 要 把 开路 控制 系统 加 上 一 个 反馈 线路 使 它 变 为 闭路 控制 
系统 的 话 , 系 统 的 反应 速度 和 控制 的 糖 确 度 就 可 以 提高 很 多 ， 因而 也 就 可 以 大 大 地 改进 控 
制 系 绕 的 性 能 ， 

图 3.7-2 就 是 上 述 闭路 控制 系统 的 方块 图 ， 图 中 代表 汽 轮 发 电机 的 原 有 的 传递 函数 
FiG7》 和 图 3.7-1 里 的 F.Cs) 还 是 相同 的 . 
在 图 3.7~2 里 ， 我 们 还 引进 了 控制 工程 中 
的 一 个 规定 :在 表示 混合 亿 ( 也 有 时 称 为 比 
较 元 件 ) 的 符号 “ 久 ” 旁 边 必 须 用 加 号 或 者 
碱 号 注 明 汤 合 器 对 于 相当 的 输入 信号 的 作 
用 。 例 如 图 3.7~2 中 的 兴 合 器 的 输入 信号 
是 XG) 和 #4YG), 概 据 图 上 标明 的 作用 符 
号 ,混合 器 的 输出 信号 就 是 XC 人 一 RY(s)， 

3 如 果 在 两 条 线路 的 接合 点 上 只 4 夯 了 一 个 区 
点 ,就 于 示 对 那里 的 信号 只 有 “测量 "作用 ， 并 没有 相 加 或 相 减 的 作用 (在 这 一 点 上 表示 控 
制 系统 的 构造 的 方块 图 和 普通 的 电路 图 是 不 相同 的 )， 因 此 , 图 3.7-2 表 永 偏差 转速 ?在 
系统 的 输出 部 分 上 被 测量 了 , 而 且 用 测量 的 结果 产生 出 控制 转 答 : Ry， 从 图 3.7~2 可 以 看 
岂 , 闭 路 控制 系统 中 包含 了 一 个 反馈 线路 [F;《s) 所 在 的 线路 ]。 因 此 ,把 整个 控制 系统 称 
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为 反馈 深 制 系统 是 很 恰 尖 的 
最 然 在 上 面 所 分 析 的 这 个 简单 的 例子 里 ,我 们 是 用 把 方程 (3 721) 和 (3.7~ 2 加 以 比较 
的 方法 来 说 明 反馈 控制 系统 的 优点 ， 可是， 对 于 更 复杂 的 系统 ,只 用 到 传递 函数 的 概念 的 
分 析 方 法 也 是 很 方便 的 ,在 下 面 ,我 们 就 来 说 明 这 种 分 析 方 法 ， 
我 们 来 考虑 一 个 .一般 的 反馈 控制 系统 , 这 个 系 绕 的 构造 和 图 3,7-2 所 表示 的 系统 相 
网 ,; 但 是 FG) 和 下 ,st) .这 两 个 传递 表 数 是 任意 的 ，F1》 称 为 前 向 线路 的 待 递 国 数 ， 
Fr》 称 为 反馈 线路 的 传递 函数 ， 在 一 般 的 情况 下 ,输出 YC:》 与 输入 六 (s》 之 间 的 关系 
TY 一 下 KDJTXCG ~ FADYCD]. 
如 果 我 们 把 YCr 从 这 个 方程 解 出 来 * 现 得 
Y( -FI 
XCs) 1 + FYF,Cs) 
这 里 ,.F,(s) 就 是 系统 的 传递 函数 ,也 就 是 整个 系统 的 输出 与 输入 的 比值 . 
为 了 以 后 讨论 的 方便 ,把 F,(s) 和 下 A?) 的 放大 系数 2 和 五; 也 明显 地 表示 出 来 ， 
我 们 拒 Fs) 和 中 区 3) 写成 


-=F,(s), (3.7-3) 


F(A) = KGKs), ~  ， 本 

9 Cs - (3.7-4) 
因为 放大 系数 的 最 网 和 传递 函数 PCs》 的 量 纲 相同 ;所 二 这 里 的 GG;) 显然 是 无 量 纲 
的 函数 ， 因 为 GCs) 的 零点 和 极点 也 就 是 FCs) 的 零点 和 极点 ;所 以 ,所 有 关于 F(s) 的 
“构造 ”的 知识 都 包含 在 GCs》 里 面 了 。 出 于 这 样 的 作法 在 以 后 的 讨论 中 我 们 常常 把 传 
递 函 数 对 系统 所 起 的 作用 看 作 是 两 个 分 别 的 作用 的 结果 :一 个 是 放大 系数 天 的 大 小 所 起 
的 作用 ,另外 一 个 是 特点 和 极点 的 位 置 所 起 的 作用 ,也 就 是 GG) 所 起 的 作用 .把 作用 进行 
这 种 划分 的 理由 ， 还 因为 有 以 下 的 事实 ; 如 果 在 一 个 系统 F(s) 中 包含 有 由 放大 器 和 计 
算 器 组 成 的 计算 部 件 ,那么 ，G(s》 只 与 计算 器 有 关 , 面 与 放大 器 无 关 ;系统 的 放大 系数 可 
认为 只 决定 于 放大 器 。 此 下， 在 系统 的 设计 血 ， 这 现 种 不 同 的 控制 作用 常常 是 互 不 相关 
的 ， 因 此 ，6(s) 和 天 可 以 分 别 地 加 以 改变 ,同时 也 可 以 给 以 分 虽 的 考 记 ， 

利用 方程 (3.7-4),(3.7-3) 就 可 以 写成 


Ri _ KG 由 _ 
Xfs) 下 KG(YKGAS) [LARGKCOD] 于 天 CC 5 
假定 由 方程 (3.1-10) 所 定义 的 偏差 信号 eG:) 的 拉 氏 变换 是 EC:)， 则 


a A 


NE | 
YCs) YCs) 天 dy ! KGG) : | KG(s)], (3.7 6) 


生来 说 ,反馈 线 路 的 传递 罗 教 Fs) 就 是 1， 这 XN) 十 司 YCsY 
也 就 是 说 ,在 进行 反馈 控制 乔 用 的 时 接 ; 稚 仅 对 — | -wo 
输出 作 了 测量 ， 并 且 直 按 把 测量 的 结果 用 作 反 站 
局 信 号 ， 并 没有 把 测量 结果 加 以 任 何 的 改变 ， 
在 这 种 简单 的 情况 下 ,方程 (3.7-5) 和 (C3. 1 
简化 为 图 3.7-3 
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A 大 CU _— 1 : (3 97-7 
XCs) Fs) 1+KGC) [lil/KGG)I TT1 . Sg 
和 
YO KGOY: 


te 反锁 线路 常常 不 是 一 个 ， 而 有 很 多 个 ， 如 图 3.7-4 所 示 ， 这 里 
共有 三 全 友情 线路 Fs), F;(s) 和 .Fels)。 因 为 YG7 是 主 受 控 量 ,所 以 Y(s) 的 反馈 线 
路 Fs) 常 称 之 为 主 及 局 而 Fd》 和 下 ss) 线路 则 常 称 为 局 部 反馈 或 内 反馈 。 至 于 
XA 人 )》, 因为 它 位 于 前 向 线路 内 ,因此 它 不 是 反馈 线路 . 

应 用 上 述 基 本 公式 ， 可 以 简捷 地 写 出 这 个 系统 的 传递 冰 数 ， 先 从 最 后 一 部 分 Fs) 
和 FXs)》 着 于 ,由 于 FxXs) 是 FX(s) 的 反馈 , 故 根据 《3.7~3) 式 它 们 的 等 价 传 递 范 数 
是 


HC) = Fi (3.7-9) 


1 证 FAFA - 
用 有 fs) 代替 Fa) 和 Po) 后 各, 显然 ,图 3.7--4 可 变换 成 图 3.7- 5. 此 时 F.Cs) 和 Fs) 
Xs) 十 + , Y(s) 


的 等 价 传递 函数 是 


FPC 至 
H(s) 一 下 PAOFCD z (3.7-10) 


关联 二 于 相 加 ， 和 图 3.7-5 又 可 变换 为 图 和. 7-6， 于 是 ， 图 3.7-4 的 
MX YQ) 
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系统 传递 图 数 就 可 与 成 
. HH sy = : 和 
一 1 十 HCOOHAYF SC) 十 ee (57 。 Wy 
将 式 (3. 7-9) 和 {3.7~10) 代 入 式 《3.7-11) 并 化 篇 后， 得 到 系 绕 传 北 汪 烤 的 最 后 形式 : 


i FF GE (Cs) J 1 
FO TE ECOFA TFA) + FOOPICOP CY. C39-11) 
+t FOSOF OYF As FCs) 十 FI(OF 2COF (OF ,C5) 


这 个 传递 函数 是 比较 复杂 的 ， 但 由 反馈 变换 规律 得 之 并 不 难 。 


3.8 交流 系统 


以 及 各 池 的 讨论 中 倒 定 输入 和 给 出 重 孝 是 真实 地 代表 所 研究 请 量 的 物理 实质 ， , 
做 为 信息 互相 传递 的 时 候 未 加 以 任何 变换 ， 而 以 其 自然 的 时 间 函 数 形 式 去 相互 作用 ， 
在 实际 问题 中 ， 常 将 输入 重 或 输出 县 转变 为 其 它 形 式 的 信号 以 利于 信 es 
”实现 ， 最 常见 的 信号 变换 方式 是 所 谓 载波 调制 , 即将 真实 缓 变 信号 x(:) 变 为 高 频 正 纺 
波 信 号 的 包 络 线 , 随 高 频 信号 的 传递 , 真实 入 号 xQ): 也 就 随 之 被 送 走 。 这 种 方法 广泛 用 
在 光线 电 朋 控 或 遥测 系统 中 。 载波 调制 的 办 法 很 多 ,可 以 是 调频 ， 调 相等 等 上 桓 所 指 的 
仅 为 其 中 的 一 种 , 即 幅 度 调制 
在 工业 中 ,也 有 一 些 控制 系统 采用 了 交流 信 号 的 传输 方法 ,而 且 有 的 执行 机 构 能 够 直 
接 使 用 这 些 被 请 制 了 的 高 闫 信号 ,而 无 需 预 先 将 高 频 信号 内 所 包含 的 原来 信号 检 出 ( 反 调 
制 )， 例 如 交流 电机 (二 相 伺 服 马 达 ) 就 是 这 类 执行 机 构 的 一 种 ， 下 区 我 们 将 以 交流 系统 
为 例 来 讨论 载 玻 信 号 作为 输入 和 输出 的 系统 的 处 理 方法 
现在 我 们 来 考虑 图 3.8-1 所 画 的 伺服 系统 。 这 个 系统 的 设计 上 月 的 就 是 要 求 电动 机 的 
转角 中 艾 着 输入 信号 变化 . 系统 的 输出 角度 四 是 用 一 个 电位 计 来 测量 的 . 电位 计 上 的 电 
压 就 是 反馈 信号 ， 在 这 个 系统 内 的 电动 机 ， 放大 器 以 及 电位 计 上 的 电 访 和 电压 都 是 已 调 
幅 的 正弦 波 ,也 就 是 说 ， 它们 才 是 频 刘 不 赤 而 拯 杠 随 时 间 变 化 的 正 玉 函数 假定 它们 的 频 


折 认 的 


出 .3.8-] 
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率 是 mw。 基 本 的 交流 电流 由 振荡 器 供给 ， 这 就 是 交流 伺服 系统 的 一 个 例子 。 在 一 定 的 条 
件 下 《下 面 我 们 就 要 讨论 到 这 些 条 伞 2， 以 前 的 理论 中 有 很 大 一 部 分 也 可 以 应 用 到 这 种 系 
统 上 来. 

我 们 先 素 考虑 常 系数 线性 系统 在 已 调 居 的 正 驶 式 的 输入 信号 作用 下 的 一 般 的 稳 寒 理 
论 . 这 里 所 说 的 “ 稳 态 * 是 对 于 调幅 信号 是 单纯 的 正 纺 式 时 间 函 数 的 情况 而 言 的 .假设 未 
调幅 的 载波 是 coseuz。 在 这 里 我 们 虽然 把 载波 的 相 角 取 作 零 ， 但 是 并 不 影响 讨论 的 普遍 
性 . 茎 外 已 经 把 形 波 写成 实数 形式 为 了 方便 起 见 显然 应 该 把 调幅 信号 写成 复数 形式 
ci。 这 时 已 调幅 的 载波 就 是 


kxft) 一 上 "cos woot 2 Ey [ee 十 cr oeoi] ， (3.8-1) 
如 果 系统 的 传递 孜 数 是 区 按照 方程 (2 3- = 系统 的 稳 态 输出 [yt#) ]st 就 应 该 是 
[yG) ] 一 > 一 L [pCiw 十 ie + Fliv 一 ie]er _ ， (3. 8—2) 


对 于 实际 的 系统 ; 话 数 #0 通常 是 3 的 两 个 关系 数 多 项 式 的 二 值 ,， 所 以 ， 正如 方程 
《3.2-2) 拓 表示 的 那样 了 

ee mpi Be 2 1 a 8-_3) 
这 里 ， 用 符号 上 面 的 横 线 表 未 复 闪 久 从. 风 此 ,方程 (3. 4-7) 的 六 可 以 2 
Ge 十 Cn le™, 加 : (3.874) 


r Fi = PFC 二 和 5) 
“ 规 在 我 们 很 设 条 统 具有 以 下 的 性 庄 : I 
‘Flic 下 i 二 Flim — 05. (3.8—6) 


这 时 ,表示 式 (3.8-4) 就 可 以 写成 下 询 形 状 ; 
F*(Ci0m) ei coseot. 
这 个 结果 表明 ， 训 扩 另外 有 一 个 对 于 上 锋 率 是 上 的 输入 ,频率 特 狂 是 F*(iw) 的 系统 , 当 条 
' 件 式 (3:8-6) 被 满足 时 ,并 米 系统 对 于 已 庙 哲 的 载波 式 (3.8-1) 的 迫 幅 的 频率 特性 F*Ciw) 
， 与 那个 系 绕 的 频率 特 硅 是 完全 相同 的 。 利 用 线性 系统 的 可 登 加 性 ， 可 以 把 以 上 的 讨论 结 
果 推 广 到 更 一 般 的 输入 函 教 上 去 ， 因 为 很 多 各 输入 函数 都 可 以 用 传 里 时 级 数 或 传 里 叶 积 
分 表示 出 来 记 果 在 输 大 谓 赋 信号 4(z) 的 博 里 时 谱 的 最 重要 的 部 分 上 , 方程 (3.8-6) 至 
少 都 能 近似 地 成 立 , 疆 么 ;已 调 幅 的 输出 信号 的 振幅 对 于 输入 信号 而 言 的 频率 特性 差不多 
就 是 F*(Cio)。 反 馈 素 统 的 性 能 可 以 完全 由 括 率 特性 所 决定 ,既然 现在 频率 特性 的 近似 什 
是 FsKio)， 所 以 ,利用 频率 特性 研究 系 绕 性 能 的 方法 完 从 可 以 应 用 到 交流 系统 上 来 。 叭 
一 的 区 别 只 是 在 进行 分 析 时 把 : FCio》 用 ~ 下 #(io) 一 (iw 十 iws) 来 代替 ， 
”如 果 我 们 不 考虑 某 些 过 于 简单 的 情形 《例如 ,单纯 的 电阻 ), 那么 ,根据 方程 (3.8-3) 就 
有 / | 
FOG+iw) = Fl—iw—id) : 
这 个 关系 和 条 件 式 (3.8-6) 是 不 同 的 , 所 以 ;不 可 能 对 于 所 有 的 实 4 值 都 能 精确 地 满足 条 
件 式 (3.8-6) 或 者 ,稍微 改变 一 下 我 们 的 看 法 , 两 以 这 样 说 ,如 果 两 个 物理 系统 的 频率 特性 
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分 别 是 -FesCio) 和 FFGio)。 那 么 ， 关系 式 (3, i 不 可 能 对 于 所 有 实 扣 值 痢 严 阁 地 被 注 

足 。 但 是 ,对 于 特定 的 输入 信号 而 言 ,在 它 的 博时 时 谱 的 主要 部 分 上 * 完 企 可 能 有 ,而 确实 

也 往往 有 一 个 足够 大 的 。 的 范围 ,在 这 个 形 转 之 内 ; 条 件 式 (3. 8-5) 可 以 近似 地 被 请 是 ,在 

以 下 的 讨论 中 我 们 就 会 看 到 这 种 情况 ， , 
我 们 考虑 一 个 频率 是 w' 时 由 电感 工 与 电容 C ee Z， 


A Pa 


Ci : 

ey Ph We 1 z 

Q on 

如 果 我 们 使 工 和 CC 的 大 小 满足 下 人 列 条 件 


中 一 六， es z (3.8-7) 


那么 z 
Z 一 所 oo (i *) 


如 果品 一 ww 相当 小 ,或 者 说 他 十 mm 与 的 相当 接近 ， 则 
ZiLt@ — Wm) iio . 
这 个 关系 表明 : 当 频 率 是 w ~ wm 十 or 时 ;满足 方程 (3. 8-7) 的 电感 和 与 电 和 的 音 联 组 
合 的 阻抗 差不多 就 等 于 电感 2L 在 频率 是 w 时 的 阻抗. 
关 似 地 ， 如 果 满 足 条 件 式 (3.8-7)， 电感 与 电容 < 的 并 联 级 合 的 阴 术 也 扣 汪 下 
到 关系 ; 


i208 ~ my) iilCor | 

因此 ,在 频率 是 w' 一 口 十 mm 时 , 工 与 C 的 并 联 组 合 的 阻抗 差不多 就 等 于 电容 2C 在 频率 
是 名 时 的 阻抗 ， 

一 个 单纯 电阻 的 阻抗 当然 是 与 频率 没有 关系 的 ,所 以 它 在 频率 是 w 十 wo 时 的 阻抗 和 
它 在 频率 是 8 时 的 阻抗 是 相等 的 。 因 此， 如 果 已 经 有 了 一 个 由 电感 ， 电 容 和 电阻 组 成 的 
物理 系统 ， 这 个 系统 的 传递 函数 是 _F*(*)， 我 们 把 这 个 系统 里 的 每 一 个 电感 工 都 用 电感 
! ,一 起 与 电容 C, = 2/Lwi 的 串联 组 合 来 代 准 ; 把 系统 中 的 每 一 个 电容 C 都 用 电容 
C: 二 3C 和 电感 三 : = 27Coi 的 并 联 组 合 来 代替 ;所 有 电 咀 都 不 予 变 动 ;这 样 一 来 ,我 们 
就 得 到 一 个 新 的 系统 ,这 个 系统 的 传递 函数 就 是 F(s)， 只 要 名 值 足够 小 , 方程 (3.8-6) 的 
关系 就 可 以 近似 地 满足 。 以 上 所 讲 的 由 F*(s) 变 到 F(s) 的 作法 就 称 为 把 传递 冰 数 提 
一 个 频率 Wo, 

如 果 m。 是 振 功 器 所 供给 的 电流 的 频率 ,很 显然 ,系统 中 各 个 电流 和 各 个 电压 都 是 载 
疲 cos wot 的 已 调幅 疲 ， 因 此 ,根据 以 上 的 结果 立刻 就 得 出 下 列 的 方法 :如果 我 们 想 为 一 
个 交流 系统 设计 一 个 放大 器 ,我 们 只 要 先 为 一 个 直流 系统 设计 一 个 合适 的 放大 状 , 然 后 再 
按照 上 述 的 方法 把 系统 提高 一 个 频率 ce 就 可 以 了 
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第 = 辛 输入 ,输出 和 传 吉 函 数 


“正如 我 们 所 提 到 的 那样 ,以 上 的 讨论 中 用 到 不 少 各 秘 备 料 的 近似 方法 ,所 以 得 到 的 结 
果 也 不 是 绝对 精确 的 . 如 昌 想 对 交流 税 服 系统 人 放 一 个 详尽 严密 的 讨论 ， 就 必须 把 这 些 过 
似 廓 法 汲 引 起 的 误差 加 以 分 析 , 然 后 根据 实际 问题 所 要 求 的 精度 ,确定 这 些 方法 的 可 用 程 
度 ， ds J “ 
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第 四 章 “控制 系统 分 析 


假定 一 个 控制 系统 的 结构 为 已 知 , 求 出 茶 统 的 运动 方程 之 后 ,对 这 个 系统 的 动态 性 能 
进行 研究 并 给 出 评价 , 这 就 是 分 析 问题 ， 至 于 如 何 设计 这 个 系统 , 使 忆 具 有 指定 的 性 能 ， 
满足 某 些 特定 的 要 求 ， 这 就 属于 综合 问题 的 范畴 了 .研究 控制 理论 的 最 终 目的 是 学 会 设 
计 系统 ， 但 是 ， 分 析 是 综合 的 基础 。 对 于 一 个 系统 的 运动 规律 。 只 有 了 解 了 它 的 特性 之 
后 , 才 有 可 能 进而 改造 它 , 使 它 满足 我 们 的 需要 .通过 对 大 量 系统 的 分 析 , 我 们 又 可 以 总 
结 出 一 些 典型 性 的 共同 规律 ,后 者 又 指导 我 们 如 条 去 没 计 具 体系 统 ， 总 之 ， 我 们 村 从 分 析 
理论 开始 . | 
“对 控 负 系统 的 第 一 个 要 求 是 稳定 性 : 从 物理 意义 止 说 ， 就 是 要 求 控制 系统 能 稳妥 地 
保 楼 预定 的 工作 状态 ,在 各 种 不 利 因素 的 影 哈 下 不 至 于 摇摆 不 定 ,不 听 指 挥 、. 分 析 系 统 的 
稳定 性 是 一 个 老 间 是 、 早 在 十 九 世纪 末期 ,在 力学 中 就 广泛 研究 了 运动 的 稳定 性 闻 题 , 研 

究 过 这 一 问题 的 有 法 围 数学 家 潘 卡 来 和 俄国 数学 家 检 雅 普 诺 夫 。 他 们 所 提出 的 理论 和 方 
法 走 到 今天 仍 不 失 其 意义 而 为 大 家 质 广 泛 使 用 sm， 在 自动 控制 理论 中 也 沿用 了 他 们 的 
理论 ， 但 在 这 等 证 法 上 有 所 发 展 .: 本 章 内 我 们 首先 介绍 稳定 性 的 古典 定义 和 几 种 系统 稳 
定性 的 判 据 准 出 然后 再 研究 其 它 几 种 动态 性 能 . 


a 交 定 性 定义 李 共计 天 直接 方法 


现代 力学 和 控制 理光 中 ,至 今 沿用 丰 准 兽 庄 天 早 在 1892 年 提出 的 稳定 姓 定 义 "， 下 下 
本 和 人 可 到, 个 的 人 点 了 了 窜 现 在 半 和 际 亲 是 和 并且 
个 定性 问题 转变 为 一 个 定量 分 析 问 题 去 研究 ， 

设 受 控 对 象 的 运动 方程 组 是 


dx | : 
区 一 fiCx, 2 Hg Xry 1)s 


dr, 0 
' 一 “人 ut 六 (xisy X75 X33" "Fy Tyy 1)， 


de 


0 cad X23 5 “3 9 D, (4.1-1) 


而 x (2) (Cx), x ) xn (0). 是 它 的 菜 一 特定 的 运动 见 后 考 是 方程 组 (4:1-1) 
的 特 解 ,初始 条 件 是 x《1) = xo， 方程 组 右 端 移 诸 明 数 fi 是 有 异 , 连 绪 可 微 和 各 自 变 量 
的 单 征 禄 数 、 对 一 个 特定 运动 只 稳定 性 定义 可 狠 述 如 下 :车 给 定 一 个 任意 正 数 6 沁 0, 总 ， 

存在 一 个 大 于 零 的 数 5, 当 初始 条 件 xo 在 + = 1 时 刻 的 变化 8xv 之 长 魔 上 xol 小 于 8 - 
时 >: 方程 组 (4.1-1》 的 相 疝 的 解 的 变化 在 # 尝 z， 的 任何 时 刻 5x (总 小 于 e， 则 称 方 
程 组 《4.1~1) 的 这 一 特定 运动 是 稳定 的 。 现 用 图 4.1-1 来 说 明 这 一 定义 ,: 设 系统 的 初始 状 
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90 第 四 章 。 熔 制 系统 分 析 - 


图 4.1-1 . 


态 为 xo》 那么 式 (4 1-1) 有 唯一 解 x(o , 几 中 粗 线形 承 这 个 特定 的 运动 ; 现 将 运动 的 初 
始 条 件 x 加 以 改变 ,其 变化 为 x。， 即 新 的 初始 条 件 为 x 十 sm。 这 一 新 的 初始 条 件 对 
应 一 沾 狐 的 运动 g(t?) ，z(10) 一 xo 十 8x;， 如 果 对 任课 给 定 半 径 为 s 的 “球体 ”, 在 任何 
时 户 : 议 x (es》 为 球 心 , 沿 此 特定 运动 迁移 ,可 以 在 芒 精 近 指 测 一 个 以 8 为 半径 的 球 , 在 
5 时 刻 自 球 内 的 酝 傈 点 出 发 的 运动 轨 线 ,以 后 对 住 何 时 刻 :，> ， 总 赴 不 出 5 球 的 范 奢 ， 
此 时 其 运动 x(z) 为 稳定 .友之 , 则 称 此 运动 x(#) 为 不 稳定 。 其 次 ; 若 存 在 一 个 3 球 ， 
8 >> 9， 以 其 内 和 任意 点 为 出 发 点 的 运动 均 随 时 间 的 增 大 而 才 限 艳 于 x ，、 这 时 穆 x( 胃 
为 渐 近 稳定 。 对 这 一 定义 ,我 们 应 注意 下 面 几 点 ; 首先 ;这 一 定义 包括 了 > 的 一 切 时 
刻 的 系统 的 行为 ，t->co 也 包括 在 内 ;其 次 ; 定义 中 只 谈 特定 运动 的 条 定性; 符 和 不 操 索 统 
的 稳定 性 , 这 是 因为 一 般 系 统 中 常 可 能 同时 存在 两 类 运动 ,一 类 是 稳定 的 , 另 一 类 却 是 不 
稳定 的 ， 这 于 所 谓 系统 的 稳定 性 区 没有 蕉 多 了 :共有 姓 匡 统 是 例外 ， 在 这 里 各 种 不 同 
的 运动 具有 共性 ,要 么 全 体 稳定 , 要 么 全 体 不 稳定 。 所 以 , 只 有 对 线性 系统 可 以 一 般 地 提 
系统 是 否 匠 伸 . 这 一 点 对 于 初学 者 十 分 重要 , 赣 避 免 尖 清 ， 当当 也 有 一 类 特殊 的 非 线性 
系统 , 它 的 一 切 运动 都 稳定 , 称 为 系统 全 局 稳定 或 把 对 稳定 . 

当 已 知 系统 的 运动 方程 式 后 ， 如 何 用 分 析 方法 去 判断 菜 二 运动 的 物 起 届 呢 ?相让 关 
诺 夫 稳定 性 理论 对 这 一 问题 担 出 了 两 个 判定 原则 : 一 次 近似 判 纪 方 溉 和 直 斤 方法 . 为 了 
介绍 这 两 个 方法 , 须 对 诛 方 程 级 做 一 些 变换 . 四 

令 zx) 是 对 应 于 初始 条 件 x。 的 运动 ， 而 a 是 对 应 于 初始 条 件 x, 十 5x。 的 
运动 、 现 取 sx(D 一 z(t) 一 x(s) ， 它 应 该 满足 下 列 向 量 方程 式 : 


< a f(zC), = FCx(#) , 7) 


a 从 xi) + dx), DO— Fx) , #2) 

一 区 (5x(t) 2) HX) = BX. (4.1-2) 
当 BX 一 外 -时 5 层 然 Bx 0 至 9、 十 此 , 常 称 zc) 焉 x() 唔 和 的 运动 为 未 受 扰 运动 。 
而 3 或 吵 人 的 和 天 :0 的 运动 称 为 受 找 运动 。 出 此 可 知 , 研 究 方程 组 C4.4-1) 中 x 的 
运动 的 稳定 性 与 研究 方程 式 (4.1-2> 的 解 本 .0 A 的 sn 
起 (411-? 交 零散 稳定 性 代替 前 潮 . , 

由 于 概 定 f(x ,x 是 连续 可 化 少数 ， BA sx 9 

时 , 式 (4.1~22) 有 端 可 蓉 展 成 四 
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4.1 稳定 性 定义 及 李 雅 普 诺 夫 直 按 方法 91 


SE 一 A 9x + rx, 8) (4.1-3) 

其 中 4G) = (Ca;(?)) 为 n Xn 阶 方 阵 , 疝 量 r(#) 包括 二 次 和 一 雪 太 于 二 次 的 项 的 总 
和 ,方程 式 

40 (4.1-4) 


称 为 对 方程 式 44.1-2) 和 (4.1-3) 的 一 次 近似 村 雅 普 诸 夫 第 一 近似 方法 是 首先 研究 线 人 
、 方程 (4.1~4) 的 稳定 性 ,然后 再 根据 式 (4.1- 人 的 稳定 性 推 知 式 (4 SS 关于 
这 一 问题 我 们 将 在 下 节 内 详细 讨论 . 
为 了 了 解 李 雅 壮 诺 夫 直 接 方法 + 先 引进 由 个 概念 .， 
在 零点 附近 连续 可 微 的 * 元 姐 数 Cy …， yo》 称 为 正 守 盐 数 ， 是 存在 一 个 D 必 
点 为 中 心 的 * 球 jj 和 4。 使 在 球 内 本 
>0, vy x 9， 


V(y ){> Hf 
郑 在 此 球 内 当 y 和 *0 时 了 渤 0， 则 称 VCy》 为 非 负 ， 着 新 区 内 之 特 导 * 天 于 “下 为 “小 


于 *" 则 称 VCy》 为 贷 定 . 当 在 球 内 广 才 0 时 称 它 为 非 正 . 
现在 我 们 研究 自治 系统 


各 一)， Ky=e a) 


的 零 解 稳定 性 。 直 接 方 法 的 判别 准则 是 : ， 人 
“(1) 着 对 方程 式 (4.1-5), 能 找到 一 个 正定 连续 硬 贡 函数 Gy, 使 得 方程式 《41-- 鸣 
所 决定 的 了 的 全 导数 
-DD edy, AD) 
是 非 正 , 则 方程 (4.1-5) 的 零 解 稳定 . 
(2》 郑 上 面 找 出 的 正定 函数 的 全 导数 为 抽 定 . 划 方 条 C4.1-5) 的 堆 解 浙 近 稳 定 . z 
C3》 问 果 对 方程 式 (4.1-5) 能 提 划 入 个 函数 .Oy9, 黄 要闻 的 全 避 数 为 正定 ;而 在 以 原 
点 为 中 心 的 任意 小 球 内 钞 数 总 能 取 到 正信 , 则 方程 式 的 零 解 是 不 稳定 的 


图 4,1-2- 
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22 第 四 章 控制 系统 分 析 ， 


上 面 三 条 准则 的 证 明 方 法 类 似 , 这 里 只 对 第 一 个 判别 纵 则 微 一 几何 说 明 (图 4.1-2)， 
设 Vy) 在 球 内 jl| 所 及 为 正定 ,而 非 正 。 此 时 对 任意 小 的 es> 0; 令 ， 
mm 一 加 ep 
wy 


因为 yly) 在 原点 为 零 , 所 以 在 以 s 为 半径 的 球 内 必 定 能 找到 一 个 5 小 球 ,( 见 上 > 6), 
在 这 个 567/ 人 球 内 0 魏 Vy) 一 m, 车 ?Cn 的 初始 条 件 y。 位 于 6 球 内 ， 则 有 VCyo) ms 


亦 即 iy,l < s， 按 定义 ,在 球 内 a 以 任何 位 于 球 肉 的 点 为 初始 条 件 时 


V(y (z)) 之 值 不 随时 间 增 大 而 增 大 要 zCy(D) 永 第 小 于 mm， 也 就 是 说 ?( 对 任 
何 总 位 于 e 球 内 ， 户 者 正 是 李 雅 普 诺 夫 稳 定 翌 定义 所 楼 求 的 条 位 . 

上 面 讨论 了 自治 系统 的 稳定 性 判 据 ， 对 非 自治 系 绕 ， 如 方程 式 右 端 含 变数 ; 的 系统 ; 
上 述 法 则 仍 可 适用。 但 是 对 非 自 治 系统 ,欲求 到 这 样 不 含 ， 的 了 函数 一 般 是 比较 困难 的 ， 
而 必须 将 了 了 函数 的 选取 范围 放宽 . 为 此 ,对 硝 数 了 的 定义 作 某 些 补充 ， _ 

n 十 ! 元 单 信 进 续 可 向 请 数 VC x*)， 定 义 于 + ao 和 [志和 的 球 内 ， 并 设 对 
任何 : 关 %，V(z; 0) 三 0. 如 有 请 > 0 向 存在 ， 并 有 不 依 赖 # 的 正定 函数 形 Cx) 存 
在 ,使 在 二 球 内 函数 V-W( 一 V- 罗 》 为 正定 〈 负 定 )， 则 称 7(4; x) 为 正定 落 数 ( 负 定 函 
数 ).- 

其 次 , 设 了 为 有 界 函数 ,对 任何 一 个 “> 0 有 数 少 汉 存在 ,使 对 任何 * 守 pi 寿 5 
球 内 总 有 不 等 式 IVGye)| 入 上 ， 则 称 .了 kf; x) 为 有 无 限 小 上 界 ， 一 场 不 售 # 之 正定 函 
数 均 有 无 限 小 上 界 ， 

对 非 佣 治 系统 有 下 列 关于 稳定 性 的 判 捍 准则 

《4》 如 果 对 于 方程 组 ， 


DogeD D0 (10 
有 一 正定 函数 Fe y) 站, 后 者 具有 大限 小 上 呈 , 且 其 由 趟 (hlrg 有 确定 的 全 导 

所 FF 

ry 二 3) 二 有 41- -7) 


i 


为 负 定 , 则 式 (4.1-6) 的 未 受 扰 运动 Y (1) 三 0 为 渐 近 稳定 , : 
(5) 如 果 对 于 式 (41-6) 有 这 样 的 函数 V1;y) 存在 , 它 有 无 限 小 上 界 ， 所 为 正定 


而 对 一 切 ;i VG; y) 在 任意 小 的 8 球 内 取 正 值 , 此 时 式 (4. ee 

冯 丙 个 训 闪 则 的 几 位 嘉义 与 前 太 天 C19 一 (3) 相似 .它们 的 严格 证 明 可 参看 文 
献 吕 i 

值得 注 儿 的 是 ， 上 列 五 种 稳定 和 不 稳定 所内 需 根 所 运动 方程 式 右 端 的 函数 形式 和 
函 误 的 性 质 ， 而 玫 需 求 出 方程 式 的 全 解 。 这 香 别 对 -- 些 不 可 能 用 分 析 方 法 求 出 解 的 非 
线性 睫 程 或 线性 变 系 数 方程 有 重要 意义 . 但 是 , 由 于 上 列 各 条 是 充分 条 件 , 为 了 判别 稳 
定性 必须 寻找 出 一 个 具有 相应 特性 的 函数 ， 遗 垮 的 是 , 普遍 可 用 的 构 洁 了 函数 的 方法 
却 不 存在 ,对 一 些 较为 复杂 的 非 线性 系统 ;要求 出 了 函数 是 一 件 十 分 困难 的 任务 ， 只 有 对 
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4.1 稳定 性 定义 及 李 雅 普 诺 夫 直接 方法 94 


茶 些 线性 系统 和 简单 的 非 线性 系统 才 有 较为 通用 的 方法 可 特 . 为 了 说 明 李 雅 普 诺 夫 直 接 


方法 的 有 效 性 ,下 面 举 两 个 例 于 . 
首先 研 充 单 押 的 平衡 位 置 的 多 定性 。 从 力学 地 我 们 知道 ， 它 的 准 砚 的 运动 方 各 区 是 
p_i 
一 一 
dt. » 人 : 
， 有 
: 人 de ER 
取 Vx, 四) 一方 六 十 了 (1 一 cosx)， 显然, 它 在 0 忒 * 天” 范围 内 为 正定 锯 数 ,对 不 
的 全 导数 z 
Os 守 到 一 全 . 
’( pin) + ysin = 0, 
故 为 非 正 。 由 准则 (17 可 知 ， 音 反 平和 位 是 和 定 的 ,而 不是 和 定 . 
再 研究 变 系数 系统 ， 
dx i _ 
0 (41-9) 
的 零 解 的 稳定 性 ， 命 -9# 一 》， 上 式 可 写 为 方程 组 
J 
je ys 


Er Const— 1)r— 2¥.. 
ds 


设 Fe, 力 一 圭 (e 十 (z 十 79。 显 然 ,为 正定 函数 . 而 


人 = 一 xy 十 《xz 十 Dy 十 《cos: 二 一 2 全 
(Yt (ll cozy +{t— fot)x) ER 
地 全- 2 是 非 正 通 数 ， 故 系统 式 (4.1-9) 的 z = 0 的 解 是 稳定 的 。 


“最 启 ,再 讨论 一 个 不 稳定 运动 的 例子， 设 闪 一 受 所 法 动 的 方 和 为 | 
dx _ 2+1 
5 一 X 十 :一 一 一 一 一 到 人 "+. 


dr C+ Tr 


dy b=] i 十 Eee “ 《4 1_10y 
2 a > C42 二 

取 函 数 V(x, y, 站 一 二 4 ye 

显然 有 四 2 - = 2 sy dry jz + ylix 十 cy Foxy) 本 
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94 “各 由 对， 性 制 系 统 分 析 


CL 
dz 1 二 上 +? 


向 于 是 正定 本 数 , 有 有 丐 穷 小 上 界 ， 而 全 ;也 是 正定 的 ， 而 准则 (5 可知 。 系统 起 (4 计 a 
的 未 过 护 运 动 r= 三 0, y=0 ed 


4.2 和 


我 们 在 本 闻 内 将 讲 织 计 论 二 性 常 系数 系统 的 稳定 研究 方程 式 


4 @ ¢ 37 #0y 二 ,a 2=1.; 
"en 十 4%- 1 Uy 于 “十 I at 十 oy 0， 他 J 0。 (4.2 1) 
她 在 第 二 章 内 所 糟 出 的 , 它 可 以 化 为 一 个 方程 组 
| = Ay, , (4.2-1’) 
方 阵 4 的 元 素 由 式 (4.2-1) 的 系数 排列 组 成 : 
0 1 0 - 0 
0 0 1 a 0 
4 一 
0 0 0 0 1 
do 81 9883 . 、, cl 


而 向 量 ? 的 分 量 为 y= 二 y，y 二 全 等 等 。 读 者 容易 检查 , 下列 三 个 特征 方程 式 完全 等 


价 : 
《1) 第 二 章 传递 衣 数 式 (2.2-82) 胸 分 本 Dls) 一 0， 


C2》 由 式 《4.2-1) 得 到 的 方程 


RE 
(3) 由 式 (4 之 和 于 的 了 由 行 到 其 
14 一 1E[ 一 


首先 指出 线 己 条 绕 的 一 个 重要 特性 ， 性 .二线 作 系统 , 兰 基 考点 是 稳定 的 ， 则 它 的 任何 
一 个 未 受 扰 运 动 都 是 稳定 的 。 反 之 亦 认 :着 其 办 点 不 稳定 * 风 任何 一 个 未 受 抗 运动 都 是 不 
稳定 的 。 这 是 因为 夺 任 何 特 室 的 运动 ;其 受 护 运动 的 方程 式 与 原 方程 式 无 异 。 因 此 ,我 们 
可 以 讲 系统 的 稳定 性 . 

根据 第 二 章 对 常 系数 方程 式 的 讨论 可 知 : 
， 《1) 加 打 符 征 方 和 的 根 区 有 负 实 部 ， 襄公 面 .出 和 纺 是 
浙 泊 科 定 的 . 

(2) 如 果 特征 方程 那 怕 有 一 个 特征 根 的 实 部 为 正 , 风 系 统 不 稳定 . 

(3) 如 果 特 征 方程 的 所 有 根 的 实 部 不 大 于 零 ， 而 等 于 零 的 特征 根 所 对 应 的 约 当 块 为 
一 阶 的 ,或 实 部 等 于 零 的 特征 根 是 一 重 的 ) 则 系统 是 稳定 的 ， 反 之 ;系统 是 不 稳定 的 。 

对 于 常 系数 线性 系统 的 稳定 性 研究 ， 上 应 用 李 雅 普 诺 夫 直 接 方法 颇 为 方便 ， 此 时 宰 雅 
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1.2 ” 常 杀 数 线 性 系统 的 菩 定 整 及 第 一 近似 方法 最 


普 诺 夫 函数 V(y) 总 可 以 是 正定 的 一 次 型， 对 向 系数 系统 有 了 列 事 实 : 如 果 特 征 方 稳 租 ， 
根 都 有 负 的 实 部 ， 那么 必 存在 一 个 正定 二 次 型 


| a VF) = ,9) = > hy 和 有 
使 它 对 :的 全 导数 等 于 : = 
0,y Dy rn 
反之 , 若 方 程式 《4.2~1) 存 在 一 个 正定 二 次 型 ,使 式 (42~ 台 成 立 ， 于 和 特征 方程 的 所 有 根 均 
有 人 负 实 部 ， 
Vy) 一 | (ey, ely) 下 CN 人 
yet Dh 2 


， 式 中 y 为 相 空 间 内 任意 固定 的 点 ，qs(t)》 是 婚 阵 > 人 + 的 元 的 函数 。 因 为 所 有 的 4 
的 特征 根 旭 有 负 实 地 0, 故 积分 |” 7.2( 避 二 收 售 . 现 令 式 (1.2+3) 之 生年 纺 方 程 5202rt3 


之 解 移动 ,于 是 
FKec4yy 二 erm, ya 上 (ceC4+4 yy Da， ,+. 
Ce yy yl z 
> | 于 (yy) liyll’, | 
这 就 证 明了 上 述 断 言 的 第 -一 部 分 。 一 I 


再 设 这 样 的 二 次 型 已 找到 , 它 是 Vy) = (Hy， ». 因为 是 对 称 丙 定 从 阵 ， 故 基 房 
有 特征 根 均 为 正 实数 。 令 村 ,mw 分 别 为 最 大 和 最 小 的 特征 根 . 从 代数 学 中 我 们 知道 有 不 


等 式 
| My (Hy ym 
aV 1 | ， 
汪汪 -> DE 本 VY ， 
解 上 述 不 等 式 有 ， ES As 
2 ei pe ty 二 CN 站 
或 者 | | 
Ve sy) Ee SY) < Me ly 有 
此 外 由 站 
OD EF BEND 
可 得 a ee 
ly 和 Ty try) < cy 


呈 
ys 


1)》 若 和 是 4 的 特征 根 , 则 它 也 是 4 的 竺 征 报 ,于 是 24 是 4 十 本. 的 特征 术 , 源 昌 三 抬 忽 者 
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9%5 第 四 章 ”控制 系统 分 机 


或 者 ， 


ey < lvl 到 
雪 此 ,所 有 系统 的 解 ,都 以 指数 速度 向 零 责 戚 ,这 就 证 明了 系统 的 一 切 特征 根 均 有 负 实 部 ， 
由 上 面 的 讨论 可 知 ， 用 二 次 型 做 为 李 雅 普 诺 天 函数 去 判 据 线性 常 系数 的 稳定 性 是 有 
中 各 根据 的 问题 是 如 何 求 出 失 隆 7， 亦 即 如 何 来 出 阴 数 ,为 此 ,再 来 研究 式 (42-2)， 
显然 
| 人 = (HAy, 7) + (Hy, 4y) 一 —(y, »), 
全 项 后 有 矩阵 等 趟 
HA++ AH=—E. 
取 这 个 矩阵 方程 中 解 出 和 后 ; 通 数 了 (yy 随即 求 出 。 
利用 这 些 结果 可 以 讨论 非 线性 系统 的 稳定 性 ， 这 就 是 李 雅 普 庄 夫 第 一 近似 方法 ， 这 
个 方法 得 到 了 广泛 的 应 用 。 设 控制 系统 的 运动 为 下 列 非 线性 方程 组 所 描绘 


人 =fx), FWD=0. (2 
设 同 量 洱 类 所 x) 的 条 人 分量 为 二 次 可 和 从 高 等 数学 中 可 知 , 上 式 右 端 可 展 为 
= Ax + gC0, x), (4.2-5) 


其 中 .| : 
i 
下 1 Gf:(0:x) 
区 ; 
有 人 Bo) Vp 
方程 (4:2-5) 的 线性 部 分 z z 
ee 人 “dy ee 
称 为 一 次 近似 方程 , 或 称 为 线性 化 方程 。 现 在 可 沁 根 据 直 (4.2-6) 的 稳定 性 判断 非 线性 系 
的 式 C4.2-4) 的 零点 稳定 性 。 
如 果 系 统 式 (4. 2-6) 是 浙 近 稳定 的 ， 则 式 (4. 2-4) 的 零 解 也 是 渐 近 稳定 的 . 有 反之, 若 式 
《4.2-6) 的 特征 根 中 那 伯 有 一 个 根 有 正 实 部 , 则 式 (4.2-47) 的 堆 解 是 不 稳定 的 。 
这 个 断 语 的 第 一 部 分 的 证 明 很 篇 单 , 设 系统 式 《4.2-6) 渐 近 稳定 , 则 必 有 一 个 正定 二 
次 型 了， 使 
dV a 
V(y) = (Hy, 3)， mu 一 (yy). 
现 用 此 二 次 型 作为 式 (4.2-5) 的 李 雅 普 诺 夫 函数 ,对 它 求全 导数 后 有 : 
dV(x) ~ 1 fCOx) OVN,, 
dr ss x) 过 (Ze 2 Br.Ors Bx, 人 
布 端 第 二 项 所 含 的 每 一 被 加 量 起 码 是 关于 zxe*a 一 1， 2 …，?， 的 三 次 项 ,每 项 系数 都 是 
有 界 的 , 故 任 索 点 移 是 种 小 的 附近 有 不 等 式 ; | 
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4.2 过 系数 线性 系统 的 稳定 性 及 第 一 近似 方法 多 7 
< 一 芭 二 这 lxl? = 一 二 lxll: 


成 立 。 因 此 函数 47 是 负 定 的 . 根据 前 节 的 判 所 法 则 (1) 可 知 ,系统 式 (4.2-4) 的 零 解 是 泊 


近 稳 定 的 。 对 前 述 断 语 的 第 二 部 分 的 证 明 方法 与 第 一 部 分 类 似 . 
这 个 一 次 近 候 方法 给 工程 中 常用 的 线性 化 方法 提供 了 理论 基础 ， 因 此 其 应 用 十 分 广 
记 ， 在 以 后 讨论 非 线 性 系统 时 ,我 人 Ee en 现 举 俩 说 明 此 方法 的 有 效 人 性 . 


设 有 一 系统 ,由 一 线性 部 分 FCs) .一 es 和 一 非 线性 部 分 x 一 18) 组 成 . 现 试用 
一 次 近似 法 分 析 系 统 的 稳定 性. 显然 ,系统 的 运动 方程 式 为 (图 4， 217 


XCs) 一 FC7JUCGD， 


# 一 拟 E) 
一 本 
, 式 中 xX, DO 分 别 为 变 最 <， 4 的 象 函 数 . 现 研究 系统 的 零点 稳定 性 , 故 设 g 三 0. 将 4 和 
\ = 自 方程 式 内 消 掉 后 ,有 方程 式 
L GE d"-1e 
0 二 十 本 -1(8). (4.2-8) 
设 函 数 f(s) 在 零点 附近 足够 光滑 , 使 其 可 展 为 1(e) = Kis 十 Kzs? 十 .…， 代入 式 
《4.2-8) 后 有 | z 1 
a 二 "十 me 一 一 (Ke 二 Ks 让 
或 者 
oe + et Cot KD ~ —Kse! + ee, (4.2-9) 


ER 
a 所 
"gr" 
的 特征 根 全 为 负 实 部 , 则 图 4.2-1 所 示 之 系统 的 零点 渐 近 稳定 . 反之 , 若 有 一 不 根 的 实 部 
为 正 , 则 其 零点 为 不 稳定 。 于 是 ,对 研究 零点 稳定 性 问题 ,图 4.2-1 所 示 之 系统 与 图 4.2-? 
记 示 之 系统 等 价 . 和 


十 ， Ca 二 KDers 


图 4,2-1 . 图 4.2-2 . 


值得 注意 的 是 ， 当 线 狂 化 方程 的 特征 根除 二 部 分 有 贷 实 部 外 , 尚 有 一 个 或 数 个 根 的 实 
部 为 黎 时 ， EE 这 时 称 为 量 关 情况 ， 例 
如 , 试 研究 系统 
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9 县 本 ”于 四 杂 ” 控制 系 绕 分 桩 


yt C4.2-10) 
的 堆 解 称 定性 ， 此 方程 式 的 线性 部 分 的 特征 方程 及 其 根 为 
z p= i, tti 
这 是 临界 情况 ， 此 时 一 次 近似 方法 不 能 应 用 . 为 了 解决 定性 问题， 取 李 牙 普 诺 夫 函 数 
Vs 2 (* +y). 根据 式 .(4.2-10》 7 的 全 导数 为 


全 -十 ax 十 Yr + 2) a(x + 7. 


性 然 ,7 为 正定 ， 当 o> 0 时 一 也 为 正定, 故 系统 的 志 角 区 汉 当 a== 0 时 ， 
一 0， 故 系统 的 零 解 稳定 ， 人 当 a <0 时 ,- 上 一 0 为 负 定 , 故 零 解 渐 


近 稳 定 . 由 此 可 知 ,在 临界 情况 下 ,为 i 用 . 
既然 对 线性 系统 的 分 析 很 重要。 在 下 面 几 节 内 我 们 将 介绍 几 种 党 用 的 线性 系 统 稳定 
性 的 判别 方法 ， 


43 乃 氏 方法 


由 于 传递 函数 的 概念 在 工程 实践 中 应 用 极 广 ， 故 我 们 将 介绍 几 种 以 传递 函数 为 依据 
的 稳定 性 判别 准则 . 正 刀 前 面 曾 提 到 过 的 那样 ,普通 的 传递 函数 都 常 是 两 个 * 的 多 项 式 的 
分 式 ,所 以 ,判别 一 个 这 样 的 系统 的 稳定 性 也 就 是 要 求 判别 一 个 分 母 多 项 式 的 零点 是 否 坞 
位 于 左 半 复 平 面 内 ,这 是 一 个 古典 问题 .路 斯 〈《Routh) 利用 所 谓 “ 路 斯 不 等 式 ” 解 决 了 这 
个 问题 ， 路 斯 不 等 式 所 包括 的 只 是 被 考虑 的 多 项 式 的 系数 """。 但 是 ,这 个 方法 除 对 极为 
简单 的 系统 外 和 企 往 应 用 起 来 不 太 方便 ,所 以 需要 努力 寻找 更 直观 的 方法 
“由 于 传递 函数 是 比较 原始 比较 直接 的 资料 ,而 且 它 也 能 被 工程 师 所 “物理 地 "了解 ,所 
以 工程 师 们 宁愿 采 用 一 种 直接 从 系统 的 传递 浮 数 下 手 的 分 析 方 法， 而 不 愿意 把 传递 图 数 
再 加 以 变化 .. 
“ 乃 村 斯 牧 发 明了 一 个 这 样 的 方法 bo 我们 把 这 个 方法 称 为 乃 民法 力 攻 法 的 数学 基 
山 是 一 个 关于 解析 函数 5) 的 定理 ,这 里 的 * 是 一 个 复 变数 。 这 个 定理 是 柯 是 发 现 的 ， 
如 果 Ks) 在 一 条 财 路 线 C 的 内 部 有 ?= 个 单 堆 点 和 mm 个 单 极 点 (每 一 个 重要 点 或 此 
ee 交 diy 当 5s 以 类 时 全 方向 沼 着 C 转动 
”为 了 把 这 个 很 强力 的 定理 应 用 曾 我 们 的 问题 上 去 ， 我 们 所 选取 的 路 线 就 包含 了 
整个 的 霸 半 平面 。 估 为 实数 部 分 是 正 数 的 零点 只 能 在 这 一 个 区 域 里 。 图 4.3-1 所 表示 的 
就 是 这 样 一 条 路 线 ,这 条 路 线 包 括 了 虚 轴 和 一 个 在 碰 轴 右边 的 半径 是 R 一 oo 的 半圆. 首 
先 ;我 们 来 研 完 比较 简单 的 情形 ， 也 就 是 简单 的 反馈 系统 的 情形 : 它 的 传递 函数 为 


DD 趾 其 不等式 常 代 被 你 为 族 斯 - 胡 录 维 奖 (Hirwitz) 不 等 式 ， 这 个 生性 的 判定 六 的 人 情况 在 关于 进 动 
定性 的 教科 书 以 及 一 般 的 调节 理论 教科 书 中 都 可 以 找到 . 
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I _ 
FC KG Sa 


由 方程 (4.3-1) 我 们 可 以 署 到 ，1/ F《s) 的 极点 就 是 GCs) 的 零点 .如 果 GG) 在 :平面 的 
右 半 部 的 零点 的 个 数 是 m， 那 么 ，1/E:(9) 在 C 的 内 部 就 有 m 个 极点 .因此 , 如果 希望 1/ 
F,(s) 在 :平面 的 右 半 部 没有 零点 , 那么 ， 当 * 沿 着 图 4.3-1 
里 的 CC(R 一 %) 走 一 者 的 了 时候, 就 必须 要 求 1/F,《:) 围绕 
厌 点 以 有 吧 时 针 方 向 转 m 轿 但是, 根据 方程 (4.3-1) 很 容易 看 
出 来 ,这 也 就 相当 于 要 求 1/KGCs) 以 有 反 时 针 方向 辣 绕 一 1 点 
转 志 图 ， 然 而 ,又 因为 K 是 一 个 常数 ,所 以 上 面 这 个 判 握 也 相 
当 于 要 求 1 /G(s) 以 反 时 针 方 向 围绕 一 K 点 绕 刀 漳 ， 不 言 而 
喻 , 当 G(s) 在 5 平面 右 灶 部 没有 零点 ; 识 者 m 呈 0， 那 么 ， 

力 氏 稳定 准则 票 求 向量 1/G(;) 不 围绕 一 KK 点 转动 。 


更 在， 让 我 们 用 下 列 的 简单 的 传递 函数 来 说 明 这 个 方法 图 4.3-I 
的 应 用 : ， 
DO 
1/G(s) = sl1 + Tl + mr)。 (4.3-2) 


首先 来 考虑 图 4.3-1 的 路 线 C 的 沿 虚 轴 的 部 分 ,在 这 一 部 分 上 
1 i . . 
TO = Gy 一 jo 十 3ritp)CL + iity0)., 

在 负 一 0 点 ,1/G(iw) 呈 了 . 当 ww 一 二 0, 1/G(Gw) i 因此 , 在 从 0 增加 
到 +oo 的 过 程 中 ,向 量 1/GCiw)》 的 大 小 也 随 之 增加 ,并 且 相 骨 从 x/2 增加 到 3x/2。 根 
据 方程 (3.2-2) 相 当 于 负 w 值 《一 二 w<<0) 的 1/G(iw) 的 端 扣押 描画 出 的 曲线 也 就 是 
相当 于 正 % 值 的 1/G(iw》 曲 线 对 于 实 轴 所 作 的 
“反射 *。 所 以 , 当 : 在 碟 轴 上 从 一 ioo 走 到 十 fo 
的 时 候 ，1/G(liw)》 在 图 上 43-2 上 就 描 通 出 曲线 

apbd ec. 

当 * 走 过 图 4.3-1 上 所 表示 的 半圆 的 时 候 ， 
1/G(s) 守 所 以 , 当 s 从 +ioo 沿 着 半圆 以 腊 时 
针 方 向 转 到 一 :0 时 ，、1/GCs) 也 是 闫 时 针 转 动 的 ， 
不 过 1/G(s) 所 转 过 的 角度 3 倍 于 * 所 转 过 的 角 
度 , 在 图 4.3-2 里 ,这 一 部 分 曲线 是 以 从 < 到 ae 的 
那 一 部 分 所 表示 的 .根据 这 个 图 形 来 君 ， 如 果 

.大 三 Ki 象 图形 所 国 出 的 那样 ,那么 ,向 1/ GCs) 
转 绕 一 Ki 点 转动 的 总 圈 数 等 于 零 ( 基 为 师 时 针 方 

I 向 旋转 的 一 需 半 ca 和 反 时 针 方向 旋转 的 一 圈 半 
ab0c 恰恰 互相 抵消 了 )。 既然 方程 〈4.3-2) 所 给 的 这 个 函数 G(s) 根本 没有 零点 ， 而 
1/G() 对 一 Ki 的 转动 图 数 也 是 0。 所 以 反馈 系统 是 稳定 的 。 如果, 象 图 4.3-2 所 表示 
的 那样 ，K = Ky， 那么 ,向 量 1/ G(s) 围绕 一 Ki 点 就 转动 了 两 团 《 曲 线 和 的 sb0< 部 分 
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对 一 Ky 点 在 顺 时 针 方向 转 了 半 圈 ，、ce 部 分 以 顺 时 针 方 向 转 了 一 轿 半 ), 由 于 转动 轿 数 2 
不 等 于 G(s) 在 右 半 平面 的 零点 个 数 0, 所 以 ，F,(s》 在 右 半 平面 有 两 个 极点 ,因而 反馈 
系统 是 不 稳定 的 ， 从 以 上 的 讨论 可 以 看 出 ， 如 果 放 大 系数 K 的 值 相当 大 就 会 使 这 个 系统 
不 稳定 。 系 统 的 稳定 放大 系数 值 与 不 稳定 放大 系数 值 的 分 界 点 是 5， 使 系统 稳定 的 放大 
系数 值 K 必 须 在 原点 各 这 个 点 之 间 : 5 < 一 K < 0. 

对 十 一般 的 反馈 系统 ， Re 7 可 写成 


一 天 AR 十 尺 ;G2(5). (4.3-3) 


关于 稳定 性 的 问题 也 就 是 方程 (4.3-3) 所 表示 的 函数 1/F,《s) 在 5 平面 的 右 半 部 有 没有 
零点 的 问题 。 对 这 个 函数 直接 应 用 柯 西 定理 是 很 不 方便 的 ,因为 如 果 这 样 作 的 话 ,我 们 就 
必须 把 向 量 1/K,G.(s) 和 向 量 K;G,《s》 相 加 起 来 才 行 。 现 在 ,我 们 假设 GiCs) 和 GCs》 
在 右 半 平面 的 零点 的 个 数 分 别 是 m， 和 mw;，Gi《s)- 和 Gs) 在 右 半 平面 的 极点 的 个 数 分 
别 是 ss 和 #,。 并 且 假 定 所 有 这 些 零点 和 极点 都 互 不 相等 ,那么 ，1/ F,(s) 在 右 半 平 面 的 
极点 的 个 数 显然 就 是 m: 十 x:。 现 在 ,我 们 把 1/F,(s) 用 KiG2(s) 除 一 下 。 这 个 演算 就 
”使 表示 式 1/F,《s) 增加 了 mm; 个 极点 和 n, 个 零点 ,但 是 ,还 有 这 样 一 种 可 能 性 ， 在 作 涂 
法 的 时 候 ， 因 为 有 些 1/F,(s) 的 极点 或 零点 和 G2《s》 的 一 些 极 点 或 零点 是 相同 的 ,所 以 
这 些 零 点 和 极点 就 互相 抵消 掉 了 。 假设 这 样 抵消 掉 的 零点 或 极点 的 个 数 是 ac, 那么 
1fF As)KG2(s) 在 右 半 平 区 的 极点 的 个 数 就 是 mi 十 ma 十 ma 一 a。 现 在 就 有 
] 1 

FORGO EECCOGC 9 

根据 方程 (4.3-4)，1/ FSKzGA(s) 在 右 半 平 面 的 极点 的 个 数 和 1/KiK;Gi(s)G2(s) 在 右 
半 平 面 的 极点 的 个 数 是 相等 的 ,所 以 也 就 等 二 mm: 十 m2, 既然 ?十 十 一 0 于 十 
m2， 所 以 #2 一 & 二 0。 我 们 假设 反馈 系统 是 稳定 的 ， 因 此 ，1/F,(s) 在 右 半 平面 没有 
零点 ， 因 而 17F.D)K2Gxs)》 在 右 半 平 面 的 零点 的 个 数 就 是 ;一 ga， 也 就 是 G0。 所 以 
1/ Fs)KiGXs) 在 右 半 平 面 也 没有 零点 ， 为 了 清楚 起 见 , 我 们 把 各 个 透 数 在 右 半 平面 的 
堆 点 和 极点 的 个 数列 在 下 列 的 表 4.3-1 中 ， 困 此 ， 当 ， 走 过 图 4.3-1 所 表示 的 那 条 曲线 
C 的 时 候 ,向 最 1/F,Cs)K;GsCs) 就 应 该 围绕 原点 以 顺 时 针 方 向 转动 一 (me 十 m2) 圈 ， 


根 


Ea 


Gs) 

Ga:) 

ijF rz) 
1{FADOKGAT) 


存 右 半 平面 的 极点 个 数 


mi 十 如 zx 


mrt+tm = 1 十; 


据 方 程 (4.3-4)， 这 个 稳定 条 件 也 就 相当 于 要 求 向 最 1/K,KiG.(s)G2(s) 围绕 一 1 点 以 反 
时 针 方 向 转动 mm 十 m; 圈 , 或 者 要 求 向 量 17G(2G:2) 围绕 《一 天 天 7) 点 以 反 时 针 方 
向 转动 mi 十 mm 团 。 这 就 是 一 般 的 反馈 系统 的 稳定 性 的 力 氏 判别 法 . 

正如 图 4.3-2 所 表示 的 那个 例子 一 样 , 旋 氏 法 中 所 用 的 曲线 的 最 重要 的 一 部 分 就 是 
相当 于 := iw 的 那 一 部 分 。 因此 ， 我 们 可 以 用 前 向 线路 和 反馈 线路 的 频率 特性 来 直接 . 
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解决 系统 的 稳定 性 的 问题 ， 既 然 ， 系 统 的 各 组 件 的 频率 特 性 的 数据 常常 可 以 用 实验 方法 
确定 ， 所 以 这 种 可 以 直接 利用 实验 资料 的 方法 是 很 有 利 的 。 这 是 力 氏 法 的 优点 。 力 氏 法 . 
的 缺点 在 于 它 不 能 够 确定 稳定 的 程度 ， 也 就 是 说 它 不 能 回答 这 样 一 个 间 题 ， 如 果 系 统 是 
稳定 的 ,那么 , 它 的 阻尼 到 底 有 多 么 大 呢 ? 为 了 解答 这 个 问题 , 我 们 可 以 把 已 有 的 准则 改 
变 成 这 样 ， 瞩 求 1/F,(s) 在 一 条 位 于 左 半 平 面 而 平行 于 态 轴 的 站 线 的 右 方 没有 零点 ， 这 
条 直线 和 咸 轴 的 距离 一 2 就 表示 最 低 限 度 的 阻尼 所 以 只 要 把 路 线 C 送 当地 改换 一 下 ; 
( 沿 着 路 线 的 :以 及 C 内 所 包含 的 零点 个 数 当 然 也 随 之 改变 了 ) 乃 氏 准则 仍然 是 可 用 的 ， 
但 是 这 样 作 的 时 候 , 我 们 必须 知道 的 是 传递 函数 在 直线 ; 一 一 2 十 io 上 的 信 , 而 不 是 在 
; 一 i0 上 的 值 了 ， 所 以 ,关于 频率 特性 的 资料 就 不 再 能 直接 应 用 了 ,这 样 一 来 , 力 氏 法 就 
失去 了 它 的 主要 优点 。 但 是 ,对 于 这 个 河 题 , 艾 文 思 《〈Evans)t 发 明了 一 个 不 癌 的 处 理 方 
法 ,这 个 方法 比 乃 氏 法 有 其 独特 之 处 . 在 下 一 节 里 ,我 们 就 来 讨论 这 个 方法 ， 


“44 艾 文 思 方 法 


我 们 先 来 考虑 简单 的 反馈 系统 的 情形 ， 这 时 ,基本 的 问题 就 是 求 册 下 列 方程 的 根 : 
1 1 
0 一 FJ 一 1 Rey 《4.4-1》 
其 中 的 G(s) 是 已 知 的 鲍 数 ， 艾 文思 法 的 基本 作法 就 是 把 这 些 根 确 定 为 放大 系数 天 的 函 
数 ;所 以 这 个 方法 也 称 为 根 轨迹 法 。 如 果 我 们 用 葡文 思 法 处 理 问题 , 那么 , 相应 于 对 根 所 
提出 的 任何 要 求 ,我 们 都 可 以 找到 合乎 要 求 的 放大 系数 天 的 数值 .因此 ,用 这 个 方法 所 能 
作 到 的 事情 比 前 节 中 所 述 准则 要 多 得 多 ,并 且 对 于 反馈 系统 的 其 它 设计 准则 来 说 ,也 可 以 
用 英文 且 法 把 设计 问题 加 以 解决 。 
必须 假设 CG(s) 是 由 它 的 零点 所 ,py，'**，pr。 和 它 的 极点 9 9;，"**， 4s 所 给 定 
的 。 根 据 由 方程 (3.2-1),《3.3-2),《3.3-4) 所 给 的 放大 系数 的 定义 。 
GCC 一 -4 一 让) 一 名 六 《4.4-27 


其 中 
《一 外 00 一 人 = 


(—p)(—p)*C—pn) . 
对 于 实际 的 物理 系统 来 说 ，GCs) 的 分 子 多 项 式 和 分 母 多 项 式 的 系数 都 是 实数 ， 所 以 ,这 
些 p 或 者 是 实数 或 者 是 成 对 出 现 的 共 轿 复数 ,类 似 的 ,这 些 4 或 者 是 实数 或 者 是 成 对 出 现 
的 共 斩 复 数 。 因 此 , 4 必然 是 实数 。 不 但 如 此 , 在 安排 普通 的 工程 系统 的 时 收 , 我 们 还 经 
常 使 4 是 一 个 正 数 。 因 此 ,在 以 下 的 讨论 里 ,我 们 就 把 4 看 作 是 一 个 正 实数 。 在 普通 情况 
下 G(s) 的 分 母 多 项 式 的 次 数 总 是 大 于 或 者 等 于 分 子 多 项 式 的 次 数 , 也 就 是 # 之 m, 现 
在 ,我 们 把 方程 (4.4-2) 里 的 每 一 个 因子 都 写成 向 量 形式 : 


s— p= Pee, 


oo 


一 pp er Pe'%, 


一 ps 一 Par'rm, (4.4-3) 
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fq = Qie™, 
5 一 = Qc, 
1 一 qn = One®™ (4.4-4) 
Pe 就 是 从 p, 点 到 :点 的 向 晤 ，Q.e 就 是 从 。 4 瞩 到 * 点 的 向 量 ，* 是 复 $ 平面 上 
的 代表 变数 的 点 。 利 用 方程 (4.4-37 和 (4.4~4)，Gfz) 就 可 以 写成 
(Pie'r) (Pc) + *(Pme'rm) 
G = 4 一 
Cs) A (OQ10:) Qs) > (Once'on) 时 (4 4 5) 
蜂 然 4 是 正 实数 ,我 们 又 可 以 把 方程 (4.4-5) 写 成 8 
G(s) = Re®, (4.4-6) 


在 这 个 表示 式 里 es 
R= A— 2 ne, 4.4-7 
(O03: ' "0.) - 
而 和 
0= pit qt ct pa) Oo— 0+,+--- +90.). (4.4-8) 


因为 这 些 P 和 8 都 是 方程 (4.4-3) 和 《4.4-4) 所 规定 的 向 量 的 长 度 , 所 以 , 它们 都 是 正 数 . 
因此 , R 是 正 数 ,这 样 一 来 , 求 传递 函 I 4-1) 就 奕 为 


ei9 


一 一 I 


KR 
不 难看 出 ,如 果 希 望 满足 这 个 方程 ,就 必须 有 | 

KR=1, (4.4-9) 
和 | 

8 一 士 r。 (4.4-10) 


艾 文 胃 法 包含 两 个 步 台 ， 首先 ,要 找 出 所 有 满足 适当 的 角度 条 件 式 C4.4-10) 的 :来 , 这样 
我 们 就 得 出 所 谓 根 轨迹 的 申 线 。 然 后 ， 对 于 根 轨 迹 上 的 每 一 点 我 们 都 可 以 算出 相当 的 
值 , 再 用 方程 C4.4-9) 我 们 就 得 出 相当 的 天 值 。 关 于 括 绘 根 轨迹 的 方法 , 艾 文 思 提 出 了 一 
些 有 用 的 法 则 。 现 在 我 们 把 这 些 法 则 说 明 一 下 : 

法 则 1、 如果 天 一 0， 根据 方程 (4.4-1) 必 然 有 GL) 一 oo， 所 以 ,在 玉 一 0 时 1/ 
Fs) 的 根 都 是 GCs》 的 极点 ,或 者 说 , 根 轨迹 都 是 从 GCs) 的 极点 开始 的 ， 在 * 平面 上 
开 小 画 点 表示 GC:) 的 极点 。 

法 则 2， 如 果 天 -> oo， 就 必然 有 G(s) ->0， 所 以 , 根 轨迹 上 相当 于 天 -> co 的 点 ， 
可 能 是 G(s) 的 零点 。 在 :平面 上 我 们 用 小 车 团 表 示 GCs》 的 零点 。 如 果 ”> mw， 则 
G(s) 的 堆 点 的 个 数 比 1/F,Cs) 的 零点 的 个 数 少 。 但 是 , 在 这 种 情形 中 , 当 一 co 时 ， 
GC) 一 8， 所 以 ,s 一 o 吧 就 补充 了 那些 缺少 的 根 ， 此 外 ,对 于 非常 大 的 s， 


G(s) ~ 4, 


gm 
四 此 ,方程 44.4-1) 可 以 近似 地 表示 为 
一 下 
于 以 : 根 轨 迹 的 渐 近 线 的 相 角 就 是 
x 2kx ,天 严 1,2,3。。。。 (4.4-11) 
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法 则 3， 在 实 轴 上 的 根 轨 迹 是 实 轴 上 的 一 些 交替 的 线 妥 ,这 些 线 耻 的 端点 都 是 G(s》 
的 实 肘 点 或 GC:) 的 实 极点 ， 而 且 这 些 交替 的 线段 从 所 有 这 些 零点 与 极点 中 最 右边 的 那 
一 个 点 (可 能 是 符 点 ,也 可 能 是 极点 ) 开 始 ， 

这 个 法 则 是 很 容易 验证 的 。 我 们 在 实 轴 上 随便 取 一 个 点 *。 从 一 对 复 共 轰 的 零点 列 
这 个 占 的 向 车 的 角 麻 就 明 十 @ 与 一 wg、 从 一 对 香 共 二 极 点 到 这 个 点 的 向 量 的 角度 就 是 
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担 是 ， A 
0 it 
因此 
这 就 是 确定 过 流 点 忌 的 几何 条 件 ， 
法 则 6， 根 轨迹 离开 二 个 极点 (或 趋 近 于 一 个 零点 ) 时 和 的 方向 也 可 以 计算 出 来 , 只 覃 


忽 平 面 上 所 有 的 零点 与 极 冯 到 这 个 被 短 卡 的 极点 (或 零点 ) 的 角度 加 以 计算 就 可 以 了 ， 
| 例 . 图 4.4< “2 所 表示 的 是 相应 于 茶 一 个 传道 了 数 G(s) 的 根 轨 迹 ，G(s) 在 实 轴 上 有 


% 8. 


Ay 
让 
4 


od DDC) 
DOT 2s + 0). 


] 


1. 攻 4.4-L i “ ， 图 4.4-2 


除 个 极点 和 两 个 零点 ,同时 , 还 有 一 对 复 共 统 的 极点 。 在 根 轨 迹 上 了 到 与 极点 9 非常 接近 
的 一 点 s。 gq 到 * 的 向 量 的 祖 角 9， 就 是 根 轨 迹 离 开 qt 时 的 方向 ， 从 各 个 极点 和 各 个 
零点 到 # 点 的 向 最 的 多用 仍然 避 以 看 作 是 Pi» fp2， 8, 0, 和 9， 白地 ， 根据 方程 64.4-107)， 
b, 就 由 下 列 方程 所 确定 : 

(pi 2) [C0, 十 6, ee 十 8j 一 万 。 
根据 以 上 所 讲 的 六 公法 则 就 能 得 出 根 轨 迹 的 主要 的 特性 ， 对 于 中 间 的 情形 〈 天 既 不 
等 于 零 , 也 不 趋 近 于 co 的 情形 ), 我 们 可 以 先 在 平面 上 适当 地 选取 一 些 点 ,然后 用 试 算 的 方 
法 对 这 些 点 加 以 检验 ， 祖 据 检查 的 结果 把 属于 根 轨迹 的 点 保留 下 来 ， 这 料 就 可 以 逐步 地 
把 根 轨迹 完全 描绘 出 来 。 沿 着 根 轨迹 曲线 我们 可 以 算出 相应 于 每 一 点 的 放大 系数 天 的 

秆 如 果 已 经 把 符 从 设计 委 求 的 1/ F.C;) 的 等 点 位 置 选 择 好 了 ,那么 相当 的 kK 值 世 就 可 
以 完全 确定 ,这 样 一 来 ， 反锁 系 统 的 设计 问题 就 得 到 了 解决 、 当然 ,=- 般 说 来 ,实际 的 设计 
过 程 当然 要 比 所 讲 的 要 复杂 一 些 。 ’ 

我 们 可 以 把 根 轨 入 与 流体 力学 中 的 全 此 现象 相 比 披 。 
将 方程 (4.4-1) 和 (C4.4-2) 合 并 起 来 ,就 得 出 
《一 ~ gC 一， 9 四 (Cr 一 必 一 9 
CG 
如 果 , 先 取 这 个 方程 的 对 数 ,然后 再 用 2x 除 一 下 ,我 们 就 有 
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方程 (4.4-13) 这 样 一 个 数学 表示 式 可 以 有 很 多 种 不 同 的 物理 解释 。 一 个 很 明显 的 物理 解 
释 就 是 把 丈 Cs*) 看 作 是 完全 不 可 压缩 的 流体 的 一 个 二 维 无 旋 运 动 的 复 势 亢 数 2， 如 果 
4(1, o) 是 势 函数 ，g(X%, w》 是 流 函 数 ,那么 就 有 

W() = $M, 0) 十 BO, wm) (4.4-14) 
其 中 :一 4 十 iw， 因 此 ,表示 1/F,《:) 的 根 轨 迹 的 方程 《4.4-13) 可 以 这 样 解释 : 根 轨迹 
就 是 流 函 数 取 常 数值 1/2 的 那些 曲线 ;所 以 , 用 流体 力学 的 术语 来 说 , 根 轨迹 就 是 由 1/2 
流 线 的 各 个 分 枝 所 组 成 的 。 沿 着 这 条 流 线 势 函数 的 值 是 逐 点 改变 的 , 它 等 于 


1 log KA. 
27 


了 Gy》 一 二 Dlog Gs — 9;) 人 log Cs 一 p;) 一 log 天 4 十 (+). (4.4—-13) 
?=1 i=1 . CR 


方程 (4.4-13) 还 表示 这 样 一 个 事实 :这 个 流动 是 由 *# 个 单位 强度 的 源 点 99 ,4 
和 和 个 单位 强 庶 的 汇 点 Py， Pi，"…… pm 所 构成 的 .在 我 们 的 图 形 表示 法 里 是 用 小 圆 点 表示 
源 点 , 用 小 沿 图 表示 汇 点 ， 有 了 这 样 一 个 解释 , 我 们 就 可 以 "理解 ”图 4.4-1 和 疼 4.4-2 中 
根 轨迹 的 图 形 ， 

流体 力学 比 报 还 有 另外 一 个 很 大 的 用 处 : 它 能 够 提示 我 们 怎样 把 系统 加 以 改变 ， 使 
系统 具有 更 好 的 性 能 举例 来 说 ,很 设 有 一 个 系统 是 由 下 列传 递 函 数 所 代表 的 ， 

= 414; . 

So ss 一 OC — gq2) qu ll 
那么 ,即使 放大 系数 玉 的 值 较 小 ,在 闭路 控制 的 情形 下 ,这 个 系统 仍然 可 能 是 不 稳定 的 ,其 
根 轨 迹 的 形状 和 图 4.4-1 中 的 根 轨 迹 相 象 。 这 时 , 流体 力学 比拟 立刻 就 提示 我 们 这 样 作 ; 
只 要 在 9 附近 增加 一 个 汇 点 pg., 并 且 在 4; 附近 增 加 一 个 源 点 gc， 就 可 以 把 如 点 附近 的 流 
线 向 左 方 推 过 一 些 距离 ， 因 而 也 就 把 过 渡 点 如 的 位 置 加 高 一 些 ， 使 临界 稳定 时 的 下 值 较 

大 .因此 ,修改 后 的 传递 函数 就 是 

GC) = qc el 4192 、 

pe CG — qc) ss — qs — gq) . 
图 4.4-3 所 表示 的 就 是 相应 的 根 轨迹 。 因 为 |p.| 二 1gc|， 所 以 与 原来 的 传递 函数 串联 的 


附加 传递 函数 和 一 的 一 定 是 相 箱 


修 必 后 的 /< 
起 前 的 。 这 个 函数 与 第 3.3 节 中 方程 根 轨迹/ /原来 的 
(3.3-8》 所 表示 的 相 角 超前 电路 的 传递 
函数 是 同一 类 型 的 . 
流体 力学 比拟 还 可 以 使 我 们 了 解 用 


反馈 线路 使 一 个 反应 缓慢 的 机 构 增 大 反 
应 速度 的 可 能 性 ， 因 为 如 果 希 望 反 应 迅 
速 就 必须 要 求 根 的 数值 比较 大 .现在 ， 
为 了 简单 起 见 ， 假 定 我 们 有 一 个 一 阶 的 
线性 机 棋 系 统 ， 这 个 系统 的 特性 是 用 负 图 4.4-3 

实 轴 鞋 的 一 个 数 信 很 小 的 g， 点 来 表示 的 。 如 果 我 们 把 这 个 系统 与 一 个 相当 大 的 负 实 数 
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4 表示 的 反应 很 块 的 电路 串 接 起 来 ,这 个 系统 的 反应 速度 并 不 能 够 改进 , 因为 ,我 们 仍然 
还 有 一 个 数值 很 小 的 根 4。 但 是 ,如 果 我 们 把 反馈 线路 连接 起 来 , 从 流 线 的 形状 , 或 者 说 
是 根 轨迹 ,可 以 看 出 , 当 放 大 系数 六 的 值 从 天 于 0 开始 增加 时 , 根 也 就 从 gq 点 开始 赐 左 
方 移动 。 因 此 ,对 于 一 个 适当 地 选取 的 放大 系数 天 的 值 ,我 们 就 可 以 使 得 根 的 数值 比 q; 大 
一 些 ,因而 也 就 可 以 使 系统 的 反应 速度 更 加 快 一 些 . 

以 上 讲 过 的 一 些 撕 钴 根 轨迹 的 办 法 ， 对 于 一 般 的 反馈 系统 也 还 可 以 应 用 ， 这 时 的 癌 
题 就 是 要 扒 画 方程 (4.3-3) 所 给 的 Gs)》 的 根 轨迹 :所 以 ， 过 示 很 轨迹 的 条 什 就 征 


—KG(s). 
人 
因为 1/F,(s) 的 根 和 Gs) 的 零点 不 会 相同 ， 所 以 我 们 1 ] 可 以 用 8sYYK 把 上 面 的 方程 
除 一 下 ,因此 就 有 
1 i evn 
GO 人 i 
如 果 我 们 设 


GCs) = GI GA), 

K 一 KK,. (4.4—16) 
然后 , 再 把 方程 64.4-157 和 (4.4-1) 比 较 一 下 ,就 可 以 看 到 , 求 一 般 的 反馈 系统 的 根 轨迹 的 
问题 就 化 为 前 面 讨论 过 的 求 简单 的 反馈 系统 的 根 轨迹 的 问题 了 。 在 第 4.3 节 里 我 们 曾经 
比较 谨 镶 地 分 析 了 把 态 氏 法 应 用 到 一 般 的 反馈 系统 上 去 的 问题 , 素 实 上 ,对 于 那个 问题 也 
可 以 用 现在 的 由 方程 《4.4-167 所 表示 的 简化 方法 进行 分 析 . 因 此 ,如 果 只 就 稳定 性 来 考 
虑 条 绕 的 定性 的 运转 姓 能 的 话 ,简单 的 反馈 系统 和 一 般 的 反馈 系统 并 没有 什么 区 别 , 只 不 
过 不 要 忘记 式 (4.4-16) 这 一 个 关系 就 是 了 。 只 有 在 需要 对 系统 的 运转 性 能 进行 定量 的 研 
究 时 ,我 们 才 必 须 对 方程 (3.7-3) 和 方程 (3. 7-7) 所 珍 示 的 这 两 个 系统 传递 艇 数 的 区 别 给 巴 
应 有 的 注意 . 


45 伯 德 方法 ” 


根 轨 迹 在 如 点 从 左 半 * 平面 过 渡 到 右 半 * 平面 , 妖 然 了 点 在 虚 轴 圭 , 所 以 它 当 然 就 代 
” 表 一 个 纯 鹿 数 根 jo*， 换 句 话说 ,方程 (4.4-1) 被 :~ iw* 所 满足 ,也 就 是 
KG 一 Fli0*) 一 —l1=1. ei*. 

因此 , 当 关 率 特 性 FCiw) 的 振幅 MM 等 于 1, 同时 相 角 8 等 于 一 x 时 ,就 发 生 了 从 稳定 过 渡 
到 不 稳定 的 临界 情况 ， 这 个 临界 条 件 也 可 以 由 力 氏 稳定 准则 推导 出 来 ,因为 在 1/F (iw) 
图 上 的 一 1 点 就 是 临界 点 . 其 实 , 只 要 研究 一 个 典型 的 例 于 《例如 图 4.3-2) 就 可 以 看 出 来 ， 
在 稳定 的 情形 里 , 1/F(iw) 曲线 总 是 把 一 1 点 包围 在 内 的 。 因 为 ,在 一 般 情况 下 1/FCiw)》 
的 振幅 总 是 随 着 名 的 增加 而 增加 的 , 所 以 如 果 希 望 1/F(iw》 曲 线 把 一 1 点 包围 在 内 ,只 
要 要 求 当 1/F(iw) 的 相 角 6 等 于 一 x 的 时 候 ，1/F(w) 的 振 恼 比 1 大 就 可 以 了 , 或 者 也 
可 以 这 样 说 ， 当 68 等 于 一 x 时 ,以 必须 小 于 1; 或 者 , 当 M 一 1 的 时 候 , 9 应 该 比 一 * 还 
要 大 ，。 这 个 稳定 条 件 就 是 伯 德 法 的 根据 ， 我 们 把 频率 特性 的 振幅 等 于 1 时 的 频率 称 为 放 
太 系 数 监 界 点 。 从 力 氏 曲线 可 以 推 知 ,如 果 系 统 的 开路 频率 特性 所 决定 的 相位 方程 
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argK Gm) = 

的 解 只 有 唯一 个 根 的 话 ， 利 用 伯 德 图 去 判定 稳定 性 的 规则 可 鲜 述 如 下 ， 有 反馈 系统 稳定 的 
充 要 条 件 是 当 20log [KG(iw)| 空 0 时 相位 和 角 6 = 二 argKGCiw) > 一 x 例如 ,图 4.5-1 所 
示 的 开路 系统 用 一 ! 反馈 后 是 稳定 的 ， 

我 们 知道 ， 枚 定性 本 身 是 一 个 定 性 的 概念 . 20 log IKCGo) 
在 实际 工作 中 ， 定 福 的 分 析 往 往 不 能 满 症 工程 上 
的 要 求 ， 因 为 当 有 人 说 “ 某 一 系统 是 稳定 的 ”， 我 
们 只 知道 , 当 上 -> co 时 , 这 一 系统 的 输出 不 会 发 
散 ， 但 不 知道 衰减 时 间 如 何 。 为 了 赋予 稳定 性 以 _ 
定量 的 意义 ， 在 伯 德 图 内 引进 稳定 裕 度量 ， 图 
4.5-1 内 之 6, 称 为 相 稳 定 裕 度 ，M,。 称 为 蚁 稳定 裕 
度 。 经 验 告 诉 我 们 ,良好 的 线性 系统 ,一 般 B, 大 于 
10?，M6, 大 于 20 分 由， | 

还 有 一 种 情况 ，、 就 是 虽然 开路 系统 是 不 稳定 
的 ,例如 KGCs) 在 有 半 平 重 内 有 极点 ,但 加 上 简 
单 的 一 1 反馈 后 系统 却 是 稳定 的 。 采 良 力 氏 图 推 
理 的 办 法 可 以 求 出 对 开路 不 稳定 的 反馈 素 统 稳定 ; 
性 的 判 据 准则 : 设 KGCs》 在 右 半 平面 内 有 ”个 z I 
极点 。 此 时 用 一 1 反馈 后 系统 稳定 的 充 要 条 和 忻 是 在 20log |KG| 六 8 的 一 切 地 方 相 闫 特 
性 9Cw) 

从 下 往 上 穿越 和 9 一 一 = 的 交点 比 从 上 往 下 穿越 和 6 二 二 * 的 交点 多 之 > 个 . 此 


时 相 稳定 裕 度 和 本 稳定 裕 度 分 别 为 arg KG(Ciw) 一 0 时 的 201log |KG(iw)| 了 最大 信和 
20log |KGG@)| 一 0 处 Bo) 的 最 小 值 ， 

采用 伯 德 法 的 时 候 ， 可 以 直接 利用 关于 频率 特性 的 资料 ,在 这 一 点 上 伯 德 法 与 乃 氏 法 
是 相似 的 ， 伯 德 法 的 优点 是 简单 易 行 ， 但 是 它 与 艾 文 思 的 根 轨迹 法 比较 起 来 也 还 有 一 个 
很 大 的 缺点 ， 因为 根据 伯 德 法 是 不 能 知道 稳定 的 程度 的 . 为 了 补救 这 个 缺点 ， 奥 斯 本 
(Osborn) 呈 给 了 一 个 半 经 验 的 公式 ， 利用 这 个 公式 就 可 以 计算 相当 于 最 危险 的 根 (也 就 是 
元 邢 轴 最 近 的 根 ) 的 阻尼 系数 5. 他 的 公式 是 


a 


其 中 是 在 放大 系数 ee 度量 单位 是 < 度 *(“。 =) am 是 在 放大 系数 
临界 点 义 20log 不 蝎 线 对 于 而 言 的 斜率 。 量 度 世 有 时 所 用 的 时 全 单位 和 量度 时 所 用 的 
时 间 单 位 是 要 局 的 ， 尽 如 说 ， 如 果 ac 一 30? 而 内 和 34> 那么 zs173.4 一 0.3, 


4.6 多 回路 系统 


到 目前 为 止 ， 我 们 所 讨论 过 的 系统 者 是 单 回路 出 就 是 说 ， 应 制 系统 的 方 决 图 里 只 有 
一 个 闭合 的 路 线 ， 但 是 ,在 实际 的 工程 问题 中 往往 需要 更 复杂 的 系统 ;例如 ,图 4.6-1 所 琢 
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补 丛 线 跑 


oF 
图 4.6-1 


示 的 方块 图 就 是 一 个 典型 的 控制 系统 , 这 个 系统 是 用 来 控制 飞机 对 于 一 个 轴 的 转动 的 
图 中 前 内 回路 (也 就 是 8 所 在 的 回路 ) 称 为 控制 面 位 置 的 反馈 (所 谓 “ 控 制 面 * 就 是 飞机 表 
面 的 起 控制 作用 的 可 动 部 分 ,例如 舵 , 副 豆 等 部 分 ), 或 者 称 为 王 式 反馈 。 如果 没 有 把 内 回 
路 所 合 起 来 ,我 们 就 得 到 普通 的 反馈 控制 系统 ,而 且 

上 F(A)FAs) : (4.6-1) 

Xs) I+ FOOFAYFAS) | 、 
如 有 果 把 内 回路 和 外 回路 《FasGs*) 所 在 的 回路 ) 孝 闭合 起 来 ,就 有 

ACs) 二 PCDJ[XGC 一 8AC) — FVY(C)] 
《这 里 的 ACs) 表示 控制 面 的 运动 ), 以 及 ”- 
YO) = FAYAC). 


因此 ,就 得 到 
A FF) 
RC) 1 + BFCG) 4 FOF) FC) 0 
和 
YG) _ ROR (4.6-3) 


XO) 1 二 二 FF FS) | 
这 个 控制 系统 的 稳定 性 与 反应 速度 是 由 函数 1 + BF1(3) 十 F199)F;Cs)FAs) 所 决定 的 。 
因为 在 这 个 系统 中 , 补偿 线路 , 放大 器 以 及 内 回路 的 放大 系数 8 都 是 很 容易 改变 的 ,所 以 
我 们 也 就 不 难 设 计 出 一 个 特性 相当 理想 的 传递 函数 来 ， 而 且 并 不 需要 改变 飞机 的 结构 设 
计 以 及 它 的 机 械 装置 . 

在 设计 一 个 良好 的 控制 系统 时 ， 常 党 遇 到 这 样 一 个 困难 : 如 何 使 系统 不 但 能 进行 很 
准确 的 控制 《也 就 是 要 求 放大 系数 玉 的 值 相 当 大 》 而 且 还 有 相当 快 的 反应 速度 和 合适 的 
阻尼 竹 质 ， 这 个 问题 就 使 人 们 产生 了 把 开路 控制 方法 与 财 路 控制 方法 结合 起 来 的 想法 . 
这 种 系统 很 早 就 在 实际 工程 中 得 到 了 应 用 M9, 我 们 来 劳 虑 图 4.6-2 所 表示 的 系统 ,在 这 个 
ea 因此 ,有 

FAOXC) 一 Yi) 
和 
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图 4.6-2 

Y(s) Ca FLYIC) 十 FiCs) [XCs) | FA(s)Y(C)1}. 《4.6-4) 

把 输出 YCs》 解 出 来 ,就 得 
YCs) a TAFs) A: (4.6-5) 


XCs) 1 十 PCcJR2CJEC  “ 
因此 ,系统 的 稳定 狂 和 反应 速度 的 特性 决定 于 1 十 Fi() FFAS FS) 的 零点 ， 而 与 Fs) 
和 无关， 既然 FXs) 是 不 能 改变 的 , 所 以 关于 稳定 性 的 设计 问题 就 是 要 寻求 适当 的 传递 谣 


了 了 ik F,C0 FK0) 十 FiC0JP:0) 本 。 
数 F.Cs) 和 和 FC ). 闭路 系统 的 放大 系数 K 1 十 FCOI FO FO) 实际 的 肥 


应 速度 以 及 稳 态 误差 不 但 与 Fi(9)，F:(z)，FsG) 有 关 ， 而 且 还 与 开路 控制 部 分 的 传递 函 
数 FCs) 有 关 、 因 此 ,反馈 回路 的 设计 可 以 完全 决定 系统 的 稳定 性 和 反应 的 动力 特性 ; 至 
于 系统 的 稳定 状态 或 是 “同步 运转 ”的 情况 就 与 系统 的 开路 控制 部 分 有 很 密切 的 关系 了 ， 
所 以 ,只 要 适当 地 设计 FCs),F;(s) 和 Fs) 就 可 以 使 系统 不 但 稳定 而 且 还 具有 相当 好 
的 控制 性 能 。 z . 

如 果 系 统 中 有 许多 需要 闻 时 加 以 控制 的 变数 ,而 且 这 些 变 数 之 间 也 有 关联 的 话 ( 例 如 
火力 发 电站 的 情形 )， 那 么 ,系统 的 方块 图 也 就 是 多 回路 的 、 而 且 其 中 的 反馈 关系 也 比较 
复杂 。 这 种 复杂 系统 的 一 个 例子 是 飞机 的 自动 控制 系统 和 导航 系统 C， 对 于 这 样 一 个 系 
统 的 分 析 工作 。 虽 然 也 还 是 根据 这 一 章 对 于 简单 的 反馈 系统 所 提出 的 同样 的 一 些 原则 进 
行 的 ,但 是 由 于 系统 过 分 复杂 ,如 果 不 依靠 计算 机 ,这 种 分 析 工 作 简直 是 无 法 进行 的 、 


4.7 关于 变 系数 线性 系统 的 稳定 性 


工程 问题 中 变 系 数 系统 常常 吉 到 ,如 飞机 ,火箭 等 做 为 受 深 对 象 在 整个 飞行 过 程 中 其 
参数 不 断 变化 ， 有 时 这 种 变化 十 分 剧烈 ， 为 了 确定 这 种 系统 的 性 能 ， 首 先 变 判 断 其 稳定 
人 性， 遗憾 的 是 , 奕 系数 系统 的 稳定 判 据 至 今 没有 一 个 既 严 格 而 又 使 用 简便 的 准则 ， 国 然 ， 
用 李 雅 普 诺 夫 直 接 办 法 和 其 他 近似 方法 (例如 特征 数 方法 ), 一 般 说 来 ,理论 上 可 以 解决 净 
定性 问题 ， 但 在 实际 工作 中 这 些 方法 均 嫌 过 于 复杂 。 这 是 因为 它们 都 依赖 于 系统 系数 及 
其 基本 解 的 一 些 深刻 的 分 析 特 征 ， 后 者 却 又 常常 得 之 不 易 。 因 此 它们 没有 在 实际 工作 中 
得 到 广泛 应 用 。 另 一 方面 在 工程 实践 中 ,对 变 系数 系统 的 分 析 又 是 回避 不 了 的 现实 问题 , 
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人 们 不 得 不 求助 于 一 些 较为 粗略 的 估计 ,虽然 后 者 理论 上 不 够 严密 ,但 在 实用 中 却 行 之 有 
效 ， 本 节 的 目的 是 对 现 有 的 某 些 方法 作 一 些 讨论 ， 指 出 其 优 缺 点 使 读 考 在 俩 用 这 些 方法 
时 有 所 依据 , 而 同时 又 保持 警惕 ,在 工作 中 审慎 行事 ,不 至 于 由 于 方法 本 身 的 缺陷 造 成 技 
术 上 的 恶果 . 和 

对 于 一 类 结构 简单 的 系统 ， 有 时 可 以 找到 较为 产 整 的 处 理 办 法 ， 在 近代 计算 技术 条 
A aa idl 下 面 首 先 推荐 这 样 一 个 方法 。 设 有 系统 


oo) ~ 十 Lg- 1 SE per 十 .十 G(x 二 0， (4.7—1) 

其 中 a; (2) de 数 . | 的 那样 , 式 44.7-1) 可 以 写成 一 阶 向 量 方 
程式 

< =A(x, St<o. (4.7-2) 


这 是 一 个 线性 系统 ,所 以 只 要 它 的 零 解 稳定 ,那么 它 的 一 切 运动 都 是 稳定 的 。 因 此 , 我 们 
可 以 研究 这 个 系统 的 稳定 性 。 显然, 式 (4.7-2) 的 解 可 以 号 成 


Xz) 二 xo 十 | A(T)xCr Yar = . (4.7~3) 


对 系统 式 (4.7-2? 我 们 有 下 列 稳定 些 判 据 准则 : 本 
《1) 若 式 (4.7-2) 的 基本 解 有 界 则 系统 稳定 。 反 之 , 若 系 统 稳定 , 则 其 基本 解 必 存 界 。 
设 PC, 》 是 式 (4.7-2) 的 基本 解 矩 阵 , 且 (4,1) 一 三 为 单位 矩阵 ,， 轿 此 有 . 
x(t) = Pt, ix，x(Cz) 一 x. 
对 它 显然 有 不 等 式 
FAGIE 立 [isllzaals 一 1 2 


由 于 gz(5 有 界 , 改 jp | 令 M 为 所 有 Hs a 于 是 
上 式 可 改写 为 


OL MD la SM 2 
将 上 式 平方 相 加 并 开 方 后 有 


aD eM/ Deo. ee 
按 李 雅 普 诺 夫 关 于 稳定 性 的 定义 ， 若 s 给 定 sg > 0， 则 可 以 选 5 二 一 一 一 DE 此 时 ， 当 


] zx 5 = 二 时 全 有 |lx(o1 委 es 因此 x(z) = 9 的 解 是 稳定 的 。 
对 系统 
空 一 (4+BCO)z， (4.7-4) 
有 判别 准则 , 
(2 着 方 程式 ,y : 
| 7 一 Ay. a lj A (4.7-5) 
稳定 , 酒 
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病 > 1 Jadt < o0, C4.7-6) 
则 系统 式 C4.7-4) 稳 定 ， \ 
根据 判 握 法 则 (1) 可 知 ,这 里 只 需 检 查 式 (4. 7-4) 的 解 为 有 界 就 够 了 ， 因为 
EE | CA + BCr))x(rydr， 

X(t) = chix, 十 | eIBCr xCT) dr, 
故 

iz < hes t+) (BD los — ON DD lo ) Car, 

to \a,p=1 q .B=1 


因为 式 (4.7-5) 稳 定 , 帮 |e“ 上 有 界 , 小 于 某 一 常数 C 而 9 一 | 也 有 界 ， 
设 也 小 于 C1. 于 是 - 
xOl<c +r el 3 lon Uaer. 


显然 , 若 令 vQ 一 > bs (0) | ， 有 


?月 一 上 
x C2 ll Cz) v(t). 
ci+ Cr) xcDlzCoDlar 


对 不 等 式 两 边 积分 后 有 
In 6 十 | ClxClar ) < < C， | vlTdr, 
[出 


lx < ci(1+ | volar) < cued, 
由 于 有 式 (4.7-6) 的 限制 条 件 ， 故 知 jx (x) 是 有 界 的 。 按 判别 准则 (1》 知 ， 此 系统 式 
《4.7-4) 稳 定 ， 
用 类 似 方法 可 以 证 明 : 
(3) 如 果 系统 式 (4.7-2) 稳 定 , 且 
人 D3 [Bsr Lar < 00， | yy， anlt)ar ”一 00， 


Hn sp=1 o z= 


则 系统 


衬 一 《4 (Cr) + BO C4.7-7) 


稳定 . 1 
这 一 组 判别 准则 之 所 以 值得 推荐 ,是 因为 它 只 圳 判别 系统 的 基本 解 是 否 有 界 就 够 了 。 
为 此 只 需 给 出 # 种 不 同 的 初始 条 件 , 见 这 1 C1, 0, 和 0), 到 2 xz 《0 IT， 0 ， * 07， 
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xo 一 《0， 0 …，0， 1)， 求 出 相应 的 解 ， 如 果 这 些 解 都 不 发 散 , 系统 必然 稳定 。 这 里 并 
不 需要 对 系统 做 任何 繁杂 的 分 析 ， 这 一 工作 在 数字 机 或 模 氢 机 的 帮助 下 是 极 易 实现 的 . 

在 变 系 数 系统 的 设计 工作 中 ， 没 用 最 广 的 是 所 谓 冻 结 系数 法 。 这 一 方法 的 实质 是 在 
系统 整个 工作 财 间 [0,7] 内 , 取 一 些 代 表 性 的 时 刻 , 例 如 ,0 所 #5 之 … 4, 所 工 ， 
在 每 一 时 刻 ， 用 4(s) 代 人 式 〈4.7-22， 然 后 当做 常 系数 方程 式 去 研究 ， 若 对 每 一 个 i， 
下 列 方程 式 所 扒 绘 的 系统 


SAG)z i 1, 2 
dt 


都 稳定 , 则 “认为 ”系统 (4.7- 人 也 就 是 说 ,着 失 阵 4 (t) 对 每 一 固定 的 :一 1;, 特征 


方程 式 

IA4G) — 1E|=0 (4.7-8) 
的 根 都 有 负 实 部 , 则 认为 系统 (4.7-2) 稳定 。 应 该 指出 , 这 个 方法 在 实际 问题 中 常常 是 有 
效 的 ,很 少 出 现 结果 矛盾 的 不 愉快 现象 


虽然 如 此 ,这 一 方法 的 应 用 范围 不 是 没有 限制 的 。 容 易 举 反例 证 明 , 有 的 线性 变 系 数 
系统 如 果 用 冻结 系数 法 去 研究 ,对 每 一 时 刻 特征 方程 式 的 根 均 具有 负 实 部 ,而 系 绕 的 零 解 


却 不 稳定 ， 研 究 系统 
0 十 如 人 十 一 0 了 (4.7-9) 
设 :二 c', 代入 上 式 后 有 
dx dx | 
Eh, (4.7-10) 
它 的 特征 方程 
a Ba id 
的 根 是 
四 btV CDT 
和 24 
设 


。 ~ = 2 
a bs 0, Vt Cb 8) op 0 
P| : 2a 


于 是 有 1 二 p 土 iw。 方 程式 (4.7-10) 的 解 是 
x mm Ce + Cielzr， 
或 者 


r+) = (Cicosw lnt 十 Cusing inz + Cicoso lnt — Ca sinw ln?), (C4.7-11) 
当 + 为 国定 值 时 ,方程 式 C4.7-9) 的 一 切 特征 根 都 具有 人 负 实 部 ,因为 当 :> 0 时 式 (4.7-9) 
的 系数 都 大 于 零 . 而 它 的 零 解 是 不 稳定 的 , 按 式 (4.7-11》, 对 任何 非 零 的 初始 微小 扰动 , 系 
统 的 运动 x(:) 都 是 发 散 的 。 由 此 得 到 结论 ， te net 
从 另 一 方面 来 看 ， 由 此 例 也 得 不 出 完全 否定 冻结 系数 法 的 结论 ， 冻 结 系数 法 对 很 多 
和 为 了 说 明 这 一 点 ,我 们 继续 研究 方程 式 (4. 7 -2m 


经 ws ACE)K, (4.7-23 
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般 定 矩阵 4 的 每 一 个 元 素 a;; (4) 均 为 时 间 的 连续 区 数 ， 并 且 对 任何 时 间 i > 0， 
fy 之 0， 总 有 一 个 常数 c， 使 


> ait) 一 aigo < e. (4.7-12) 
同时 对 任何 ， = 4， 特 征 方程 的 根 总 有 z : 
Relx(1) < —+, (4.72=13> 


其 中 > 7 为 茶 一 正 肖 数 ， 设 在 初时 刻 “一 种 时 :冻结 系数 后 的 方程 式 (4 7-2) 的 基本 解 矩 阵 
P, (z) 一 eAlioNi—i0) 一 Cpt — 10)), i 2 bs 
满足 条 件 


DpiG 一休] be, 《4.7-14 7 
El . 


式 中 。 显然 与 常数 + 有关 . 
在 上 述 假 定 条件 下 , 若 ;, c 和 请 满足 关系 式 


be < 3 | . (4.7~15) 


则 冻结 系数 法 有 效 、 换 言 之 , 若 式 《4.7-15) 满足 , 则 当 式 (4.7-13) 成 立时 , 变 系数 系统 式 
(4.7-2) 是 稳定 的 . 
事实 上 ,将 式 (4.7-2) 改 写 为 
= ACINx + CAC) — ACt) x 
它 的 解 可 写成 , 
xD = etwas 十 | eA A ~ A Xar. 


根据 式 (4.7-12) 和 (C4.7~14) 有 
jx ON < bt + | cc 和 lxCnller 


解 此 不 等 式 , 有 | , 
x < Blxoll eT tes. 


下 利用 不 等 式 (4.7-15), 上 式 可 写 为 
bx C0) < dlaolei re, 

由 此 可 知 ,此 时 系统 的 任何 初始 扰动 都 随时 间 的 增 大 而 衰减 为 零 , 因 而 系统 是 稳定 的 , 

因为 条 件 式 (4.7-152 很 苛刻 , 而 且 检 查 某 一 实际 系统 是 佑 满足 该 条 件 又 很 困难 ,所 以 
.上 述 事实 的 应 用 价值 不 大 。 但 是 , 它 却 说 明 , 确实 有 一 类 变 系数 系统 , 冻结 系数 法 对 它们 
是 严格 正确 且 行 之 有 效 ， 上 述 两 个 例子 告诉 我 们 ,必定 存在 一 个 分 界线 ,使 变 系 数 线性 系 
统 分 为 两 类 , 对 于 其 中 的 一 类 , 冻结 系数 法 是 严格 而 正确 的 ，、 对 另 一 类 则 完全 不 能 应 用 . 
这 一 分 界线 在 何 处 > 如 何 去 简 捷 地 判别 对 菜 些 中 体系 统 应 用 冻结 系数 法 的 可 靠 性 和 正确 
性 ? 对 这 些 问 题 , 现 在 还 没有 看 到 答案 . 对 这 个 问题 的 答复 是 一 个 迫切 的 任务 ， 我 们 寄予 
期 望 . 彼 时 : 剑 疑 将 完全 消失 . 

前 面 我 们 一 直 讨 论 按 李 雅 普 诺 夫 定 义 的 系统 稳定 些 ， 即 研究 当 :一 c 时 系统 的 新 
近 性 能 ， 对 实际 工作 有 些 经 验 的 人 会 发 党， 李 雅 普 诺 夫 的 定义 并 不 是 对 一 切 控制 系统 都 
适合 。 例 如 对 火箭 控制 系统 这 个 定义 就 不 尽 适宜 . .因为 有 些 火 箭 的 飞行 时 间 有 限 ， 这 时 
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上 欧 于 无 穷 大 的 定义 是 不 完全 符合 实际 情况 的 、 为 了 适 站 这 类 控制 系统 的 需 守 ， 有 人 担 
出 新 的 稳定 性 定义 ”2 加， 这 里 介绍 一 下 这 个 新 定义 的 几何 意义 . 

设 系统 的 运动 方程 式 依然 是 式 (4.7-2), 而 8, 2 和 了 是 三 个 给 定 的 常数 ， 其 中 工 是 控 
制 系统 工作 的 时 间 间 了 肾 。 若 系统 的 初始 扰动 满足 限制 条 件 


lol < 9， (4.7-16) 
且 对 时 间 区 间 [sw 十 了]】 内 的 任何 + 都 有 
| [x ls, HRT, | (4.7-17) 


则 说 系统 式 (4.7-2) 对 给 定 的 一 对 数 和。 在 T 时 间 内 稳定 ， 

按 新 定义 去 判别 系统 式 (4.7-2) 的 稳定 性 ,有 以 下 几 个 主要 结果 中 

式 (4.7-2) 中 和 矩阵 A™= (Cas)s fy 太一 1， 2， - 他 > 假定 q(t) 是 # 的 有 界 连续 实 
值 函 数 ,并 可 表示 为 . . | 
Q(t) = dl0) + Aan lt) , fs R12, ,nn, 
其 中 axk0) 表示 wk 在 1 一 4 时 的 值 ， 现 考虑 特征 方程 式 

DCs) = |anl0) — snl = 0, i, k= 1,2,...,n, 9 

其 由 Bu 开 1， 当 一 5 一 0， 当 了 半球 

如 果 特 征 方程 44.7-182? 所 有 的 根 ， “有 负 实 部 且 没 有 重 根 ， 那么 系 编 《4 7-2) 在 有 限时 
间 [ww 十 了 ] 内 是 稳定 的 . 

如 果 特 征 方程 44.7-18) 的 根 中 ; 邑 使 仅 有 一 个 有 正 实 部 的 松 , 屠 么 系统 式 (4.7-2) 是 不 
稳定 的 . 

如 果 臣 《4.7-18) 没 有 正 实 根 或 实 部 为 正 的 复 根 , 仅 有 重负 实 根 si = a 2, ,14) 
和 实 部 为 负 的 重复 根 biG = 1, 2, ..* ,14), 而 且 符 列 式 


— ss 一 0， 0 
2 
] 1 
2 2 
DGs,) 0 - si, 3 i 一 1, 2。 ,> ms 
Ce 
2 
0 . g -一 3 
1 
一 让 一 -一 0 
' 2 
二 
DG ) 一 1 | i==1, 2,*** ,1. 
” 2 
0 ef 
2 . 


敬 所 有 主子 式 筑 大 于 零 , 则 系统 在 有 限时 间 内 是 和 多 定 的 ， 如 果 即 梗 有 一 个 主子 式 是 负 的 ， 
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那么 系统 在 有 限时 间 内 是 不 稳定 的 
4.8 系统 的 表态 精度 分 析 


静态 精度 是 控制 系统 的 重要 指标 之 一 ， 对 调节 系统 的 主要 要 求 之 一 是 将 受 控 黑 《被 
调 量 ) 准 确 地 保持 在 给 定 值 附近 ,例如 何 服 系统 在 过 渡 过 程 结 来 以 后 应 该 准确 地 服 穴 输入 
量 而 变化 。 所 谓 系统 的 静态 精度 就 是 当 寺 间 足 够 大 时 对 输入 量 的 上限 踪 精 度 ， 继 续 研 究 线 
性 受 控 系统 
全 = A(Dx + Blu 4.8-1) 
式 中 x 一 《xi fs Xo) 为 受 控 量 ,二 Cw ,1) 为 控制 量 ，A () 和 和 BC) 
分 别 为 x X n 和 n X+ 阶 矩 阵 , 其 元 素 均 柯 能 为 变 参 数 . 
设 g(2) = C81(0) 80) ss Ea)) ol) ep) a 
， 为 系统 的 输 人 作用 。 对 控制 系统 的 要 求 是 < 
sz) 应 准确 地 跟踪 gitr) 。 辣 量 函数 
(1) 于 用 (1 一 xi) (4.8-2) 
称 为 受 控 系统 的 误差 向 量 “图 4.8-1)。 将 


A x(z) 消去 后 有 as 
一 A(tDe— Bll)ut 的 一 4 (wg). z (4.8-3) 
在 线性 系统 内 控制 是 a(z) 常 可 取 为 误差 的 线性 函数 , 即 . 
Uf) = FC (2 uf) 3 (4.38-4) 
式 中 :CD) 为 rxu 阶 矩 阵 ,其 元 塞 可 能 为 时 间 的 连续 函数 ; 利用 这 里 引进 的 定义 , 式 
(4. OI 
一 刀 (nDs 十 (CE 二 4 《4.8-5? 
其 中 


DO = 4) + BO CO). 

这 样 受 控 系统 式 44.8-17 就 变 成 一 个 自动 控制 系统 了 ， 而 式 〈4.8-427 就 称 之 为 控制 规 
律 (图 4.8~1)。 如 售 去 确定 控制 规律 式 《4.8-4), 这 是 一 个 控制 装置 的 设计 间 题 , 本 节 我 
们 先 不 研究 它 。 这 里 只 假定 ， 按 某 一 原则 和 锭 制 规律 已 经 选 定 ， 我 们 的 任务 是 去 分 析 系 统 
式 (4.8-5) 能 咨 保 证 受 控 量 x 准确 地 小 踪 输 入 量 g G》.。 根据 前 节 所 述 , 对 控制 系统 的 第 
一 个 要 求 是 稳定 ,而 对 线性 系统 只 要 求 零点 稳定 就 驶 了 .. 因此 可 以 设想 在 设计 控制 装 吊 
式 (4.8 于 ) 时 ,已 经 保证 了 式 (4.8-57 的 ( 零 解 稳定 性， 

设 在 某 一 初始 村 肇 点 时 ep) 不 为 零 向 量 ， 而 当时 间 足 够 大 时 ， 缀 控 量 x(*) 与 
5(t) 重合 ,此 时 eG) 将 恒 为 零 : 自 然 ,其 导数 也 恒 为 去。 由 此 可 知 ,系统 式 《4.8-1) 在 
: 足够 大 时 能 糖 确 跟 踪 输 入 作用 g Cz) 的 充分 条 件 是 输入 作用 g(x) 清 足 方程 式 


人 ED = A(Dg(). (4.8-6) 


换言之 ,以 方程 式 (4.8-6) 的 任 一 - 特 解 作为 系统 式 (4.8-1) 的 输入 ,系统 的 静态 误差 均 为 零 。 
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我 们 称 此 类 输入 作用 为 受 控 系 统 的 固有 输入 作用 类 ， 值得 指出 的 是 ， 系 统 的 静态 误差 与 

控制 规律 式 (4.8-4) 完全 无 关 , 后 者 只 要 保证 系统 稳定 就 够 了 ,可 见 ,系统 的 静态 精度 主 

要 地 决定 于 受 控 对 象 的 特性 ,而 一 般 地 不 决定 于 控制 装置 的 具体 形式 . 
ni 


fo (0) = 十 Ns-1 kt ， 十 = ult) (4.8—7) 


1 2 
的 有 壹 入 作用 半数 为 下 列 方程式 的 一 切 特 解 
aa Cs) TE + GD SA 


i 设 受 控 系 统 为 常 系数 线性 系 
统 , 它 的 运动 方程 式 为 


二 人 (4.8-8) 


+ - (4.8-9) 
de dP | 
它 的 轩 有 输入 作用 类 用 方程 式 3 
THE +80 (4.8-10) 
ds dn i 
确定 。 后 者 的 解 为 | - 
280) gt Bt ge, (4.8-11) 


其 中 gu, gt 8;， 为 任意 常数 z 
对 于 系统 式 (4.8-9) 来 说 ,一 切 式 (4.8-11) 的 输入 作用 均 不 引起 静态 误差 。 

对 党 系数 线 作 系统, 般 的 可 以 认为 加 有 输入 作用 英国 歼 具 有 下 列 形式 : 

gE gt Ett 二 em 二 gaoc ok (4.8-12) 

上 式 内 时 间 * 的 多 项 式 内 最 高 次 赛 常 称 为 系统 的 无 静 革 次 数 、 例 如 当 不 一 0 时 称 零 阶 
无 静 差 ,此 时 系统 对 一 切 常 值 输入 无 静 差 , k 一 1 时 称 系统 为 一 次 无 静 差 ,此 时 对 家 线 变 
化 之 输入 作用 无 静 差 ,以 此 类 推 。 如 果 式 (4.8-12) 内 g = 一 .… 一 g4 一 9，: 则 系统 为 
有 静 差 系统 ,后 者 对 任何 不 趋 于 零 的 输入 作用 ,误差 不 趋 于 零 

利用 传递 函数 的 形式 ,容易 辨别 系统 的 无 静 差 次 数 。 若 将 受 控 对 象 的 传递 画 数 写成 


XC) _ KN(G) 
Ws) ve ™ CCy， (4.8—13) 


式 中 - cG) 为 了 的 = 险 多 项 式 ,而 且 5 一 0 .不 是 它 的 根 。 NG) 为 ， ; 的 由 次 多 项 式 ， nm 
# 十 无 .5 开 9 : 丙 不 是 它 的 根 。 当 Gbs) 无 置 根 时 , 受 控 系统 或 《4.8-13) 的 加 有 输 人 作用 
类 具有 式 (4:8-12) 的 形式 . i f= 0 本 1 就 是 受 榨 系统 的 
无 静 差 次 数 ,: 着 下 一 一 1， 系 统 有 静 莽 . 

如 果 g(#) 不 属于 因 有 输入 作用 类 ,那么 当 :一 00. 时 系统 必 有 静态 误差 存在. 
我 们 估算 一 下 静 差 的 值 。 设 宙 动 深 制 系统 式 44.8-5) 之 马 和 4 为 常量 和 矩阵. 下 面 我 们 只 
究 常 系数 情况 。 一 般 的 来 讲 ; 当 g(r) 为 任意 向量 盘 数 时 , 相 农 的 (和 .也 是 与 区 (9) 
关 的 时 间 范 数 , 当 * 趋 于 无 穷 大 时 , 它 不 趋 于 党 向量 , 委 统 的 这 种 误差 称 为 稳 态 误 茎 ， 

设 g(t) 不 属于 固有 作用 类 ,而 满足 条 件 


人 二 — Ag (i) = go, 
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此 处 可 为 常 向 量 ， 再 没 当 :> oo 时 ,4e 一 0。 此 时 误差 方程 式 (4.8-5) 之 右 端 变 为 


Aart 
De 十 go 一 人 《4.8-147 
上 式 有 解 的 充分 条 件 是 行列 式 j 了 | 兰 0， 此 时 系 绕 的 况 差 可 直接 解 出 : 
赤 一 一 站 -48 《4.8-14 > 


或 者 ,将 上 式 展 开 
ei =o— higps 1 二 1,2,.**, n> 
i=1 


式 中 和 是 逆 和 矩阵 D™ 的 元 素 , 称 为 静 差 系数 ， 答 阵 DD 按 关 系 式 D4 二 BC 与 控制 


规律 
u=—Ce 
有 关 , 即 与 控制 装置 有 关 。 因 此 ,正确 地 选择 控制 规律 可 以 三 小 系统 对 非 回 有 输入 类 作用 
的 蓄 态 误差 
现 以 三 阶 系统 《4.8-9》 为 例 分 析 静 差 与 控制 规律 的 关系 。 令 8C0) 一 十 bit 二 
1 z a dd 
2 br， 其 中 加 51, 5 均 为 常 值 ， 令 8 Eo z(t), 52 FR ds > ba dz 
4 = C81 十 已 352 十 C383, 系统 式 C4.8--9) 的 误差 方程 组 是 ， 
有 
d53 CC _ _《L 二 CD 二 
有 BT TT Tr 
显然 , 阁 系统 浙 近 稳 定 , 当 + 一品 时 ,5 一 一 0， 而 一色, 此 处 工 称 为 误 送 a 的 
况 差 系数 。 | 
HE ~ 4g(s) = hl) #0, 
此 时 e(z) 的 通 解 为 | 
€(1) = er'é, 十 | eon RCr ar, (4,8—15) 


因为 系统 稳定 ; 当 : 足够 大 时 , 右 端 之 第 一 项 趋 于 零 , 所 以 我 们 只 研究 第 二 项 ,用 分 部 积分 
公式 可 知 , 若 有 ( 习 的 每 一 个 分 量 为 足够 光滑 时 有 
: | ec-pz (rdr = (| cpzdr 所 全 (| [ c—Dighar 所 Cs) 
十 (| | | evardjdr] h (0) z 
代 人 前 式 后 有 


E(t) = Co RG) + CNRO + CA RO 十 (4.8-16) 
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式 中 衣 一 故 ， 等 等 ;而 Ci 为 。x = 阶 拭 阵 
Cofr) = 二 en | e~Prar i —D™(E uy eD), 


—C() = 可 e™ | madr) = D7 — De 十 Dean 
0 ,0 | 


LE EE 


由 上 式 决 定 的 矩阵 C;(x) 称 为 系统 的 稳 态 误差 系数 矩阵 。 当 系统 参数 给 定 后 ,这 些 矩 阵 
的 元 奈 极 易 求 出 。 报 据 这 些 元 素 的 值 即 可 估算 系统 跟踪 任何 信号 的 稳 态 误差 ， 而 不 需要 
解 出 系统 的 具体 运动 形式 . 当 衣 (#) 三 0 时 ,有 (7) 为 常 向量 , 此 时 CCo0) 为 常量 矩阵 ,其 
元 素 与 前 面 所 定义 的 静 差 系数 一 致 、 因 此 , 静 差 系数 是 稳 态 误差 系数 的 一 种 特殊 情形 ， 

通过 对 系统 (4.8-9) 的 分 析 我 们 得 到 一 个 启示 : 静 差 反比 例 于 系统 的 放大 系数 ， 当 放 
大 系数 趋 于 无 穷 大 时 ,系统 的 静 差 将 趋 于 零 . 但 是 ,粗略 地 分 析 即 可 看 出 : 此 时 系统 的 稳 
定性 将 变 坏 ,这 个 矛盾 告诉 我 们 , 在 设计 系统 时 , 片面 的 追求 某 一 个 高 指标 会 使 其 它 的 性 
能 受到 影响 . 


49 短程 火箭 的 运动 


前 面 我 们 曾经 指出 ,在 有 些 实际 问题 中 , 李 履 普 诺 夫 稳 定 狂 的 定义 并 不 完全 适用 。 为 
了 研究 这 类 问题 ,必须 从 实际 问题 出 发 ,建立 新 的 分 析 方 法 ,从 本 节 中 我 们 可 以 看 到 ,对 研 
究 短程 火箭 的 运动 李 雅 普 诸 夫 稳定 性 的 定义 应 改 为 有 限时 间 的 稳定 性 更 切合 实际 些 。 

下 面 研究 一 个 火箭 弹 在 火箭 推力 起 作用 的 过 程 中 的 运动 状态 ， 肯 定 这 个 火箭 是 依靠 
尾 辟 来 稳定 的 。 我 们 特别 来 考虑 火箭 轴线 与 投射 角 之 间 的 偏差 角 ， 这 个 仿 差 角 是 由 于 发 
射 过 程 中 的 扰动 以 及 飞行 过 程 中 尾 姻 所 受到 的 阻力 作用 和 火箭 所 受到 的 重力 作用 所 引起 
的 .关于 火箭 弹 的 动力 学 的 一 般 问 题 ,曾经 在 第 二 次 世界 大 战 时 期 内 被 不 同 国家 的 许多 学 
者 仔细 好 研究 过 。 罗 色 尔 (Rosser), 牛顿 (R. Newton) 和 格 罗 司 (Gross) 曾经 把 美国 学 者 
的 工作 加 以 总 结 中 , 兰 金 (Rankin) 曾经 报告 了 英国 方面 的 工作 吗 , 卡 鳞 埃 尔 《Carriare) 的 
论文 代表 了 法 国学 者 对 于 这 个 问题 的 研究 工作 。 而 甘 特 蕊 献 (TanrMaxep) 和 列 文 (JJesHH) 
则 在 文献 128] 中 总 结 了 苏联 在 这 方面 的 研究 情况 ， 本 节 内 我 们 不 打算 详细 地 讨论 如 何 计 
算 短程 火箭 的 弹道 及 姿态 运动 的 细微 变化 规律 ,只 希望 用 一 个 被 简化 了 的 炉 型 ,指出 在 变 
系数 线性 系统 的 研究 中 的 几 个 有 重要 意义 的 特点 ， 并 指出 为 什么 李 雅 普 诺 夫 稳定 性 的 福 
念 和 定义 对 这 个 具体 问题 是 不 适用 的 ， 

对 于 一 个 用 尾 才 稳定 的 火箭 弹 来 说 。 钉 直面 内 的 运动 与 水 平面 内 的 运动 之 间 的 相互 
影响 可 以 忽略 掉 , 也 就 是 说 ,在 铅 直面 内 由 于 水 平面 内 的 运动 而 产生 的 空气 动力 是 可 以 忽 
略 的 。 所 以 ,我 们 只 考虑 和 研究 铅 直面 内 的 运动 情况 ,也 就 能 够 知道 火箭 弹 的 特性 了 。 且 
为 这 是 短 射 程 的 火箭 弹 , 所 以 ,我 们 把 地 面 看 成 是 一 个 平面 ， 设 "是 火箭 弹 的 速度 的 绝对 
值 , 0 是 速度 向 量 的 倾角 ,9 是 火箭 弹 的 轴线 的 倾角 (图 4.9-1D。 于 是 ,火箭 弹 的 冲 角 就 是 

xc 一 9 一 6. (4.9-1) 
设 m 是 火 箭 弹 的 质量 ,8 是 重力 加 速度 .所 以 作用 在 火箭 弹 上 的 重力 就 是 铝 直 向 下 的 力 
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mg。 空 气动 力 是 升力 LL， 女 力 D 和 转 短 M . 工 和 已 分 别 与 袁 村 和 平行 于 还 动 的 方向 ， 这 
些 力 孝 是 作用 在 火箭 的 重心 上 的 火箭 的 推力 3 是 常数 , 就 像 图 4.9-1 所 男 的 那样 , 3 与 
轴线 之 间 有 一 个 偏差 角度 8， 对 于 重心 
来 说 , $ 的 力矩 向 是 5、 所 以 , 沿 弹道 方 
向 的 加 速度 的 方程 就 是 


dy st 
玫 Scos(Kr 一 8) 


mgin6—D. (49-2) 
垂直 于 弹道 方向 的 加 速度 的 方程 就 是 
mo 2 一 Ssin(e 一 的 
一 mgeps6 十 工 . 《4.9-3) 图 4 
最 后 ,如 果 火 箭 对 于 通过 重心 的 横 轴 的 通 转 半径 是 k， 那么 , 角 加 速度 就 是 
mn 全 一 S6 一 对. ey (4.9—4) 


在 方程 C4.9-4) 中 , 我 们 已 经 把 所 谓 的 喷射 阴 尼 转 矩 忽略 挤 了 ,因为 它 比 尾村 的 恢复 转 算 
门 、， 

空气 动力 和 空气 动力 转 矩 都 与 冲 角 ” 有 关 。 但 是 ,如 果 火 箭 的 尾翼 安 装 得 不 正 , 即 使 
< 一 0， 也 还 会 有 升力 和 转 和 矩 。 所 谓 安装 得 不 正 ,也 就 是 说 尾 贾 的 安装 引起 了 一 个 角度 误 
差 "， 以 致 于 志和 M 在 “一 ” 时 消失 ,而 不 在 “一 0 时 消失 ， 如果 ? 是 空气 的 密度 , 4 是 火 
入 弹 阐 身 的 直径 ， 我 们 就 可 以 用 下 列 公式 引进 升力 系数 Kz, 阻 力 系数 Ko 和 转 矩 系数 Ks: 


二 Kroev’d’ sin [ca 一 7)s : 、 (4. 9-5) 
D2 Kopvid’, . ， -= (4.9-6)} 
M = Kuprid dnala -~ 7), (4.9-7) 


对 于 给 射 程 火 第 弹 来 说 ， 弹道 的 顶点 并 不 高 ,所 以 ;我们 可 以 把 密度 $s 看 作 是 适 数 。 丝 外 ， 
最 大 的 速度 信也 不 是 很 大 :以致 于 系数 K.，Kp 和 Kw 都 还 可 以 看 作 是 与 飞行 的 马赫 
(Mach) 数 《火箭 弹 的 速度 与 音速 的 比值 ) 无 关 的 常数 再 者 ,对 于 短 射 程 火 盘 来 说 ， 燃 料 
的 质量 只 占 火 箭 弹 的 总 质量 很 小 的 一 部 分 ,所 以 ,把 火箭 弹 的 质量 看 作 是 一 个 常数 也 不 会 
引起 严重 的 误差 。 在 方程 组 (4.9-1) 一 (4.9-7》 内，w， 9， 和 “代表 火箭 弹 的 运动 状态 ， 
Ki, Ky,. Kn, p, 可 了， 4 等 是 与 环境 条 件 和 火箭 弹 的 几何 形状 有 关 的 某 些 特定 常数 ; 有 
y, 6 和 重力 加 速度 8 可 看 作为 决定 作 思 于 火 箭 弹 上 的 外 力 的 因素 ; . 剧 然 ,方程 组 
(4.9-1) 一 (4.9-7) 是 非 线性 的 ,它们 和 初始 条 件 一 起 唯一 地 确定 火箭 弹 的 弹道 ， 

这 种 类 型 的 火箭 弹 的 燃烧 时 间 都 是 很 短 的 (譬如 说 ,只 有 0.2 一 8.5 秒 )? 所 以 就 必须 使 
加 速度 5/m 很 大 才 行 。 事实 上 ,推力 5 是 相当 大 的 , 和 它 比 起 来 ,重力 \ 阻 力 和 升力 都 小 
到 可 以 忽略 的 程度 ， 而 卫 ,推力 方向 与 飞行 方向 之 间 的 偏 首 角度 a 一 8 总 是 很 小 的 , 冲 角 
的 值 也 总 是 很 小 的 。 因 此 , 如 果 诸 量 y, 8, 3 和 = 为 零 时 , 火 第 弹 的 理想 弹道 就 是 一 条 
初始 倾角 为 6 的 直线 (图 4.9-1)。 沿 着 这 条 直线 的 运动 是 一 个 等 加 速度 5/m 的 运动 


dv 
一 一 a S/H. - 《44.9 一 8 
ey (55) 
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如 果 x* 是 藻 着 这 条 直线 量度 的 距离 ,那么 ,这 个 运动 也 可 似 用 下 列 方程 表示 : 
全 xm (E)2. (4.9-9) 


如 打发 射 火 箭 弹 的 初始 速度 是 零 , = 就 是 到 发 射 点 的 确实 距离 ， 如 果 有 一 个 初始 速度 ,< 
We 从 方程 (4.9-9) 我 们 得 到 
人 
因为 在 然 谨 过 程 中 总 是 有 外 力作 用 的 。 因 此 真正 的 弹道 与 无 外 力作 用 时 的 典型 沉 道 
是 有 差别 的 ， 假 设 它们 之 闻 的 偏差 比较 小 ,我 们 可 以 在 理想 弹道 附近 将 运动 方程 线 住 化 ， 
我 们 认为 真正 弹道 的 速度 特性 和 理想 弹道 的 速度 特性 一 祥 , 因此 用 方程 (4.9-97 来 代替 方 
程 (4.9-2), 并 且 把 方程 4.9-3》 和 《4.9-4) 中 的 速度 * 和 时 间 导 数 用 方程 《4.9-9》 和 
《4.3-10) 来 代替 此 外 ,因为 “ 一 8 很 小 ，sin Ca 一 6) 也 就 可 以 用 = 一 8 来 代替 ，cos6 
可 以 用 cos8 来 代替 .我 们 把 升力 工 也 忽 路 掉 ， 因 为 它 比 推力 的 模 向 分 量 以 及 火箭 的 重 
县 都 小 得 多 。 采 用 这 些 简化 的 假设 后 ;方程 (4.9-3) 和 (4.9-4) 就 成 为 


2z 和 5 一 (一 及 一 2 cosbl C4.9-11) 
和 2 2 
, 十 3 入 一 sa— 7), 《4.9-127 
这 里 的 o 的 定义 是 | 
六 一 本 二 二 (4.9-137 
Kt 


很 明显 ,vc 的 量 纲 是 长 度 我 们 可 以 把 c 取 作 火 箭 的 扰动 运动 (对 于 典型 弹道 的 特征 长 
度 , 并 且 也 可 以 看 作 是 抗 动 的 弹道 的 “波长 *， 方 程 (4.9-1)，(4.9-11) 和 (4.9-137 就 是 三 个 
未 知 函数 a, 6 和 3 的 线性 化 的 方程 . 方程 的 线性 化 是 在 这 样 一 个 假设 之 下 作 的 .对 于 一 
个 理想 的 颁 角 8, 来 说 ,弹道 与 直线 之 间 的 差别 很 小 。 
我 们 可 以 把 6 和 9 消去 而 得 出 = 的 单独 一 个 方程 . 作法 是 这 样 的 : 和 用 2V 7 
程 (4.9-11), 再 把 结果 对 z 微分 。 这 样 就 得 到 | 
iD- 1 .4d 1 _ dc _ . 0 一 经 oos 
Nn dz fe dz 0 a) 
现在 ， 我 们 再 用 2V z 除 方程 (4.9-12)， 然后 ,从 结果 中 及 去 上 面 的 方程， 最 后 ,再 利用 方 
程 (4.9-1) 的 关系 ， 就 得 出 
dm 1 oe 四 ) 
十 一 一 0 “a 


3 dx a z rr egA/ 了 Te 
4 2 _ (p En. 
十 7 一 Iif#+ cosb 小 
厂 4zW xz 


这 个 方程 明白 地 表示 出 干 列 事实 ; I 数 方程 其 实 ， 
只 要 按照 下 列 公式 引进 一 个 无 量 岗 距离 5， 


5 一 :于 


(4.9—14) 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 www. fi neprint, com.cn 


4.9 短程 火箭 的 运动 121 


[o 就 是 方程 《4.9-137 所 规定 的 “波长 3], 我 们 就 可 以 把 s 的 方程 化 为 内 塞 尔 方程 的 标准 


形状 ,也 就 是 
生生- 人 二 
1 ! (4 + 8&2 2 cosb 二 (4.9-15 
把 < 确定 出 以 后 ,再 积分 下 列 方程 也 就 可 以 把 8 计算 出 来 : 
名 = 二 | a— 8— YE cos0,|. 汪汪 (4.9-16) 


这 个 方程 是 由 方程 (4.9-11) 变 化 出 素 的 . z 

这 些微 分 方程 中 的 自 变数 z 或 并 不 是 时 间 变数 而 是 距离 变数 . 但是， 正如 方程 
《4.9-9) 所 表示 的 那样 ,x 是 时 间 * 的 单调 增 水 数 ,5 当然 也 就 是 * 的 猫 函数 ， 因 此 , 有 项 
望 认为 把 自 变 数 从 : 改 为 并 不 会 改变 系统 方程 的 性 质 。 我 们 再 仔细 地 研究 一 下 方程 式 
64.9-15) 的 结构 . 这 是 对 冲 角 < 的 一 个 线性 非 齐 次 方程 式 ,其 右 端的 三 项 均 为 对 弹 体 的 干 
扰 作 用 ， 式 (4.9-157 与 (4.9~16) 联 合 起 来 , 构成 一 个 联 立 方程 组 , 它们 决定 火箭 在 发 动机 
工作 时 间 内 的 级 向 运动 ， 火 科 的 飞行 状态 是 弹道 剑 角 8 和 冲 角 “， 如 果 三 个 外 干扰 均等 


于 零 ,那么 齐 次 方程 式 本 
和 \2/ 
入 + 证 + (1 一 je 
2a6 1 > 
一 一 二 —17 
a ”站 Mo 


mE) = (6) = 2 dn ,ob) =— -人 的 一 cos 


随 的 增 大 而 逐 浙 减 小 ， 而 C8) 则 将 随 的 增 天 而 趋 于 某 稳 态 值 9.. 
利用 上 述 事 实 , 又 可 对 非 齐 次 方程 式 (4.9-157 做 一 变换 ， 事 实 上 方程 式 44.9-137 可 以 


改写 为 本 
-omg | (4.9-18) 
其 中 , J | 
VE (4.9-19) 
加 T 
0( 纹 一 >V + (5 <) (p+ Ea (4.9-20) 


因此 ,对 于 新 未 知 函数 来 说 ,补充 函数 就 是 sin5 和 cos$。 
火箭 弹 离 开发 射 点 时 的 条 件 , 或 者 初始 条 件 记 为 
y= vos 
0 Oo, es 
= toy 


d9/ dt 一 《人 231 dt (4.9-21) 
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这 里 的 下 标 “9 ”表示 50 时 刻 的 值 ， 上 和 。” 的 初始 伟 当然 就 是 


2x m ,xmv . 
< 4.9-22 
0 l , 


和 Ce 
bo 一 Vs Wm | (4.9-23) 
根据 方程 (4.9~16),，: 一 0 时 就 有 
a (党 ) = _m— fC— (mg/S)c0sGr 


2 
但 是 8 一 3 一 2， 所 以 
ME 


(2 69 7 a + 
或 更 明显 地 ， 要 人 ER 
J =—V& Znv, 2 Es, 《 ) 


把 初始 条 件 这 样 变化 以 后 ,我 们 就 可 以 把 方程 (4.9-18) 的 解 $ 或 直接 写 出 来 : 
a(§, 6) 一 J — &) [s — | ian — sd0Gan| 


: ££ . 时 RE 
十 于 宫 {5 —- &,) (各 2) + | cos (人 一 502CoDa| (4.9-25) 
这 里 的 9 就 是 方程 (4.9-20) 所 表示 的 驱动 话 数 。 因 为 9Cw》 中 包含 有 的 半 次 方才 ， 所 
以 方程 (4.9-25) 中 的 积分 确实 都 是 福来 内 尔 《Fresnel》 积 分。 把 方程 (4.9-20) 和 初始 条 件 
式 (4.9-23),C4.9-24) 代 入 方程 (4.9-15) 后 , 再 进行 计算 就 可 以 得 出 冲 角 “(#; 元) 的 表示 
式 : 

obs EY) + (e+ es + PE cos Ot) Fe + 0 FE) 


一 Y[ RICE 50) 十 FE, 50)] 二 onFtE, 50) 十 1 (人 ) Fe， £0), (4.9-26) 
其 中 FE, 80), := 1,2,3,4 都 可 表示 为 火 第 函数 的 组 合 : 
Fi(&, B) = ts [rr Csin CG — 0) + rj) cos CE — 8o) 一 7 的 ]， 


2V 和 
FA§, §0) = 二 [rr C8) — rrCéo) cos Cs — bo) + riCéo) sin (§ — 50)], 
Fi(&, 6) = V Bacos(E — Eo)/V §, 
FA, bo) = V Sosin (§ — bo)/V §, (4.9-27) 
罗 色 尔 等 中 把 一 些 常用 的 福来 内 尔 积分 定义 为 火 稍 函 数 : 
frr) = cost Spx — dr 一 sinw cosx gz. (4.9~28) 
Wy: Mr vw | Vx r “ 
ri(W) = cosw cosx jy 十 sinw 3 axr， (4.9-29) 
和 
ralew) = rri(w) + rf(w), 《4.9-30) 
fr(m) 一 | ga dX， | | (4.9~31) 
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io 一 人 dr, (4.9—32) 
rilew) = 了 Ce 2 《4.9-33 ) 


并 且 在 他 们 的 书 里 5 还 把 这 些 函 教 作成 函数 表 ，*rrCo) 和 *Xo)，ra(o] 都 是 的 单调 
递 降 函数 ，jr(Co) 是 的 单调 递 升 沙 数 ， 因 此 根据 式 《4.9-27) 可 以 君 出 ， 对 于 很 大 的 
FE pi 一 1, 2。 3,，4 都 趋 于 零 , 这 样 ws， 56) 就 趋 于 Y。 把 = 计算 出 来 以 后 ,用 积 
分 方法 就 可 以 由 方程 (4.9-~16) 求 出 9 来 : 


Se [ = 一 一 一 二 mE D EE 革 ss 和 
日 0 (0 9:) 2 (8 十 s )! Eo 十 2 人 n 公休。 (4.9 34) 
把 方程 (4.9-26) 代 人 式 (4.9-34) 后 , 再 把 方程 (4.9-34) 写成 若干 项, 每 一 项 都 代表 一 种 类 
型 的 扰动 ， 这 样 ， 
一 日 一 E Ll 0 fi 
0—0— (0 —0) + (et 0: ) GC&, 50) + jE GLE, 到 


二 ( 衬 ) Gi(§, 5)。 (4.9-35) 
. 2 Nt \ dt /0 


其 中 


GAE, &0) -= 


GE, 0) = 


GAS, $0) 一 了 | Tb ao, (4.9-36) 
方程 (4.9-35》 右 边 第 一 项 表示 弹道 初始 顾 角 偏差 ， | 
的 影响 ， 第 二 项 表示 推力 不 正和 重力 的 影响 ， 第 
三 项 表示 推力 的 转 矩 的 影响 ， 第 四 项 表示 尾 婴 的 
安装 不 下 所 绪 起 的 影响 ， 第 五 项 表示 初始 冲 角 的 
影响 ， 最 末 一 项 表示 火箭 弹 的 初始 角 束 度 的 影 
网 。 每 一 个 G 都 是 和 这 两 个 变数 的 函数 , 并 
且 也 是 由 一 些 福来 内 尔 积分 组 成 的 。 咱 窗 线 表示 
这 些 函 数 的 个 图 (图 4.9~2 一 4.9-57 也 是 引 自 文 
献 [21]，… 
把 图 4.9~2 到 图 4.9-5 这 几 个 图 观 竹 一 下 ,就 
可 以 看 出 这 样 一 个 事实 ， 对 于 很 大 的 $ 值 来 说 ， 
所 有 这 些 火 第 说 数 G 几乎 都 是 常数 ， 所 以 ， 各 种 
扰动 都 不 能 阻尼 掉 ， 方程 (4:9-35) 的 第 一 项 和 最 
后 两 项 表示 在 发 射 点 所 受 的 初始 扰动 的 影响 、 然 ，. 
而 , 当 很 大 时 , 它们 还 保持 不 等 于 零 的 有 限 信 .， ， 
方程 (4.9-35) 的 其 余 三 项 都 是 由 于“ 输入 ”( 或 者 . 


5 
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说 驱动 函数 ) 而 产生 的 “输出 ”， 对 于 很 大 的 点 值 来 说 ， 它 们 的 信也 不 是 零 .G， 函 数 的 性 
质 尤 其 恶劣 : 当 点 很 大 的 时 候 , 它 差不多 等 于 la8， 所 以 也 就 要 无 限 地 增 大 . 


om 0 


GE, £6) 
(1/V 8, ) GE, 50) 


8 19 12 14 16 


,9 4,9-5 
我 们 试用 李 雅 普 诺 夫 浆 定性 的 判 所 准则 来 对 此 具体 问题 做 一 分 析 ， 火 箭 纵 向 飞行 状 
态 。 对 初始 状态 护 动 m, (22 ) 和 6 都 是 稳定 的 ,因为 这 些 干 护 引 起 的 。 变 化 者 随 的 


增 大 而 趋 于 零 . 但 是 有 了 外 扰 作 用 后 a(5) 并 不 趋 于 零 ， 其 次 ， 当 有 外 扰 博 况 下 6 将 无 
限 增 大 .. 根据 齐 次 方程 式 (4.9-177 可 知 , 当 一 切 外 扰 为 零 时 , 由 于 初始 条 件 式 (4.9-21) 不 
为 零 , 6 也 不 会 趋 于 零 ， 由 此 只 能 得 出 结论 : 火箭 弹 按 稳定 性 的 定义 是 不 稳定 的 ， 

但 是 ,这 个 结论 并 不 能 使 设计 师 们 感到 震惊 , 因为 ,第 一 , 李 雅 普 诺 夫 的 定义 是 二 ”co 
时 系统 座 标 的 变化 情况 ,而 这 里 的 短程 火箭 的 推力 作用 时 间 却 很 短 ,“# 趋 于 无 穷 大 "这 一 
条 件 在 此 完全 无 意义 :第 二 ,即便 在 有 限时 间 内 8(z) 和 cl#) 将 在 干扰 作用 下 贿 射 程 距 
离 的 增 大 而 增 大 ,或 保持 不 为 零 的 常量 ,这 也 无 妨 于 火箭 能 够 较 准 确 地 命中 目标 ， 这样 一 
来 ， 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 的 定义 必须 加 以 修改 ， 这 里 宜 于 采用 的 是 有 限时 间 内 的 稳定 性 的 
概念 ， 按 第 4.7 节令 述 的 定义 ,这 里 稳定 性 的 概念 可 以 这 样 提 : 设 给 定 火箭 飞行 时 间 了 ， 
在 上 一 了 时 飞行 状态 偏差 6 和 “应 满足 条 件 
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19| <0, lal < ce， . (4.9-37) 
其 中 8.，a 均 为 预先 给 定 的 常数 ， 如 果 对 任意 给 定 的 这 一 组 正 数 了 , '6，u， 均 能 找 出 


一 组 不 为 零 的 正 数 7， 58， 8, 96, ov; (全 )， 使 在 0 委 ; 二 了 涪 隔 内 ,或 在 := 工时 刻 


满足 条 件 式 (4.9-37), 那 么 此 火 第 的 运动 是 稳定 的 。 
这 样 一 种 提 法 是 有 重要 实际 意义 和 的， 如 果 上 述 条 件 不 满足 ， 就 无 法 使 火箭 飞行 达到 
要 求 的 精度 式 〈4.9-37)。 反 之 ,如果 火 箭 运动 按 上 述 定义 是 稳定 的 :那么 根据 给 定 的 了 ， 


6. 就 可 能 定 出 可 允许 的 干扰 +，5; 8 及 初始 条 件 误差 6。m 和 人民 ) 的 公差 范围 ， 
而 这 对 设计 师 来 说 是 具有 重要 意义 的 ， 


4.10 ”线性 系统 的 能 观测 性 


在 任何 闭路 系统 中 ， 为 了 形成 反馈 信号 必须 不 断 地 测量 系统 的 状态 ， 在 实际 问题 中 
常 出 现 这 样 的 情况 ， 预 先 给 定 的 测量 方法 不 能 提供 足够 的 信息 去 确定 系统 的 状态 ， 这 时 
就 要 改变 测量 方案 。 所 以 事先 应 该 检查 给 定 的 测量 方法 能 否 满足 要 求 。 1960 年 卡尔 受 
《Kalman) 首先 从 理论 上 提出 了 这 一 问题 , 并 引进 了 关于 能 观测 竹 的 概念 sa。 事实 证 明 ， 
这 是 一 个 重要 的 概念 ， 下 面 以 雷达 测量 为 例 对 这 个 概念 加 以 说 明 . 

由 于 受 观测 工 具 和 测量 手下 的 限制 。 受 控 对 象 的 状态 变化 = 一 {nC ,02)， 

…, xs (1) 】 常 不 可 能 逐个 地 全 部 实时 地 测量 出 
来 ， 为 了 信 计 各 个 状态 变量 的 腾 时 信 ， 必 须 首 过 
能 够 直接 测量 到 的 数据 换算 出 来 ， 典 型 的 例子 是 
飞行 器 的 雷达 测量 。 设 M 为 要 观测 的 目标 ,在 平 
面 座 标 系 中 作为 一 个 质点 的 运动 有 四 个 独立 的 状 
态 分 量 : x (2), ys) 和 #1) 一 了 (9 ，7(D 一 
Py(D (图 4.10-1)。 置 于 0 点 的 雷达 能 够 观测 到 
的 是 另外 的 四 个 量 : 斜 距 *， 仰 角 和 它们 的 变 
化 率 ?8。M 的 状态 和 观测 量 之 间 的 关系 是 


rmx ty 图 4.10-1 
2 一 tan-! 
区 
7 一 《xz 十 yV,), 
7 
E 一 一 二 7 
”x+y pe 


如 果 观 测 工具 是 光学 仪器 , 则 它 不 能 精确 测量 出 + 和 上， 只 能 给 出 ， 和 s 的 精确 值 ， 
那 就 只 能 得 到 前 面 两 个 关系 式 , 这 时 就 不 能 用 * 和 > 的 诅 时 值 求 出 另 两 个 状态 变量 了 .和 
V,。 但 是 ， 由 于 x 一 recoss，? 一 rsin es， 如 果 测 得 ”和 在 时 刻 以 前 的 数据 ，F。- 和 
7 仍然 可 以 通过 微分 运算 求 出 来 ， 如 果 测 量 工 上 其 只 能 测 得 一 个 量 *。 情 况 就 完全 不 局 
了 , 仅 用 一 个 + () 的 那 伯 是 在 [3, :1 时 间 内 的 全 部 数据 也 不 可 能 得 到 任何 状态 认 标 的 
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正确 估算 . 于 是 ,对 受 控 对 象 的 状态 能 不 能 测量 ,取决 于 受 控 对 象 本 身 的 特点 和 测量 方程 
二 者 之 间 的 相互 关系 ， 
下 面 我 们 只 讨论 绑 性 系统 的 能 观测 性 问题 (对 非 线性 系统 这 个 问题 也 是 存在 的 》 考 
查 变 系 数 线性 系统 
生计 = AX) + Blue), C4.10-1) 
式 中 x = {x ,和 (0) ，… x.)} 是 状态 向 量 ，aG) 二 (2),'…, wl?)} 是 
控制 向 量 ，4 (4) 一 (ai(9) 和 了 (9 = 《bw(#)) 分 别 是 x X = 和 = X + 撼 阵 ， 其 中 
on 和 好 (Cn 都 是 :的 连续 函数 .假定 被 观测 的 量 y 与 状态 x 之 间 是 线 铂 关系 
yl) = Hr), 《4.10 一 2》 
HQ 一 (9)》 是 1X 4 阶 甜 阵 ，! 所 wn，h(1) 也 是 : 的 连续 函数 . 

一 个 有 益 的 却 念 是 系统 的 能 观测 性 ， 如 果 对 任 一 时 刻 > 系统 的 状态 x{s) 可 以 
根据 观测 到 的 y(:》 在 Tan: *] 时 间 内 的 数据 和 已 知 的 akz)》 在 同一 时 间 内 的 数据 叭 一 
地 确定 出 来 , 则 说 系统 式 (4.10-1) 和 K4.10-2) 在 上 时刻 是 完全 可 观测 的 ， 
注意 到 式 (4.10-17 可 能 是 一 个 闭路 系统 , 即 若 (2) 一 C (CD)x(r) ， 则 式 (4.10-f) 可 


为 

空 =C40) +BDCCD)z 一 dz (4.10-1") 
此 时 lf) 的 数据 对 系统 的 可 观测 性 不 起 作用 ,而 矩阵 4i(z) 的 具体 形式 将 和 H(e) 共 
同 决定 系统 的 可 观测 性 . 


第 二 章 中 我 们 曾 讨论 过 , 式 (4. 10-1) 的 解 是 
x (tr) = BC, tx + BG, 0) 上 Or BOr urdr, 


式 中 x 是 状态 的 初 值 ，@(: 1o) 是 齐 次 方程 (ae 一 9) 的 基本 解 矩阵 。 代 人 式 (4.10-~227, 有 
ye) = HBG, 1)xo 十 刀 (2 BC, 10) | gr- ‘Cr, Br aCr)ar : 


= H(t, | 十 | 中 Cr 中 BCrar)dr| . (4.10-2") 


显然 ,如 果 吾 (z) 对 任何 : 都 是 a X ” 可逆 矩阵 ,系统 当然 是 完全 可 观测 的 ,因为 x(2) = 
H-'(C)y(e) 对 任何 + 成立， 实际 上 ,HG) 通常 不 一 定 是 正方 阵 即 y(#) 的 维 数 通常 
小 于 #, 所 以 HL) 不 可 能 有 逆 ， 

由 于 @(z, 4》 是 2 Xn 阶 方 阵 ，x(t) 和 x。 之 间 有 一 对 一 的 对 应 关系 , 即 每 一 个 
x, 对 应 一 个 唯一 的 x (7) , 不同 的 x 对 应 不 同 的 x(#) ,因此 ,为 了 根据 yz) 在 [ay 1 
上 的 数据 能 化 唯一 地 确定 x (:) ， 只 须 能 求 出 x 就 够 了 ， 系统 可 观测 性 条 件 可 改 述 为 : 
如 果 能 根据 yz 在 [mw !] ,上 的 数据 唯一 确定 xC4) 一 x。， 系 统 在 + 时 刻 是 可 观测 的 ; 
如 果 对 一 切 + 都 可 观测 ， 系 统 叫 完全 可 观测 的 .用 H' (D) 和 "Cr, 坟 ) 分 别 表示 HG) 
和 (4) 的 转 置 矩阵 。 对 C4.10-2') 两 端 作 用 gz, 4)H'(z) ， 并 在 时 间 间隔 [as a] 上 
积分 后 存 
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人 eco DH ORO xd = | 0 WH | 
— HG)}®C, 1) V rs ‘BCDuCrar| di = z (8) 。 
根据 假定 上 式 右 端 是 已 知 的 , 记 为 za， 如果 a Xn 方 阵 Mokus 二 ， 


Moltis 10) = | Dr 1H (FH OB, io)at (4.10-3) 
是 可 道 的 ,就 有 mo 一 对 (as i0)z(t1)， 这 意味 着 ， 如 果 Mokt wn) 对 任何 和 是 可 逆 矩 阵 ， 
则 系统 必 是 完全 可 观测 的 , 此 时 


Xo 一 Mo, 1)2(0) = Mo D{) B's, tH (#) |> (#) 
— H(r) BU, 1o) | gi(r, BC ue)ar | zi |. 


即 yQ) 和 ak 在 [hs 4a] 上 的 数据 完全 确定 加， 因而 完全 确定 x(z) ， 反 之 ,可 以 断 
言 , 为 了 使 系统 是 完全 可 观测 的 ,必须 Mou(z, to) 对 任何 :二 和 是 可 逆 上 矩阵. 显然 , 如果 
Maza1, 1) 是 不 可 逆 的 , 则 同一 个 z(44) 将 有 两 个 以 上 的 如 按 下 列 代 数 方程 相对 应 : 
Mo tn)xo 一 BCH), 

即 上 式 有 两 个 以 上 的 独立 解 。 这 就 是 说 , 根据 sa7 不 能 单一 地 确定 xx, 系统 在 1 mm 4 折 
是 不 可 观测 的 ,但 和 而 不 是 完全 可 观测 的 . 

总 结 上 述 , 由 运动 方程 (4.10-1) 和 济 重 方程 (4. 10-2) 构 成 的 系统 为 完全 可 观测 的 充 要 
条 件 是 由 式 《4.10-3) 定 义 的 x X x 阶 方 阵 对 任何 4 之 % 是 可 遂 的 。 福 意 到 @'H7H@ 是 
非 负 对 称 和 矩阵 ,而 对 称 和 矩阵 的 和 也 是 对 称 矩 阵 , 故 Mewy，io) 是 对 称 的 非 负 方 阵 。 只 有 M 
是 正定 时 才 可 能 有 逆 。 因 而 Moun, 5%) 是 可 逆 的 等 价 于 它 的 正定 性 . 

对 常 系数 线性 系统 , 能 观测 性 的 充分 必要 条 件 还 可 以 更 具体 化 一 些 ， 设 式 (4.10-1) 
和 (4.10-2) 中 的 矩阵 4, B 和 娃 都 是 常 最 矩阵 ,这 时 整个 系统 为 


AX + Bu, 
dt 


y = Hx. | (4.10-4) 
可 以 证 明 , 系 绕 式 (4.10-4) 完 全 能 观测 的 必要 充分 条 件 是 短 阵 
- 末 
HA 
Oo=| TA? (4.10-5) 
HA"-! 


的 秩 为 nx， 这 个 条 件 使 我 们 可 以 直接 去 检查 常 系数 系统 的 完全 能 观测 性 。 关 于 这 一 第 论 
的 详细 证 明 , 可 看 文献 [7,14,15], 


4.11 线性 系统 的 能 榨 性 


某 种 特定 的 系统 结构 能 不 能 保证 系统 的 所 有 状态 座 标 都 受到 控制 作用 的 制约 、 在 一 
个 复杂 的 系统 中 这 并 不 是 显而易见 的 特征 .在 多 维系 统 中 常 有 一 部 分 座 标 是 不 能 控制 的 ; 
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还 有 一 部 分 只 能 通过 别 的 座 标 则 接地 受到 控制 。 弄 清 给 定 系 统 的 能 挖 性 不 仅 具 有 实际 幕 
义 ,在 理论 分 析 中 它 克 其 是 一 个 重要 概念 。 本 节 内 我 们 将 介绍 能 控 性 的 意义 ,以 及 能 探 性 
与 能 观测 性 之 间 的 关系 ， 

仍然 讨论 由 式 C4.10-1) 找 述 的 受 控 系 统 ， 当 控制 作用 uCr) 选 定 后 , 系统 的 状态 变化 
将 外 式 (4.10~3) 单 值 确 定 、 如 果 对 初 值 x。, 存在 % > ， 使 它 在 一 加 的 时 | 本 内 虹 零 ， 
中 xC4) 一 86， 系统 叫做 对 x 能 控 、 如 果 对 任何 mm 都 能 控 , 系 统 叫做 完全 能 控 的 ， 由 式 
《4.10-3) 知 ,为 了 使 


XC1) = BO 10) 已 十 | 人 Ci 1)B Cacod = 0, 
必须 有 | 

Xo 一 - -| TLIOFIR (4.11-1) 
因为 (Cz 间 永远 是 可 逆 的 ,只 有 作用 到 向 量 上 才能 有 x(n) 一 0. 

为 了 对 任何 xo。€ R。 都 能 选 出 4 和 u(t) 使 式 《4.11-1) 成 立 , 显 然 由 
二 | a)B (Ould dt C4.11-2) 

定义 的 算 子 关 的 值 域 应 该 充满 整个 空间 KR。。 如 果 z 为 任 一 = 维 浓 向 量 ， 取 uC) 一 
Br (2) BC 10)% = BO) D(H 代入 式 (4.11-2) 后 有 
nt i | OiCe, t)B C2) B"H) DCs 六 zi 


-| Bs, VBCE) BY) Oh, zdt, 


式 中 利用 了 关系 式 gt 一 人 to DD. 2 ,为 了 使 六 的 值 域 充满 整个 n 维 空间 R。， 
和 前 节 的 讨论 类 似 , 方 阵 ， 
Mt, 10) = | Pn, DBE) BT B's Dd 《4.11-3) 


必须 是 可 逆 的 ,此 时 Zz 二 ME Ku(t) ,和 wuG) 一 一 对 应 。 只 要 选 = 个 线性 不 
相关 的 zi za，-…，zr*， 就 能 得 到 =” 个 线性 不 相关 的 【Kus (7) 全 ， 即 它们 的 线性 组 合 充 
满 整个 空间 .这 就 是 说 ，M.(nay 4) 为 可 逆 矩 阵 ( 正 定 和 矩阵 ) 是 系统 能 挖 性 的 充分 条 件 . 而 
MKay jg) 对 任何 4 之 4 都 是 可 逆 的 《正定 的 ), 这 是 系统 完全 能 控 性 的 充分 条 件 . 
实际 上 对 。 的 正定 性 也 是 系统 能 控 狂 的 必要 条 件 、 设 对 每 一 个 初始 状态 zx 所 8， 生 


在 至 少 一 个 (人) ，ze fa al， 使 加 一 一 | C4s 人 BCD mb) dt 那么 内 积 
— (m,n OB Oa) ds je 一 Co x = leeol > 0. 
最 开 左 端 内 积 ,; 记 Plt, f) 一 Cpaglts A)), BO)™= Cber (7 ), x 一 {x1s "+"y vols 有 
-| 5 xapos 人 > OO 


a 


一 (> uy (#) S upltes berre) di | 
a 
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一 —(u(), BO Dx) tt > 0, 
上 式 下 标 LC, 4#7) 表示 两 个 取 值 于 7 维 空间 R, 的 上 的 函数 的 内 积 ， 了 (和 全 (zy 分 
分 别 是 B4) 和 人 BCn, 人 的 转 吐 矩阵， 由 上 式 知 BT (六 肌 (Cny Dw 委 @， 因 而 
CBr{(s) D's, xo, Br (se) BCn, XO) cov 
= (x dln, A BO) BC) Pr", A dix ), 
= xo Me 为)Xo)z > 0 《4.11-4》 
对 任意 非 零 向 量 z 成 立 , 即 M.(4， jn) 是 正定 的 :因而 是 可 逆 的 。 所 以 ，M:Gay jo) 为 下 
定 ( 可 逆 ) 是 系统 有 能 控 性 的 必要 条 和 件 . 


对 第 系数 方程 
4 一 4x 十 Bu， (4.11-5) 
dr 、 
能 控 性 的 标志 比较 容易 检查 ， 令 # 一 0， 由 第 二 章 知 ,此 时 8(, ) 一 和， 所 以 
MA#1, 0) = M(H) = | e 一 4 有 有 re 一 At (4.11-6) 


Mb) 的 正定 性 或 可 逆 性 , 依 式 C4.11-4), 等 价 于 pt) 一 Bre A 和 0 半日 ，t€ [0, #41], 对 
任何 非 器 x, 均 成 立 ，?(#) 是 + 维 向 量 mo) 一人 oo， #2)} 设 有 是 R， 
中 的 其 一 非 零 向 是, 那么 〈 丙 Bre 《xx 一 《eA1B 有 xo)r。 不 可 能 对 所 有 x 都 为 9, 因 
而 有 下 列 两 个 不 等 式 成 立 : ， 
ediBR0 vh<0, RAEeR,, 
Brer45xo 0 Vx Rs, wo 0 . (C4.11-7) 
今 证 明 ， 常 系数 线 性 系统 式 《4.11-5》 完全 能 控 的 充 要 条 件 是 5 X wr 阶 长 方 阵 届 或 


nr X #1 阶 长 方 阵 2° 的 秩 为 7: 
= (B, AB,.**, A"™tB), 
Br 
BrAr 
QO'=| Br(A'Y (4.11-8) 


BrCATY"™! 
设 2: 的 秩 为 a, 但 系统 不 完全 能 控 , 那 么 必 有 一 个 所 0 使 Bre-4im 二 0. 对 
微分 4 一 1 次 并 令 :一 0， 得 : 
Brxo = 0, BA'x, 一 0 …， BA Tx, = 0. (4.11-9) 
这 和 9r 的 秩 为 = 相 矛 盾 ， 所 以 9" 的 秩 为 w( 同 理 吕 的 秩 为 z) 是 完全 能 控 的 充分 条 件 . 
再 设 系统 为 完全 能 控 , 但 2r 的 秩 小 于 sa。 那么 必 存在 一 个 x 关 0 使 式 C4.11-9) 成 
由 乱 阵 本 数理 论 知人 - 亿 可 以 表示 成 


对 一 1 


2 一 4f 一 f(A”, 
. < 二 0 
于 是 


n—1 


Bre- tix 一 > ft) BCA YX = 0. 
日 天 站 
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这 又 与 完全 能 控 性 的 特征 式 (4.11-7) 巴 盾 ， 所 以 2 或 号 : 的 秩 为 ” 又 是 完全 能 控 性 的 必 查 
如 果 吉 是 一 维 的 ,出 8 是 列 疝 量 , 记 为 6， 因 此 上 述 完 全 能 控 的 充 要 条 件 是 下 列 * 个 
同 量 线性 无 关 : 


QO 一 {Bb, Ab, 4B, .+, A™ 志 )}. (4.11-10) 
此 时 完全 能 控 性 是 很 容易 检查 的 ， 
最 后 ， 对 方程 组 (4. 10~1) 一 (4.10-2) 构 造 对 偶 方 程式 
笃 一 A(z + HNv (A). 《4.11-11) 


可 以 证 明 , 为 了 使 系统 式 (4.10-1) 一 (4.10-2) 是 完全 能 观测 的 , 必须 它 的 对 侦 方 程 (4.11-11) 
是 完全 能 控 的 。 对 常 系数 系统 这 一 事实 可 由 上 述 能 控 性 和 第 4.10 节 中 讨论 过 的 能 观测 
性 条 件 相 比较 耐 确信。 对 变 系 数 系统 也 只 要 重复 对 方 阵 MCns fi》 和 MIC, to》 的 计算 
就 可 得 到 证 明 。 详 细 的 论述 可 参看 文献 [7,14]， 

线性 系统 能 控 性 和 能 观测 性 同 题 ,与 系统 的 稳定 狂 \、 最 优 控 制 以 及 最 优 滤波 等 问题 都 
有 密切 关系 ?例如 ,一 个 完全 能 控 的 第 系数 线 狂 系 统 ,通过 状态 反馈 可 以 伍 瘟 配置 
极点 《 见 第 5.5 节 )， 因 此 ,只 要 系统 完全 能 控 总 可 以 通过 状态 反馈 使 系统 半 近 稳定 ,而 且 
具有 任意 描 定 的 衰减 速度 . 

从 能 控 性 和 能 观测 性 观 点 来 看 ,一 个 线性 系统 总 可 以 / 分 解 成 四 个 部 分 , 即 能 控 、 能 观 
测 部 分 , 能 控 \ 不 能 观测 部 分 , 能 观测 \ 不 能 控 部 分 , 不 能 控 \ 不 能 观测 部 分 ， 在 这 四 部 分 
中 , 传 壮 函 数 只 能 反映 完全 能 控 、 完 全 能 观测 部 分 ， 因 此 ,对 一 般 线 性 系统 ， 传递 函数 方法 
不 是 一 种 完全 的 描述 . 
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上 一 章 的 主要 内 容 是 分 析 问 题 , 即 给 定 了 系统 的 运动 方程 式 后 ,用 解析 方法 去 评价 它 
的 各 种 动态 和 稳 坊 性 能 ,那里 基本 上 没有 涉及 到 系统 的 设计 方法 ， 设 计 问题 (或 称 之 为 综 
合 问 题 ) 的 合 义 是 当 受 控 对 和 象 的 运动 方程 给 定时 , 按 预 定 的 动态 或 其 它 品质 指标 要 求 , 求 
出 控制 装置 的 运算 形式 或 控制 规律 。 这 一 章 内 我 们 将 自 简 至 繁 地 介绍 线性 系统 的 设计 方 
法 . 这 里 将 主要 研究 线性 常 系数 微分 方程 式 所 描述 的 受 控 系 统 的 设计 。 并 且 假 定 控制 规 
律 也 是 线性 的 。 设 运动 方程 式 为 


dx . dx dx ee Ei 
0 ee bu, (5.0-1) 
式 中 4 为 受 控 量 , x 为 对 象 的 控制 量 . 在 必要 时 ,我 们 也 将 式 (5.0-1) 写 成 一 阶 向 量 方 程式 
= Ax 二 + Bu. (5.0-2) 


向 量 x 一 (x. …… ,xo); #1 一 人 六 ; 矩阵 4 的 元 素 与 式 (5.0-1) 诸 系数 的 关系 前 章 内 已 
讨论 过 ， 式 (5.0-2) 的 控制 向 量 u 可 能 具 含 一 个 分 量 ,如 式 (5.0-1) 那 样 , 此 时 箱 阵 台 只 含 
一 列 元 素 , 因此 可 看 成 是 一 个 常 向 量 。 当 给 定 输入 作用 gs 后 , 式 (5.0-22 可 写成 对 误 
差 s() 的 微分 方程 式 es 


de te But (和 : _ 
了 AE— Bout ( 4 )、 (5.0-3) 
控制 系统 的 设计 任务 是 找 册 控制 规律 
ul(€) = CE, 

或 者 z 

WiCE1, “oy Bn) m pa 7 一 125 7 (5.0-4) 
使 方程 式 (5.0-3) 自 任何 初始 条 件 开始 运动 均 能 使 误差 e0) 趋 于 零 。 方 程式 《5.0-1) 的 
待 求 控制 规律 的 形式 是 


ulE1, En) 和 y， CaBgey 

C.。 称 为 反馈 系数 ,其 中 某 些 系数 可 能 为 零 ,而 6。 一 全 ， 当 输入 作用 属于 固有 类 时 
( 见 前 章 ), 式 (5.0-3) 与 (5.0-2) 重 合 ， 如 果 系统 的 任务 是 稳定 零 解 ,出 上 面 各 式 内 的 误差 
gi 均 将 换 为 系统 的 坐标 xi 

具有 式 (5.0-4) 形 式 控制 规律 的 控制 系统 我 们 称 之 为 线性 反馈 榨 制 系统 , 因为 控制 量 
是 误差 的 线性 函数 , -下 面 我 们 将 介绍 几 种 设计 控制 装置 的 方法 ， 即 根据 各 种 不 同 的 要 求 
确定 线性 控制 规律 中 的 诸 系数 c， 

应 该 指出 ,线性 控制 规律 并 不 是 对 一 切 品 质 指标 都 能 成 为 最 好 的 形式 ,对 特定 的 某 些 
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六 质 指标 这 种 规律 确实 很 不 错 ,正确 选择 系数 ,能 使 系统 达到 最 理想 的 程度 .但 是 ,一 般 讲 
来 ,最 好 的 控制 装置 并 不 是 线性 的 。 关 于 非 线性 控制 装置 的 设计 我 们 将 在 以 后 详细 讨论 . 
申 于 线性 系统 设计 容易 ,装置 简单 ,设备 不 复杂 ， 所 以 目前 采用 的 很 多 ， 在 这 里 详细 介绍 几 - 
为伍 全 作业 林冲 久 的 ， 


51 稳定 区 域 


在 线性 控制 系统 的 设计 中 , 首先 关心 的 是 如 何 保证 系统 的 稳定 性 , 即 学 会 正确 选择 控 
制 规律 式 (5.0-4) 中 的 反馈 系数 以 保证 系统 稳定 。 因为 常 系数 系统 的 运动 稳定 性 与 输入 
作用 无 关 : 故 只 研究 式 (5.0-3》g() 三 0 的 情况 就 驶 了 ， 
现在 研究 系统 式 (5.0-1)。 设 控制 装置 的 运算 规律 是 ， 
bu = —b(hrt re Xs) = IX1 Crey C5.1-1) 
Do 0~1) 司 有 


2 te) eh 


(5.1-2) 
显然 , 欲 使 式 (5.1-27 稳 定 ， oO ci 使 特征 方程 
Bug 十 《an-1 十 ca)5a 1 十 …， 十 【po 十 c = 一 0 ee 

的 一 切 根 均 有 负 实 部 ， 

当 一 组 cj 已 给 定 后 ,方程 式 《5.1-3》 的 根 也 唯一 地 被 确定 ， 若 令 2 连续 变化 ， 则 这 些 
根 也 随 之 连续 变化 ， 因 为 代数 方程 式 的 根 是 其 系数 的 连续 洒 数 . 现 将 (eis cs …, ec,) 
看 成 是 # 玲 空间 六 ,中 的 点 , 于 是 RR， 中 每 一 个 点 e .对 应 一 组 根 ， 在 RK。 内 的 一 切 使 
式 (5.1-3) 的 所 有 个 根 均 有 仙 实 部 的 点 的 集合 记 为 DCx)， 在 很 多 情况 下 后 者 构成 一 个 
区 域 , 称 之 为 线性 系统 的 稳定 区 域 。 如 果 能 用 简便 的 办 法 找 出 这 个 区 城 DCny、. 那么 线性 
系统 的 设计 便 得 到 初步 解决 。 伍 之 ， 可 以 设想 ，R。 内 共有 za 十 1 个 不 同类 形 的 区 域 
D(0), DC1D，…',， DCn), 在 DCm) 中 的 所 有 点 e 使 式 (5.1-3) 有 mw 个 具有 人 负 实 部 的 根 ， 
在 ZK40)》 内 的 点 使 一 切 根 均 有 正 实 部 ,如 此 等 等 ， 如 何 找到 D(Cm) .就 是 我 们 的 任务 。 : 
“圭一 章 介 绍 过 的 艾 文思 方法 解决 了 这 个 问题 的 一 部 份 , 即 当 可 变 的 参数 只 有 一 个 ( 系 
统 的 放大 系数 ) 时 ,用 它 可 以 求 出 足以 保证 系统 稳定 的 放大 系数 的 变化 范围 .但 是 , 当 可 
变 参 数 大 于 一 个 时 ， 艾 文思 方法 就 难以 使 用 了 .本 节 所 介绍 的 稳定 区 域 的 方法 首先 在 文 
献 [24] 内 曾 详 细 的 前 述 过 ， 

我 们 先 从 一 维 参数 空间 开始 讨论 ， 假定 式 (5.1~3) 内 除 一 个 参数 以 外 ,例如 Fi 

PO 这 时 式 (5.1~ -3) 可 改写 成 


PO) 十 cd 一 0， (5.1-4) 
或 者 
ai SY 
90 
将 :一 iw 代 人 上 式 后 , 青 将 等 式 右 端 分 成 实 部 和 碟 部 ee 
c= UW) + iV(w). (5.1-5) 
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为 了 讨论 方便 , 我 们 暂且 令 参数 < 可 取 复 值 , 即 它 可 取 合 于 一 个 复 平面 内 (图 5.1-1).。 不 
难 春 出 ,如 果 多 项 式 GD 在 5 平面 之 浇 轴 上 及 其 附近 没有 壬 点 , 那 公式 (5.1-5) 是 将 5 平 
面 内 之 盛 轴 和 哥 角 有 贞 射 至 :平面 ， 当 : 沿 尤 轴 历 遍 《 一 is0, ico) 时 ,在 < 平面 上 出 现 一 条 
连续 曲线 cL(iw)，、 由 于 UCw)》 是 自 变量 的 侦 函 数 ，Y(Ko)》 是 奇 头 数 , 故 曲 线 cCiwo》 对 实 
轴 对 称 ， 故 只 需 画 出 w 自 0 至 + % 的 一 半 就 够 了 ， 另 外 一 半 可 用 镜面 反射 的 方法 画 出 
《图 5.1-1)。 显然 , 当 参 数 “ 取 值 于 这 条 曲线 上 和 任何 点 时 ,特征 方程 式 (5,1-4) 至 少 有 一 对 
纯 虚 根 . 例如 曲线 ctiw) 上 的 点 了 满足 方程 式 
Plitw) + nO0(iom) 一 0， 

如 果 式 (5. 1-4) 是 第 一 类 保 角 变 换 ( 即 保持 曲线 走向 的 保 角 变换 )， 那么 3 平面 上 虚 轴 附近 
之 左 半 平 面 将 变 至 “ 平面 上 之 曲线 c(iwm) 之 左 傍 ， 题 5.1-1 内 有 斜 线 标 出 之 部 份 便 是 。 
项 便 提 一 名 ,变换 式 (5.1-4) 是 否 是 第 一 类 ， 在 作 图 时 立刻 可 以 觉察 出 来. 

相应 地 选择 式 (5.1-4) 内 之 < 值 , 可 以 使 3 平面 土 的 任何 点 , 例如 5 点 ， 
程式 的 根 。 要 使 图 5.1-1 内 之 st 点 成 为 特征 方程 式 的 根 ,只 需 令 

PN 
OCs1) 

即 可 。 设 在 S 平面 内 有 一 通过 ;me 点 的 曲线 段 nz 它 的 对 应 的 影像 在 C 平 面 上 是 cc， 
后 考 通 过? 点。 由 于 保 角 变换 的 特性 ;车 * 位 于 碟 铀 之 右边 , 与 其 相应 的 点 cz 必 也 位 于 
曲线 CGonD 的 右边 。 也 此 可 以 断言 , 在 图 5.1-t 中 的 C 平面 上 , 区 域 工 内 之 任何 值 确 
定 的 具有 负 实 部 根 的 个 数 比 区 域 1 多 一 个 。 同 理 , 区 域 I[I 内 的 点 所 厂 定 的 负 实 部 根 的 个 
数 又 比 区 城 二 多 一 个 。 这样, 如 果 区 域 ! 属于 Blm)， 那 么 工区 属于 DCm 十 1， 区 
则 属于 DCm 十 2)， 在 绝 大 多 数 情况 下 ,根据 特征 方程 式 的 阶 数 ,曲线 CCiw) 一 及 画 出 ， 
号 上 可 以 判定 名 个 Dlm》 的 位 置 ， 例 如 , 设 方程 式 (5.1-4) 为 三 阶 代数 方程 , 揪 3.1-1 内 
之 划 线 是 相应 的 菩 轴 变换 的 象 。 从 图 中 马上 可 以 看 出 区 域 II 属于 DC(3)， 区 域 I 姐 于 
了 (2)， 区 域 了 则 属于 DC(1)。 因此, 区域 II 是 系统 对 参数 <。 的 稳定 区 域 , 这 里 任何 点 < 
辣 痛 定 的 特征 方程 的 一 切 根 均 具 有 负 实 部 .在 讨论 中 着 经 根 定 *。 可 以 联 复 值 ， 实 际 上 它 
只 能 取 实 数值 。 于 是 ,参数 “ 只 能 取 值 于 IE 区 内 之 实 轴线 眉 a5 上 ;端点 s 和 占 不 包括 在 
内 ;因为 当 c 一 a 或 c 一 上 时 特征 方程 有 一 对 纯 庶 根 ,系统 位 于 稳定 的 边缘 . 

这 种 用 区 城 划 分 的 方法 去 更 定 保 证 系统 稳定 的 参数 取 值 范围 ， 对 选 定 系统 放大 系数 


Sr=at 1m 
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或 其 它 关 键 大 数 是 很 方便 的 ,因为 能 求 出 该 参数 可 能 取信 的 全 体 。 如 果 某 参数 已 经 选 定 、 
这 种 方法 也 提供 一 种 检验 系统 稳定 性 的 手 臣 .例如 ， 可 以 求 出 已 确定 的 该 参数 值 离 临 完 
值 差 多 远 ， 从 而 判断 系统 稳定 性 对 参数 变化 的 敏感 程度 等 等 。 这 种 方法 还 可 以 推广 到 多 
参数 稳定 域 选 择 问题 。 但 是 如 果 待 选 定 的 参数 超过 两 个 ,. 这 种 方法 实际 上 便 很 难 应 用 ， 
对 两 个 参数 的 情况 ， 用 作 图 法 仍然 能 得 到 较 好 的 效果 ， 对 这 种 情况 的 稳定 域 划分 可 参看 
本 章 所 列 参 涛 文献 [24]. 


52 对 数 频率 法 


在 前 章 内 我 们 曾 详细 讨论 了 利用 对 数 类 率 法 ( 伯 德 法 ) 去 分 析 系统 稳定 性 的 原理 。 在 
分 析 理 论 的 基础 上 ， 对 数 括 率 法 也 可 以 用 以 设计 (综合 ) 线 性 控制 系统 。 设 受 控 对 象 的 频 


率 特 性 是 
a Xliwm) _ Rk Pe Pre'™) *(P,, ci9mn 5 -1 
Uliw) "(Qe HQye) + CQOue ss) 9 


式 中 Pl, 9; 均 为 实 变数 的 函数 ， 上 式 取 对 数 为 。 

2010g W Co) 一 20log [W (iw)| + i(201oge) (> Wi 一 > 8). | 
上 式 右 昌之 第 一 项 是 对 数 师 频 特性 ,第 二 项 是 对 数 根 频 特 狂 ， 将 它们 分 别 天 于 图 2-t 中 . 
相 频 特性 将 直接 画 出 6 一 3 go) 一 > 0,(w). 如 果 对 数 频率 特性 满足 伯 德 稳定 条 


件 ， 即 相称 定 裕 度 6。 和 幅 稳 定 补 度 M, 为 足 名 
大 时， 那么 机 直接 采用 控制 规律 = 一 x。 由 . Dog Woo) 
用 简单 的 反馈 (这 种 反馈 常 称 为 * 硬 反馈 得 到 ~~ tog (Witio)) 
的 控盘 系统 一 定 是 稳定 的 。 但 是 ,一 般 讲 来 ;这 ‘WY 

种 简单 的 反馈 并 不 能 保证 反馈 系 绕 稳 定 和 上 其 有 ”… 
良好 的 动态 性 能 、 设 轰 控 对 象 的 对 数 频 学 特 姓 
如 图 5.2-1 所 未 , 对 于 这 个 受 控 对 象 利 用 简单 
的 反馈 是 行 不 通 和 的 ,因为 当 201log | 矿 j 一 0 时 
相 角 小 于 一 x, 为 了 使 控制 系统 能 正常 工作 , 必 - … 


须 借 助 于 更 复杂 的 控制 规律 。 
设 采用 控制 规律 二 
# ee 一 《cig + 1)x. (C$.2- 2) 
今 Wt = 一 和 3 有 # = 《crs 十 1)m., Se 
传递 窗 数 是 
Wi(iw) 一 XCiw) -一 《caito 十 DW, WA | 
Uliw)} . 一 一 op. 
z 5.2-3) We 
我 们 知道 ,环节 人 十 1) 的 对 数 幅 频 特性 是 本 图 5.2-4 


20jogwW cho 十 1 == 10 和 g(Kciz + 1), 
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它 在 w; 一 一 二 点 以 前 以 零 分 贝 为 源 近 线 ， 在 坟 二 二 ~ 以 后 则 议 20 分贝/ 旬 频 程 的 斜率 上 
升 . 二 内 家 交 夫 wk w， 时 以 0 为 其 浙 近 线 ， 时 wo 一 ti 时 Re 而 o 一 oo 时 ， 


ws 将 (iciw + 1) 的 对 数 幅 频 特性 与 20log |W (iw)| 相 加 ,再 将 前 者 和 后 者 的 相 频 


特性 相 加 , 便 得 到 新 的 对 数 频率 特性 ,如 图 5.2-1 虚线 所 未 之 20log | 多 和 6(o)， 采 
用 了 控制 规律 式 (5.2-2) 后 ,可 以 看 到 ,利用 国王 

- ~ 一 * 的 简单 反馈 ( 即 * 一 一 (cx 十 1D)x)， 有 反馈 控 

制 系统 已 获得 足够 的 相 稳定 袜 度 和 柱 稳 定 裕 

Re 度 Mo。 用 这 种 方法 设计 出 的 控制 系统 的 结构 如 


四 加 图 5.2-2 所 示 . 
当 采 用 控制 规律 式 (5.2-2) 控 制 系统 依然 不 能 获得 良好 的 稳定 性 能 时 , 可 采用 更 为 复 


杂 的 规律 ,例如 
或 者 


w= 一 (cw 十 cf 十 1)x、 - (5.2-4) 


一 We zi2 十 cx + 1)r (5.2-5) 

等 等 ， 如 果 式 《5.2-4) 或 (5.2-5) 之 有 端 可 分 解 为 一 次 单 因子 之 荚 积 ,每 一 个 因子 又 具有 式 
(2722 的 形式 ,那么 对 这 类 榨 制 系统 的 作 图 方法 与 前 述 无 异 .只 需 在 201og | Ww| 的 对 数 
幅 频 特性 和 相 频 特 性 上 加 上 诸 音 因子 的 对 数 幅 频 特性 和 相 频 特性 后 ， 算出 相称 定 容 度 和 
幅 稳 定 裕 度 即 可 ，“， 

如果 对 控制 系统 的 动态 特 作 要 求 已 经 给 定 ,例如 对 过 渡 过 程 的 时 间 和 过 沪 过 程 的 直 
调 量 已 经 提出 要 求 ， 也 名 以 根据 经 验 公式 和 近似 计算 方法 做 出 需要 的 开路 系统 的 理想 对 
数 频率 特性 图 。 然 后 再 取 理 起 频率 将 性 和 受 控 对 象 频率 特性 的 差 作为 控制 装置 的 频率 特 
性 ,以 此 选择 式 (5.2-4; 谍 (3.2-5) 内 的 系数 cz， 使 其 尽量 接近 需要 的 形式 至 于 如 何 估计 
对 数 频 素 特性 与 反馈 系统 动态 性 能 之 间 的 关系 ,什么 样 的 对 数 频率 特性 才 是 理想 的 ,这 些 
问题 至 今 没有 确切 鹿 管 案 ， 在 文献 [71 中 绩 二 了 近似 绪 计 ;并 提出 卫 此 经 验 性 的 让 
方法 , 感 兴趣 I es 

i> 各 机 入 

人 
统 训 着 从 标的 线性 函数 ， 而 与 输入 作用 gz). 无关 ， 这 样 做 的 根据 是 系统 的 稳定 性 与 箱 
人 作用 无 关 ,而 仅 与 亲 统 的 坐标 反馈 方式 有 关 , 而 晤 当 食 人 作用 属于 固有 类 时 (参看 第 四 
章 ,第 4.8 节 ), 系 统 对 输入 作用 8 (中 的 跟踪 精 座 也 与 控制 装置 无 关 。 但 是 , 当 输 人 作用 
不 属于 固有 类 时 ,系统 必然 不 能 准确 地 女 踪 输入 作用 。 误 差 e(?) 将 与 输入 z(D). 有 关 ， 
款 关系 式 是 式 (48-14)， 除 葵 入 作 让 外 ,在 受 估 对象 上 还 可 能 有 外 扰 作 用 (Da， 后 者 的 
作用 点 党 与 输入 作用 gC) EN 瑰 委 出 图 5.3-1 所 示 系 统 的 运动 方程 


dr Li; | 
4 = 
7 er = 
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EE 二 gC— x*(). (5.3-1) 


-时 5.3-1 


仿 +=* = xy，y = #4， 代 人 上 式 后 得 到 一 个 一 阶 方 程 组 : 


LL 
a 22 
dilietl 
a eh 
Py 
dz | 
E = pF) — Yi 
骨 令 61 一 g(t) — X(t), Ea 一 Ae 7 人 四 一 x;, 代 人 上 式 , 有 
他 Az 。 es : 

2 一 £7» | 有 
TE 
a TS T 2 十 大 (2 Its 人 2) 
ae, 

? de 

\ 式 中 不 (9 一 学 十 二 人， 从 上 列 方 程式 的 形式 看 ， 如果 控 制 规律 x 只 是 误差 61, 6,, &; 


的 线性 组 合 ,那么 ,一 般 讲 来 ，e(:) 将 是 (4 (5) 一 工 (7 的 函数 ， 当 五- 二 ;为 常数 


县 系统 在 * 趋 于 很 大 时 ，e,, s,, e， 也 趋 于 某 一 稳 态 误差 ， 

这 种 由 外 部 作用 引起 的 误差 能 否 消 除 呢 ? 答复 是 明显 的 ， 当 外 扰 和 输入 作用 可 以 测 
量 时 ,一 般 讲 可 以 用 外 抗 补偿 方法 去 消除 动态 和 稳 态 误差 , 即 在 控制 装置 中 引入 外 扰 的 相 
应 坐标 ,使 控制 规律 含有 g(r) 和 1(1) 及 其 导数 , 使 h(z) 和 f(z) 对 系统 的 误差 不 发 
生 影 响 e 空 。 现 在 就 来 研究 在 外 扰 可 以 完全 测量 时 如 何 设计 控制 装置 , 使 前 者 得 到 补偿 ， 

设 系统 只 有 一 个 控制 量 wn。 对 于 误差 坐标 的 运动 方程 式 设 为 

2 二 oe (5.3-3) 
式 中 (gf1, E29 *** > En)s b= (b,, bs *** ,sb,)s f(z) 一 (六 (人 3 0) ). 向量 b 
的 各 分 量 均 为 常数 ,其 中 一 部 份 可 以 为 零 , 向 最 F(z) 的 菜 些 分 量 也 可 能 为 零 ， 
用 外 扰 补 偿 的 第 一 个 方法 是 将 “分 为 两 部 份 & = w 十 #1， 令 
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#1 一 3 Uae g (5.3—4) 
使 方程 式 
一 4E 十 以 之 ， eee ) 一 (4 + B)e, (5.3~5) 
式 中 
bce, bes ben 
B= be! bcs a 
Bey bacy 7 bis 
稳定 并 具有 良好 的 过 流 过 程 ， 而 控制 最 的 第 二 部 份 满足 恒等式 (如 果 这 是 可 能 的 话 ) 
加 bu; + FO) 三 0， (5.3-6) 


ss i 2 
: 


一 般 说 来 , 式 (5.3-6) 是 不 可 能 成 立 的 。 不 难看 出 , 欲 使 式 (5.3~6) 有 解 ,必须 楼 求 


h(t) 2 CR et > 
如 b» 


而 当 5 一 0 时 用 (:) 必须 恒 为 零 . ee 用 点 与 控制 年 的 作用 点 相 
同时 和 才 可 能 有 解 ， 如果 g(:) 属于 固有 作用 类 ,而 1(#) 与 < 作用 在 同一 个 点 上 ,这 时 自 
然 有 完全 补偿 公式 刀 一 一 1 (2). 

当 f(z) 的 作用 点 与 控制 量 的 作用 点 不 同时 , 式 (5.3-6) 不 可 能 有 解 例如 前 面 讨论 
过 的 系统 式 (5.3-2》 和 《5.3-6) 要 求 io 一 了 lf) 王 0 和 把 一 0， 当 前 者 不 为 零 时 , 式 
(5.3-6) 无 解 . 

设 * 为 受 控 对 象 的 主要 受 控 量 ，f (x) 的 作用 点 可 以 是 任意 的 ，g (x) 为 任意 足够 光 
滑 的 函数 。 这 类 系统 的 运动 方程 总 可 化 成 式 (5.3-3) 的 形式 。 当 对 误差 的 控制 规律 式 
(5.3-4) 已 经 渤 定 时 ,方程 式 (5.3-3) 的 解 可 等 成 


8(1) — evreo + | ernBu +t Far, (5.3-7) 
上 式 内 方 阵 D = 4 十 B。 把 向 量 等 式 内 的 第 一 个 华 标 ai 分 出 : ， 
eA) = Dopodemt FD pe bm tld .3-8) 


上 式 右 端 第 一 项 为 系统 的 自由 运动 ， 因 为 pf) 为 短 阵 现 数 co 一 《qs 人》 的 第 -- 行 ， 
元 素 , 若 系统 式 (5.3- 5) 稳 定 , 则 Em Poa (1) = 0. 为 了 完全 补偿 外 扰 作 用 je) 必须 对 


任何 + 使 下 列 等 式 成 立 : 
| | > pials 一 rT)bs ) Dar 三 一 5 gil TrJfCr)dr (5.3-9) 
等 式 之 右 赠 为 忆 知 函数 ; 放 上 式 为 一 积分 方 和 


{ K(f 一 tur)dr A | (5.3-10) 
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式 中 
KG—7) = > pialt — bss vl) = -| 3 po 一 frar, 


可 以 用 任何 一 种 方法 解 积分 方程 式 (5. 3-107 ,例如 逐步 逼近 法 等 这 样 即 牙 求 出 补偿 函数 
gal#) = Tf (DD), 7 fa lt) ), I 而 使 系统 的 稳 


态 误差 为 零 , 
| 如 果 用 拉 氏 变换 方法 解 名 分 方程 (5 ，_9, 利 用 将 积 公式 可 直接 授 出 W(t) 与 pe 
| a 一 1, 2，:……，#。 的 关系 式 .、 对 式 (5.3-9) 两 端 作 拉 氏 变换 后 有 : 
-BUA PD RAFA), (5.3-11) 
或 者 
之 PAs Fs) 
Ui(s) 一 
-六 这 FeG). 5.3-11) 


不 难看 出 ;上 式 内 畦 .Cs) 正 是 受 控 对 象 对 误差 。 的 传递 良 数 ， Bj.C5) .是 自如 入 外 找 点 至 
误差 8 s 点 的 传递 函数 ， 根据 式 (5.3-11 7 可 以 确定 对 外 拢 和 输入 作 形 的 补偿 规律 银 定 设 
计 好 的 系统 为 图 5.3-2 Bon 由 输入 g (4#) 所 引起 的 动态 误差 是 


.图 5.3-2 


I (5.3-12) 


| 1 十 WOW COW,s) 
由 uw 作用 引起 的 误差 为 


—Wils Was 
El) = LATA Us), 


按 式 (5.3-117 有 补偿 公式 
- “1 3 ” i | a 
UA) 一 ey Gs), : (5.3 3 
外 拢 作用 fG) 引起 的 误差 是 
和 Ws) py) 0 
: Ens) TW WC) FCs)., (5.3-14) 
根据 式 (5.3-11 2 有 完全 补偿 公式 
UCs) 】 


这 样 ,我 们 便 得 到 对 输入 作用 g(x) 和 对 外 扰 作 用 f(s) 的 全 补偿 公式 (5.3-132 和 《5.3-157， 


F(s). (5.3-15) 
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加 上 补偿 装置 后 ， 控 制 系统 的 方块 图 将 如 图 5.3-3 所 示 。 在 这 种 控制 系统 内 控制 量 * 不 
仅 是 误差 的 通 数 ,也 是 输入 作用 和 外 扰 作 用 的 函数 。 这 种 系统 第 称 为 复合 控制 系统 ， 


图 5.3-3 


从 理论 上 看 ， 动态 补 翌 问 题 已 完全 由 式 《5.3-9) 或 (5.3-11') 所 解决 。 但 是 ,应 该 指出 ， 
要 想得到 这 种 全 补偿 系统 在 实际 工作 中 是 有 困难 的 ， 这 种 困难 主要 来 自 两 个 方面 : 其 一 
是 测量 困难 ， 并 不 是 所 有 的 外 扰 都 能 准确 地 瞬时 测量 出 来 ， 例 如 飞行 器 上 所 受 的 阵风 干 
扰 ,在 实际 上 就 几乎 不 可 能 直接 测量 出 来 。 当然 , 这 时 补偿 公式 (5.3-11) 就 不 能 应 用 了 . 
第 二 个 困难 是 补偿 装置 的 实现 方法 ,因为 式 (5.3~13) 积 (5.3-15) 都 要 求实 现 较为 复杂 的 
控制 规律 。 其 中 包括 对 外 扰 作 用 和 输入 作用 的 高 阶 导数 ， 而 后 者 是 不 易 得 到 的 .因为 即 
便 外 抗 和 输 人 作用 的 瞬时 值 可 以 测 出 ,由 于 实际 量 中 总 含有 噪音 , 欲 得 到 它们 的 高 阶 导 数 
是 异常 困难 的 ， 尽 管 如 此 ,复合 系统 的 应 用 还 是 十 分 广泛 ， 当 完全 补偿 不 可 能 做 到 对 , 常 
不 得 不 满足 于 部 份 的 或 局 部 的 补偿 . 究竟 补偿 精度 能 做 到 何 种 程度 ,由 实际 工程 问题 中 上 
述 两 种 困难 的 克服 程度 而 定 ,也 与 输入 作用 8 (:) 和 外 扰 作 用 fC2) 的 变化 规律 有 关 。 例 
如 当 f(z) 为 第 量 或 为 缓 变 喇 数 时 ， 补偿 通常 比较 简单， 人 
参考 文献 [16,21,22,25,26]. 


5.4 控制 装置 参数 选择 


前 面 几 节 内 讨论 过 的 线性 系统 设计 方法 的 出 发 点 是 保证 系统 的 稳定 性 、 使 动态 误差 

与 稳 态 误差 完全 消除 或 者 减 小 到 一 定 程 度 。 但 是 ,有 时 对 控制 系统 的 品质 要 求 不 限于 此 ， 

还 可 能 有 其 它 类 型 的 指标 。 例 如 ， 在 控制 系统 

中 的 能 量 消耗 。 温 度 控制 中 的 温差 等 等 都 常 作 

为 对 控制 系统 的 指标 要 求 。 对 于 伺服 系统 的 过 

渡 过 程 也 有 了 时 要 求 均 方 误差 小 ,例如 图 5.4-1 内 

x sg 所 示 的 过 渡 过 程 ,如 果 要 求 s(t) 迅速 趋 于 堆 ， 
I 那么 在 上 足够 大 时 ,指标 


J 一 etd (5.4-1) 


在 一 定 程度 上 体现 了 过 湾 过 程 的 快速 性 和 平滑 
图 5.4-1 性 。 本 节 内 我 们 将 研究 具有 式 (5.4-1) 型 质量 

指标 的 线性 系统 设计 方法 ， 
因为 在 本 章 内 所 讨论 的 对 象 只 限于 线 福 控 制 系 统 ， 所 以 这 里 只 研究 线性 控制 规律 的 
选择 方法 。 事 前 做 下 列 互 相 并 不 独立 的 假定 : 设 输入 作用 g (z) 属于 系统 的 固有 作用 类 ， 
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因此 系统 无 静 差 ; 其 次 设 系统 渐 近 稳定 , 即 任何 初始 误差 s 都 将 随时 间 的 增 大 而 趋 于 零 ， 
而 衰减 速度 为 指数 规律 ， 设 用 * 表示 系统 的 误差 ,系统 的 运动 方程 式 为 


dx dlxr 
gn 二 go pe 十 “十 ar 一 0， 《5.4-2) 
或 者 写成 一 般 的 形式 
Dx, D=A+BC, (5.4-3) 


oz 
式 中 4,B 分 别 为 受 深 对 象 方程 
Es Ax t+ Bu 
#4 
的 xn Xn 和 nn Xm 阶 和 矩阵, C 为 竺 求 延 阵 , 它 决定 控制 装置 中 的 控制 规律 
因为 系统 式 (5.4~3) 吉 (5.4-2) 为 稳定 ,所 以 知 阵 口 的 一 切 特征 根 有 人 负 实 部 ， 产 格 说 米 
线性 系统 的 一 切 过 渡 过 程 只 有 :一 co 时 才 会 完全 结束 , 因为 涵 数 c-*:, a > 0, 只 有 在 
1 00 时 才 为 零 。 由 于 这 两 个 原因 , 式 (5.4-12 内 之 积分 上 跟 可 换 为 无 穷 大 , 此 时 积分 依 
i 
;=| > gapxaxpdi 一 人 (x, Gx)di, (5.4-4) 


站 "月 一 1 


式 中 x。 为 向 量 zx 的 分 量 , G 为 非 负 方 阵 , 其 元 素 为 gi;， 而 且 gi 一 6i， 即 G 为 对 称 矩 阵 ， 
由 于 式 (5.4-3) 是 一 个 线性 齐 次 方程 组 , 当 系 统 的 初始 误差 加 给 定时 , 系统 的 运动 规 
律 xf 就 已 完全 被 确定 ,因此 , 实际 上 积分 指标 式 (5.4-4) 是 初始 条 件 xz 的 连续 函数 ， 
让 我 们 首先 求 出 这 个 尔 数 关系 四， 令 玉 为 某 一 正定 对 称 矩 阵 , 用 它 构成 二 次 型 
z hr) = x(t), Px(t)). 
对 #(s) 微分 后 有 


BC) (px(D，Fx(D) + (xl), FDx(0)) 


= (x(t), (CD'F + FD)x(?)). 
式 内 D' 为 D 的 转 置 和 矩阵 ， 令 : 


DF + FD= 6, (5.4-5) 
那么 有 
人 dt(CE(t) FFxCr)) 上 = 小 《Xi GX)dt, 
0 dt 9 0 

于 是 | 
ES | (x, Ge)d (5.4-6) 

由 此 可 知 ， 若 矩 阵 正 求 出 后 ， 系统 质量 指标 式 《5. 4-4)， 就 可 直接 号 为 彻 始 误差 * 的 函数 : 
J = — (xn, Fxo) 汪汪 网 《5. 4-7) 


求 矩阵 下 有 两 种 方法 ， 第 一 种 方法 是 直接 求解 姑 阵 方程 《5.4-5), 此 时 得 到 ?个 线 人 狂 
代数 方程 式 构 成 的 方程 组 。 可 以 证 明 , 这 个 方程 组 必然 有 唯一 解 ， 这 个 方法 虽然 可 用 ,但 
终 嫌 过 烦 。 第 二 个 求解 方法 是 利用 矩阵 函数 的 特性 ， 将 式 (5.4-5) 之 两 端 左右 分 别 滋 以 
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和 托 阵 函数 c?* 和 ec2 得 
eDGeD: prDeFeps 十 eD*FDeDt, ~。 、 1 
显然 此 等 式 之 右 端 是 e?tFeDt 对 + 的 导数 ,因为 *2PD 一 De 再 对 前 起 积分 
| ermperda = | eoGeDdt, 
dt 0 


左 端 取 积分 后 有 人 
“dd Dt D+ — sDIt pr 所 人 
| 过 人 Fe dt = er Fe 一 一下, 
因此 ,可 求 出 
F 一 -| cprGepdt (5.4-8) 
上 式 之 所 以 成 立 是 虫 于 
/ Ce 
右 端 0 为 零 矩 阵 ， | | z 
现 举 单 摆 振 动 阻尼 问题 为 例 来 说 明 乱 阵 的 求解 方法 ， 设 控制 系统 的 误 蓉 运动 方程 
为 .| 
dix | 
Ea 上 3 xz Ky 3 . | 本 


设 控制 规律 为 # 一 和， 风 反 馈 系 绕 太 程式 为 、 


0 0 5.4-10) 


dr 
令 x 一， 一 二， 上 式 可 改写 成 方程 组 
dx: 一 ”六 2? 
| 有 《5.4-T17 
，. dt .| 
我 们 知道 , 当 “ > 0 时 系统 式 (5.4-10) 总 为 渐 近 稳定 。 设 过 渡 过 程 质量 指标 为 
了 王 | (zx? -x di = 上 Tx、 GX)di, (5.4-12) 
和 、 E 
式 中 
C ~ 1: ?小 
0 1 四 
二 2 eit 十 一 一 ely 1 eit 一 1 了 
p=(? ' ), aD Pe 如 At — db2 A 一 dy rl Ay . 
一 sp | cit 十 . 1 el * ert Pe 如 eat 
1 Ny 1 一 六 和 -| i = 由 ft 
{5.4—}13) 


式 中 丸 ， 为 是 代数 方程 式 
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cA 二 0 . . 本 
的 两 个 根 . 容易 计算 i 
(1 + Hew 一 4eth, ti C+ de 一 (十 和 ea 
te + 2 Tet 
eDTGen! =: : ' : 
一 《he 一 ht he te 1 二 eb 
十 2Ch1 十 hettrtasX | ， 4 
(14) 
式 中 8 一 ey 8 
注意 到 ,只 要 < > 0， 公 式 (5.4~8) 右 端 积分 总 是 收敛 的 ,故我 们 可 以 对 式 43.4-14) 作 
下 列 积分 运算 : 
c 一 2c 一 8 cz 一 4 四 
jceoa 人 4 2 - 4 C5.4-15) 
2 oc J 
因为 1 和 是 方程 式 全 十 c 十 1 一 0 的 两 个 根 ,容易 算出 上 式 右 端 和 矩阵 四 个 元 案 的 信和 为 
. 2 十 2 1 
一 下 一 人 cpiGeptdr on | 本 pe (5:47-16) 
多 :这 


设 式 (5.4-10) 骨 示 的 单 皖 运 动 的 知 始 条 件 是 任意 的 : rt0) = ios - x 区 07 一 xx 则 全 
部 过 渡 过 程 的 积分 质量 指标 式 (5.4-12) 可 直接 求 出 ， 依 式 (5.4-7) 有 
2 


e? 十 2 t- 3 
yj 一 一 (xo， Fxo) 2¢ x 十 Yiox20 十 一 X20。 (5.4-17) 
C 


今 假定 单 欣 的 初始 速度 为 6,， 即 za 一 0， 而 初始 振 幅 xw 寞 于 0。 由 式 《5.4-17) 可 
知 :此 时 二 次 积分 指标 的 值 为 


-a z C5.4-18) 


容易 检查 ,函数 一 土 二 “ 当 e 一 以 2 时 有 极 小 值 . 所 以 ,对 一 切 初 始 束 度 六 0 的 运动 , 欲 


使 了 达 极 小 信 的 最 优 阻尼 是 取 < 一 W 2 . 

前 面 我 们 用 矩阵 函数 的 方法 求 出 了 均 方 误差 的 表达 式 。 实际 上 表达 式 (5.4- -7) 也 可 以 
用 拉 氏 变换 的 方法 求 出 , 即 直接 从 工程 上 常用 的 传递 函数 的 表达 式 求 出 函数 J/(x)。 有 时 
这 种 方法 可 能 更 方便 些 ， 为 此 只 要 找 出 矩阵 下 与 传递 消 数 的 关系 就 够 了 ， 下 面 我 们 试 建 
立 这 种 新 的 关系 式 中 。 首 先 对 受 控 对 象 的 误差 方程 式 


Ax 
dx+B 沽 = 
- Xx 更 (5.4—19) 


进行 拉 氏 变换 : 
sR() 一 x 一 4 全 (站 十 了 Ce)7， 
式 中 XX(s) 表示 向 量 x(z) 的 拉 氏 变换 ，U(s) 为 控制 向 量 uC) 的 象 医 数 ,二 者 依然 是 
向 量 侦 数 , 解 上 述 方程 后 
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RO) = GE AYIBUG) + GE — A iv,, {5.4-20) 
式 中 五 为 单位 矩阵 ， 而 矩阵 〈*E 一 4)7! 称 为 受 控 系 统 的 传递 函数 。 现 令 控制 规律 为 
ztz) 一 Cxf(t)， 或 《GD) 一 CA， 代 人 式 (5.4-20) 并 化 简 后 得 到 x (x) 的 象 函 数 


Rs) = CE — (4+ BC))-ix,. (5.4-21) 
现在 可 以 直接 解 算式 (5.4-4) 了 。 引 入 矩阵 记号 
K() = GE (4+ BC)), (5.4-22) 
可 以 证 明 式 (5.4-7) 的 正定 矩阵 可 由 下 式 求 出 : 
六 二 -二 KCIGKC— sds, C5.4-23) 


式 中 K"(s》 为 KG) 的 转 置 矩阵 ， 将 x(D) 一 -二 ”XCDeras 代入 式 (5.4-4) 之 有 
端 后 再 作 下 列 变换 得 : : 
J | 二 | NC) eds, Gx) )at 


0 2 , 1 


-1 | (Xs), G | xz cl] ds 


2mz 


一 上 全 CRO GR (5.4-24) 


2x1 


对 x (2) 的 拉 氏 有 反 变 换 之 积分 线路 可 以 取 虚 轴 (一 i00 ,十 io0)， 这 是 因为 x(#) 渐 近 趋 
于 怜 ，X(s) 的 一 切 奇 点 均 位 于 左 半 和 平面， 而 式 〈《5.4-24) 内 之 积分 号 可 以 互 换 是 由 于 两 
个 积分 都 绝对 收效 ， 将 式 (5.4-21) 代 人 式 (5.424) 得 ，、 | 


. 1 [ti® ne 21 . 
j= 人 CKCO)xo, GKC—s) xo ds 


十 im 
二 | (xs KCIGKRC— 0)a 
二 区 tm 


= (Xo, 2 人- 开 5CJGRK 一 ?dxo)。. 
将 上 式 与 式 (5.4~6) 比 较 即 得 到 式 (5.4-23)。 当 G 为 单位 矩阵 时 ， 
J 一 | C+) Fx), 


1 2 
设 误差 运动 方程 式 是 式 (5.4-2), 而 
j= x (ft) dr. 


F= 一 一 | K's)IKC— ads, | (5.4~25) 


根据 前 述 可 推 知 : 
Lf NAONGE) 1 Te|NoCD 和 
. 2xi iw DCIDC—s) a pF | Dy s (5.4-26) 
其 中 


DJ 一 ai 十 ci 十 -十 az 十 aoy 
Ns) 一 guxzngs 1 + (Carr + aniro)s "It: 
i ET ee i 十 gaxe)s 
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这 里 

x 一 人 工 车 xX == 0, 1 二 1,2,*'*#n—1， | 
di’ =0" 


则 
NCs) mm (es™! 十 ali 十 "十 a1)xo. 


前 面 分 析 的 单打 阻尼 问题 例 中 ,只 含有 一 个 待 选 参数 c， 事 实 上 本 节 所 讨论 的 方法 
同样 可 以 应 用 到 多 参数 选择 的 情况 ， 如 果 考 起” 阶 系统 。 初 始 偏差 限定 为 只 有 一 个 误差 
坐标 不 为 零 , 其 它 4 一 1 个 坐标 初 值 均 为 0, 那么 由 式 (5.4-7) 确定 的 了 的 系数 , 将 是 反 
馈 矩 中 C[ 见 式 (5.4-3)} 的 每 一 元 素 的 解析 男 数 ， 

J 二 fcr ) zx, 
容易 用 计算 机 去 求 最 好 的 矩阵 元 素 c;;， 使 系数 函数 f 即 了 取 极 小 值 。 如果 系统 的 初始 
条 件 是 任意 的 , J 就 是 系统 初始 拟态 的 二 次 型， 一 般 来 讲 , 7 的 极 小 ( 即 最 好 的 反馈 矩阵 ) 
还 依赖 初始 条 件 , 所 以 不 能 求 出 一 个 固定 的 常量 矩阵 , 使 对 任何 初始 条 件 均 为 极 小 ,这 
时 就 只 能 满足 于 对 某 些 具有 代表 性 的 初始 条 件 的 参数 选择 . 


5.5 极点 配置 问题 


在 第 四 章 讨论 系 绕 稳 定性 时 ,我 们 已 经 厦 到 线性 常 系数 系统 的 稳定 性 ,完全 取决 于 系 
统 传递 函数 的 极点 在 复 平面 上 的 分 布 。 实 际 上 ,不 仅 系统 稳定 性 取决 于 极点 分 布 ,系统 的 
其 它 特性 和 品质 指标 ， 在 很 大 程度 上 都 由 极点 在 左 半 平面 上 的 位 置 所 决定 ， 以 二 阶 振东 
系统 为 便 , 如 果 它 有 一 对 互 为 共 辑 的 复 根 , 即 两 个 极点 相对 实 轴 对 称 , 那么 系统 阻尼 的 大 
小 ,取决 于 极点 负 实 部 的 大 小 , 而 振 功 频率 的 高 低 则 决定 于 虚 部 的 大 小 。 因 此 , 为 了 增 大 
系统 阻 记 , 我 们 可 以 使 这 对 极点 离 虚 轴 远 一 些 ; 要 想 减 小 振荡 频率 ,可 以 使 极点 离 实 独 近 
一 些 ， 这 样 ,我 们 就 可 以 根据 系统 设计 指标 要 求 ,有 目的 地 配置 系统 的 极点 分 布 ， 回 想 一 
下 我 们 讲 过 的 根 轨迹 法 ,也 是 一 种 极点 配置 ,不 过 它 只 把 极点 配置 在 左 灶 平面 使 系统 渐 近 
稳定 就 行 了 ， 当 系统 的 指标 要 求 不 仅 是 渐 近 稳定 ， 而 且 还 对 系统 的 过 渡 过 程 有 进一步 要 
求 (如 超 调 量 , 振 荡 次 数 ,过 渡 时 间 , 通 频带 等 ), 这 时 极点 配置 只 在 左 半 平 面 还 不 够 , 还 必 
须 更 精确 的 配置 。 于 是 ,就 出 现 了 这 样 的 问题 ,就 是 闭路 系统 的 极点 是 否 可 以 通过 反馈 规 
律 的 选择 而 任意 配置 ? 在 什么 条 件 下 可 以 这 样 配置 ? 关于 这 个 问题 的 答案 是 ， 只 要 系统 
是 完全 能 控 的 ， 那 么 它 的 极点 就 可 以 用 状态 线性 反锁 而 任意 配置 。 这 一 节 我 们 将 简单 地 
讨论 这 个 问题 se 

设 单 输入 单 输出 线性 系统 为 


SIX Ax + Bw, 


: y 一 erx， 5.5-D 
其 中 4 是 xs X za 阶 常 矩阵 ,B, < 是 > X 1 阶 矩 阵 ，x 是 系统 状态 变量 , > 是 输出 量 , « 
是 控制 ， 

所 谓 极点 配置 ， 就 是 指 经 过 状态 (或 输出 ) 的 线性 反馈 ，4 一 和 x、 中 是 anX 1 阶 逢 
阵 ,使 闭环 系统 
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人 = Ax + bh'x = C4 十 四 xz 
的 极点 (4 十 bk 的 本 征 全) 可 以 到 什 意 指定 的 值 . 
应 该 指出 ,现实 的 物理 系统 都 是 实 系 数 的 , 因此, 某 个 极点 若是 复数 ,那么 它 的 共 轿 复 
数 也 一 定 是 极点 ， 所 以 复数 极点 一 定 成 对 出 现 。 当 任意 配置 极点 时 ,其 中 若 有 复数 , 则 一 
定 包含 一 对 互 为 共 斩 的 复数 . 
下 面 我 们 来 证 明 , 如 果 系 统 式 (3.5-1) 是 完全 能 控 的 , 即 矩 阵 (6,45,4b,…… ,4"'8) 
的 秩 为 a( 见 第 4.11 节 ), 那么 任意 一 组 数 9， e;， ……，s， 必 存在 一 个 矩阵 下， 使 4 十 
bkr 的 本 征 值 为 9 2 ……s。 这 就 是 说 ， 遂 过 状态 反馈 可 以 使 闭环 系统 的 极点 任意 配 
置 . | 
为 了 证 上 明 简 单 ,首先 对 系统 式 (5.5-1) 进 行 坐标 变换 , 
设 有 一 非 奇 蜡 a X ” 阶 和 矩阵 7, 使 让 一 Tx， 经 过 变换 后 , 式 (5.5-1) 可 以 变 成 
这 二 TAT- 叶 十 Tbu， 
7 一 CT EE, . (5.5-2) 
系统 式 (5.5-1) 和 《5.5~2) 是 等 价 的 (确切 说 是 代数 等 价 》, 它们 有 相同 的 传递 项 数 阵 , 有 相 
同 的 脉冲 响应 阵 , 如 令 46=T47-!, 则 有 ee 一 Te47-!， 系统 的 一 些 动态 特性 不 因 坐 标 
变换 而 改变 。 这 样 ,就 有 可 能 使 我 们 找到 一 个 适当 的 非 奇 异 矩 阵 了 ， 把 系统 式 (5.5-1) 化 
成 式 (5.5-2), 从 而 使 式 (5.5-2) 变 得 更 方便 于 我 们 的 讨论 .下 面 我 们 先 选 出 非 奇 异 答 阵 了， 
令 0 = (6, Ab, 4B， Ab), , - : ; . 


oy (5.5-3) 
四 0 
则 9, 都 是 非 奇异 答 阵 , 它 们 的 逆 答 阵 都 存在 ， 
设 
T= (00), (5.5-4) 
我 们 看 一 下 , 它 能 将 式 《5.5-1) 变 成 什么 形式 
T= OF = (CD., D,, -…, D,), 

容易 验证 ， 


DD;= YY wnaib+ dA-'b, im1,2,..",2— 1, 


i0 
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D, = b, 
所 以 有 
AD. D,-: J tw 2, 3,***,#, 
而 , 
AD, = AC(ub + oABb+ :+ oad" b+ 4" 0) 
“= (mAb + oAbti 2 eA tb t+ A"b) = —aEb 
一 —o.,, | . 
其 中 EE 是 单位 矩阵 。 这 里 利用 了 线性 代数 中 的 凯 莱 ~ 哈密 顿 (Cayley-Hamilton》 定 理 。 于 
AT-!= A(D,, D,, :.….,D,) = (4Bi, AD,, -+:, 4D.) 
= (—oD,, D,— oD,, .…, 天, -一 cv- 过。》 
0 1 0 .0 
= (D.D. DJ 0 ed 
1 
Nag A A 
= TA4., 
最 后 得 到 0 
TAT™ == A., (5.5-5) 
通过 简单 运算 ,容易 验证 
0 
. 0 
Tob= LOBb=| : I . (5.5-6) 
村 
] 
9 如 记 
=e =eO0L- (Bs 2 《5.5--7) 
那么 ,系统 式 (5.5~1) 经 过 非 奇 异 变换 了 变 成 了 如 下 的 形式 : 
L 0 
, 


A+ | : |s, 
三 


yy 一 CRE， . (5.5-8) 
其 申 4 如 式 (5.5-3). 《这 种 形式 , 有 的 书 上 出 作 可 控 标准 形 》， 

由 上 所 述 ,我 们 可 以 看 出 ,对 任意 单 输入 单 输 出 系统 , 只 要 完全 能 控 , 由 矩阵 8 出发， 
总 可 以 把 系统 变 成 式 (5.5-8) 的 形式 , 因此 ,我 们 不 妨 假 定 系 统 式 (5.5-1) 已 经 是 式 (5.5-8》 
的 形式 , 否则 我 们 可 以 用 上 述 办 法 化 成 这 种 形式 ， 现 在 我 们 对 其 有 式 《5.5-8) 形式 的 系 
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Es Ax + br, 
dr 


y = CX, | (5.5-9) 
其 中 
| 0 1 0…… .0 0 |/ Pv 


—0 0 *** Ont L Cut 
来 证 明 当 它 完全 能 控 时 ,可 以 任意 配置 极点 ， . 
事实 上 ,经 过 状态 反馈 和 一 (ho, 如 … 和 -1》 后 的 闭环 系统 矩阵 为 
0 1 0 :+ 0 
*， | 0 
4 + bk' = 0 ， (5.5-10) 
1 
一 《oo 一 各 一 (oa 一 7 一 《0 一 二) 
而 传递 函数 为 
cas 十 Ca-xA" 十 -十 co 
9 十 《on- 一 下 Do 十 二 (om 一 站) 
由 此 可 以 明显 看 出 ， 基 为 一 个 代数 方程 的 根 是 诸 系数 的 解析 国 数 ， 当 任 着 指定 个 极点 
313 32” ” ”3 时 ,总 可 以 找到 一 组 数 Rs ks “3 用 hk' 一 CRo, RI» **") Kn) 作 有 反馈 ， 
而 使 ,52，，…* ,5s 为 传递 请 数 GCs) 的 极点 。 这 样 我 们 就 证 明了 前 面 的 结论 . 

这 个 事实 反 过 来 也 是 正确 的 , 即 是 说 如 果 系 统 式 45.5-1 ) 通 过 状态 反馈 可 以 任意 配置 
极点 时 ,那么 系统 一 定 是 完全 能 控 的 . 

通过 上 述 证 明 , 我 们 还 可 以 看 到 ,在 任意 配置 极点 时 ,并 不 改变 传递 函数 的 零点 分 布 . 
这 是 因为 零点 的 位 置 只 取决 于 er 一 《co co， ceo， 在 配置 极点 时 ,传递 函数 的 分 子 
并 不 变化 ， 

还 可 以 证 明 , 系统 经 过 状态 反馈 仍 保 持 能 控 性 ,就 是 说 如 果 系 统 式 (5.5~1) 是 完全 能 
控 的 ,经 过 状态 反馈 后 ,系统 仍 是 完全 能 控 的 。 但 状态 反馈 不 一 定 能 保持 可 观测 性 ， 若 用 
观测 量 ( 输 出 ) 反 馈 6, 即 x 二 Hy 时 , 则 既 保 持 能 控 性 也 保持 能 观测 性 ， 一 个 完全 能 深 完 全 
能 观测 的 系统 ， 它 的 传递 函数 不 可 能 产生 零点 和 极点 完全 相 消 的 问题 。 击 此 我 们 可 以 推 
出 ,用 观测 量 > 作 反 馈 不 能 任意 配置 极点 。 否 则 配置 的 极点 和 等 点 相同 ,产生 等 极 相 消 的 
问题 就 破坏 了 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 ,这 和 输出 反馈 保持 能 控 狂 和 能 观测 性 是 矛盾 的 . 
所 以 通过 观测 量 反馈 一 般 是 不 能 任意 配置 极点 的 . 

在 实际 情况 中 ,有 些 状态 变量 是 竹 测 不 到 的 ,因此 状态 反馈 也 常 不 易 实现 , 为 了 克服 
这 个 困难 ， 近 些 年 来 提出 用 观测 器 来 达到 这 个 目的 ， 有 关 这 方面 的 内 容 。 可 参 务 有 关 文 
献 291. 

以 上 事实 不 仅 对 单 输入 单 输出 的 系统 是 对 的 ， 对 多 输 人 多 输出 系统 也 是 正确 的 。 下 
面 我 们 不 加 证 明 , 只 把 结论 列 出 来 。 


CG) 到 


(5.5-11) 
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设 多 输 人 多 输出 线性 币 系 数 系统 


Mx AX + BU, 
dt 


y= Cx, 《5.5-12》 
其 中 4; B,C 分 别 是 mmXapypXxr 人 XpP 阶 矩阵 ,xy 在 分 别 是 my 六 yy 维 阿 
量 ,代表 系统 的 状态 ,输出 和 控制 ， 
如 果 系 统 式 (5.5~12) 是 完全 能 控 的 ， 那么 一 定 可 以 找到 状态 反馈 矩阵 KCr Xx 4 阶 )， 
使 uu 一 Kx， 可 以 任意 配置 4 二 BK 的 本 征 值 ， 也 就 是 说 ,对 任意 # 个 数 9yp， 
可 以 找到 KK， 使 


det (si 一 4 一 卫兵 ) = fT 《 一 2)， (5.5-13) 
zi 一 1 


反之 ,如 果 系统 式 (5.5-127) 通 过 状态 反馈 可 以 任意 配置 极点 时 ,那么 系统 一 定 是 完全 
能 控 的 、 由 此 看 出 ,一 个 系统 的 完全 能 挖 性 和 它 可 以 任意 配置 极点 这 一 事实 是 等 价 的 ， 
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如 果 在 一 个 复杂 系统 中 有 若干 个 受 控 量 ， 而 且 在 这 些 受 控 重 之 间 还 存在 着 相互 的 作 
朋 , 那 么 ,一 般 说 来 ,对 于 这 种 系统 就 必须 再 增加 一 个 新 的 设计 准则 ;这 就 是 互 不 影响 的 准 
则 。 举 例 来 说 ,一 个 有 加 力 燃烧 的 注 轮 晓 气 发 动机 的 变量 是 ， 压 缩 机 的 夸 速 燃烧 窗 的 睦 
油 速 率 ,加 力 燃 烧 室 的 咏 油 速率 以 及 尾 晓 管 开口 面积 , 然而 , 发 动机 的 运转 状态 可 以 设法 
只 由 压缩 视 的 转速 ， 燃 烧 室 的 暑 油 速率 和 加 力 燃 烧 室 的 睦 油 速率 这 三 个 县 所 完全 控制 . 
但 是 ,在 一 般 的 情况 下 ,这 三 个 量 是 互相 有 影响 的 ,不 难 想到 , 在 这 个 情况 中 , 系统 的 伺服 
控制 就 有 一 个 新 的 设计 准则 ， 也 就 是 讲求 对 这 三 个 不 局 的 量 的 控制 是 不 互相 影响 的 : 加 
力 燃烧 室 的 喷 油 速率 的 改变 不 应 该 使 压缩 机 的 转速 受到 影响 ， 而 且 政 变 压 编 机 转速 的 时 
候 也 不 需 训 改变 燃 阁 室 的 哑 油 速率 -这 也 就 是 说 解决 这 个 特殊 的 设计 问题 的 关键 就 是 : 
设法 使 尾 肤 管 的 开 日 随 着 其 余 的 变量 发 生 适当 的 变化 而 和 适当 地 设计 自动 控制 机 构 。 这 
一 章 的 旧 的 就 是 要 给 出 一 个 设计 这 一 类 互 不 影响 的 控制 系统 的 普遍 方法 ， 这 个 方法 对 于 
不 论 多 么 复杂 的 系统 都 是 适用 的 . 这 类 方法 最 时 在 文献 [3,9;15] 中 先后 被 提出 ,后 来 在 
文献 [6] 中 又 用 短 阵 表示 法 把 这 个 问题 作 了 一 般 性 处 理 . 近 些 年 来 ,采用 状态 变量 描述 方 
法 以 后 ， 多 输入 多 输出 系统 理论 又 有 了 进一步 的 发 展 ”， 


6.1 单 变量 系统 的 控制 


我 们 先 来 成 一 个 简单 的 系 ， 这 个 系统 只 有 一 个 受 撑 的 输出 ， y(t? 和 一 个 作为 控 
制 信号 的 输入 x(z)。y(z) 和 x(x) 的 拉 氏 变换 就 是 YGs》 和 XC:)， 我 们 来 考虑 按照 
图 6.1-1 所 设计 的 控制 系统 .5(:) 是 “发 动机 ”的 传递 消 数 ，LCs) 是 测量 仪器 的 传递 函数 
《也 就 是 反馈 线路 的 传递 函数 )、5Cs》 是 伺服 马达 的 传递 消 数 ，CCs》 是 “控制 * 的 传递 函 
数 。 可 以 由 议 计 者 窒 易 地 加 忌 改 变 的 具有 Cs) 这 一 个 传递 苑 数 。 这 个 系统 与 图 z3.7-2) 
的 反 局 系统 之 闻 的 一 点 很 小 的 区 别 就 是 ， 在 何 服 马达 与 发 动机 之 闻 加 上 了 一 个 仍 意 的 扰 
动 Y4D2。， 用 这 个 扰动 来 表示 某 些 意外 的 外 界 影响 ， 


总 动机 9 输入 W(s) 与 输出 YC(s) 之 间 的 关系 是 
YO) = ECGIWC) = ECGYSCGYIUG) 十 CD]， (6.1~1) 
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U(s) 是 控制 传递 函数 的 输出 ,并 且 有 下 列 关 系 : 


VG) 一 CCOLXCD — 20)] ~ COLXO 一 工 GDYCD1 (6.1-2) 
从 方程 (6.1-1) 和 (6.1-2) 里 把 UCs) 消去 ;就 有 有 1 
a DL 2 VCO). (6.1-3) 


ECD5CDCCDOECD TL EGBGICONLG 十 工 
这 就 是 在 x*(o 与 y(z) 的 适当 的 初始 条 件 之 下 的 输出 的 拉 氏 变换 ， 如 果 不 车 虑 包含 扰 
动 Fkr 的 第 二 项 ,方程 (6.1-3) 就 与 以 前 关于 一 般 的 反馈 系统 的 方程 (3.7-3) 相 同 。 系 统 
的 性 能 的 分 析 也 还 可 以 按照 与 以 前 类 似 的 办 法 来 进行 ， 然 而 ,对 于 更 复杂 的 系统 来 说 ,就 
必须 把 这 个 简单 的 情况 加 以 推广 。 现 在 我 们 就 来 作 这 件 事情 ， 


62 多 变量 系统 的 控制 


假定 发 动机 的 输出 Yi Yi 人， “5 YI) Y:(s) 的 个 数 是 1, 输入 Fi 
BC) 3 WACG9) ,Wak《s) 的 个 数 是 3。 那么 ,方程 (6.1-17) 的 推广 就 是 : 

Y(s) = E(wWs) Eu(s)Wls) st EnCOW ls), 

Ys) = EOWs) + Ev CIOWA(S) + + El IW,(s), 

YC 一 ED 十 Es)WC) 二 。 ee (6.2-1) 
其 中 每 一 个 Ei 都 是 一 个 传递 函数 ， 当 这 个 传递 数 "作用 "在 输入 Ws) 上 的 时 候 , 就 
得 出 输出 Y;(s》 的 相应 的 组 成 部 分 。 在 普通 情况 下 En(s) 是 两 个 :的 多 项 式 的 比值 ， 
因此 EiaCi》 可 以 由 发 动机 的 特性 的 理论 分 析 得 到 ， 也 可 以 用 实验 的 方法 由 频率 特性 确 
定 、 A 


Y,Cs) 一 EC OWiCs), 于 1， 人 “3 2 f。 | | 和 . (6. C2 


所 有 的 EC1》 按照 方程 (62-17 中 的 位 
置 记 排 成 的 抵 形 表格 可 以 称 为 发 动机 的 
传递 通 数 矩阵 E。 我们 可 以 这 样 想象 
所 有 的 输入 Wx 在 纵向 “进入” 矩阵 ， 
所 有 的 输出 Y,(5) 在 模 向 “离开 ”矩阵 . 
“图 6.2 开 所 表示 的 就 是 这 种 情况 ， 下 面 
我 们 来 考 坊 性 人 的 个 数 大 于 (或 等 于 ) 输 
出 的 个 数 的 情形 * 也 就 是 + 之 i。 因 此 ， 
。 撼 阵 五 就 是 一 个 纵 行 比 横行 多 的 矩形 抵 
” 阵 .… 为 了 以 后 的 需要 ， 我 们 把 只 由 前 ; 
-个 纵 行 所 组 成 的 正方 矩阵 用 BE 来 表 
不 。 
Wa ”既然 发 动机 的 输入 的 个 数 大 于 输出 
的 个 数 :所 以 ,如 果 希 望 完全 确定 系统 的 运转 状态 ,除了 要 设法 使 所 有 输出 Y,《:》 随 预定 
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的 数值 XXDCi 一 1，2，……, 让 ) 相应 地 变化 之 外 ， 还 要 设法 使 变数 WC)Cp=i 十 1， 
i 十 2，，…,#》 也 到 预定 的 数值 号 7， 因此， 受 控 量 就 是 ;个 输出 了 ,Cv 一 1, 2， 
"yy 人 和 ?一 个 发 动机 输入 Wls)Cp 一 3 十 1， # 直 2 n). 如 果 由 测量 仪 占 对 
多 xs 所 测 出 来 的 值 是 xy,(s)， 那 么 误差 就 是 . 旦 .Cs) 一 7,《:)。 发 动机 的 输出 的 偏差 
的 定义 是 XX,(s) 一 2 ,Zn = 1,2,… ,i) 就 是 Y,(s) 经 过 测量 仪器 所 测量 出 的 
数值 ,就 象 图 6.1-1 的 那 种 情形 , 控制 的 作用 就 在 于 把 这 些 偏差 当 作 输入 来 产生 何 服 马达 
的 控制 信号 UC 这 就 是 系统 的 反馈 作用 。 在 我 们 所 讨论 的 一 般 的 系统 式 《6.2- -1) 里 ， 
控制 信号 Ui(s) 与 所 有 偏差 的 关系 是 线性 的 ， 猎 然 有 * 4 个 偏差 信号 ,也 就 有 * 个 控制 信 
号 ,所 以 二 1;2:… 2。 因此 就 有 
UCs) 玫 Cox 一 PA CaXs— ZOD + tt CylX; — PAY, 了 
t+ Clin(Bin 一 二 ‘Cin(B, — ye)， 
U,(s) CulX, SEE Z1) 十 CnCX, Z2) 十 十 CC 各 Z1) 
+ CumlBin— TH + tt ColBo— 7 . 
Vs) 一 Cox 一 Zi) 十 cat, 0 a Cni(X; = 21) 
.ComBa = Wn) ts Cad 7 (6.2-3) 
在 这 个 关系 式 中 ,我 们 已 经 把 控制 矩阵 用 不 同 的 符号 分 成 C 和 5C' 两 部 分 、 以 便 区 别 两 种 
不 同 的 误差 信号 ,方程 (6.2-3) 可 以 简写 成 


D 一 1:，2)， 0 


DD De, z+ 2 cla, — AP 一 1 2, 


当然 ;每 一 个 Cu 和 Ci 都 是 两 个 的 多 顶 区 的 此 和- 为 程 (62- Re 2-4) 也 可 
以 用 图 6.2-2 来 表示 : | 


(6.2-4) 


【Hi Cn Bd .3 
Uh Ct Ca—~—————-~--C|C, + 1-. 一 一 一 一 CC 
l 
1 
+ 
1 
U, CU C+, 1Ci， 41 一 一 一 一 -人 


| 
| 

1 
， 

| 


(XI 一 Dj) KZ) XZ) (Sm) 《与 , 一 Ye) 
ee a 
C C 


图 6.2-2 


测量 出 的 数值 Z.( 和 yxG) 与 被 测量 的 Y,(:》 和 is) 之 间 关 系 ， 由 测量 仪器 的 
传递 前 数 Lls) 和 Lt) 所 确定 : 
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2Z,(3) 一 工 v(r7Y, (Cr)， 本 (6.2-5) 

TAD) Los)Wols), (6.2-6) 

每 一 个 控制 信号 都 个 别 地 作用 在 伺服 马达 上 . 伺服 马达 的 输出 与 意外 的 外 界 扰动 

Vi(s) 合并 在 一 起 组 成 发 动机 的 输入 玉民 7)， 如 果 .Su(s) 是 伺服 马达 的 传递 主 数 , 那 全 

了 Ags》 Se SexCsIU RS) 十 Vils)s kmli,2,...,#. - (6.2~7) 

从 式 (6.2~1) 到 (6.2-7) 的 所 有 方程 就 是 描述 多 变量 榨 制 系统 的 完备 的 方程 组 .图 6.2-3 是 

一 个 多 变量 控 打 系 统 的 方块 图 ,这 个 系统 有 三 个 发 动机 输出 Yi(:)，Yis) 和 YiCD， 还 

有 两 个 被 控制 的 发 动机 输入 Ws) 和 WK:)， 除 了 规定 的 控制 信号 X,(*7，En(z)》 与 可 
以 对 系统 起 作用 的 外 界 扰 动 信 号 kt(*) 以 外 ,整个 控制 系统 是 闭合 的 . 


Vr Vy, 


Ey En Es Eu Er 
Es Er Ers En Ess 
| 
[ee 
项 定数 值 
图 6.2-3 


在 以 上 的 控制 系统 方程 组 中 把 DA(D)，Z,(?)》 和 yu(?) 消去 ,就 得 到 ? 
YC) = BD {DD EnCOSaCY CX) — LYY,)] 


x=1 
+ DD ECOSuCO CCE — LoeCOW A + ExCOVAC)) .C62-8) 
z 


1) 近年 来 有 人 提出 , 用 代数 方法 消去 中 向 变量 的 运算 过 程 中 , 可 能 出 现 消 去 系统 的 不 稳定 因子 的 情况 , 此 时 造成 
"大 绕 局 部 不 稳定 的 因 事 可 能 敏 这 种 代数 运算 议 摘 盖 ， 其 实 这 种 情 铝 在 用 状态 谈 量 的 方 庄 处 盘问 题 时 也 可 能 出 
” 现 .在 实际 系统 设计 时 ,不 稳定 的 环节 总 昆 设 计 老 注意 的 炳 点 ,消去 某 种 四 于 后 是 藻 全 给 系统 藻 来 意外 现象 东 
以 主 受 控 基 的 行为 来 判断 ， 这 些 痢 可 以 通过 模拟 试验 来 检查 . - 
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Wls) -= 了 了 >， SLCSICL CSEX Cs) LysCs)Y ,C5)) 


十 SS SaCs YC YUE) 一 LsCs)W ,CsY] 十 ViCs). C6.2-9) 


根据 方程 (6.2-8) 和 6.2-9) 就 可 以 把 系统 画 成 一 个 比 图 6.2-3 更 简单 一 些 的 方块 图 (图 
6.2~4)。 在 这 个 图 里 只 有 一 个 系统 矩阵 ,这 个 矩阵 的 输 和 人 是 那些 受 控 量 的 侦 差 , 输出 就 是 
那些 受 控 量 。 在 图 6.2-4 中 的 ESC 矩阵 中 ， 位 于 第 ; 横行 与 第 > 纵 行 的 交点 的 元 素 是 


> ErksttCu。 同样 ,在 BSC' 和 矩阵 中 . 第 ; 横行 与 第 上 级 行 的 交点 处 的 元 素 是 EtSu 
k=l | : a 


Chn。 也 还 是 一 样 ，SC 和 矩阵 中 的 元 素 是 S44Chn。 SC” 矩阵 中 的 元 素 是 SaChn。 外 界 扰 
动 是 通过 另外 一 个 矩阵 加 进来 的 ,那个 矩阵 主要 是 由 发 动机 矩阵 纪 所 组 成 的 。 


XX Xs BB 


6.3 互 不 影响 的 条 忻 


以 上 我 们 所 讨论 的 是 多 变量 系统 的 控制 作用 的 机 理 ， 在 这 个 基础 上 我 们 就 可 以 把 控 
制 系 绕 的 互 不 影响 准则 具体 地 表达 出 来 ， 现 在 的 问题 就 是 : 设法 确定 控制 矩阵 的 元 素 
Cil#) 与 Ciels) 须要 满足 什么 条 种 才能 使 境 定 的 控制 信号 XiCs》 与 SC 只 影响 各 
它们 相应 的 受 榨 量 Ys) 和 Ws) 《这 里 ， 了 叫 1，2， 了 而 名 1 十 17 十 2 
»)， 而 不 影 菏 其 余 的 受 控 量 。 辟 如 说 ,控制 信号 XC3) 只 能 影响 了 《让 ，EBirdts》 内 能 影 
响 ia(9。 这 里 的 数学 问题 也 就 是 如 何 把 图 6.2-4 中 的 系统 矩阵 加 以 对 角 线 化 的 问题 ， 
我 们 所 以 要 把 设计 条 件 放 在 控制 矩阵 C 和 C“ 上 ,是 因为 在 整个 系统 中 员 有 这 一 部 分 是 最 
容易 由 设计 者 加 以 变动 的 。 发 动机 的 特性 ,伺服 马达 雇 及 测 基 仪 滁 都 认为 是 已 经 固定 的 ， 
它们 也 不 能 由 控制 工程 师 随 意 改变 . 

让 我 们 来 考虑 一 个 特定 的 输出 Yes) ,8 是 1, 2，…, i 这 些 数 中 的 任意 一 个 数 . 方 
程 (6.2-8) 和 《6.2-9) 可 以 号 成 


YO= | SY EsucwCX,— LY,) 


丰 =1 vl 
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十 ESuaCra CS — LegW a) + EjaV | 


从 呈 二 1 


+ 人 OT a A 
不 三 1 


WA) 一 > A Be PA 


上 二 1， 
# > Suis, — LeaWa) Va + SCra(Xe 一 LesYe). 


现在 为 了 使 得 控制 信号 Xs 除了 Ys 之 外 不 影响 任何 一 个 了 ;或 印 。， 所 以 ， 在 1 站 汪汪 
i> 的 情形 下 ,以 上 两 个 方程 的 最 后 一 项 邦 必 须 等 于 堆 ， 因此 ,对 2,…? i 中 的 和 任 
意 一 个 数 都 有 : 


如 果 7 天 8， 之 | ESiCrs 一 0， CB 1 
以 及 | J 
如果 处 之 i Cu = 0, (6.3-2) 
方程 (6.3-2) 使 我 们 的 控制 矩阵 了 立刻 就 得 到 简化 。 深 图 6.2-3 表示 的 系统 为 例 ， 这 时 
i 一 3,7 一 5。 在 这 个 情形 下 ,方程 (6.3-2) 就 表示 
Ca™ Ci = Ce 一 C5l Csz 一 Co 一 0。 


方程 (6. 3-2) 也 可 以 用 来 简化 方 稳 (6. 3-1)， 方程 (6. 3~1) 也 就 是 
> EixSAACre = 2 isg 殊 ckSkkChgs 《6.3-37 


这 里 的 & 是 1, 2。，…，#; 中 的 任意 一 个 数 ， 5;z 是 克隆 内 克 符 号 《Kronecker ceita), 它 的 定 
义 是 . 
如 果 ig de™= 0, 
如 果 - 了 一 8g， Br 一 二, (6.3-4) 
对 于 纤 阁 一 个 特定 的 & 来 说 ， 方程 (6.3-3) i 程 组 ， 这 个 方程 组 包含 
i 一 1 个 方程 和 i 个 未 知 数 S44Che《 这 里 一 1， 2，，*…, 门 ， 因此, 我们 只 能 确定 这 些 未 
知 数 的 比值 ,而 不 能 确定 这 些 未 知 数 本 身 。 然而 。 光正 是 我 们 所 着 望 的 ， 因为 我 们 并 不 希 
人 在 现在 这 种 情况 下 ,我 们 的 设计 工作 反面 可 以 枫 加 自由 
一 些 . 

为 了 求 出 控制 传递 函数 的 这 些 比值 我 们 要 利 用 行列 式 的 一 个 性 质 : 假设 行列 式 
|Ee1(1E。| 是 正方 矩阵 Es 的 行列 式 ? 中 的 元 素 Ej 的 余 因 式 是 jEs;,|、 那 么 ,下 面 的 关 
系 式 成 立 : 


如 果 天 天 ?， FD BEea = 0, 


如 果 不 一 六 > FalEw = |Es|. (6.3-5) 
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a 3) 先 用 |Ewis| 乘 一 下 ， 然后 再 对 i 求 和 ,我 们 就 得 到 
> > [Ei JB E aS AAC he 亚 > |EsailE; KS RAC Es 


k=1 j= 


因此 ,根据 方程 (6.3-5), 就 有 z 
SiCis = |E,, > 证 二 | 二 二 到 (6.3-6) 
特别 当 1 一 g 时 ,有 
SesCss 一 |Exol > EnswuCullEel. 


取 方 程 (6.3-6) 和 上 面 这 个 方程 的 比值 ,我 们 就 可 以 写 
Sji Cjiy [Es | oe 
SC ™ {El 1 7 1, 2，。。 i {6.3-7) 
利用 这 个 方程 就 可 以 把 SC 矩阵 中 不 在 对 角 线 上 的 元 素 用 对 角 线 上 的 元 素 表示 出 来 . 
方程 (6.3-2) 和 方程 (6.3-7) 所 表示 的 条 件 就 是 被 控制 量 7 互 不 影响 的 必要 条 件 . 这 
些 条 件 最 先是 由 坦克 森 包 姆 和 胡 德 提出 来 的 。 他 们 两 个 人 还 进一步 证 明 : 这 些 条 件 也 是 
互 不 影响 的 充分 条 件 ， 因 此 ,设计 一 个 合适 的 控制 矩阵 C 的 问题 就 完全 解决 了 . 
为 了 解决 控制 矩阵 的 另外 一 部 分 C' 的 设计 问题 ,我 们 就 必须 考虑 受 控 量 W ,Cy = 
i li 2 的 互 不 影响 的 条 件 ， 为 了 这 个 目的 ， 我 们 把 方程 《6.2-8) 和 方程 


《6.2-9) 改 写 为 
Xi 一 3 [> EjitSrtCAs Xs 一 LYy). 
+ , 2 “EinStt Cin(Bs— LutW oe) 十 Eap] 4 
和 > EiSixCal(Sr — LuWs) C6.3-8) 
和 二 到 了 中 


WCs) 一 之 oP oR Rh 


十 > SCinCE — Lew >》 十 了 十 SGarkSr 一 ‘LuoW "3 (6.3-9) 
站 一 上 十 上 
#7 


这 里 r 是 3 十 1， 1 十 2 外 7 一 1，2。，-…， 7 为 了 现在 的 目的 ， 

方程 (6.3-9) 中 的 大 只 是 工 十 1 十 2，…，2# 中 的 任意 一 个 数 , 因为 只 有 这 些 Wi 才 是 

受 控 量 ， 根 据 方程 (6.3-82 和 (6.3-9 广 显然 可 以 看 出 ， 如 果 控 制 信号 所 , 仅 只 影响 受 控 量 
只 ,， 那 么 ,这 两 个 方程 的 最 后 一 项 就 必须 等 于 零 。 也 就 是 、 ， 

> BikStkCir = 0, 1 = 1,2, ] (6.3-10) 


9 


和 
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Car= 0 8 十 ii 十 2 《6.3-11 ) 
和 以 前 一 样 , 方 程 (6.3-11) 也 使 控制 抵 阵 得 到 简化 。 以 图 6.2-3 所 表示 的 系统 为 例 ， 
fi 一 3，1 王 5， 就 有 
Cs = Ch = 0. 


Dn 3-11) 也 可 以 用 来 篇 化 方程 (6.3-10)， 方程 (6.3~10) 化 为 
> EisSuChr 一 一 已 rSrC0。 


把 这 个 方程 的 两 端 先 用 1 匀 , 然 后 再 对 了 求 和 ,就 得 
六 > | 五 sj 五 kxStkCxur = 一 SrCr > | 玉 


Rt FE 


0 3-5) 所 表示 的 行列 式 的 性 质 ,就 有 


1Eslsucy 一 一 Ss [BolEi. 
各 果 相 党 广 各 时 的 ! 换 成 7 i 换 成 i， 这 个 方程 就 可 以 写成 下 列 形式: 


sg 1 = 1, 2, -+, i 
一 mm 一 Fe, lE,. 
Se =- -二 [六 | lB <- 十 1 二 2， 1 


利用 这 个 方程 就 可 以 把 SC 不在 对 上线 上风 元 家 有 对 肖 弘 上 的 表示 方 
程 (6.3-11) 和 (6.3-12) 是 受 控 量 WCp == ;十 11 十 2,.…, 9) 的 互 不 影响 的 必要 而 
且 充分 的 条 件 。 

” ”如果 和 希望 全 部 受 控 量 都 互相 不 影响 ,那么 ,就 必须 满足 方程 (6.3-27:(6.3-7),(6.3~117 
和 (6.3-12) 所 表示 的 条 件 ， 在 整个 的 控制 矩阵 中 ,不 在 对 角 线 上 的 元 素 或 者 等 于 零 , 或 者 
可 以 由 对 角 线 上 的 元 素 表 示 。 如 果 表 示 发 动机 的 特性 的 发 动机 和 矩阵 是 已 知 的 ,那么 ,控制 
矩阵 的 对 角 线 元 素 就 完全 确定 了 整个 的 控制 矩阵 ?. 


《6.3-127) 


64 响应 方程 


如 果 互 不 影响 的 条 件 已 经 全 部 被 满足 ,那么 ,方程 (6.2-87 和 (6,2- 9) 就 变 得 简 单 得 多 . 
例如 ,把 方程 (6.2-8) 的 求 和 的 次 序 倒 换 一 下 ,就 有 


YO) = > [XsCs) — LCs)Y .Cs)] 二 BirSatCks 


+ > EAGRRROLf OD EixSt# Cr 十 E; AP。 


了 二 二 


按照 方程 (6.3-1) 和 《6.3-2), 除 了 > 一 7 以 外 ， 第 一 项 中 对 《所 作 的 和 数 者 等于零. 按 归 
方程 (6.3~-10) 第 二 项 也 等 于 零 。 因 此 


Ee 


1) 由 于 传递 时 数 只 骨 描 述 系统 的 能 控 和 能 观 夺 分 ,因此 ,这 里 得 到 的 解 六 备 件 只 能 适合 于 完全 能 挖 和 能 钢 测 的 系 
统 。 对 于 一 般 情 况 请 看 文 献 [7] . 
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yi) = [XC 一 Li(C) YC)] > EirSixCui 十 2 EiVi. | 
按照 方程 (6. 3-7), SCE 既然 可 以 用 对 角 线 元 素 SiC 来 表示 ,于 是 ， 利用 方 各 (6.3- 5) 


就 有 a 
z > BiaSRACR 呈 PE 训 针 如 Ba 亚 -se 
所 以 ,最 后 就 得 到 
Yi = | SaCH[XA) — LiCO YC)] + 2 Ew A 


根据 互 不 影响 的 条 件 ,经 过 类 似 的 计算 ， 也 可 以 把 方程 (6. 2-9) 简 化 为 
Wats) ee SuaCpa [Ss) i ead (Cs)1 = VCs)s 


R=7+ 1 二 2,.、.,», {6.4-2) 
我 们 规定 两 个 符号 : 
Bel 
Rj;i me .4—3 
, . EelSiCuLs + [Ewl SO 
和 Wl 
Rs 一 SenCue (6.4-4) 


A +1 , 
方程 (6.4-1) 和 C6.4-2) 的 解 就 可 以 写作 


YiCs) = Rj COXC) — [RCs Liits) 一 了 > ECs Vils) (6.4-5) 
| 


有 和 : 
Ws) = Rals) SCs) — [RA Ls) 一 上 Pa。 (6.4-56) 
方程 (6.4-57 和 (6.4-6) 给 出 了 由 控制 信号 和 外 界 扰 动 来 计算 受 控 量 的 关系 ,这 两 个 方程 就 
称 为 轴 应 方程 ， 这 些 关系 式 与 只 有 一 个 受 控 重 的 简单 系统 的 关系 式 《6.1-3) 是 十 分 相 象 
的 ， 函 数 RG) 是 从 输入 XiCs) 到 输出 ZiG3 的 总 的 传递 函数 ， 函 数 RowGz) 是 从 输 
和 人 .8.CG) 到 输出 WCs) 的 总 的 传递 硝 数 ,按照 方程 (6.4-3) 和 (6.4-4), 根 据 发 动机 , 何 服 
马达 , 测 重 仪器 和 控制 部 分 这 四 方面 的 特性 就 可 以 把 这 两 个 总 的 传递 通 数 计算 出 来 。 实 
际 的 设计 步骤 就 是 先 按照 第 五 章 所 讲 的 办 法 对 于 每 一 个 了 和 上 确定 合适 的 控制 传递 函数 
ci 和 C's)， 和 使 它们 具有 满意 的 性 能 ,然后 ,再 按 照 方程 (6.3~2),《6.3-7), (6.3-11) 
和 (6.3-12) 把 不 在 对 角 线 上 的 元 素 也 克 定 下 来 . 这 样 作 了 以 后 ,对 于 复杂 的 多 变量 系统 我 
们 就 得 到 一 个 性 能 良好 的 互 不 影响 的 榨 制 系统 , 


65 “涡轮 螺旋 染发 动机 的 控制 
作为 互 不 影响 的 榨 制 的 普遍 理论 的 一 个 简单 的 例子 ， 我 们 来 芳 虑 一 个 渴 轮 螺旋 桨 皮 


动机 的 控制 问题 (图 6.5-1)。 这 样 一 个 发 动机 的 运转 状态 的 变数 是 ， 转 速 , 涡轮 的 进 气 温 
度 ， 螺 旋 桨 的 浆 叶 角 取 及 喷 油 速率 .控制 系统 的 设计 要 求 是 使 发 动机 能 够 产生 各 种 可 能 
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的 正规 的 稳 态 运转 状态 。 对 于 每 一 种 稳 态 运转 状态 ， 我 们 都 必须 研究 在 那个 运转 点 附近 
的 过 渡 状 态 之 下 的 控制 性 能 .假设 WCs》 是 螺旋 桨 浆 叶 角 与 正规 值 之 闻 的 偏差 的 拉 医 
: 变换 ，W2Cs) 是 喷 油 速率 与 正规 什 
之 间 的 偏差 的 拉 儿 变换， 既然 我 们 
只 对 离 正 规 运转 点 很 近 的 过 渡 状 态 
发 生 兴 趣 ， 所 以 涡轮 转 和 矩 被 压缩 机 
与 螺旋 浆 用 掉 一 部 分 以 后 的 剩余 转 
矩 ,螺旋 桨 桨 叶 角 , 栈 油 速率 这 三 者 
之 闻 的 关系 可 以 线性 化 ， 因 此 ， 利 
余 转 矩 就 可 以 表示 为 W:;) 与 
WW,(s) 的 线性 组 合 ， 假 设 转速 与 它 的 正规 值 之 间 的 偏差 的 拉 氏 变换 是 Y:(*7， 剩 余 转 抵 
就 可 以 用 (1 十 trDY.Cs) 来 表示 , 这 里 的 + 是 由 于 发 动机 的 转动 部 分 的 惯性 所 产生 的 时 
闻 常 数 [可 以 参看 方程 (3.7-1)]。Y 的 值 与 所 考虑 的 正规 运转 点 有 关 , 因 为 方程 (3.7-1) 中 
的 阻尼 系数 。 与 转速 有 关 ， 因 此 ， 
《1 十 TryYVIKC mo —aW i) + BWls), 《6.5-1 》 
其 中 的 a 和 4。 都 是 正 实 常数 ， 这 两 个 常数 俐 可 以 由 正规 运转 点 附近 的 发 动机 特性 推算 出 
来 。a 和 “的 物理 意义 是 这 样 的 :如果 喷 油 速率 一 直 保 持 正规 值 到 :9) 三 0， 由 方程 
C6.5-1) 就 得 出 a 一 一 YC(0)/W,《0). 但 是 * 一 0 相当 于 稳 态 状态 ,所 以 ,a 就 是 当 奔 袖 
速率 保持 常数 时 ,发 动机 的 稳 态 转速 的 减少 与 螺旋 浆 桨 叶 角 的 增加 的 比值 。 如 果 , 对 于 有 
各 种 不 同 的 常数 暴 油 速率 的 稳 态 运转 状态 , 把 转 束 对 于 螺旋 桨 浆 叶 角 画 出 图 线 来 , 那么 ， 
在 图 线 上 被 选 定 的 正规 运转 点 处 的 斜率 就 是 “<。 同 样 地 ,如 果 螺 旋 桨 浆 时 角 是 常数 ,我 们 
也 可 以 把 稳 态 状态 的 转速 对 于 喷 油 速率 画 出 图 线 来 ， 在 这 种 图 线 上 被 选 定 的 正规 运转 点 
处 的 斜率 就 是 5。 所以, 。 和。 这 两 个 常数 可 以 由 表示 发 动机 的 稳 态 状态 的 图 线 表达 出 
来 ， 
”对 于 得 式 压缩 机 来 说 ,在 给 定 的 压缩 机 转速 和 一 定 的 进口 条 件 之 下 ,经 过 压缩 机 的 空 
气 的 质量 几乎 是 不 变 的 。 所 以 ,在 一 个 给 定 的 进口 条 件 之 下 , 吉 到 气体 中 去 的 热量 与 气体 
的 质量 的 比 信 就 是 发 动机 转速 与 踊 油 速率 的 函数 ， 因 而 ， 发 动机 转速 和 路 油 速率 就 确定 
了 进口 温度 .假设 涡轮 的 进口 温度 及 它 的 正规 值 之 闻 的 偏差 的 拉 氏 变换 是 YXs), 那么 ， 
在 YX:)。YiCs) 与 WXs)》 之 间 也 可 以 建立 一 个 类 似 于 方程 (6.5-1) 的 方程 。 然 而 气体 
达到 热平衡 状态 的 时 间 常 数 实际 上 等 于 零 , 所 以 ,方程 也 比较 简单 圭 : 
Yi) 加 cr) 一 cYIK5)， 《6.5--27 
这 里 的 “ 和 e 也 还 是 正 实 常数 .事实 上 ，、 如 果 对 于 不 变 的 发 动机 转速 画 出 涡轮 进口 温度 
与 暴 补 速率 之 间 的 关系 图 线 ， 那 么 ， 在 选 定 的 正规 的 稳 态 运转 点 处 的 斜率 就 是 <， 同样 
地 ,如 果 , 对 于 不 变 的 喷 铀 速率 , 画 出 说 轮 进口 湿度 与 发 动机 转速 之 间 的 关系 图 线 , 那么 ， 
在 选 定 的 正规 的 稳 态 运转 点 处 的 斜率 就 是 “， 
从 方程 (6.5-1) 和 (6.5-2) 中 把 Ys》 和 YC1) 解 出 来 ,我 们 就 得 到 


, pp Ww 
Y Cs) | '(:) 十 1 + (5s 


图 6.5-1 
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Do 
a a 


Ys) = -一 Ws)+ 二 WCs). (6.5-3) 


这 个 方程 组 就 给 出 了 我 人 ] 在 理论 分 析 中 所 用 的 发 动机 矩阵 互 ， 我 们 注意 到 这 样 一 个 有 起 
的 事实 ; 在 发 动机 矩阵 里 只 包含 一 个 时 间 常 数 rz， 只 有 这 一 个 时 间 常 数 是 发 动机 本 身 所 
固有 的 。 当然 ,整个 的 控制 系统 中 还 有 其 他 的 时 间 常 数 , 但 是 , 那些 时 间 常 数 是 由 控制 部 
分 , 何 最 马达 以 及 测量 仪器 所 引进 来 的 ,所 以 它们 不 包含 在 发 动机 和 矩阵 里 面 . 
让 我 们 先 来 考虑 控制 发 动机 转速 和 岩 油 速率 的 情形 。 这 时 , 受 控 量 就 是 YC(s2 和 和 
Ws:)， 在 这 个 情况 下 ,我 们 只 需要 方程 组 (6.5-3) 的 第 一 个 方程 ,并 且 i 一 1, ?一 2 四 


| 而 ,发 动机 短 阵 E 只 有 两 个 元 素 : 
ee (65-4) 
而 ”| 
[Es| = |Es, | 一 Bo [Esl =1, (6.5-5) 
控制 系统 是 由 下 列 方程 组 所 表示 的 : 
a U (s) = 二 Cn LX, (Cs) 一 LaCrD7YIC5D)1 士 Con) [Ss) - LaC)W As)] 3 
UA(s) 一 CarJ[XiC — Las YD)] 十 Ca 人 CoD[S:s) 一 ~ LaOWAs). (6.5-6) 
不 互相 影响 的 条 件 要 求 有 下 列 关系 : z : 
Cu(s) 一 0， (6.5-7) 
并 县 利用 方程 (6.5-5)， 
51d) _ 一 [BEaulE _ Eu 一 三 C6.5-8) 
Sn() Cnls) [Esl : Eu 和 


既然 一 a 是 发 动机 转速 对 于 螺旋 桨 次 佬 角 的 偏 导数 ， 而 是 发 动机 转速 对 于 喷 油 速率 的 
偏 导 数 ,所 以 ,比值 5/4 就 是 当 发 动机 转速 不 变 时 ,螺旋 妇 桨 叶 角 对 于 喷 油 速率 的 变化 率 . 
很 明显 ,这 个 比值 是 涡轮 螺旋 桨 发 动机 的 飞行 状况 的 函数 .譬如 说 ,比值 5/4 是 随 着 高 度 
的 增加 而 增 大 的 。 因此 ， 一 个 设计 得 很 好 的 控制 系统 就 必须 能 够 随时 补偿 由 于 飞行 状态 
的 变化 和 发 动机 运转 状况 的 变化 而 引起 的 差异 ， 

对 于 发 动机 转速 的 呐 应 函数 Ruls) 就 是 


= aSuC Culs) 
Ri ) aSu(s) CnC) Lu(s)— 《1 十 . 
对 于 旷 油 速率 的 响应 函数 Ru(3) 就 是 


SaCs)Cals) Loa) + 1 
这 两 个 方程 就 确定 了 发 动机 转速 与 喷 油 速率 在 不 互相 影响 的 控制 状态 中 的 网 应 特性 ， 现 
在 笈 | 问题 就 轨 结 为 如 何 设计 控制 传递 沙 数 Cu(:s》 和 CzoCs) 使 得 系统 在 我 们 所 需要 的 所 
有 运转 状态 下 都 上 共有 使 人 满意 的 性 能 . 
现在 ， 我 们 再 来 考虑 控制 泣 轮 螺旋 奖 发 动机 的 第 二 种 可 能 的 办 法 . 我 们 要 来 控制 发 
动机 转速 和 损 轮 的 进口 温度 ,现在 的 受 控 量 就 是 Yi() 和 YC?), 所 以 在 这 个 情形 里 ,我 
们 需要 用 到 方程 组 (6,5~3) 的 两 个 方程 ,而 i = #4 二 2， 由 不 互相 影响 的 条 件 就 有 
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SADCA) ze 


Su(s) Cnls) 《c 一 ce) 十 cry 


各 
: 二 (5.5-10) 
对 于 发 动机 转速 的 喀 应 函数 就 是 - 
Rs) 一 SWC) 
SCANVLAV 一 外 一 8) teers 
对 于 涡轮 的 进口 温度 的 响应 函数 就 是 


Sn 0 Cs) 二 
Ra ™ S25) CnCs) Lts) 十 《17c) 


6.6 “有 加 力 燃 烧 的 涡轮 喷气 发 动机 的 控制 


在 这 一 章 开始 我 们 曾经 谈 到 有 加 力 燃烧 的 涡轮 喷气 发 动机 ， 现 在 我 们 来 研究 这 种 发 
动机 的 控制 问题 ， 图 6.6-1 就 是 这 种 发 动机 的 简略 构造 图 。 我 们 还 是 只 来 研究 在 一 个 先 
定 的 正规 稳 态 运转 点 附近 的 过 渡 状 态 的 控制 问题 ,所 以 ,把 各 个 变数 之 间 的 关系 加 以 线性 
化 还 是 合理 的 ， 


涡轮 可 变 的 好 喷 管 开口 
6.6-1 


翁 设 Ys) 仍然 是 发 动机 转速 与 它 的 正规 值 之 间 的 偏差 的 拉 开 变换 ,Ws) 是 尾 喷 
管 开口 面积 与 正规 值 之 间 的 偏差 的 拉 氏 变换 ，W《s)》 是 燃烧 室 的 喷 油 速率 与 正规 值 之 间 
的 偏差 的 拉 氏 变换 ;最 后 、W,(:》 是 尾 喷 管 的 蜡 油 速率 与 正规 值 之 间 的 偏差 的 拉 氏 变换 ， 
与 涡轮 蝶 旋 奖 发 动机 的 方程 (6.5-1) 类 似 ,我 们 可 以 写 出 下 列 关系 : 
《1 十 tO 一 af) 十 aW ks) 十 aWsls), (6.6—1) 
这 里 的 sw 和 co 都 是 实 常 数 。 和 油轮 螺旋 桨 发 动机 的 情形 相 象 ， 这 些 常 数 都 是 发 动 
机 的 稳 态 状态 曲线 的 斜率 ， 所 以 ， 当 侈 烧 定 的 赋 泪 速率 和 时 师 管 的 路 油 速率 都 是 常数 的 
时 伐 , 发 动机 转速 对 于 尾 距 管 开口 面积 的 变化 率 就 是 si。 同样 地 ，x 就 是 发 动机 转速 对 
于 燃烧 室 喷 油 速 率 的 变化 率 ; a 就 是 发 动机 转速 对 于 尾 奔 管 哄 油 速率 的 变化 率 ， 方 程 
(6.5-1) 量 的 也 还 是 发 动机 的 唯一 的 时 间 常 数 , 它 表 示 转 动 部 梓 的 锅 狂 的 影响 。 这 一 个 
关于 发 动机 转 这 与 其 他 的 发 动机 输入 之 间 的 线 人 关系 是 费 德 尔 Fed》 和 绷 德 推导 出 来 
的 中 
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如 果 发 动机 的 压缩 机 是 轴 式 压缩 机 的 话 , 前 一 忆 的 方程 (6.5-2) 在 这 里 仍然 是 间 用 
的 。Yxs*)》 所 表示 的 是 涡轮 的 迁 口 温度 ,所 以 
YI5) 一 一 yi) 十 < 三 区 3)。 
从 这 个 方程 和 方程 (6.6~1) 里 把 Y;《s) 和 YzGs)》 解 出 来 ,就 得 到 


J Ws). (6.6-2) 


Y() 一 —— WCs) + 
以 全 1 十 9) 1 十 到 
所 以 ,发 动机 矩阵 的 元 素 就 是 
Bu RE 玉 ,一 一 人 甩 ， 一 一 泽 
tr 1+rs 3 + 
一 十 CTY8 He 
,tet en A 6.6-3 
. 1+r” 1 十 位 ”tz ( ) 


我 们 来 考虑 控制 发 动机 转速 ， 涡 轮 的 进口 温度 与 必 喷 管 喷 油 速率 的 问题 。 这 了 时 的 受 
控 量 是 YQ),Y,《s) 和 W(s)。 而 控制 方程 就 是 : 
UK = CuCOLXI) — Ln (OY, G7] 十 Cu IX) 一 Lals)Y(s)! 
+ COLB,O) — LOW)], 
UA = CAATXA) — Ln YAYD1 十 CnCs) EXCs) ee LaKDYX9] 
CaCs) [Ss) 和 Lal Wts)], 
UCs) me Culs) [XCs) 一 LuCs) Yts)] + CauCs) [XC — Lats) Ys)] 


+ CCs) Ss) 一 LaCOW ts)] “i (6. 6—4}) 
这 里 的 C9 ,XsCs) 和 220) 分 别 是 发 动机 转速 ,油轮 进口 误 席 和 二 辽 管 号 油 速 府 的 和 
制 信号 
方程 (6.3-2) 的 互 不 影响 条 件 要 求 | 
Cu) = Ca 一 0. (6.6-5) 


方程 (6.3-7) 的 条 件 给 出 : 
Sn(s)C nts) Al 


SCs I CuCs) - a 、 ， 
Su(s) Cuts) (Ce 一 eat) 十 cts | {6.6-6) 


方程 (6.3-12) 的 互 不 影响 条 件 给 出 

Sn Cnts) i 靖 

SyCs) CIs) ¢t 
和 

Culs) = 0. (C6.6-7) 

以 上 这 些 方程 里 的 比值 一 aa 和 一 eye 都 有 很 简单 的 物理 意义 : 当 发 动机 转速 和 尾 
喷 管 忠 油 速率 都 是 常数 的 时 候 ， 尾 团 管 的 开口 面积 对 于 燃烧 室 旷 油 速率 的 变化 率 就 是 
一 sz/a。 当 发 动机 转速 和 燃烧 室 喷 铀 速率 都 是 常数 的 对 覆 ， 呈 喷 管 的 开口 面积 对 于 尾 晓 
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得 和 速率 的 变化 率 就 是 一 a /a 
和 如果 方 程 (6.6-5),(6.6-6) 和 (6.6-7) 都 被 满足 了 ， 我 们 就 得 到 互 不 影响 的 控制 这 半 ， 
对 于 发 动机 转速 的 响应 函数 就 是 


RD SC) 本 
SuCs CnC LAG) 十 te 


对 于 涡轮 进口 温度 的 响应 函 数 研 是 


Ry(s) = 时 二 PR ae) Ca 。 
S21) Cnts L272ls) 3 (1/e) 


对 于 旦 距 管 晓 油 速率 的 响应 函数 就 是 


CN 二 SaC$) C3) _ 
ee ek 


根据 以 上 这 些 方 程 就 可 以 运 当 地 设计 控制 传递 函数 Ca《s)，CxzCs)，Css(s), 因而 也 就 可 
以 兢 定 Culs), Cnls) 和 Cal), 


{6,6-9) 


6.7 多 变量 系统 的 协调 控制 


如 何 正确 地 处 理 各 受 控 量 之 间 的 相互 关联 (耦合 )， 是 多 变量 控制 系统 设计 的 关键 问 
' 题 之 一 。 从 不 同 的 观点 ,有 不 同 的 设计 原则 . 

“ 互 不 影响 ”的 控制 原则 ， 从 物理 概念 上 来 说 ， 是 利用 引 制 器 之 间 的 相互 关联 完全 焉 
部 分 抵 销 受 控 对 象 中 的 相互 关联 , 也 就 是 “去 耦 ”, 使 各 个 受 控 量 的 控制 过 程 不 相互 影响 ， 
从 而 将 多 变量 关联 的 大 系统 分 解 为 单 变量 “自主 ”的 小 系统 。 所 以 , 互 不 影响 的 控制 原则 
也 称 为 “自主 ”调节 原则 ,或 “去 硬 ? 及 计 原 则 。 从 数学 方法 上 来 说 ， 是 要 设计 控制 矩阵 , 使 
系统 矩阵 “对 角 线 "化 ， 也 就 是 使 系统 矩阵 中 非 对 角 线 上 的 元 素 都 等 于 零 。 如果 满足 也 
不 影响 条 件 , 那么 , 各 受 控 量 的 控制 器 就 可 以 按 单 变量 系统 进行 设计 ,因而 使 系统 结构 大 
为 简化 .如 前 面 几 章 所 讲 过 的 , 互 不 影响 的 控制 原则 已 经 在 发 动机 控制 、 锅 护 调节 等 多 变 
量 控制 系统 的 设计 中 得 到 了 应 用 : 但 是 ， 互 不 影响 的 控制 并 不 是 多 变量 系统 唯一 的 设计 
原则 。 因 为 在 多 变量 控制 的 实践 中 ,有 很 多 场合 不 必要 求 各 受 控 量 互 不 影响 ,而 是 需要 各 
受 这 量 的 控制 过 程 相互 配合 和 ”协调 ,使 各 变量 之 间 保 持 某 种 协调 关系 ,使 整个 系统 处 在 
技术 上 合理 ,经 济 上 合算 的 协调 工作 状态 中 ， 

例如 ,连续 轧钢 机 各 机 架 思 辊 速度 的 协调 关系 ;分 部 传动 造纸 宙 各 分 部 电动 机 速度 的 
协调 关系 ;化 工 , 热 工 生产 过 程 中 ,各 种 反应 物质 或 原料 成 分 的 比例 关系 ;电力 系统 中 各 电 
站 或 机 组 的 负 奏 分 配 关系 ; 季 直 升 船 机、 大 型 龙门 吊车 的 多 电机 拖 动 系 统 的 同步 关系 等 
等 ， 

一 各 说 来， 协调 关系 是 各 受 近 芭 应 江 尼 的 某 种 线 人 或 丰 维 人数 关 条: 

fn 23 ""*y ys) = ¢ (6.7—-1) 

常见 的 是 比例 关系 : 


Et 2 ys (6.7-2) 
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当 比 例 系 数 pi 二 1， 即 为 最 简单 的 同步 关系 时 . 

文献 [1, 2] 研究 了 这 类 多 变量 的 协调 控制 系统 , 并 提出 了 “协调 控制 ”原则 进行 设计 
的 方法 . 

第 一 种 方法 是 按 " 协 调 偏差 控制 ， 自 整定 “内 部 ”给 定量 . 它 不 同 于 通常 的 控制 系 
统一 一 按 外 部 给 定量 与 受 控 量 的 偏差 , 进行 反馈 闭环 控制 ; 在 多 变量 协调 控制 系统 中 ,给 
定 的 是 各 受 控 量 之 间 的 协调 关系 ,而 不 是 个 别 受 控 最 的 给 定 值 。 因此 , 为 了 保持 各 受 控 
量 之 间 的 协调 关系 , 减少 系统 实际 运行 状态 对 指定 沙 调 状态 的 偏离 , 顺 变 按 ` 协 调 含 差 进 
行 反锁 闭环 控制 。 协 调 偏 差 定义 为 


导 
E 一 入 一 入 5 一 1 2 5 {6.7-3) 


式 中 
y= fy ys 3 yr). (6.7-4) 


这 里 ,< 内 部 * 给 定量 〈%) 是 根据 给 定 的 协调 关系 与 系统 的 实际 运行 状态 ,考虑 稳 态 与 动 
态 品 质 要 求 , 由 系统 内 部 良 行 整定 的 ,而 不 是 由 系统 外 部 给 定 的 ， 

当 系 统 受到 扰动 或 其 他 因素 影响 而 偏离 协调 工作 状态 时 ， 在 按 协调 偏差 的 闭环 控制 
作用 下 ,将 迫使 各 受 控 最 向 内 部 给 定量 夸 近 ,以 减少 协调 偏差 使 系统 进入 协调 工作 状态 ， 

由 于 内 部 给 定量 (y, ) 是 各 受 控 量 〈y ss y;， Ys) 的 孙 数 , 所 忆 , 任何 一 个 受 控 量 
的 变化 ,都 将 使 系统 重新 整定 相应 的 内 部 给 定 熏 ,从 而 ,引起 协调 偏差 的 重新 分 配 ,使 其 他 
受 榨 量 都 向 有 利于 协调 的 方向 变化 .因此 ,各 受 控 量 的 控制 过 程 不 是 独立 良 主 的 ;而 是 相 
互 影响 ,相互 配合 的 ,这 将 有 助 于 加 快 协 请 过 程 ,提高 协调 准确 度 ， ，- 

第 二 种 方法 是 建立 控制 作用 之 阀 的 协调 联系 ， 各 受 控 量 之 间 通 过 受 控 对 象 或 过 程 形 
成 的 相互 关联 耦合 ,并 不 总 是 有 害 的 ;有 时 没有 必要 都 用 控制 器 中 的 相互 关联 去 抵 销 
它们 。 而且, 有 些 耦 合作 用 是 有 益 的 , 比如 , 升 姑 机 、 才 门 吊车 的 机 械 耦合 有 强 追 同步 作 
用 。 在 实际 系统 设计 中 ,适当 地 利用 受 控 对 象 中 固有 的 压 合 ,有 可 能 减少 所 需 测量 元 件 或 
执行 机 构 的 数量 , 简化 控制 系统 ， 如 果 不 具体 分 析 受 控 对 象 中 固有 耦合 的 利 干 ,片面 要 求 
完全 去 耦 ,不 仅 将 使 控制 系统 复杂 化 , 去 看 器 也 难以 实现 ， 同 时 , 由 于 实际 对 象 特性 的 变 
化 与 不 确定 性 , 互 不 影响 条 件 不 易 准 确 地 得 到 满足 ,残留 的 耦合 有 可 能 恶化 系统 品质 . 

因此 ,应 当 建立 控制 作用 之 间 的 协调 联系 , 利用 控制 器 中 的 耦合 , 抵 销 或 削弱 受 控 对 
象 由 有 害 的 耦合 ， 保 留 或 加 强 有 益 于 协调 的 草 合 ， 这 种 协调 联系 装置 构成 控制 系统 的 内 
反馈 ,可 以 根据 稳定 性 ,协调 准确 度 、 最 快 协调 过 程 的 要 求 进行 设计 . 

第 三 种 方法 是 按 外 扰 补 偿 的 原则 进行 协调 ， 作 用 于 系统 的 外 界 扰动 ,如 负荷 变 化 , 常 
常 是 破坏 协调 关系 的 主要 因素 ， 如 果 外 扰 是 可 以 测量 的 , 那么 , 采用 扰动 补偿 装置 ,实现 
协调 关系 对 外 扰 的 不 变性 ,可 以 在 不 影响 系统 稳定 性 的 情况 下 ,大 大 提高 协调 准确 度 与 动 
态 狂 能 。 按 扰动 的 开 环 控制 与 按 协 调 偏差 的 闭环 控制 相 结 合 ， 构 成 复合 控制 的 协调 控制 
系统 ， . 

扰动 补偿 装置 可 以 应 用 不 变性 原理 进行 设计 ,但 是 ,这 里 不 是 个 别 受 控 量 对 抗 动 的 不 
变性 ,而 是 协调 关系 对 扰动 的 不 变性 ,或 协调 偏差 对 外 扰 的 不 变性 .这样 有 可 能 使 补偿 装 
置 适 当地 简化 , 便 干 实现 ， 
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根据 上 述 协调 控制 原则 , 一 种 可 能 的 多 变量 协调 控制 系统 的 方块 图 如 图 6.7~1 所 示 . 
图 中 局 为 受 控 对 象 ,C 为 控制 器 ,3 , G 分 别 为 扫 调 计算 装置 和 联系 装置 , 为 外 扰 补 偿 装 
置 。 {pt 3"* yo} 为 受 控 量 、{w, ww，*…*， nun} 为 控制 量 ， {vs ,v1 为 外 扰 作 
用 , {xis **…*， rs} 为 协调 偏差 量 ，{s; 92，'…… xs} 为 协调 联系 信和 号, {7 7，'…，rs} 是 
邹 摔 补偿 信号 . 

“ 设 给 定 的 协调 关系 是 各 受 控 量 的 线性 函数 关系 。 对 于 线性 常 系数 系统 。 按 照 方块 图 
6.7-1， 柯 得 协调 控制 系统 的 矩阵 方程 如 下 : 


VL #2 Vn 


zi 一 得 十 如 


= C(x 二 r+ 

x =a Py 

r= Fy ' 

# = Gu. (6.7-5) 
式 中 D, C, 8B, G,F 都 是 ” 阶 方 阵 ， Ty, gt Vv, tO, x, r,s 为 相应 维 数 的 列 向 量 . 由 
C6.7-5) 可 得 到 系统 逢 阵 为 


$s — CE — BDC)-'BDEE + CF), (6.7-6) 
式 中 为 s 阶 单位 和 矩阵， 
C= (E— COC, (6.7-7) 
相应 的 闭环 系统 特征 方程 为 
A=|E— BDC,|=0. (6.7-8) 
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利用 式 (6.7~3),《6.7-6),(6.7-7),《6.7-8), 文 献 [1] 中 分 析 了 协调 控制 系统 的 稳定 性 、 
准确 度 及 其 它 动态 性 能 ,并 研究 了 “大 一 小 系统 稳定 性 关系 ”“ 协 调 离 散 度 极 小 化 “最 决 
协调 控制 过 程 * 等 问题 ， 给 出 了 协调 酌 差 计算 将 置 (六 )、 协 请 联系 装置 《G》、 扰 动 补偿 装 
置 (F) 的 综合 方法 . 

协调 控制 原则 在 垂直 升 船 机 ,分 部 造纸 机 、 连续 轧钢 机 等 多 变量 控制 系统 的 设计 -地 调 
整 中 得 到 了 应 用 
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在 前 几 章 内 我 们 讨论 了 各 类 线性 系统 的 分 析 和 设计 方法 。 由 于 线性 系统 的 结构 相对 
比较 简单 ,线性 系统 的 通 解 ,线性 依赖 于 初始 状态 和 控制 函数 ,所 以 讨论 起 来 比较 方便 .对 
非 线 性 系统 ,由 于 没有 这 种 线性 依赖 关系 ,分 析 和 综合 间 题 都 更 复杂 些 。 正 是 由 于 处 理 上 
的 困难 ,对 非 线 性 系统 的 研究 至 今 不 如 对 线性 系统 研究 的 那样 全 面 各 细致 ， 几 十 年 来 ;对 
非 线性 系统 的 研究 多 数 限 于 分 析 方 面 ， 而 对 非 线性 系统 的 设计 则 只 有 在 一 些 简单 的 情况 
下 才 得 到 了 实际 可 用 的 结果 . 四 

非 线性 系统 的 一 个 重 变 特点 是 常常 出 现 周期 性 振荡 。 册 于 非 线性 的 作用 ， 在 很 多 实 
际 问题 中 都 有 出 现 这 种 振荡 的 可 能 性 ,然而 , 一 般 来 说 , 振荡 是 控制 系统 特别 是 伺服 系统 
所 不 希望 出 现 的 现象 。 只 有 少数 系统 例外 ， 那 里 微小 幅度 的 振荡 对 系统 工作 的 精度 区 大 
的 影响 ,可 以 把 振荡 作为 系统 的 基本 工作 状态 , 使 系统 结构 简单 , 还 能 收 到 特有 的 技术 效 
益 , 例 如 感 少 静摩擦 引起 的 系统 误差 等 。 这样 ,对 非 线 性 系统 振荡 状态 的 研究 通常 集中 在 
下 列 几 个 方面 ， 若 系统 的 运动 方程 式 已 经 给 定 , 并 确 知 它 的 典型 工作 状态 是 周期 振荡 , 需 
要 求 出 振荡 周期 和 振幅 ,分 析 周 期 运动 的 稳定 福 ; 计 算 这 种 系统 对 给 定 的 办 人 信号 的 反应 
或 眼 综 精度 ;最 后 ,找到 改变 振荡 周期 和 振幅 的 方法 ,在 需要 时 又 如 何 防止 这 种 振 萝 的 发 
. 生 ， 因 此 ,研究 局 期 运动 是 非 线性 系统 分 析 问 题 中 的 一 个 重要 方面 。 . 

为 了 精确 地 分 析 非 线性 系统 的 一 些 特定 运动 的 性 岳 , 尤 其 是 对 复杂 的 系统 ,必须 用 计 
算 机 求 出 精确 解 .在 计算 技术 飞速 发 展 的 现在 ， 非 线性 系统 的 分 析 和 设计 完全 可 以 用 数 
字 计 算 机 去 进行 , 在 精度 .速度 和 容量 等 方面 实际 上 没有 什么 限制 ; 应 用 计算 机 已 经 解决 
了 大 量 的 用 一 般 理论 分 析 方法 所 不 能 解决 的 问题 ， 对 解决 非 线 性 系统 的 设计 提供 了 有 效 
的 工具 然而 ,这 并 不 排除 理论 分 析 工 作 的 重要 性 。 祖 反 , 理 论 分 析 工 作 可 以 为 计算 技术 
提供 指导 ,能 够 更 深刻 地 认识 非 线性 系统 的 主要 特征 即 主要 矛盾 ;从 而 提出 解决 主要 矛盾 
的 方法 .因此 ,计算 技术 的 发 展 又 对 理论 分 析 工 作 提出 了 新 的 更 高 的 要 求 , 它 不 可 能 完全 
代替 理论 分 析 . 

非 线性 受 控 系 统 的 运动 方程 式 一 般 可 写成 


dr Ad = z " 

1 ye ? ) 0， 《7.0-1》 
式 中 zx 是 系统 的 输出 , * 是 控制 量 , f 是 某 一 非 线性 孜 数 ， 和 线性 系统 一 样 ， 上 式 可 以 化 
为 一 个 一 阶 非 线性 方程 组 : 


好 a 
EE f(x 和 29 “Ty rs Ms Hy “> rs 2), 
£ 


Rs = fxis X29 Ts as Hy Hy “°°, Hy’ 1)， 


dt 


站 


一 一 xis XT2y ”9 省 mr] 了 13 WH29 “sg Yrs 站 )， (7.0-2) 
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式 中 zz 一 1 2 7， 是 状态 变量 ; w;, 二 1 2， 7， 是 控制 是。 如 果 采 用 向 量 
书写 方式 ,上 式 可 简写 为 


4 fx, we 门 ， (7.0-3) 
人 


式 中 zx 一 (rt ra rw) 是 系统 的 状态 向 量 ， 一 《ty，*…*y ur) 是 控制 向量, f 二 
(fs 加 ……， 加 )》 是 速度 向 量 。 和 线性 系统 一 样 ， 式 《7.0-2) 或 《7.0-37 的 形式 包含 了 式 
(7.0-1), 但 是 前 者 所 能 描述 的 非 线性 系统 的 种 类 更 为 广泛 些 。 

以 后 我 们 将 假定 ， 由 式 《7.0-1) 一 C7.0-3) 所 措 述 的 非 线 性 系统 的 运动 将 由 初始 状态 
2 一 《xi x*w "sx*a0) 和 选 定 的 控制 函数 u(t) 所 唯一 确定 ,也 就 是 说 , 系统 满足 常 微 
分 方程 解 的 存在 和 唯一 性 定理 本 章 内 我 们 将 讨论 几 种 典型 的 非 线 狂 系 ;以 便 使 我 们 
对 非 线 性 系统 的 几 个 重要 特征 有 充分 的 了 解 . 


7.1 振东 伺服 控制 系统 


现在 我 们 来 考虑 振荡 伺服 控制 系统 ， 与 有 交流 电动 机 的 交流 伺服 系统 相似 ， 振 荡 控 
制 何 服 系统 的 信号 也 是 用 来 调制 一 个 局 期 振荡 的 , 不 过 , 在 振荡 控制 伺 限 系统 中 ,信号 调 
制 的 方法 不 再 是 普通 的 调幅 方法 。 为 了 能 够 简单 上 明了 地 介绍 振荡 控制 伺服 系 绕 的 概念 ， 
我 们 必须 先 提出 一 些 预备 知识 . 

我 们 来 介绍 一 种 很 原始 的 但 是 也 很 普通 的 伺服 系统 ， 假如 我 们 在 系统 里 加 一 个 包含 
一 个 继 电 老 的 电路 ,而 且 这 个 继电器 的 特性 是 这 样 的 ， 如 果 输 入 电压 x (#) 的 绝对 值 不 超 
过 一 个 一 定 的 赔 限 (也 就 是 一 个 一 定 的 常数 ) 的 话 ,输出 端 就 没有 电压 ,如 果 输 入 电压 x (9 
的 绝对 信 jx (#1 超过 那个 晤 限 的 话 ,输出 就 是 一 个 常数 电动 势 互 ， 这 外 电动 势 是 由 一 个 
电源 所 供给 的 ,这 个 电动 势 的 极 性 决定 于 偏差 信号 的 符号 ， 下 
逐渐 减少 . eta 

， 这 种 系统 的 运动 方程 式 一 般 可 写 为 下 列 形式 : 

Cry . 省 中 


5 


y = Kr). ; ~ (7.1-1) 
这 时 z 是 伺服 系统 的 输出 ; y 是 反馈 信号 , 它 是 > : 的 非 线性 函数 ,如 图 7.1-1 所 未 . 
这 种 开关 栖 服 系统 有 一 个 很 大 的 优点 : 我 们 可 以 用 相当 简单 的 开关 系统 来 操 织 相当 
大 的 功率 。 这 个 优点 对 于 其 他 类 型 的 问 服 系统 来 说 往往 是 很 难 作 到 的 : 但 是 ;大 另外 一 
方面 来 说 :开关 伺服 系统 当然 是 一 个 非 线性 系统 , 并 县 以 后 我 们 还 要 汀 到 , 它们 的 运转 性 
能 也 不 如 以 前 讨论 过 的 各 种 系统 好 ， 简 言 之 、 振 葛 控 制 伺服 系统 是 开关 何 服 系 绕 的 一 种 
变形 , 它 保 持 了 线性 狂 质 的 优点 还 能 够 操纵 相当 大 的 功率 . 
在 进行 讨论 振荡 控制 伺服 系统 之 前 ,我 们 先 提出 一 个 理论 的 结果 ,所 有 这 一 类 系统 的 
理论 都 是 以 这 个 结果 为 基础 的 ， 让 我 们 券 虑 一 个 具有 下列 性 质 的 装置 ， 如 果 输 入 x (2) 
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是 正 数 ,输出 就 是 十 4, 如 果 输 入 x (:) 是 负数 ,输出 就 是 一 4. 4 是 一 个 国定 的 常数 ;我 
们 可 冯 把 这 样 一 个 装置 想像 为 一 个 理想 的 继 电 侨 《一 个 请 限 是 零 的 开关 伺服 . 系 并 网 图 
《7.1-1lb))。 人 和 假定 和 电器 的 输 人 信号 是 


图 7.1-1 


xi) = Eo sin tot + HE, sin cwi, i (7.1-2) 

这 里 ,wo。 和 都 是 常数 ， 在 振荡 控制 何 服 系统 的 情形 中 ，Eo sin woos i 
续 振 募 。XE,sin w: 是 所 用 的 信号 ,也 就 是 调 捕 全 号 . 现在 我 们 来 计算 相 频 的 验 而 . y (9 。 

如 果 输 入 是 由 方程 (7. PR 那 和 :全 电器 的 输出 必 为 周期 国 架 ， 也 就 可 以 写 

I PR: 

: 5 BD eensin [Cmios + 9 3) 


这 里 的 各 个 隶 数 。 都 是 与 : 无 关 的 常数 , 当 mm 一 0 时 ， lo ean 植 进行 ， 
为 了 我 从 桥 定 和 的 民 的 ,最 有 兴起 的 系数 就 是 en 和 sn 因为 振 芒 控 制 伺 服 系 统 在 正规 的 
运转 状态 之 下 ,其 他 的 系数 或 者 是 非常 小 ,或 者 由 于 适当 的 浪 波 手续 而 被 过 滤 掉 ， 
当 克 一 0 时 ,也 就 是 当 继 电 考 的 输 大 是 一 个 频率 为 ,mm 的 单纯 的 正弦 函数 时 ;继电器 
的 输出 就 是 正 负 交 准 的 矩形 波 , 这 个 矩形 波 的 高 度 是 4 而 每 一 个 矩形 的 长 度 都 是 x/ex. 
我 们 已 经 知道 这 样 一 个 矩形 波 的 传 里 叶 展 开 式 的 第 一 项 的 系数 等 于 
4.4 


20 一 一 一。 可 (7.1-4) 
, _ 


当 到 0 时 ,继电器 的 输出 就 是 图 7.1-2 所 表示 的 样子 .大 天 0 时 的 输出 与 《一 0 
时 的 输出 出 蓉 别 就 是 一 系列 部 麻 是 24 的 矩形 ， 在 图 7.1-2 里 我 们 用 骨 影 的 区 域 表 示 这 
些 短 形 ;…- 当 j < 1 里， 开关 点 (也 就 是 输出 变换 符号 的 时 刻 ) 与 均匀 分 布 的 备 点 1, 一 
?xz/ 吧 之 则 的 着 别 是 十 分 微小 的 、 困 此 ;正如 图 中 所 表示 的 样 于 ,表示 输出 信号 的 蜂 正 量 
的 那些 算 形 也 是 很 狭 窗 的 ， 这 些 答 形 的 宽度 可 以 这 样 近似 地 计算 :在 1 处 的 矩形 的 宽 
度 等 于 调制 信和 号 在 和 处 的 值 被 持续 振荡 在 i。 处 的 斜率 除 得 的 商 数 。 因 此 ,这 个 宽度 斌 
是 


| = 21 sintota 
Eviocos Wot, 
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如 果 sin wt, 是 正 数 就 要 把 矩形 加 到 ( +) 未 调制 的 输出 上 去 ， 如 果 sin ez， 是 负数 就 要 把 
矩形 从 未 调制 的 输出 上 减 去 (一 上 所 以 矩形 的 面积 可 以 看 作 是 

2 in et,. | 

th 


方程 (7 14) 时 的 系 下 a 就 是 这 一 系列 疾 守 从 形 流 的 传 里 叶 民 开 式 中 的 第 一 项 sin twt 
的 系数 ， 因 为 sin wt 在 矩形 区 域 中 的 值 是 sin wi。， 所 以 ,和 如果 取 NN TE 


本 
se ps We 二 24 天 人 ; 
-0 SS = 
但 是 2 
| sin widt 一 人 《1 一 Cos 2 ds 
1 Ns 2 Eh SiN : 一 
i 
N a N 本 1 六 四 _ 
和 0fs 之, sin (or 河 一 本 之 LE z COS (2 2)| 
NN 1 0 
并 eos {2an 2 ). . 
当 我 们 把 六 无 限 增 大 了 时 ,这 个 公式 中 的 和 数 仍 然 保 持 有 限 ， 所 以 ,让 很 大 ， 我 们 就 有 


ou 一 2 盆 . C7.1-5) 


方程 (7. 124) 和 (7. 1-5) 对 于 大 很 小 的 情况 给 出 了 两 个 重要 的 系数 so 与 au。 对 于 一 
般 的 大 值 :卡尔 普 (Kalb) 和 本 尼 特 《Bennett7P 本 当 0<k<1l 
时 ， 
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84 
人 ECA)， 


一 Se [EC — C—OKCI, (7.1-6) 


这 里 KC 和 E(R) 分 别 表示 第 一 类 与 第 一 类 的 完全 粮 回 积分， ne 相当 小 , 椭 茵 积 
分 是 可 以 展开 的 ,这 时 就 有 


(人 
en 一 2 (t+ 全 + 小 (7.1-7) 


方程 (7.1~7) 表 明 , 我 们 原来 的 简单 计算 方法 在 分 析 的 准确 度 上 是 相当 正确 的 ， 然 而 
它 也 崎 明 方程 (7.1~4) 与 (7.1-5) 所 给 的 简单 结果 对 于 不 是 很 小 的 《 值 也 还 能 适用 ,因为 方 
程 (7.1-7) 与 (7.1-4),《7.1-5) 的 差别 的 数量 级 是 已， 因此 ， a 
中 同样 频率 的 成 分 的 比 ， 也 就 是 频率 特性 Ws 近似 地 等 于 


Fi(i0) = -一 ， . (7.1-8) 


正如 方程 (7.1-4) 与 (7.1-”) 所 表明 的 那样 , 当 Re 答 出 中 频率 是 om 的 成 分 的 
振幅 差不多 是 一 个 常数 ,而 这 个 常数 是 由 继电器 本 身 的 特性 所 完全 确定 的 ,而 且 , 输 出 中 
频率 是 mw 的 成 分 与 输入 中 同 频率 的 成 分 的 比 是 44/xE。。 所 以 ,继电器 对 于 频率 是 mn 的 
成 分 的 放大 率 比 对 于 频率 是 。 的 成 分 的 放大 率 多 6 分 贝 《db); . 

不 难看 出 ,以 上 的 讨论 可 以 推广 到 输出 不 是 KE。sin wt 而 是 z(t) 的 情况 ，x(e) 是 
任意 形状 的 函数 而 且 x(9) 的 大 小 比 持续 振荡 的 振幅 BE, 小 得 多 .在 这 种 情形 下 , 主要 的 
结果 可 以 这 样 表述 ， 如 果 亩 制 信号 中 的 高 次 项 小 到 可 以 忽略 不 计 的 程度 或 者 可 以 用 适当 
的 滤波 的 方法 把 它们 最 后 过 淡 掉 ;如 果 继电器 的 输入 是 

Eosin wt + x (1), 
而 x (4) 比 Es 小 得 多 ,那么 ,对 于 信号 *(9) 的 传递 来 说 ,继电器 的 性 质 就 近似 与 一 个 线 
性 系统 一 样 ,这 时 的 频率 特性 就 是 方程 (7.1-8) 所 表示 的 常数 ， 


7.2 利用 固有 握 功 的 振荡 控制 伺服 系统 


现在 我 们 来 进一步 讨论 振荡 控制 伺服 系统 . .我们 已 经 看 到 ， 如 果 只 从 信号 的 传递 作 
用 的 角度 来 考虑 问题 ， 持 续 振 范 的 作用 只 是 使 继电器 变 成 一 个 具有 正 实 数 频率 特性 的 相 
当 近 似 的 线性 元 件 。 因 此 ,从 一 开始 我 们 就 可 以 不 必 提 到 持续 振荡 E。sin wot 而 把 继 电 玲 
看 作 是 一 个 线性 元 件 呈 ， 因 而 也 就 可 以 利用 以 前 各 章 的 各 种 概念 和 方法 来 处 理 这 种 系 
统 。 下 面 介绍 的 方法 是 罗 吉 埃 《Lozier》 所 提出 的 ， 

为 了 简单 超 见 ,我 们 一 直 假 定 何 服 系统 本 身 就 具有 涨 波 的 性 质 ,能 够 把 继电器 产生 的 
所 有 的 不 需要 的 证 制 项 过 滤 掉 . 但 是 ,在 实际 情形 中 为 了 达到 滤波 的 县 的 有 时 狂 也 还 需 
要 附加 一 些 滤 波 器 。 自 然 ,不 论 系 统 中 的 滤波 器 是 怎样 的 ,它们 都 必须 能 够 使 有 用 的 信 与 
通过 .把 这 一 点 和 其 他 方面 的 考虑 联系 起 来 就 得 到 这样 的 结论 ， 频率 m 必须 大 于 信号 
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的 捕 里 时 谱 的 主要 部 分 的 频率 . 

不 论 在 系统 中 采用 哪 一 种 滤波 的 方法 , 输出 中 总 包含 有 一 个 频率 是 mm 的 振荡 成 分 ， 
特别 应 该 注意 ; 如 果 用 滤波 的 方法 把 这 个 振荡 成 分 的 振幅 减低 到 一 定 的 数值 以 下 ， 后 果 
有 灶 反 而 不 好 ， 因 为 在 事实 上 这 个 振 梨 能够 起 “动力 滑 订 " 的 作用 , 它 能 够 碱 少 青 力 摩擦， 
下 而 这 学 作用 都 是 使 何 服 系 统 的 运 我 
性 能 变 坏 的 , 


图 7.2-1 


我 们 一 直 还 没有 特别 讨论 用 什么 方法 把 持续 所 功 Eosin mt 加 到 入 电器 上 去 的 问题 
我 拉 仅 只 将 带 地 提 到 过 ， 可 以 用 一 个 附加 的 振荡 回来 供给 这 个 振 落 。 用 振东 器 供给 持续 
振荡 的 系统 在 可 变化 福 方面 是 有 优点 的 。 因 为 持续 振荡 的 振幅 E。 与 频率 mm 都 不 难 加 
以 改变 ;可 是 这 种 系统 总 是 需要 一 定数 量 的 额外 设备 ,这 是 它们 的 一 个 重大 缺点 ， 以 下 我 
们 将 聚 简单 地 介绍 一 类 振荡 控制 何 服 系统 ， 这 类 何 服 系统 本身 识 能 够 供给 持续 折 荡 而 不 
需要 额外 的 设备 . 

我 们 来 看 图 7.2-1 所 表示 的 系统 。 假定 这 个 系统 被 设计 得 具有 这 样 的 性 能 ， 当 没有 
输入 信 号 时 系统 也 能 以 某 一 个 固定 的 频率 mw 振东 ,这 个 wm 的 值 是 由 反馈 过 路 中 的 线性 
元 件 的 频率 特性 的 相 角 偏 移 所 确定 的 ， 正 如 我 们 已 经 看 到 的 ,对 于 持续 操 荡 而 言 ,继电器 
所 起 的 作用 就 像 一 个 线性 元 件 一 样 ;而 且 频 率 特性 .44/(=zB。)》 是 一 个 与 振 净 成 反比 的 正 
实数 、 正 因为 如 此 ,振东 的 振幅 也 能 自行 调整 ,使 得 由 于 通路 中 的 继电器 和 线 仁 元 件 而 产 
生 的 放大 率 最 后 变 为 一 . 

现在 假定 有 一 个 信号 加 在 系统 上 . 如 果 在 继电器 的 输入 部 分 上 相应 的 偏差 信号 相当 
小 ,那么 , 继电器 对 于 持续 振荡 的 放大 率 基本 上 就 不 受到 影响 , 因而 还 可 以 以 原 有 的 频率 
和 振幅 继续 振荡 ， 我 们 已 经 证 明 ,继电器 对 于 信号 所 起 的 作用 也 是 线性 的 ,继电器 对 于 信 
号 的 放大 比 对 于 持续 捐 荡 的 放大 小 6 个 分 由 。 很 明显 ,在 这 种 情况 下 ,我 们 就 得 到 一 种 振 
荡 控 制 伺服 系统 ， 这 种 系统 基本 上 与 以 前 所 讨论 过 的 那 种 系统 是 相同 的 ， 唯 一 的 区 别 在 
于 : 这 种 系统 的 持续 振荡 Euinmt 的 频率 和 振幅 都 是 由 系统 本 身 所 确定 的 (这 种 振 落 称 
为 固有 振荡 ), 然 而 在 以 前 的 那 种 情形 中 我 们 实际 上 假设 持续 振荡 是 与 系统 无 关 的 

如 果 把 系统 当 作 一 个 何 服 系统 来 考虑 ,那么 ,在 所 有 的 讨论 里 我 们 只 需要 考虑 然 电器 
对 于 信号 的 笑 率 特性 , 也 可 以 按照 以 前 各 章 所 提出 的 方法 进行 处 理 ， 并 不 需要 顾虑 持续 
振荡 .但 是 ,因为 票 维持 系统 的 持续 振荡 ,所 以 ,从 伺服 系统 的 角度 来 说 ,性 能 的 改善 还 是 
受到 一 定 的 限制 的 ， 在 以 下 的 讨论 里 就 可 以 看 到 这 一 点 . 

假设 F(s) 是 控制 线路 对 于 信号 的 传递 函数 , 这 个 函数 是 按照 方程 (7.1-8) 计算 的 ， 
对 于 持续 振 落 而 言 的 传递 函数 当然 就 是 2F(9。 既 然 系统 有 持续 振 落 。 所 以 系统 的 传递 
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项 数 | 有 一 个 总 妥 数 办 :二 io。 押 以 
io 一 1 - 
办 此, 当 # 治 阔 蓝 轴 杰 化 时 , 力 氏 图 的 JE) 图 线 必须 经 过 :一 2 点 。， 另 一 沪 面 ， 当 我 们 
把 系统 君 作 伺服 系统 时 ,为 了 保证 它 其 有 演 疙 的 福 能 ,1/F(:) 图 线 就 必须 窗 开 :一 1 点 相 
当 远 很 明 间 ,出 于 多 了 一 个 限制 条 件 , 就 使得 式 统 比 没 有 这 个 限制 条 件 前 芭 统 更 难 满 足 
这 些 条 件 ， 在 这 个 意义 上 ,从 可 变化 性 的 角度 来 看 ,这 一 类 利用 本 身 的 固有 振 莫 的 系统 是 
不 如 那些 利用 外 加 的 振荡 器 供给 持续 振荡 的 振荡 控制 伺服 系统 的 ， 历 以 ， 当 系统 能 进行 
持续 振荡 时 ， LEFCia 图 线 必 须 经 过 一 2 点 。 为 了 避风 图 线 经 过 一 1 点 的 附近 ,可 以 膝 
取 这 样 一 个 办 法 ;设法 使 阅 线 在 一 2 点 与 实 轴 垂 喜 地 相交 ， 这 也 就 表示 ,在 系统 的 固有 频 
率 o% 处 ,向 量 1/F(iw) 的 长 度 变 化 得 非常 组 慢 , 而 相 角 却 变化 得 出 较 快 。 
继 电 各 是非 线性 装置 -但 是 如 果 沿 用 十 述 线 攻 化 的 方法 ;- -把 一 个 高 频率 大 振幅 的 正 
弦 振 荡 加 到 信号 上 去 ,那么 ,对 于 信号 而 言 ， 就 可 以 使 得 输出 与 输入 之 间 的 关系 变 成 线性 
的 ， 所 以 ,振荡 控制 何 服 系统 的 基本 概念 就 是 把 非 线性 系统 线性 化 ， 罗 埃 布 《Loeb) 已 
弩 证 明 : 这 个 概 伪 可 以 应 用 到 任何 非 线 性 系统 上 去 : 并 且 他 把 这 个 方法 称 为 砷 线性 控制 
系统 的 一 般 线性 化 方法 . 因此 ， ee 
制 柯 最 茶 统 . 
我们 染 考 起 > 个 一 般 的 函数 y(*)， 这 里 的 y "是 输出 ， -是 给 和. -如 果 把 训 数 ，。 次 大 
* 十 6. 鲁 s 是 二 个 比 小 得 多 的 数 。 妇 果 ) 砚 人 中 
展开 为 泰勒 级 数 : Re 
| = 的 i 
Po Xx 于 E)》， 一 yz) (人 二 7 的 ) t， ss. ee 7. 2- 1) 
现在 我 们 假定 输入 = 是 一 个 时 间 的 用 期 国 周期 是 开 ， 并 且 e 是 一 个 常数 显 
然 ，X#) 也 是 时 间 + 的 周期 盘 数 , 导 期 也 还 是 ;不 难 想 列 、dy/2x 与 td 沙 /dx* 也 是 时 
闻 +: 移 周 期 函数 ;而 二 局 期 也 是 了 Re 5 的 高 
TO 我 们 就 得 到 a 


3 十 esei 十 > Co cos Wn sin rd) 


十 8 | 十 Be Sn de - C0722) 


其 中 ww 一 24/ 是 输入 x 的 频率 .” : 

总 架 s 不 是 个 真正 的 常数 ,而 是 一 个 变 兹 得 相 忆 颖 覃 的 时 计数, 记 的 基 林 天 吉 比 
wo 小 得 很 多 ,这 时 ,方程 (7.2-2) 仍 樵 近似 地 应 铺 . 现 在 把 7(z) 春 必 是 非 线 凰 获 里 的 输 
入 与 输出 之 闻 父 关系 ;把 elz) 看 作 是 信号 ;把 “x (六 寿 帮 是 附加 上 去 的 亢 疾 率 犬 铬 辐 的 
持续 振 莲 ， 这 个 持续 振 范 不 需要 是 正弦 振 荔 .在 非 线性 元 件 的 坦 出 中 表示 入 号 的 是 方程 
《7.2-2》 的 第 二 预 , 既然 频率 @ 比 ss) 的 频率 高 很 多 ， 所 以 > 我 1 攻打 以 反 下 光 傅 里 叶 
级 至 所 表示 的 周期 函数 看 作 是 载波 ， 


. am 十 > Co cos mot + Hn es 
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把 s(x) 君 作 是 调幅 信号 ， 在 以 上 的 讨论 中 ， 我 们 都 是 假定 非 线 性 元 件 的 输 和 人 * 与 输出 
y 立 阅 有 直接 的 盘 数 关系 y(x)。 罗 埃 布 曾经 证 明 : . 基 司 》 与 > 之 间 的 关系 是 一 般 的 泛 
随 数 关系 〈 也 就 是 说 ，y 在 时 刻 + 的 值 不 仅仅 与 > 泪 时 刻 * 的 醋 时 做 存 关 ,而 且 也 与 在 所 
有 过 去 的 对 刻 的 * 值 有 关 ), 方 程 (7.?-2) 也 还 是 成 立 的 . 这 种 更 广泛 的 输入 核 册 关系 的 概 
念 就 可 以 把 机 如 齿轮 松弛 等 等 的 请 后 现象 包括 在 内 ， 而 且 这 种 概念 几乎 对 于 所 有 的 实际 
的 非 线 攻 上 装置 都 能 适用 。 因此， 对 于 
一 般 的 振荡 控制 何 服 系统 来 说 ， 输 出 
中 的 信号 的 形式 是 被 请 制 的 载波 ， 列 
县 对 手术 号 而 言 ， 输 入 输出 之 间 的 关 、 
系 是 线性 的 

现在 ; 我 们 假定 附加 的 持续 振荡 . 
的 被 形 是 对 称 的 ， 例 如 正统 波 或 图 
7.2-2: 毛 表 承 的 饮 此 波 等 等 如果“ 
y(x) 基 偶 函数 ;或 耸 说 


st) 


EY) == 0 站 

dy ee dy i a 
那么 ,对 于 局 期 函数 Cy 与 Py Cs 二 

y lx) = PF) es 3 


a a 
6 加 | 的， ， 3 WA) 
从 这 两 个 条 件 就 推导 出 ，. ee 
fo bo = 0， dio —0 (Cy(x) 是 侦 函 数 时 )。 (7.2-5) 
因此 ,如 果 把 高 次 谐 波 忽 贴 不计; 载波 就 是 个 频 率 是 的 正 续 拔 萝 。 这 也 就 是 前 一 节 所 
讨论 过 的 交流 俩 服 系统 的 情形 ， 在 那里 所 提出 的 设计 方法 仍然 可 以 用 到 这 类 一 般 的 振荡 
控制 伺服 系统 上 来 。 如 果 y(*) 是 奇 消 数 、 或 者 说 ,ys*) 一 一 儿 一 *),i 我 们 也 可 以 写 出 
一 组 类 似 于 方程 (7.2-3) 和 (C7.2-4) 的 条 件 ,而 生 可 以 导出 下 列 条 件 ， 
二 0， au 二 bu 二 0 (y(x) 是 奇 函 数 时 )， (7.2-6) 
各 果 怒 赂 掉 高 次 江波 这 个 情形 与 和 面 所 讨论 过 的 拔 芝 制 何 服 系统 是 全 相同 的 ， 
以 上 的 讨论 表明 : 如 果 僻 服 系统 中 包含 有 非 线 性 元 件 ， 我 们 就 可 以 用 在 输入 信和 号 上 
附加 持续 振荡 的 方法 使 非 线性 元 件 的 特性 线 狂 化 ， 同 时 把 原来 的 系统 变 为 性 能 较 好 的 振 
荡 控 制 何 服 系统 。 而 且 ,完全 可 以 用 这 里 所 讲 的 各 种 方法 来 设计 这 一 类 伺服 系统 ， 


7.3 狼 电 系统 的 周期 运动 及 共生 定性 
在 第 - _ 书 中 我 们 量 介 绍 了 对 非 线性 元 件 的 线 竹 化 方法 ， 并 用 该 方法 研究 了 系统 对 和 


人 信号 的 反应 .那里 我 们 引进 了 等 效 频率 特 竹 (或 等 效 传递 函数 ) 的 概念 。 用 类 似 于 线性 
系统 的 分 析 方法 去 近似 求 出 伺服 系统 的 瑟 踪 能 力 、 这 种 方法 可 以 推广 到 对 非 线性 系统 的 
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周期 运动 的 研究 ， 本 节 内 我 们 将 以 一 个 县 体 的 例子 来 说 明 这 一 方法 的 基本 思想 一 一 幅 相 
平衡 原理 ， 下 面 我 们 将 看 到 ， 应 用 线性 化 的 方法 不 仅 可 以 求 出 周期 运动 的 近似 参数 ,而 且 
还 能 够 得 到 关于 所 研究 的 周期 运动 的 稳定 福 判 握 . 
奶 定 非 线 性 系统 是 由 线性 部 分 和 一 个 继电器 贞 联 而 成 ， 具有 比例 反馈 的 闭路 结构 ,如 
图 7.2-1 所 示 。 主要 非 线性 元 件 的 特 柱 示 于 
图 7.3-1 中 .为 了 讨论 的 方便 ,我 们 杷 继 志 器 . 
的 性 能 加 以 理想 化 : 假设 继电器 没有 时 间 延 
退 的 现象 ， 而 且 它 的 开关 动作 都 可 以 在 一 山 
.，” 疗 完 成 ,而 不 需要 花费 时 间 , 总 之 ,没有 时 吏 
现象. 但 是 ,继电器 特性 本 身 的 请 后 现象 还 是 
被 考虑 的 : - 在 输入 是 正 数 面 县 逐 浙 增 大 的 过 
- 程 中 , 如 果 输 入 在 0 与 8 (2 是 一 个 比较 小 的 
图 7.3-1 正常 数 ) 之 尊 , 继 电器 的 翰 出 是 零 .. 兴 输入 增 
加 到 “的 时 候 , 输出 就 立刻 从 鹤 变 到 满 值 4 (4 是 一 个 正常 数 )， 在 输 太 是 正 数 可 是 逐渐 
减 小 的 过 程 中 ,只 要 输入 大 于 < (cec 也 是 一 个 正常 数 ) 输 出 就 总 是 4, 一旦 输入 减 小 到 < 的 
时 候 ， 检 出 就 由 满 值 4 立刻 变 为 零 ， 一 般 来 说 , 总 是 比 。 大 .如 果 把 电流 看 作 是 继 电 
器 的 输入 , 那么 ,& 就 称 为 接 通 电流 ,。 就 称 为 开 断 电流 。 当 输入 是 负数 的 时 候 ， 一 2 和 
一 c 分 别 是 接 通 电流 和 开 媚 电流 ,输出 的 满 值 是 一 4。 图 .7.3-1 所 画 的 就 是 上 述 的 输入 ~ 
输出 关系 ,而 图 7.3-2 是 继电器 和 输出 函数 的 变化 曲线 。 


图 7.3-2 : | 
由 于 办 <， 所 以 输入 与 输出 之 疝 就 有 一 个 相 角 差 ， 答 入 的 相 角 六 后 的 什 9 
1 |s ee a 三 
本 EE Te 网 人 (7.3-1) 
输出 的 每 一 个 矩形 波 的 长 度 都 是 24/w。 这 里 的 a 是 由 下 列 公式 给 定 的 : 
e+0— jo- [= 一 sm- 二 一 sn 0073-2) 
2 . 到 人 . a . 


输出 的 次 期 与 输入 的 周期 是 相等 的 它们 都 是 2x/w。: 
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现在 ,输出 就 可 以 展 成 一 个 傅 里 时 级 数 ， 


?yz) 一 > a sin [nCwt — 8)]. (7.3-3) 


二 1 


基本 谐 波 (第 一 次 谐 波 ) 的 系数 a; 就 是 
44 


好 j ms —— 8in tv , 


这 里 的 “是 由 方程 (7- 3 -2) 所 给 出 的 . 在 图 7.3-3 所 曾 的 屿 电器 何 服 系统 中 、 继 电器 的 输 


C1) 十 7) 


图 7.3-3 


出 就 是 控制 何 服 机 构 的 控制 信号 . 伺服 机 构 通常 都 具有 滤波 器 的 性 质 ， 它 能 够 使 高 次 谐 
波 的 影响 大 大 地 减 小 .四 此 ,作为 一 个 近似 的 考虑 ,我 们 把 所 有 高 次 谐 波 都 字 略 掉 , 把 输 
出 就 看 作 是 wsin (or 一 9， 如果 w 20， 


FCim) = 4A sino 0 (o> ~ 0)， 
A 1 


如 果 wm 二 0, 输入 asint 一 一 a sin |w|i， 这 时 输出 的 基本 谐 让 就 是 


— sn esin [lol — 8] 一 二 各 esi Kot OY 


所以 ， 用 复数 形式 表示 ,输出 与 输入 的 比值 就 是 


Fi(io) 一 -人 sac etio, 
下 全 


总 结 起 来 ,输出 与 输入 的 比值 就 是 


F(iwm) = (7.3-4) 


我 们 把 F,(iw) 看 作 是 继电器 的 “频率 特 姓 *, 但 是 ,这 只 是 一 种 说 法 而 已 ，F,(iw) 并 不 是 
”真正 的 频率 特性 。 正 像 以 前 各 章 所 定义 的 那 祥 ,真正 的 频率 特性 只 是 冰 率 ”的 函数 ,与 输 
和 人 的 振幅 是 没有 关系 的 。 可 是 :恰好 相反 ,这 里 的 F,Ciw) 是 振幅 4 的 函数 ,除了 与 。 的 符 
号 有 关系 之 外 ，F,Ciw) 与 中 的 大 小 并 没有 关系 。 由 此 可 见 ,我 们 所 用 的 函数 符号 F,(iw) 


以 及 “频率 特性 ”的 名 称 并 不 合理 ;但 是 ， 为 了 与 普通 的 符号 和 名 称 统一 , 我 们 还 是 采用 了 
这 种 符号 和 名 称 ， 应 该 注意 到 ,和 普通 的 情形 一 样 ，F,(iw》 也 有 下 列 的 重要 性 质 : 


FOUwo) = F,(—iw). 
如 果 输 入 的 振幅 4 非常 大 ,根据 方程 (7.3-~1),(7.3-27 和 (7.3-4》 就 有 
F iw) 二 a (7.3-5) 
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如 果 振 幅 a 相当 小 a 二 5， 继 电器 根本 就 没有 反应 . 
如 果 振 幅 a 刚好 等 于 接 通 电流 5, a 二 5。 那么 


=r= (三 一 sin-! 二 )， a = 5. (7.3-6) 


这 个 临界 情形 称 为 悉 电 器 的 开 断 点 。 
可见， 这 些 极端 情况 下 的 F,(iw》 的 值 是 由 继电器 的 特性 所 确定 的 ， 下 面 我 们 将 介 
绍 一 个 方法 ,用 以 求 出 振 葛 的 参数 和 判别 其 稳定 性 及 系统 知 位 稳定 性 . 

我 们 暂且 假定 输入 的 各 个 调和 分 量 《 也 就 是 各 次 谐 波 》 的 振幅 都 是 a。 这 时 ,继电器 
的 频率 特性 就 是 一 个 由 方程 (7.3-4) 所 给 定 的 复 常数 。 图 (7.3-3) 的 控制 线路 中 除了 继 电 
器 之 外 ,还 有 其 他 的 部 件 ,假设 这 些 部 分 的 频率 特性 是 FiCiw)。 那 必 , 前 向 控制 线路 的 总 
的 频率 特性 就 是 F.Ciw)FiCiw)。 我 们 让 吕 从 0 变 到 co , 把 相当 的 力 氏 图 线 1/[F,(iw)， 
Fiw)]】 画 在 复 平面 上 ,可 以 根据 为 氏 准 则 , 去 判别 系统 的 稳定 性 , 此 时 乃 氏 图 线 必定 要 
“包围 ”一 1 点 ， 换 句 话说 ， 乃 氏 图 线 一 定 要 在 一 1 点 的 左 方 穿 过 实 轴 。 但 是 ,在 振幅 都 是 
常数 <, 的 情况 中 ，F,(ita) 是 一 个 常数 ,所 以 上 述 的 稳定 性 条 件 也 就 相当 于 要 求 频率 特性 
曲线 1/Fi(iw 《we 从 0 变 到 oo ) 包 国 一 FGe) 点 .以 上 的 讨论 结果 就 是 确定 炙 电 咽 伺 服 
系统 的 桐 氏 方法 的 基础 "I， 果 德 发 尔 布 "(Tonpn 中 ap6) :在 比较 时 的 时 候 已 经 采用 过 这 
种 方法 ,都 梯 尔 《Dusth) 也 独立 好 发 明了 一 个 类 似 的 方法 c2 

柯 氏 《Kochonburger) 指出 ， 当 输入 的 各 个 调和 分 量 的 振幅 不 都 相等 的 时 所 ,只 要 把 
上 一 段 中 所 讲 的 稳定 条 梓 应 用 到 相当 于 « 从 0 谈 到 co 的 所 有 的 :了 Cey; 信 上 去 就 可 以 
了 . 当 s 从 0 变色 co 的 时 候 , 一 Fo) 的 轨迹 也 是 一 条 了 暴 线 ， 这 条 了 曲线 的 起 点 就 是 方程 
《7.3-6) 所 表示 的 开 断 点 ,终点 就 是 复 平 曙 的 原点 . 图 7.3-4 所 画 的 就 是 这 种 情形 . 这 种 图 
线 就 称 为 柯 氏 图 ， 因此, 柯 拓 方法 中 的 专 点 稳定 的 充分 条 件 就 是 : 1/Fi(iw) 图 线 必 须 像 
图 7.3-4 那样 把 整个 一 F,(iw) 图 线 包 围 起 来 ， 图 7.3-5 所 夯 的 是 绝对 不 稳定 的 情形 . 
一 F,(iwm) 图 线 上 的 箭头 所 表示 的 是 继电器 的 输入 振幅 4 增 大 的 方向 ， FiGio) 图 线 上 的 
箭头 所 表示 的 是 频率 w 增 大 的 方向 ,而 且 这 条 图 线 当 w = 一 0 时 从 原点 出 发 。 


7.3-4 图 7.3-?> 


除了 这 两 种 绝对 稳定 与 绝对 不 稚 定 的 情形 外 ,也 还 有 部 分 稳定 (或 部 分 不 稳定 ) 的 情 
形 ， 在 这 种 部 分 稳定 的 情形 中 可 能 在 一 个 国定 的 频率 上 发 生 一 个 振幅 也 是 常数 的 自 注 振 
荡 ， 例 如 , 图 7.3-6 表示 一 种 有 收敛 点 的 情形 。 如 果 振 幅 “ 足够 小 ， 一 Pio》 点 就 在 图 
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线 IFeCio) 的 “外 面 ”; 因 而 系统 是 不 稳定 的 。 于 是 振 蕊 的 振幅 就 逐渐 增 大 ， 当 折 司 增 大 
的 时 候 ， 一 PCio) 点 就 朝向 1/ PiGe) 图 线 移动 ， 最 后 就 到 达 疡 点 ， 这 时 异 , 系 统 就 以 
相当 于 已 点 的 频率 和 振 帆 进行 稳定 的 自 滞 振荡 ， 可 名 ,只 变 有 一 个 振幅 不 太 大 的 初始 扰 
动 ,( 这 个 扰动 并 不 需要 持续 地 作用 7 系统 最 后 就 会 自动 地 达到 这 个 自 激 振荡 ,这 种 运动 状 
态 称 为 软 性 的 自 激发 、 不 难看 出 ， 系 绕 不 可 能 有 离开 自持 振荡 点 的 倾向 , 原因 是 这 样 
的 。 只 要 振幅 有 一 些 增 大 ， 一 F,(iw》 点 就 进入 图 形 上 的 稳定 区 域 ,因而 也 就 受到 阻尼 的 
作用 迫使 振幅 诚 小 而 使 系统 回 到 只 点 的 身后 振 忒 状态 .所 以 , P, 点 才 称 为 “ 收 全 点 *, 而 系 
统 了 就 命 持续 地 振荡 。 图 7.3-7 表示 的 是 另外 一 种 情形 ,一 FCiw》 图 线 与 1/ FiCiw) 
线 网 交点 P 刀 一 个 发 散 点 ， 和 以 上 的 讨论 自 关 似 ,我 们 可 以 看 出 ， 系 绕 在 .点 也 可 能 发 
生 记 汶 振 茵 ,不 过 这 个 赈 落 是 不 稳定 的 ,系统 的 送 动 状态 有 离开 P 点 的 倾 阅 ， 只 要 亮 一 点 
扰动 ,系统 就 会 离开 P; 点 移 振 荡 状 态 ， 但 是 ,如果 系统 最 初 是 静止 的 , 而 且 所 受到 的 扰动 
不 太 大 。 一 Flin) 点 就 不 会 跑 出 稳定 攀 域 ,天 而 系统 的 静止 状 杰 就 是 稳定 的 。 


FiCim) 。 


图 7.3-6 图 7.3-7 


-图 7.3-4 和 图 7.3-9 所 表示 的 是 更 揽 杂 一 些 的 情形 , 在 这 两 种 情形 中 , 既 有 扫 钱 点 
也 有 发 艇 点 .对 于 图 7.3-8 的 系统 来 说 , 初始 扰动 的 振幅 必须 充分 大 (具体 地 说 , 变 大 
手记 点 所 相当 的 振 粮 ) 才 能 使 系统 发 生 自 激 儿 萝 , 所 以 这 种 运动 状态 称 为 恒 性 的 自 激发 ， 
图 7.3~9 所 表 杀 的 系统 ,总 是 可 以 由 不 大 的 初始 护 动 缮 起 稳定 的 自持 振 艺 ， 但 是 , 如 果 初 


图 7.3-8 


ve 
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始 扰 动 的 振幅 太 大 (具体 地 说 ,大 于 与 妇 ， 点 相当 的 损 想 ), 系 统 就 不 再 能 发 生 自 激 拔 部 ， 这 
时 系统 的 振 慷 将 要 无 限 地 增 大 . 

俯 图 7.3-6 到 图 7.3-9 所 表示 的 各 种 情形 ， 可 以 明显 地 看 到 系统 的 运动 状态 与 扰动 所 
政之 间 有 着 密切 的 关系 .并 且 也 看 到 发 生 频 率 与 振幅 都 是 固定 常数 的 自 激 振荡 的 可 能 性 . 
记 有 这 些 人 性质 都 是 非 线 性 系统 的 特性 ,也 是 忆 前 各 章 讨 论 过 的 线性 系统 所 没有 的 ， 其 实 ， 
只 要 根据 第 一 章 的 讨论 ,我 们 就 可 以 猜想 到 非 线性 系统 可 能 有 这 样 一 些 “ 不 寻常 * 的 性 质 . 

对 于 名 电器 伺服 系统 的 稳定 性 问题 来 说 ， 榈 氏 方 法 是 一 个 很 有 效 的 解决 方法 ， 这 个 
方法 对 于 相当 复杂 的 系统 都 能 够 应 用 ,而 且 , 只 要 用 实验 方法 测 出 关于 频率 特性 的 数据 就 
可 以 用 这 个 方法 ,并 不 需要 求 出 频率 特性 的 解析 表示 式 . 在 绝 大 多 数 的 实际 情形 中 , 继 电 
器 后 背 擅 连接 的 伺服 机 榴 都 有 相当 的 迹 玻 作用 ,所 以 ,在 及 前 的 讨论 中 把 输出 中 的 高 次 谐 
变焦 路 掉 的 帮 法 也 是 很 合理 的 ， 用 以 上 的 理论 分 析 所 得 的 结果 与 实验 效果 是 十 分 祥 合 
的 .因此 , 如果 稳定 狂 是 唯一 的 设计 准则 ;, 那么 , 栖 针 方法 就 解决 了 继电器 伺服 系统 的 全 
部 问题 ， 

其 实 ， 柯 氏 方法 不 仅 能 应 用 到 钛 电器 伺服 系统 上 ,而 且 对 于 许多 其 他 的 非 线性 机 构 来 
说 。 用 柯 氏 方法 也 能 得 到 同样 好 的 效果 . 这 个 分 析 方 法 的 重要 关键 就 是 ， 继电器 的 运动 

特性 与 频率 未 关 , 只 与 振幅 有 关 . 然而 ,线性 系统 的 运 

动 特性 却 只 与 频率 有 关 而 与 振幅 无 关 , 实 际 上 ,有 很 多 

” 非 线性 机 构 与 继电器 有 相同 的 特性 。 警 如 说 ， 一 个 有 

间 际 的 传动 齿轮 组 就 是 一 种 这 样 的 机 黎 ， 从 以 下 的 讨 

论 就 可 以 看 出 这 件 事 实 。 设 所 是 发 动机 的 主动 轴 的 

转角 ,这 个 轴 与 齿轮 组 的 第 ~- 个 齿轮 的 连接 是 刚 固 的 ; 

8, 是 刚 固 地 连接 在 齿轮 组 的 最 后 一 个 齿轮 上 的 从 动 轴 

的 转角 .0, 与 六 之 各 的 关系 可 以 用 图 7.3-10 来 表示 ， 

其 中 的 25 是 齿轮 组 的 总 则 际 。 如 果 人 齿轮 组 的 输入 9 

图 7 人 是 一 个 正 驴 式 的 振动 ,那么 ,输出 如 就 是 一 种 “被 压 

访 ” 的 正弦 证 ,而 且 有 一 个 相 和 角落 后 《图 .7.3-112， 不 难 

看 出 ; 既然 6, 和 6， 之 间 与 时 间 的 关系 不 明显 ， 所 以 , 8, 的 频率 的 改变 也 不 会 使 8, 的 波形 

受到 影响 . 因此 ， Rd 所 以 和 她 电 问 一 样 , 上 内 轮 给 
也 古 一 个 频率 述 鲍 的 机 构 。 
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如 果 我 们 上 几 频率 特性 FE,Ciw) 表示 输出 9 的 基本 谐 波 与 输入 和 的 基本 谐 波 的 振幅 
比值 与 相 角 落后 ， 那 么 ，F ,Ciw) 只 是 的 振幅 。 的 函数 ,而 不 是 频率 上 的 函数 。 利明 
频率 特性 Fio)， 我 们 就 可 以 研究 包含 这 种 有 提 足 的 岩 轮 组 的 伺服 系统 ,其 作法 与 上 一 
节 中 用 频率 特性 F,(iw) 研究 继电器 伺服 系统 的 办 法 完全 相同 ， 


7.4 非 线性 系统 周期 运动 的 对 数 分 析 法 


前 重 三 节 ， 我 们 讨论 了 振动 线性 北方 法 。 根 据 这 个 方法 可 以 应 用 线 姓 系统 中 的 某 些 
数学 方法 来 处 理 复 杂 的 非 线性 周期 运动 .我 们 知道 ,在 处 理 线 性 系统 稳定 性 的 问题 上 ,对 
数 频 率 法 是 很 方便 的 ， 把 这 个 方法 推广 来 研究 非 线性 系统 的 周期 运动 ， 也 会 收 到 同样 的 


效果 ea， 
以 图 7.3-3 中 的 继电器 伺服 系统 为 例 ， xz(0) 
我 们 假定 它 是 一 个 理想 的 急电 器 《 见 图 4 


7.4-1), 它 在 正 续 波 x = asiae 的 输 人 作用 
下 , 输出 为 一 系列 的 矩形 波 , 由 方程 《7.1-4》 
可 知 ， 其 输出 基 沪 振幅 为 


dL (7.4-1) 
我 们 假定 线性 部 分 的 频率 特性 具有 理想 的 高 
频 潜 波 性 质 , 因 此 在 非 线 性 元 件 的 输 出 中 , 明 
然 包 念 有 各 种 频谱 的 谐 该 ， 得 是 经 过 系统 线 
性 部 分 兰 识 后 ;加 到 非 线 性 元 件 的 输入 妆 , 起 图 7.4-1 
二 这 时 , 非 线性 元 件 可 以 近似 地 用 它 的 等 交 传 部 数 于: 


F,(iw) = 44 | (7.4-2) 


V7 


如 果 系 统 线 性 部 分 的 传递 函数 是 


0 7 4 
FC) 只 1 + TH + Ty) CH 
频率 特性 为 
OE 
Piliw) 一 I iT oN + Ty0) Ce) 


那么 , 当 系 绕 的 输入 为 零 时 ,图 7.3-3 的 系统 就 变 为 图 7.4-2 的 结构 。 如 前 所 述 , 为 了 保 
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持 持续 折 荡 ，7(2D) 和 x,(?) 必须 辐 信 相等 相位 相反 。 这 个 条 忻 常 称 为 洋流 平衡 原理 ,于 
是 系统 中 自持 振荡 的 振幅 a。 和 频率 mm 就 取决 于 如 于 方程 式 的 解 : 


1 十 和 上 (7-4-3$) 
1Ci100) = ee 7.4-6 
i ) 到 Fi 
显然 ， 此 等 式 与 下 列 两 式 是 等 价 的 : 
20 log Hi(w). = 一 20 ee 《7.4-797 
0.(w) = —x, a | 《7.4-75) 
其 中 | ee 
0 44 | 上 Ko) = ar pF 10 ), 
Ha x iw(l 十 Et 十 Ea) ) . Gn, 
H.Cs) 本 一 


ye 后 ,二 可 以 用 作 图 的 办 法 确定 各 (7 4-7) 的 闫 个 根 as 和 cn。 全 
如 , 当 ” 和 外 二 i00, 站 一 2， 一 0.05 


时 , 方程 组 (7. 4_7) 所 描绘 的 继电器 伺服 
和 系统 的 对 数 曲 线 就 像 图 7.4-3 所 示 那 样 。 
20 log Hi(w Se 可 以 洪山 , 搜 豆 中 箭头 所 法 的 方向 , 立 邯 

一 -20log Hr(a) 可 收 贸 定 自 振荡 参数 ,从 图 7. 本 3 看 到 ， 


2 AN “7 入 中 有 在 aosin oz 的 肖 持 振 落 . 文献 
加 XC， [3] 中 普 证 明 , 当 线性 频率 特性 满足 条 件 
ws Co 台 ， 
> 
2 “时 ,只 要 非 线性 特性 满足 不 等 式 
-20+ 140 Nete 外 se)| ke, 
i 以 oo 和 为 参数 的 周期 运动 就 是 稳定 
_ig0 ”的 运动 , 显然 ,图 7.4-3 中 的 曲线 满足 这 
个 条 件 。 z 
”如 果 由 于 某 些 原因 需要 改变 振荡 参 
\ 、 ”… 数 , 或 需要 消除 振荡 ,只 要 对 频率 特性 加 
本 以 相应 修改 ， 引 入 必要 的 校正 网 络 就 能 
达到 预期 的 目的 ， 
这 个 方法 可 以 推广 到 包括 图 7.3-10 间 样 更 为 香 来 :此 的 非 线性 特性 ， 令 5 为 齿 罗 
畴 合 间隙 的 半 个 宽度 ,se 为 振动 的 振幅 ,不 难 求 出 这 种 非 线性 的 等 效 传递 函数 为 


Fliw) 一 Fe(2) cibe( 3 . (7.4-8) 
式 中 
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而 
-到 
设 线性 部 分 的 传递 函数 为 
oy pe ~ ID” 49) 
频率 特性 是 : eo , 
- FiGio) 一 RS Re 4-10) 
有 所 六 平原 自拔 六 的 多 “和 wm 站 下 列 方 各 给 的 根 确 ; 


。 i 


图 7.4-4 
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20 log HKo) 一 —20 log H, (4), (7.4-11a) 


OC(0) 一 -| (人 十 a|. (7.4-116) 
式 中 


‘© 

方程 组 (7.4-11) 的 左 端 是 的 函数 ,而 右 端 是 4 的 函数 , 所 以 它 是 一 组 变量 分 离 的 代 
数 方 程 当 20logAk 一 38 分 贝 ，7 一 0.1 时 , 它们 的 对 数 特 狂 就 象 图 7.4-4 所 示 那 样 。 利 
用 图 中 给 出 的 四 条 曲线 ,可 以 用 作 图 法 求 出 方程 (7.4~11) 的 根 a。 和 .wmo、 任 取 一 水 平 线 。， 
它 与 相 频 特性 9.Cw》 和 9,Ca》 分 别 交 于 cy 和 ec: 点 ( 相 平 衡 )。 过 <: 点 的 垂 线 与 5; 交 于 
点 ;< 点 是 矩形 cy ck + 的 一 个 顶点 ， 当 直线 < 上 下 平移 时 ,< 点 就 描绘 出 一 条 曲线 
L(w)， 后 者 和 工 , 的 两 个 交点 外 和 国都 满足 谐 波 平衡 条 件 ， 它 们 唯一 地 确定 了 代数 方程 
《7.4-11) 的 两 个 根 ,因此 可 能 出 现 两 个 局 期 运动 ， 但 可 以 证 明 , @ 所 决定 的 周期 运动 是 不 
稳定 的 ,而 四 是 稳定 的 所、 图 7.4-4 中 的 曲线 还 告诉 我 们 , 当 系统 的 增益 减少 时 ,例如 由 忆 
变 为 L! 时 ，L(w) 和 工 ,将 没有 交点 ,自持 振荡 也 就 消失 了 

用 对 数 法 不 仅 能 够 方便 地 分 析 非 线 导 系 绕 的 自持 振 落 ， 而 且 还 能 应 用 到 非 线性 系统 
的 强迫 振 落 、 忠 路 共 振 和 利用 正弦 信号 米 改 善 何 服 系统 的 性 能 等 方面 4 沽 于 这 些 问题 的 讨 
论 ,读者 可 参看 本 章 参 考 文献 [31. | 


Fi) 一 |FiGio)!, 0.C0) — arg Pilio), (2) = Fe (2). 


oe 


75 弱 非 线性 系统 


现在 我 们 将 要 考虑 的 方程 不 是 式 (2.2-1) 型 的 线性 系统 , 而 是 一 个 " 阶 的 非 线性 系 
统 .假定 描绘 系 统 运 动 的 向 分 方程 是 


a 第 一 二 。 
Rs pg 和 + 
dr” di*-! dt 
各 一 下 
+ ;各 -3 0 xD)， (7.5-1) 


其 中 的 各 个 系数 和 到 都 是 常数 ,=() 是 粳 藉 。y y(z 是 输出 , + 是 它 的 自 变数 的 一 个 非 
线 狂 函数 ， 方程 (7.5-1) 的 左 端的 前 一 部 分 是 一 个 与 方程 (2.2-1) 的 左 映 相同 的 线性 微分 
算 子 ,系统 的 全 部 菲 线性 性 质 都 是 由 方程 左 端 的 后 一 部 分 pj 所 表示 的 .我 们 当然 可 以 假 
定 方程 《7.5-1) 的 变数 * 已 经 是 一 个 无 量 纲 的 时 间 变 数 了 , 所 以 ,各 个 系数 a 和 的 量 纲 
都 是 相同 的 。 所 谓 绚 非 线性 , 也 就 是 说 ,上 比 各 个 系数 “ 都 小 得 多 。 

对 于 这 种 “ 绚 非 线性 ?的 情形 ， 我 们 就 可 以 设法 把 方程 的 解 形 式 地 写成 * 的 宕 级 数 的 


样子 : 
yt) = 0 + py) 十 pg) 十 (7.5-2) 
人 的 同 次 方 圭 相等 ,就 得 出 
0 + + dy = x (1), (7.5-3) 
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aufl) 由 一 1 (1) . (9 
Pe So Os sk ES aa 十 aoyt fe ET se sd (7.5-4) 
， dt" | ar m— 1 ds | dt 1 


以 及 相当 于 上 的 更 高 次 方案 的 一 系列 方程 。 所 以 ,、 系统 的 运动 方程 的 第 零 次 近似 式 
《7.5-3) 就 是 像 方程 (2.2-1) 那 样 的 线性 方程 ， 但 是 ,更 重要 的 事情 是 ;由 于 非 线性 性 质 而 
引起 的 第 一 次 改正 项 是 由 方程 (7.5-4) 所 确定 的 , 从 形式 上 就 可 以 看 出 ,这 个 方程 与 第 零 
次 近似 [方程 (7.5~3)] 在 特性 土 是 完全 一 样 的 ， 换 言 之 。 如 果 系 统 的 第 零 次 线性 近似 式 
〈7.5-3) 表 明 近 似 的 系统 yw (z) 是 有 阻尼 的 ,而 且 还 具有 伺服 系统 拟 必 需 的 其 他 特性 , 屠 
么 第 一 次 改正 项 yz) 也 同样 具有 这 些 特性 ， 此 外 ,因为 在 展开 式 《7.5~2) 中 yo 之 
前 有 一 个 相当 小 的 因数 &, 所 以 ,出 于 非 线性 效应 所 必须 从 的 改正 混 很 小 的 。 这 也 就 是 
说 ,在 一 个 性 能 良好 的 系统 中 ,微弱 的 非 线性 性 质 不 会 使 系统 的 运转 状态 与 它 的 线性 近似 
发 生 重大 的 差别 。 因 此 ,从 工程 近似 的 观点 来 看 ,我 们 就 可 以 把 这 些 系统 当 作 线性 系统 来 
处 理 ， 就 是 在 工程 实际 中 的 “线性 ”系统 里 ,也 还 是 有 一 些微 弱 的 非 线 件 性 质 的 , 但 是 , 根 
据 上 面 所 讲 的 道理 ,只 用 线性 伺服 系统 理论 来 研究 这 些 系统 也 就 可 以 得 到 很 好 的 结果 . 
另 一 方面 ,如 果 近 似 的 线性 系统 的 阻尼 非常 小 ,这 时 就 有 发 生 共 振 现象 的 可 能 狂 ， 也 
就 是 说 ， 即 使 输入 *(*) 的 数量 级 和 1 相同 ,x 之 1， 近 似 的 线 姓 系统 式 (7.5-37 的 输出 


ye(zy 就 可 能 比 1 大 得 很 多 ,yy 光 1， 在 这 种 情形 里 ,虽然 上 很 小 ,可 是 me(y Dis 


1 这 个 数 ,或 者 说 非 线性 效应 ,仍然 可 以 和 线性 项 的 数量 级 相间 ， 换 句 话说 ,我 们 在 


十 -< 区 星 所 作 的 形式 上 的 级 数 展开 式 就 不 能 成 立 了 。 所 以 ， 在 系统 的 组 尼 作用 很 微弱 的 
情形 里 。 即使 非 线性 性 质 很 虽 , 我 们 也 必须 考虑 到 可 能 发 生 的 强大 影响 、 在 以 下 各 节 里 ， 
我 们 将 要 简 晤 地 描述 一 下 非 线性 系统 的 多 种 多 样 的 运动 状态 。 非 线 狂 力学 中 这 样 一 些 现 
象 的 详细 处 理 方法 可 以 在 米 诺尔 斯 基 〈Minorsky)pu 与 斯 托 克 尔 《Stqker)20 的 著作 中 找 
到 ， - i . 


7.6 二 线性 系统 内 的 几 种 概 入 闪 太 


正 像 第 23 节 所 讲 过 的 那样 如 果 系统 的 自 注 振 菌 能 名 由 于 离开 平 衔 状态 的 微小 信 
差 耐 髓 动 地 形成 ;那么 ; 它 就 称 为 软 的 自 激 据 功 ; 邵 果 离开 平衡 快 态 足 够 太 的 偏差 才能 引 
起 自 泊 振荡 ,这 个 自 激 振 荡 就 称 为 硬 的 自 激 据 沙 。 在 某 些 情形 里 ;系统 的 微分 方程 的 系数 
与 系统 的 一 个 参数 4 有关 。 如 果 当 % 取 菜 一 个 特别 的 临界 值 x 时 , 系统 的 平衡 状态 的 特 
性 就 从 稳定 状态 变 为 不 稳定 状态 ， 那 么 ,在 %  b 的 时 候 就 会 出 更 极 隐 环 , 也 就 是 自 激 
振 萝 .如 果 这 种 自 注 振 功 是 软 的 ,发 生 的 现象 就 象 图 7.6-1(a》 所 画 的 那样 ; 如 果 自 激 振 功 
是 硬 的 ; 那 就 象 图 7.6-1Gb) :所 画 的 那样 。 对 于 第 一 种 情形 来 说 ,如 果 % 是 逐渐 增 大 的 , 那 
么 , 当 4 还 没有 增 大 到 临界 值 的 时 候 , 系统 的 平衡 状 态 并 没有 任何 变化 . 当 人 
时 ,系统 的 平衡 状态 就 由 稳定 的 变 为 不 稳定 的 ,同时 也 就 出 现 了 一 个 稳定 的 极限 环 . 
这 个 极限 环 的 振 稀 随 着 4 的 增加 而 逐渐 加 大 ， 如 果 , 再 让 4 逐渐 减 小 ， 0 
状态 的 情况 就 沿 着 厌 来 的 变化 路 线 变化 回来 (图 7.6-1a)， 当 4 减 小 到 加 时 , 极限 环 就 消 
生 了 “对 于 第 二 种 情形 来 说 , 自 激 振 水 是 硬 的 ; 这 时 的 情况 就 不 同 了 (图 7.6-1b), 在 4 逐 
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渐 增 大 的 过 程 中 ， 在 2 一 4。 时 , 突然 就 出 现 一 个 振幅 是 有 限 的 极限 环 ; 4 继续 增 大 的 时 
辟 : 相 应 的 极限 和 球 的 振幅 也 哆 之 增 大 . 如 果 ) 逐渐 减 小 ,那么 , 当 % 减 小 到 加 时， 极限 环 
《 自 激 振 费 ?并 不 立刻 消失 ,直到 1 再 扔 续 减 小 到 一 定 的 数值 时 ,极限 环 的 搬 煽 才 由 一 个 有 
限 数 值 突然 变 为 零 所 以 ， A 
联系 车 芍 . 


. 非 线性 系统 中 的 频率 缩写 现象 也 是 在 实际 技术 同 题 中 常 得 到 应 用 的 种 ， 如 果 作 用 
在 一 个 非 线 性 系统 上 局 期 性 的 输入 中 包含 两 个 频率 o 和 那么 ,系统 的 组 出 中 不 但 包 
含有 这 两 个 频率 以 放 相 应 于 这 两 个 频率 的 高 次 谐 波 , 而 且 还 有 一 个 额外 的 式 率 谱 , 借 放声 
学 的 术语 ;这 个 度 次 为 合成 音 , 它 是 由 频率 me 土 nwor Gm; 妨 .是 炮 数 ) 组 成 的 警 如 说 ,把 
一 个 座 压 sw x eoswort 十 cos om 地 匠 各 一 个 非 线 狂 部 条 上 去 , 银 设 这 个 导体 的 电流.? 与 
电压 x 世间 的 关 过 是 了 一 az 十 oz 十 am、 那 和;: 葵 出 :ye)》 的 频谱 中 就 科 含 有 下 列 各 
种 糯 革 us，c，2n，2t，301。，3ip ti i071 191 Wy Zot 二 00; 2 一 025 to 十 29; 以 
及 om 一 2w。 前 六 个 频率 是 普通 的 谐 玻 ,但 是 后 六 个 频率 就 是 由 于 导体 的 非 线性 性 质 所 
引起 的 合成 音 。 这 些 合成 音 中 ,有 一 些 比 原来 的 w! 和 o; 高 ,而 另外 一 些 就 比 m 和 w; 低 . 
这 些 人 频率 比较 低 的 谐 波 就 猴 为 撕 询 痰 产生 次 谈 波 的 过 程 就 称 为 频率 缩减， 

不 难 了 解 , 如 果 w, 和 w 相当 接近 , 那么 w' 一 wx 就 比 原来 的 两 个 频率 都 小 得 很 多 ， 
此 外 ,部 架 对 于 这 样 低 的 问 率 , 系统 还 能 是 贡 定 的 , 我 们 就 可 以 得 到 频率 的 数量 级 只 是 输 
和 人 闫 率 的 趣 108,- 长 至 于 更 低 的 次 谐 波 ， 如 果 把 若 二 个 这 样 的 系统 第 联 起 来, 使 一 个 系统 
的 输出 是 其 次 一 个 系统 的 输入 。 我 们 还 可 以 得 到 更 侦 的 频率 ，， 

证 非 线性 系 并 中 的 另 一 个 有 六 因 的 现 外 所 训 上 

挤占 现象 ， 一 
z 如 果 一 个 非 线 作 系统 有 -个 自 油气 区 的 频率 ou 
那么 , 当 系 统 的 输入 的 频率 w， 与 o 检 莽 很 小 时 ,我 
们 自然 会 想到 输出 中 不 但 同时 有 .or 和 om 两 种 频率 ， 
而 县 ， 直 于 非 线 和 位 的 交互 作用 ， 输 出 中 还 有 招 频 束 
ws | 人 0) 一 动 1。 但 是 ， 在 实际 中 ,现象 是 较 照 图 7.6-2 的 那 种 
图 ”62 ， ， 酸 形 发 生 的 :只 要 as 进 人 一 定 的 同步 区 城 4 了 3 时 , 拍 
闫 率 就 立刻 消失 ， 在 这 个 区 域内 只 有 由 这 一 个 频率 ,所 有 发 生 的 现象 吕 好 像 是 可 变频 率 
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w; 把 原 有 频率 ol “侵占 ” 挥 了 一 样 . 

万 * 德尔 , 波 尔 (van der. Poly 滥 裁 先 解释 了 这 种 频率 侵占 现象 的 人 ， 后 来 ,又 有 些 
其 他 的 人 发 展 了 这 方面 的 理论 . 

PA 


ee (0 + wy 一 Botsin oot， (7.6-1) 


这 里 的 a,7 和 8 都 悬 正 种 数 。 如 果 号 哇 8,: 那 双 ， 当 振 萝 的 振 妖 足 驶 小 的 时 候 ， 系统 的 
阻尼 就 是 负 的 , 当 振 四 足够 大 的 时 候 , 系 统 的 中 展 就 是 正 的 * 因 此 ,就 存在 一 个 特别 的 振幅 
值 系 绕 可 以 用 这 个 报 辐 进行 持续 的 良 激 振 落 。 不 仅 如 此 , 如果 = 和 ? 都 相当 小 , 那 必 ,这 
个 自 微 拔 落 的 频率 就 与 w 相当 接近 、 万， 德尔 本 当 ww 与 wr 相当 按 近 时 ， 方 
程 K7.6-1) 的 元 就 可 以 写成 下 列 形 式 :  .- * 

yet) = bi) sin ot + b, {4) COS Fy i (7.6-2) 
而 且 ，b(z) 和 56.(#) 者 是 变化 得 相当 缓慢 的 时 间 函 数 ,它们 变化 速度 满足 下 列 条 件 : 


各 ] < lob (D1 | < lowbs (D1. 


把 方程 (7.6-2) 代 入 方程 (7. 6-1)， 并 且 只 保留 一 除 以 下 的 项 我 们 就 可 以 把 和 纪 的 微分 
方程 组 写成 下 烈 形式 : 


一 = Cbs bn), 二 
和 本 人 bb 四 


这 是 一 个 自治 的 一 阶 微 分 方程 组 . 所 以 ， 我 们 洒 以 用 等 村 法 来 解 。 就 名 第 ， 7.8 有 在 相 平 面 
上 解 二 阶 线性 系统 的 作法 一 样 . 分 析 的 结果 表明 * 如 果 wo 在 只 附 返 的 一 个 一 定 荡 轩 内 ， 
方程 组 (7.6-3) 在 b5; 平面 上 有 一 个 稳定 的 镇 点 ; 那么 ,不 论 5 和 4: 的 袖 女 休 是 多 纱 ， 
5(N 和 入 (六 最 后 总 要 分 别 赵 近 于 相当 这 -国定 点 的 2. 信和 和 什 , 光 此 ,根据 方程 
(7. 人 为 ,就 入 有 频 惠 根本 不 再 有 频率 是 o 一 的 振荡 } 如 果 :e 在 那个 
bce pb 平面 就 有 -个 稳定 的 极限 环 因而 也 就 可 以 悦 朋克 ?4 他 所 
示 的 现象 

在 某 好 非 线 驻 系统 明 ,一个 频 束 是 的 振 菏 避 以 被 另 一 个 频率 是 曙 ,的 六 还 激 发 地 来 
或 者 抑制 让 去 ,而 oo 却 要 本 不 等 于 wm., 在 第 一 种 捕 形 中 ; 那 种 现象 就 称 为 只 步 浪 发 ,而 第 
二 种 情形 中 的 现象 就 称 为 异步 拓 御 。 .我 们 从 以 下 的 事实 就 可 以 理解 这 鉴 泥 象 : 即 饮 在 相 
实 史 中 在 在 一 个 极 跟 环 ， 系统 也 不 过 定 有 持续 的 向 激 折 落 。 如 果 要 发 生 持 续 的 摄 东 , 极 限 
环 就 必须 是 稳定 的 ,所 请“ 稳定 * 的 总 轧 , 也 就 是 说 , 当 系统 受到 摔 动 或 者 从 极限 环 胸 到 相 
空间 的 其 他 一 点 以 后 ， 系 统 具 有 一 个 再 回 到 极限 环 上 去 的 频 向 不 稳定 的 极限 环 在 -个 
实际 的 物理 系统 中 是 不 可 能 实现 的 ， 用 然 如 此 ,我 们 就 不 难看 出 。 在 一 定 的 情况 下 , 一 个 
新 的 振 务 的 发 生 , 就 可 能 给 另 一 个 振 蓝 创 避 出 稳定 的 条 件 , 也 可 能 破坏 另 一 个 振荡 的 稳定 
条 件 ,第 一 种 情形 就 是 “异步 激发 "现象 , 第 二 种 情形 就 是 “异步 抑制 ”现象 ， 这 音 ,* 淹 步 ” 
这 样 一 个 形容 词 只 是 用 来 强调 与 w 之 间 的 关系 是 完全 任意 的 而 已 。 
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i 7.7 参数 激发 和 参数 阻尼 ， 


很 久 以 来 人 们 就 知道 ,如 果 一 个 振荡 系统 中 有 一 个 以 频率 吕 作 局 期 变化 的 参数 ,系统 
就 以 矣 率 w/ 2 开始 振荡 。 瑞 雷 (Rayleigh) 曾经 用 以 下 的 实验 来 说 
mE eon 明 这 种 现象 ， 把 一 根 控 紧 了 的 金属 线 的 一 端 系 在 音叉 的 一 股 上 ， 
. ”，.* .如 果 音 叉 以 频率 % 进 行 振荡 , 那么 , 金属 线 就 以 频率 wm/2 进行 横 
向 振荡 ， 我 们 再 举 一 个 类 似 的 稍 子 :一 个 单 扔 〈 也 就 是 悬挂 在 一 
“ 根 没 有 重量 的 杆子 的 一 个 质量 》 在 杆 持 上 端 受到 一 个 正弦 变化 的 
外 力 ( 图 7.7-1). 假设 8 是 单 援 离开 铅 喜 位 置 的 后 小 佣 麻 位移 ,不 
损害 普遍 性 , 我 们 还 可 以 假定 正 胶 变化 的 外 力 的 频 府 是 1。 这 个 
外 力也 就 可 以 写作 mg 十 .aaosz 于 是 6 的 微分 方程 就 是 


ee | mi 和 十 (mg 十 acos 0 = 10, 
其 中 mm 是 质量 , g 是 重力 加 速度 ，1 是 摆 的 长 度 , 4 是 周期 外 力 的 振幅 。 这 个 方程 可 议 写 
成 0 ” 和 
本 本 - 有 _ 
+ {a+ pcosi)d hs (7.7-1) 


所 以 ,就 等 于 g/1, 8 等 于 a/ml. 对 于 倒立 摆 《 也 就 是 质量 在 支承 点 上 方 的 摆 ) 的 情形 ， 
8 的 方程 也 还 是 (7.7-1), 只 不 过 把 其 中 的 8 换 成 一 g 就 是 了 。 所 以 ,对 于 普通 的 摆 , o 是 
正 数 ; 对 于 倒立 摆 ，« 是 负数 . 方程 (7.7-1) 是 一 个 线性 方程 ,只 是 加 在 摆 上 的 外 力作 周期 
性 的 变化 而 已 。 因 此 ,我 们 就 可 以 把 这 个 系统 看 作 是 参数 相册 期 性 变化 的 系统 。 

方程 (7.7-1) 就 是 有 名 的 马 丢 《Mathies) 
方程 。. 解 的 稳定 性 是 由 “和 8 这 两 个 常数 来 ，， 
确定 的 .. 具体 地 说 ,可 以 把 n8 平面 分 成 -个 ] 人 pg 


稳定 区 域 和 一 个 不 稳定 区 域 ,就 象 图 7.9-2 所 ”i 二 .守明 SRY / 
画 的 那样 《 这 个 图 中 有 了 并 影 的 就 是 稳定 区 ANc :全 N Z 
域 )， 可 以 从 图 7.7-2 看 出 , 对 于 正 的 a， 也 

就 是 普通 的 挝 的 情形 来 说 ， 当 周期 外 力 不 存 、 

在 的 时 候 , 或 者 说 & ws 6 :的 时 候 , 系统 就 是 ，、 
稳定 的 ;这 兴 划 是 显而易见 的 事实 。 玖 而 。 


:和 


二 em . ， 


HSS 


有 兴趣 的 事实 是 ， 如 果 8 取 某 些 适 当 的 值 ， } CNNNGG 
系统 就 成 为 不 稳定 和 的 了 .- 这 时 ， 摆 的 摆动 的 由 NA 人 AAAA 5 
振幅 就 会 趣 来 越 大 、 直 到 非 线性 效应 最 后 把 0 


“振幅 国宝 在 一 个 相当 大 的 常数 上 为 止 。 这 种 E 四 
现象 就 称 为 参数 掠 发 。 对 于 负 的 “， 也 就 是 倒立 授 的 情形 来 说 。 当 支点 上 没有 属 期 外 力 
的 时 模 ; 票 绕 自然 是 不 稳定 的 ;但 是 , 当 8 在 一 个 一 定 的 多 小 范围 之 内 的 了 时候 ,系统 还 可 以 
是 稳定 的 ,只 楼 « 也 取 某 些 适 当 的 数值 就 可 以 了 。 这 个 现象 就 称 为 参数 阻尼 . 


PDF 文件 使 用 "pdfFfactory” 试用 版 本 创建 ww fineprint,com.,cn 


7.8 人 189 


任何 一 个 系统 ,只 要 它 一 个 作风 化 的 多 数 , 在 这 个 系统 中 有 可 能 和 参天 
和 参数 阻尼 的 现象 。 

这 种 现象 和 以 前 介绍 过 的 几 种 非 线性 现象 ， 者 可 以 在 控制 系统 中 加 以 利用 ,使 控制 系 
统 得 到 所 需要 的 性 能 ， 事实 上 ， 的 确 也 有 不 少 非 线性 现象 已 经 被 应 用 到 伺服 控制 系统 的 
许多 元 件 上 去 了 。 但是, 这些 非 线 狂 元 件 在 目前 还 只 是 一 些 “ 新 奇 * 的 重要 性 不 大 的 东西 ， 
而 且 ; 与 其 说 它们 是 根据 理论 分 析 设计 出 来 的 , 倒 不 如 更 恰当 地 遂 它 们 是 依 埋 经 验 和 试验 
“设计 ”出 来 的 ， 我 们 在 以 上 几 节 中 的 讨论 只 不 过 是 说 明 这 种 应 用 的 广泛 的 可 能 福 而 已 。 


7.8 ” 相 平 面 爹 局 分 析 法 


， 对 低 阶 非 线性 系统 的 分 析 可 以 应 用 相 空 间 内 的 几何 方法 (或 者 称 为 本 扑 方法 )。 这 种 
方法 的 实质 是 在 相 空 间 内 将 系统 的 运动 轨 线 分 为 各 种 类 别 ， 并 将 各 类 运动 在 相 空间 内 给 
出 图 来 . 根据 全 局 运动 的 各 种 几何 特点 。 便 可 一 目 了 然 地 判定 这 个 非 线性 系 蚁 内 特有 的 
周期 解 的 参数 及 其 稳定 性 ,零点 的 稳定 性 ;过 渡 过 程 的 主要 特征 等 等 。 这 种 方法 对 二 阶 系 
绕 的 分 析 特 别 有 效 ,因为 此 时 系统 的 一 切 运动 轨迹 均 可 完整 地 在 平面 上 绘制 出 来 、 因 此 ， 
这 一 方法 得 到 了 广泛 地 应 用 Boaz2. 本 节 将 主要 介绍 如 何 利用 相 平面 法 分 煌 壬 型 非 线性 
系统 的 姓 能 ， 为 此 ,我 们 先 以 二 阶 线性 系统 为 侧 , 说明 这 个 方法 的 实质 ， ，: 

如 果 ” 是 输出 量 ( 受 控 量 ), x 是 输入 量 (控制 量 )， 那么 一 般 的 == 阶 系 统 岳 生 分 方程 可 
以 写 为 : 
. ~ fy» 9 739 一 xft)， (7.8-1) 
这 里 的 ? 和 y 表示 对 时 间 t 的 一 次 和 二 次 导数 .根据 第 二 章 内 和 的 讨论 可 以 把 式 《7.8-1) 改 
写成 完全 等 价 的 方程 组 : 


1 y， 


? ;4 = x(0) » 
Fe 2 
Ft k (7.8-2》 
如 果 我 们 把 ?与 了 看 作 是 因 变 数 ,那么 , 方程 组 47.8-22 就 是 未 知 阐 数 # 与 ?的 两 个 一 阶 
联 立 微分 方程 。 如 果 象 常常 遇 到 的 情形 一 样 ,系统 是 自治 的 ,也 就 是 说 ,不 但 方程 《7.8-1》 
中 的 函数 f 与 时 间 : 无 关 , 而 且 输 入 x 三 0， 那么 , 就 可 以 把 3/at 从 方程 组 (7.8-2) 的 . 
第 一 个 方程 中 解 出 来 ,而 把 dy/adr 表示 为 ? 与 ?的 浮 数 ,假定 系统 的 方程 组 又 可 以 写成 
全 一 NRCY, 7), 
Bg 
_ 了 y。 (7.8-3) 
这 个 方程 组 不 明显 地 包含 : 《除了 运算 符号 al dz A 把 方程 组 (7. 3 的 第 一 个 方程 
用 第 二 个 方程 除 一 下 ,我 们 就 得 出 


(ys9). 7. 8-4} 
-这 储 一 个 以 7 为 自 变数 而 以 3 加 的 和 天方 和 把 这 全 方程 解 出 来 以 后 就 三 
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以 利用 方程 组 (7.8-3) 把 ? 和 * 的 关系 计算 出 来 。 
从 物理 的 观点 来 看 ， 上 一 段 所 提 到 的 作法 是 以 下 列 的 概念 为 依据 的 ， 只 用 》 和 少 就 
可 以 描述 系统 的 状态 ,而 不 象 比较 普通 的 方法 那样 ,用 ? 和 + 来 描述 。 如 果 说 ? 是 描写 一 
个 质点 的 位 置 的 变数 , 那么 9 就 是 速度 ， 因 此 , 也 就 可 以 用 y 来 代表 质点 的 动量 ， 所 以， 
y 和 y 就 分 别 代表 质点 的 位 置 和 动量 。 物 理学 家 把 这 样 一 种 不 用 时 间 变 数 : 的 状态 表示 
车 称 为 相 空间 中 的 表示 法 。 在 我 们 所 讨论 的 特殊 情形 中 , 相 空间 只 是 二 维 的 (7 和 分, 所 
雇 , 它 就 是 相 平面, 这 样 一 来 ,二 阶 系统 式 (7.8-3) 的 运动 状态 就 可 以 用 相 平 面 上 的 一 条 井 
线 来 描述 。 这 条 曲线 上 的 每 一 点 者 表示 系统 在 茶 一 个 时 刻 的 状态 ，。 根 据 一 般 的 习 慌 ， 
人 inthe oie esl 
就 象 图 7.8-1 所 夯 的 那样 。 如 果 系 统 的 阶 数 # 大 
于 2, 相 空间 就 是 * 维 的 ,系统 的 运动 状态 就 要 用 
这 个 * 维 空间 中 一 条 划 线 来 表示， 

” 相 平 面 表示 法 的 具体 优点 斌 是; 非常 多 的 二 
阶 非 线 姓 系统 都 是 店 治 的 ,而 且 都 能 表示 成 方程 
《7.8-4) 的 形式 。 这 个 方程 至 少 总 可 以 用 等 倾 法 把 
解 用 图 线 表 示 出 来 ， 事 实 上 ,只 要 把 方程 《7.8-4) 

所 规定 的 曲 钱 的 方向 场 在 相 平面 上 表示 出 来 以 
后 ,系统 的 特性 就 很 清楚 了 、 相 平面 的 这 样 一 些 
性 质 的 应 用 是 非 线 性 振动 理论 的 基本 方法 之 一 。 

el 这 种 方法 获 为 非 线 性 力学 的 拓扑 方法 . 

为 了 把 以 前 的 一 一 些 概念 政 用 相 平面 的 方法 来 表示 我 们 尝 一 个 例 于 : 考虑 一 个 没有 

驱动 函数 的 二 阶 线性 系统 


2 


只 要 把 时 间 的 量度 单位 适当 地 二 以 沁 择 训 可 以 使 方程 (3 4-3) 中 的 自然 频率 m 等 于 1, 因 
而 就 得 出 方程 (7.8-5)。 5 当然 就 是 条 统 的 图 尼 与 临界 但 尼 的 出 介 对 于 振荡 的 情形 来 说 ， 
| 天 dn 8-5) 改 写成 . 
， i 269» 
一 (7.8-6) 
dt 
久 此 ,我 们 就 得 到 相当 于 方程 (7.8-47 的 方程 : 
学 一 ee 一 —27 — > | (7.8-7) 
3 
殷 据 方 稳 《7.8-7)， 不 难看 出 ， 曲线 斜率 人 
上 是 相同 的 常数 。 图 7.8-2 到 7. 8-6 所 画 的 是 五 种 不 同 的 运动 类 型 ， 它们 分 别 相 当 于 
“< 一 1， 一 1<5 < 一 0, “一 0 0< <1 以 及 1< 图 7.8-2 和 图 7.8-6 是 非 振 荡 
; 的 情形 .图 7.8-3 到 7.8-5 都 是 振荡 的 情形 。 图 7， 8-4 是 真正 的 简 谐 振荡 . 
在 议 上 所 本 的 这 些 图 里 , 相 平 面 的 原点 相当 于 平 稀 状 态 , 因 为 在 这 一 点 dy/dt 和 471 2 
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都 等 于 零 。 用 数学 的 术语 来 说 ， 原 点 是 方程 《7.8-67) 的 奇 
点 。 人 然而 :在 导 <0: 一 0 各 之 这 于 种 不 同 的 情形 
下 ;平衡 状态 的 特性 是 十 分 不 同 的 。 图 7.8-2 和 期 7.8-3 表 
明 , 当 过 0 时 ,系统 的 运动 曲线 总 是 从 平衡 状态 发 散 出 
去 的 。 所以， 原点 是 一 个 不 稳定 的 平衡 点 图 7.8-3 和 图 
7.8-6 表明 , 当 > 0 时 ,系统 的 运动 曲线 总 是 收 策 到 平衡 
状态 十 来 的 ， 所 以 原点 就 是 一 个 稳定 的 平衡 点 、 用 数学 的 
术语 来 说 , 在 图 7.8-2 和 图 ?7.3-6 中 , 握 为 原点 是 所 有 运动 


曲线 都 村 经 过 的 点 ,所 以 称 为 结 点 。 余 .7.8-3 和 各 7.85 的 : - 


原点 是 螺 线 的 中 心 , 这 时 ， 它 被 称 为 焦点 。 在 图 7.8-4 的 特 
殊 铺 形 中 ,5 一 0， 运动 曲线 总 是 把 原点 包围 在 内 部 ,这 时 ， 
原点 误 称 为 中 心 点 . 


如 果 二 阶 系统 的 基本 方程 有 一 个 常数 驱动 项 ,也 就 是 说 : 
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有 和 


| 信 + 涉 余 + 一 4， (7.8-8) 
{ 


这 的 “是 一 个 和 数 ; 这 时 也 就 有 
dr 


1 因此 ， 根 平面 上 的 运动 昌 线 和 图 7.8-2 到 图 7. So 只 不 过 把 平衡 点 改 为 
;| 7 轴 上 的 y 一 < 点 就 是 了 。 
过 握 了 对 二 阶 线性 系 绕 的 分 析 方法 后 ， 我 们 民 讨论 二 阶 继 电 系统 的 运动 特征 . 在 以 
| 下 的 讨论 中 ,为 了 简化 继电器 的 开关 问题 的 讨论 ,我 们 先 假设 悉 电 器 只 能 有 两 种 状态 : 单 
位 大 小 的 正 输出 和 单位 大 小 的 负 输 出 ,没有 输出 等 于 零 的 情形 , 不 难 了 解 ， 输出 总 是 单位 
大 小 的 慨 设 并 不 会 限制 问题 的 普遍 性 ， 
我 们 先 来 考 虞 比较 简单 的 线性 开关 的 情形 所谓“ 线 狂 开关 ,就 是 继电器 所 产生 的 办 
册 驱 动 浮 数 “ 的 大 小 总 是 1 1c! 一 1， 而且 这 个 输出 的 符号 与 sy 十 她 的 符号 相同 。 
在 这 里 讨论 线性 开关 的 县 的 就 是 想 借 此 说 明 开关 问题 的 一 些 特点 . 
在 弗 吕 格 - 罗 苞 《Fligge-Lomz) 的 论文 中 以 及 弗 吕 格 -~ 罗 欧 与 克 罗 特 尔 〈glotter) 合 著 
的 论文 "中 都 分 析 过 有 线 姓 开关 的 祭 电器 的 伺服 系统 的 运动 状态 . 以 下 的 讨论 就 是 他 们 
在 定性 方面 的 研究 结果 的 简单 总 结 ， 
_ 这 两 位 作者 也 研究 过 的 系统 的 做 分 方程 是 


l : De 四 (7.8-9) 
; 当 取 动 遂 娄 是 +1 时 , 卷 么 ， 相 证 面 上 的 一 条 相当 的 寺 动 政 线 误 就 称 为 一 个 正 缴 ( 简 写 为 
| 站 .反之 , 当 野 动 十 数 是 一 1 时 ,相当 的 一 条 运动 曲 闫 基 就 黎 洛 一 个 负 红 K 简 写 为 N)、 所 
“有 的 正 细 区 总 体 称 为 正 系统 ， 所 有 负 绝 的 总 体 罗 为 催 条 统 . 根据 我 们 对 方程 (7.8-8) 的 讨 
说, 已 经 知道 ;方程 (7:8-9) 的 正 系统 是 由 收敛 的 电线 所 幼 越 的 ; 这 些 螺 线 的 焦点 都 是 y 一 
二 1，y 一 0; 方程 (7.8-9) 的 负 系 统 也 是 由 收敛 的 螺 线 拟 组 成 的 ,这 些 螺 线 的 焦点 都 是 y 一 
一 1, 9 一 0， 我们 当然 希望 系统 的 最 终 状 态 就 是 原点 y 一 乡 吓 0. 
”按照 方程 (7.8-9》 有 坊 的 开关 沿 数 中 。 与 5 的 符 
号。 可 以 规定 四 种 情形 ， 

我 们 把 .a>2, b>>9 的 俏 形 称 为 第 一 种 情形 、 
这 时 ,开关 曲线 . ez 十 她 一 0' 是 一 条 经 过 相 平 面 的 碌 
点 而 且 位 置 基 在 第 二 象限 和 第 四 象限 内 的 直线 ， 在 这 
条 直线 的 右 方 sy 十 娩 是 正 数 , :所 以 ,那里 是 一 个 正 
系统 的 区 域 ， 在 韦 身 直线 的 记 方 。ay 十 5? 滥 负 数 ， 
所 以 ,是 一 个 负 系 统 的 区 域 .在 这 条 开关 线 上 , 正 系 统 
和 人 负 茶 统 过 接 起 来 , 而 和 且 , 运动 曲线 的 阴 角 ( 即 正 弧 与 
| 负 弧 的 连接 点 } 也 发 生计 这 条 线 上 (图 7;8:7)， 存 在 局 

图 7,8-7 期 解 的 条 件 就 是 : 存在 一 个 正 弧 ,这 个 正 弧 与 开关 线 
的 两 个 交点 与 原点 距离 相等 、 理 由 是 这 样 的 ， 如 果 确 实 存 在 这 样 一 个 正 弧 ;那么 ;根据 对 
称 性 ,在 开关 曲线 的 另 一 方 也 必然 有 一 个 连结 这 两 个 交点 的 负 弧 , -因此 ,这 商 个 绝 就 组 成 


3 
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一 条 相 平面 上 的 闭合 昌 线 用 非 线 性 力学 的 术语 来 说 ， 这 种 局 期 解 就 称 为 极限 环 ， 在 以 
下 的 讨论 中 我 们 就 会 看 到 ,在 所 考 感 的 情形 中 确实 可 以 发 生 局 期 解 . 
不 难看 出 ,总 会 有 一 个 正 弛 和 一 个 负 疆 与 开关 曲线 相 切 , 设 这 两 个 切 点 分 别 是 5。 和 
Sw 《图 7.8-8). 而 且 ， 设 这 两 个 弧 与 开关 曲线 的 另外 的 交点 分 别 是 Re 和 Ry。3p 与 Sn 
= 对 于 愿 点 是 对 称 的 Rs 与 Ry 也 是 这 样 的 。 先 假设 5, a 和 5 之 间 的 关系 ,使 得 Ry 点 
在 .Sr5w 线段 之 外 《就 象 图 7.8-8 的 情形 )， 这 时 ， 如 果 某 一 个 解 在 开关 曲线 上 的 起 点 与 
SrSw 线 眉 足够 接近 ,那么 , 经 过 这 个 虚 的 运动 曲线 必然 在 开关 曲线 的 堪 方 或 治 方 离开 开 
关 曲 钱 ， 不 再 与 开关 曲线 相交 。 至 于 在 哪 一 方 离开 开关 线 就 要 由 起 点 的 位 置 来 确定 。 区 
~ 如 说 ; 超 点 在 Sn 与 Rn 之 间 , 那么 , 经 过 这 个 点 的 运动 曲线 就 在 开关 曲线 的 右 方 离开 开关 
1 线 ; 我 们 也 可 以 证 明 , 如 果 开 关 线 右 方 的 正 弧 与 开关 曲线 相交 于 两 点 , 那么, 这 个 颖 的 终 
点 (第 二 个 交点 ) 到 原点 的 距离 小 于 起 点 《第 一 个 交点 ) 到 原点 的 距离 。 因 此 ,永远 不 可 能 
满足 有 周期 解 的 条 件 。 所 以 ， 系统 的 运动 曲线 永远 是 图 绕 某 一 个 焦点 的 紧 线 ， 因此 , 最 估 
状态 不 可 能 是 和 平面 的 合 点 . 
但是, 如果 Rw 和 R 都 在 Sp5w 线段 上 (图 7.8-9); 就 存在 一 个 周期 解 . 更 由 是 这 样 
的 根据 我 们 的 假设 ; 正 弧 Rs5; 的 起 点 如 到 原点 的 距离 小 于 终点 5; 到 原点 的 距离 ， 俱 
是 ， 近 图 7.8~5 的 收 合 絮 线 的 焦点 从 原点 移 到 十 1 点 《相当 于 正 弧 》 和 一 1 点 (相当 于 负 
弛 ) 的 手续 对 于 离 原点 很 通 的 部 分 影响 非常 小 .. 所 以 ,如 果 一 个 正 弧 在 开 钴 线 上 的 起 点 离 
原点 非常 远 , 那 么 , 这 个 弧 在 开关 线 上 的 终点 与 原点 的 距离 就 比较 近 一 些 ( 这 是 螺 线 的 性 
质 ). 罗 此 ,这 种 绝 与 RrSr 弧 的 人 性质 刚好 相反 .. 因为 曲线 之 间 的 变化 是 连续 的 , 所 以 , 一 
定 衣 一 个 中 间 状 态 的 正 弧 ， 这 个 正 弧 的 起 点 和 终点 与 原点 的 虐 离 相等 。 这 就 是 存在 周期 
解 的 条 件 .图 :7.8-9 中 所 画 的 闭合 曲线 就 是 这 个 局 期 解 ， 事 实 上 , 已 经 作 过 的 数学 分 析 不 
但 证 明了 上 述 的 事实 ,而 且 还 进一步 证 明 :这 个 周期 解 不 只 是 唯一 的 ,而 军 重 要 的 是 ,这 个 
解 还 是 稳定 的 ,具体 地 说 ， 所 有 初始 点 在 这 个 闭合 曲线 外 面 的 解 ,最 后 都 站 近 于 这 个 霹 其 


Bl 


图 7.8-8 ”图 ?.8-9 
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解 ; 所 有 初始 点 在 这 个 闭合 曲线 内 部 而 在 闭 曲线 及 aSpRxwSwRe 所 包围 的 区 城 《 也 就 是 图 
7.8-9 的 阴影 区 域 ) 之 外 的 解 ， 最 后 也 趋 近 于 这 个 局 期 解 ， 初 始点 在 洲 昌 如 ReSpRwSwR 
内 部 的 运 波 暴 钱 最 后 总 是 趋 近 于 某 一 个 焦点 ,也 还 是 没有 趋 近 于 原点 的 可 能 性 、 

第 工种 情形 就 是 >f 而 <0 的 情形 。 这 时 ,开关 上 星 线 ay 十 她 二 0 -经 过 第 一 
象限 舱 第 三 象限 。 正 系统 和 负 系 统 与 前 一 种 情形 是 一 样 的 、 在 这 种 情形 中 不 可 能 有 周期 
解 。 屋 ,Rns S 和 Sw 的 定义 也 与 以 前 相 网 ， 这 烛 点 和 原点 在 开关 线 上 的 位 置 的 顺序 是 
Rp, Sr 0、Sn。 Rx; 图 7.8-10 所 夯 的 就 是 这 种 情形 。 在 SeSw 线段 上 有 一 种 六 的 现象 : 
我 们 来 考 咸 一 个 在 请 点 与 这 个 线段 相交 的 艇 CE 点 是 SrSw 上 某 一 点 ). 假设 这 个 解 与 开 
关 绩 能 袜 互 位 往 就 象 图 7.8-10 所 画 的 那样 , 那么 ， 这 个 解 在 已 点 将 会 怎样 距 ? 既然 点 
在 开光 线 上 , 照 道 理 齐 ,到 达 王 点 以 后 , 表示 系统 运动 状态 的 动 点 就 应 该 法 一 个 负 弧 前 进 。 
但 是 ,从 吾 点 开始 的 负 弧 又 会 使 动 点 青 回 到 原来 的 半 平 面 (也 就 是 到 达 刀 点 以 前 所 在 的 半 


平 曾 ) 上 来 ,可 是 ,在 这 个 半 平面 上 ex 十 妙 之 :0s. 拥 只 能 出 正 弧 组 成 , 所 以 , 到达 点 以 
后 , 动 点 不 可 能 再 沿 负 弧 前 进 ; 另 一 方面 动 点 到 达 刀 点 以 后 也 - 定 乐 能 再 继 续 漆 正 弧 前 


进 ， 揭 等 只 有 风 婴 走 过 的 路 线 是 经 过 五 点 的 唯一 的 正 忠 因此 ,我 们 可 以 说 , 点 以 后 的 
解 是 东 存 在 的 :或 者 说 , 解 在 互 点 终止 .任何 一 个 从 电 rRn 线段 的 外 部 开始 的 解 ; 在 没有 

站 与 ReRy 线 妇 相交 记 前 总 是 旋转 地 逐渐 接近 上 原 
点 。 晨 后 , 姐 果 这 个 解 与 SrRr 相交 : 它 就 趋 近 


sy 十 一介 


十 怪 多 终止” 现象， 在 “终止 ?的 情况 下 ， 系 统 
的 “位 置 * 和 “速度 ”都 较 定 不 变 ;' 这 当然 是 不 合 
“情理 的 事情 
其 实 ， 在 遍 实 情况 中 ， 系统 的 运动 状态 是 不 
可 能 “终止 > 的 , 它 总 是 要 在 时 间 过 程 中 进行 的 
得 出 上 述 的 荣 课 结果 能 理由 也 是 可 以 解释 的 : 
因为 实际 的 开关 动作 总 是 有 时 满 的 ,所 以 ,一 个 
0 解 与 开关 线 相 交 对 驱动 函数 并 不 立刻 改变 符 
号 ， 所 以 解 还 要 本 续 前 进 - 委 时 休 ， 在 这 一 入 继续 前 进 的 时 间 中 驱动 函数 还 保持 原来 的 符 
号 。 在 第 一 种 情形 中 ， 因为 这 样 一 个 时 湛 不 很 大 ,所 以 对 系统 的 基本 运动 状态 没有 什么 影 
响 , 但 是 , 在 现在 的 情形 中 , 时 滋 就 可 以 使 系统 的 解 训 免 发 生 " 终 于 ”现象 ， 现 在 我 们 来 观 
察 一 个 到 达 “ 终 止 点 "的 解 . 由 于 时 淆 的 缘故 , 解 不 再 在 这 一 点 终止 ,而 要 继续 前 进 某 - 息 
距离 ,然后 才 发 从 开关 | 作 ， 开关 动作 就 使 解 在 相 平 面 上 画 出 一 个 隅 角 , 但 是 ,在 路 角 上 解 
还 是 存在 的 。 从 这 个 网 角 出 发 , 解 又 在 相反 的 方向 上 越过 开关 线 ; 解 越过 开关 线 一 个 短 的 
距离 以 后 ,又 在 相 平 面 上 哮 出 另 一 个 网 角 ,以 后 的 过 程 也 是 类 似 的 , 就 象 图 7.8-11 所 画 的 
那样 .从 这 个 图 可 以 看 到 ,这 种 “ 饮 货 状 * 的 运动 :最 局 就 使 得 系统 “ 息 出 ”5psx 区 域 ,最 后 ， 
解 就 趋 近 于 某 一 个 焦点 ， 所 以 ,时 江 可 以 消除 解 的 终止 现象 , 但 是 ， 系统 的 运动 状态 还 是 
不 能 令 人 满意 ,因为 , 解 还 是 不 能 最 后 到 达 原 点 . 


在 第 三 种 情形 中 .ea 二 9。 南 5 沁 0。 这 种 铺 形 的 开关 线 也 是 通过 相 平 面 的 第 一 象 
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于 二 ;如果 与 SwRw 相交 ， 它 就 趋 近 于 一 1 
点 :如 果 这 全 解 最 后 与 SrSw 相交 , 那 就 金发 生 


FH。 了 寺 各 
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限 和 第 三 象限 的 ,但 是 ,现在 的 正 系 统 在 开关 线 的 左 方 , 负 系统 在 开关 线 的 右 方 (这 与 第 二 
种 情形 恰好 相反 》.; 在 这 种 情形 中 , 总 是 存在 一 个 稳定 的 周期 解 《 或 者 说 是 一 个 稳定 的 极 
限 环 六 图 7.8~12)。 而 且 , 这 个 周期 解 就 决定 了 所 有 的 情况 ,因为 ,所 有 其 他 的 解 最 后 都 趋 
近 于 这 个 周期 解 。 所 以 ,在 这 种 情形 里 ,还 是 不 能 使 系统 达到 相 平 面 的 原点 . 


图 7.8-11 ， 图 ?.8-12 


第 四 种 情形 就 是 “< 0 同时 6 << 0 的 情形 。 这 种 情形 的 开关 线 与 第 一 种 情形 相同 ， 
而 正 红 积 负 弧 的 分 布 状态 与 第 三 种 情形 相同 。 可 以 证 明 ,在 这 种 情形 中 不 可 能 有 周期 解 ， 
如 果 , 开关 动作 没有 时 沼 , 那么 ，5pSw 线段 (图 7.8-13) 就 是 由 终止 点 组 成 的 、 如 果 ，, 从 
SrSw 线 民 上 每 一 点 出 发 向 后 (也 就 是 在 时 间 减 小 的 方向 上 ?描画 解 的 图 线 , 就 可 以 看 到 这 
些 曲线 盖 满 了 全 平面 ,这 也 就 是 说 ,所 有 的 解 都 “终止 在 开关 线 的 SrSw 线段 上 ， 

但 是 ,这 里 也 和 第 二 种 情形 一 样 ,时 请 的 存在 
就 使 情况 大 不 相同 了 ， 当 解 还 没有 到 达 SrSw 线 
段 的 时 候 ， 时 弟 并 没有 什么 重要 作用 ;但 是 , 当 解 
到 达 SrxSw 线段 时 ,时 灌 就 梧 解 不 再 终止 ,而 能 使 
解 越过 开关 线段 不 大 的 距离 。 然 而 ， 历 出 一 个 
隅 角 , 接 着 又 越过 开关 线 ， 又 作出 另 一 个 阳 角 ,以 
后 还 是 这 样 继续 下 去 ， 从 图 7.8-13 可 雇 看 出 , 这 
种 锯齿 状 的 运动 就 使 系统 的 运动 状态 趋 近 于 康 
点 ,最 后 ,系统 就 在 原点 附近 作 频 率 高 振幅 小 的 振 
动 。 时 淆 越 小 ， 振 动 的 频率 就 越 高 ， 这 种 状态 就 


称 为 继电器 亿 服 系统 的 额 震 ， 

这 样 一 来 ， 我 们 就 看 出 ， 讨 论 过 的 中 种 情形 图 7.8-13 
中 ,只 有 第 四 种 情形 能 使 系统 趋 于 所 希望 的 平衡 状态 ,但 是 ,即使 如 此 ,系统 还 是 在 平衡 状 
态 附 近 额 震 , 


以 上 就 是 弗 昌 格 - 罗 蒋 和 克 罗 特 尔 的 理论 分 析 的 介绍 ,从 这 里 就 可 以 看 出 线性 开关 的 
缺点 ; 周 时 也 就 会 知道 ,使 伺服 系统 具有 最 优 运转 状态 的 最 优 季 关 函数 一 定 不 会 是 线性 开 
关 函 数 。 究 竟 什 么 样 的 开关 函数 是 最 好 的 呢 ? 这 一 问题 最 早 由 布 绍 (Bushaw) 给 出 了 确 
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切 的 答案 ， 目 前 任 一 线性 受 控 对 象 的 理想 开关 孙 教 的 形式 均 可 迅速 求 出 .关于 二 阶 系统 
pa ee 
细 介 绍 ， .，. 


7.9” 非 线性 元 件 的 有 益 应 用 


如 本 痘 前 面 儿 节 所 指出 的 。 通 常 非 线性 元 件 对 系统 产生 不 利 影响 。 最 常见 的 是 使 系 
绕 的 稳定 性 变 环 , 对 信号 的 相位 产生 迟 后 效应 等 等 。 但是, 巧妙 地 应 用 某 些 非 线性 环节 ， 
可 以 使 它们 的 不 利 因素 变 成 有 利 的 因素 .前 节 内 讲 到 的 具有 最 优 开 关 的 继 电 系统 便 是 一 
个 重要 例证 、 在 一 般 随 动 系统 中 继 电 元 件 常 引起 不 赛 减 的 持续 振荡 ， 但 是 正确 地 选择 开 
关 时 刻 以 后 , 系统 就 会 获得 快速 性 ， 以 后 还 要 严格 证 明 , 当 控制 信号 的 强度 受到 限制 时 ， 
一 切 最 速 控制 系统 都 有 继 电 系统 的 特性 ， 

文献 [8] 中 指出 了 另外 一 种 情况 ,通常 认为 有 害 的 间隙 性 的 元 件 (参看 图 7.3-10)， 也 
可 以 反 其 害 而 得 利 ， 用 它 构成 一 个 简单 的 相位 起 前 环节 。 为 了 介绍 这 个 恩 想 ， 我 们 将 图 
7.3-10 所 示 的 元 件 运动 方程 式 写 出 : 
0,— {9 —8, 6>0, 

0 + 8, .6, < 0, 

0 — 0 <8 G0, (7.9-1) 

若 将 这 种 环节 较 图 7.9-1 所 示 办 法 连接 , 就 得 到 一 个 新 的 非 线 性 系统. 当 k> Ks 
时 ,这 个 新 系统 的 运动 特 狂 示 于 图 9-2 中 , 它 的 运动 方程式 为 


1， 


图 7.9-1 7 


(Ki — KD)0, + K,6, 6 > 0, 
LK ~ KO — KB, 6 < 0， 
Ki 一 KDimsr ~ 68), Binax 一 0 所 27， 
罗 kA 一 Ki(Bimia + 8), 0 — Omis < 28., {7.9-2) . 
式 中 imor 和 Gm 为 人 f 变 号 时 刻 0 的 取 值 , 前 老 为 6， 自 正信 变 为 负 信 时 90, 的 了 值 ,后 
者 为 包容 负 值 变 为 正 值 时 9, 的 取 值 。 


A 所 arp- 


je © ee en oN Sahbm nop Pp ep 一 = 
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设 乡 按 余弦 函数 变化 , 即 
人 = A cosei, 
代 人 式 人 《7.9-2) 以 后 , 9; 的 变化 规律 为 
Kid eoswi 一 KA + Kd, 2mr < wt < 2mr 十 263 
9,= (Ki— Ki)Acoswt — KB, 2mr + Ps Swot (2m 二 1)7, 
KiA coswt + KA — KB, {2m++ Dr wm Dnt zs 
(Ki— Ki)Acosw 十 Kx, (2m 十 Lr + pis SE wt SE 2Cm + 1)z., 


式 中 Le 0,1,2,*"', qs = cos ( -一 学 ) 当 输 人 8 4 Costwof 时 ,新 的 非 线性 系 
统 的 输出 形式 示 于 图 7.9-3 中 . | , 


图 7.9-3 


把 9.(:) 展 成 傅 氏 级 数 ,并 写 出 第 一 次 谐 波 的 表达 式 : 
8:(i) 二 acosmt + bsinwt + ROU), (7.9-3) 


式 中 R(z) 为 各 高 次 谐 波 的 和 。 容 易 检查 ,上 式 内 一 次 谐 波 的 两 个 系数 可 由 下 式 算 出 : 


cs 人 1 -一 2) 2 1 
[7 Ki | ce 十 Cl -一 cl ~ 2 至 2)|， 


Tt Cl 


一 4 C2 = K, 二 
C1 一 到 2 EK z z 《7.9 4) 
当 <, 足够 大 的 时 候 ;, 即 Ki 比 K; 大 得 多 的 时 息 ，a > 0, 5 二 0, 记 
q -一 一 吉 CO 一 = 一 
RW 
这 样 定义 的 角度 为 正信。 于 是 , 式 (7.9-3) 可 以 写成 - 
{rf) 一 Va 十 bicostwt + pp) + RC), (7.9-5) 


由 此 可 知 ,图 7.9-1 所 示 的 结构 图 的 确 具有 相位 超前 的 作用 ,只 要 Ki 取得 合理 ,使 <> 1 
就 可 以 了 。 同 时 ,第 一 次 谐 波 的 相位 超前 量 可 以 用 变化 K! 和 K 的 比 任意 加 以 调整 . 

在 文献 [8] 中 , 作者 还 指出 ， 如 果 在 图 7.9-1 所 示 的 网 络 后 面 串联 一 个 极 化 继电器 类 
的 元 件 ， 则 输出 与 输 人 之 间 依 然 可 以 有 相位 超前 的 作用 。 这 种 网 络 在 原理 上 可 以 用 来 补 
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偿 系 统 中 的 时 延 或 惯 狂 ， 

为 了 用 具有 非 线 性 特性 的 器 件 改 善 线 性 系统 的 性 能 ， 有 人 专门 设计 了 一 种 非 线性 积 
分 器 ,用 以 代替 普通 的 积分 器 , 它 的 线路 见 图 7.9-4， 从 狼 中 可 以 看 出 , 它 实 际 上 是 由 两 个 
”积分 器 联合 组 成 的 ， 上 面 一 半 者 为 积分 正信 号 而 

设置 的 ,下面 一 半 积 分 负 信号 。 当 炉 人 端 c; 加 上 
某 一 正弦 信号 后 、 这 个 线路 输出 信号 基 波 振幅 是 
”输入 信号 的 振 司 的 积分 ， 然 而 相位 洁 后 却 不 象 通 
，。 常 的 积分 器 那样 为 90”, 而 只 有 一 38.1"， 这 样 一 
来 , 它 与 普通 积分 器 进行 比较 ,图 中 所 示 的 线路 好 
象 具 有 “相位 超前 * 的 作用 .直面 我 们 入 覆 分 入 一 
下 它 的 工作 特点 ， 4 

假定 图 7.9-4 所 示 的 非 线性 积分 器 的 输 人 。， 


为 


图 7 


ei = Eisin cof。 
在 正 半 局 期 中 ， 十 半 积 分 器 起 积分 作用 ,输出 为 - 
~ Co wa E, Sin Wy 


= (1 一 cosor)， 0< (去 zj， 
在 负 半 周期 中 ,下 半 积 分 器 起 积分 作用 ,输出 为 
el Eisaiwdit 
RE 
PN oo 应 为 


el 一 coswt), O07 < /ws 


= - ff 一 cosiot), w/w EE 2zj1o .' (7.9-6) 


wR 


co 一 7 
Cd 一 coswt), w/w < £2xr/D.。 
这 个 函数 的 波形 画 在 图 7.9-5 中 ， 将 式 (79-7) 定义 的 非 线性 函数 展开 为 侍 里 叶 级 
数 : 本 Wa 
Ee 于 aa 
- IE 
路 去 展 式 中 的 高 次 谐 波 ,近似 地 取 
六 Co ed Bs COS wi 
x wRC es 
-B+ +1 sn oor — 6), z z | . (7,9-8) 


起 中 er a 一 38. io 所 以 它 的 等 效 传 避 函 为 


EN 、-。 .uvweawewe 


一 一 一 -一 一 -一 一 一 一 * = 所 -一 一 一 一 一 
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0 ) 1.62 -; 
F, Co( zt ed io (7.9-9 
《iog) 十 ot ) 二 要 ) 


应 用 这 种 积分 器 能 起 线性 积分 器 所 不 能 起 到 的 作用 。 璧 如 说 ， 在 以 干 摩 氛 为 主要 负 


载 的 伺服 系统 中 ， 用 通常 的 线性 积分 器 就 无 法 消除 干 摩擦 造成 的 静态 误差 . 但 是 应 用 非 
线性 积分 器 代替 它 ,不 仅 可 以 在 相当 大 的 程度 上 消除 静态 误差 ,而 且 系 统 的 动态 性 能 也 将 
得 到 改善 2 
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图 ?7.9-5 


非 线性 特 针 有益 利用 的 例子 当然 不 只 这 商 例 , 举 这 西 例 只 是 说 明 这 样 一 点 ,一 些 非 线 
性 元 件 在 特定 的 条 件 下 巧 钞 地 应 用 ,可 以 收 到 很 好 的 效果 。 
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第 五 章 内 我 们 曾 研究 过 线性 系统 的 设计 ， 那 里 设计 出 来 的 控制 装置 产生 的 控制 规律 
是 系统 误差 座 标的 线性 函数 ， 这 种 线性 规律 的 结构 形式 常常 是 预先 给 定 的 ， 或 者 是 设计 
指标 所 要 求 的 。 这 样 设计 出 来 的 线性 系统 的 一 个 重要 特点 是 控制 重 的 取 值 与 误差 的 大 小 
成 比例 ， 当 系统 误差 很 大 时 控制 量 的 值 一 般 来 讲 也 是 很 大 的 。 因此 可 以 说 在 线性 系统 中 
控制 量 是 被 俱 定 为 不 受 任何 限制 的 。 这 种 假定 在 系统 误差 较 小 的 情况 下 是 与 实际 情况 相 
符合 的 ,例如 在 稳 态 工作 的 随 动 系统 ， 它 的 基本 工作 方式 是 消除 小 误 兰 , 误 差 座 标 和 控制 
量 之 间 的 这 种 线性 关系 总 能 准确 地 保持 .。 

但 是 , 当 误差 座 标 很 大 时 ,控制 量 按 比 移送 出 大 的 控制 作用 往往 是 不 现实 的 实际 问 
题 表明 ， 任 何 控制 作用 的 取 值 总 要 受到 客观 条 件 的 限制 .例如 该 压 体 最 阅 的 位 移 受 到 结 
构 尺 寸 的 限制 ; 如 果 它 是 电信 号 ,将 受到 电源 电压 或 电源 电流 的 限制 ; 如 果 控 制 重 是 飞行 
器 的 舱 偏 角 ， 则 它 将 咽 极限 位 置 的 限制 等 等 .这 种 限制 最 具有 代表 性 的 便 子 是 前 章 内 曾 
讨论 过 的 转 电 伺服 系统 .如 果 用 继电器 作为 控制 装置 的 输出 元 件 ， 则 控制 量 的 了 到 值 只 可 
能 有 两 个 或 三 个 , 即 最 大 值 , 最 小 值 和 零 值 。 在 控制 量 受 限制 情况 下 如 何 设计 控制 装置 ， 
这 就 是 我 们 将 要 讨论 的 问题 .这 一 章 主 要 讨论 最 速 控 制 问题 .我们 假定 : 

(1) 设计 指标 是 过 流 时 间 最 小 。 

(2) 受 控 对 象 的 运动 方程 式 是 线性 的 ( 除 第 8.7 节 外 )， 其 庄 系数 可 能 是 常 值 或 为 时 
间 的 饭 知 亩 数 . 

C3) 控制 基 的 取 秆 范围 受 限制 ， 其 限制 形式 为 

1 SM 一 1,2， (8.0-1) 
或 z 
a Ey eu | 《8.0-2) 


以 后 我 们 将 称 第 一 种 限制 为 4 型 限制 ,第 二 种 限制 为 B 型 限制. 每 一 分 量 wi 的 变化 速率 
恨 定 不 受 任何 限制 ,它们 可 以 瞬时 变化 取 值 ,如 果 需 要 的 话 , 可 以 像 悉 电器 一 样 地 工作 ， 

对 最 速 系统 的 研究 , 近 二 十 年 来 有 很 大 进展 , 对 线性 受 榨 对 象 来 讲 , 设计 方法 问题 已 
基本 解决 ， 术 章 内 我 们 将 主要 手 述 这 些 方法 的 基本 原理 . ST 《 趣 的 
读者 ,5 可 参看 本 章 的 参考 文献 


8.1 最 优 开关 函数 


十 一 章 曾 用 相 平 面 的 方法 讨论 了 二 阶 继 电 系统 的 各 种 开关 规律 对 系统 性 能 的 影响 ， 
从 那里 可 以 看 到 线性 开关 的 缺点 ， 从 前 章 的 讨论 中 我 们 也 得 到 了 启发 ， 最 好 的 开关 应 数 
一 定 不 是 线性 振 数 ， 本 蔬 上 内 我 们 先 介 绍 一 些 旱 期 的 研究 结果 ， 即 在 相 平 面 上 如 何 找 出 最 
好 的 开关 蚁 数 ， 这 里 我 们 先 不 谈 一 般 理 论 ， 以 使 读者 能 看 到 一 般 理 论 是 如 何在 这 些 具体 
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研究 工作 的 基础 上 发 展 起 来 的 。 
Ms 
i 


0 D903) a (8.1-1) 


其 中 ey 2) 是 个 不 连续 的 函数 ， 宅 只 能 取 4 和 该 两 个 人 我 人 向 以 报 测 这 关 
一 全 最 加 下 法 闭 题 ， 要 求 找 出 一 个 函数 9(y。 7), 售 得 方程 (8 1- 切 的 经 斌 祖 乎 面 上 任何 
一点 性 的 解 都 能 到 达 厌 点 0; 而 且 , 沿 姜 这 条 经 过 P 的 解 的 路 线 p, 从 P 变 动 到 0 所 适 要 的 
时 亲 时 天 9 来 说 是 极 小 的 ,也 就 是 说 ， 任何 -一 个 其 他 的 函数 9 都 不 能 使 这 个 夺 闻 更 短 。 这 
样 求 出 的 函数 pCy, ?7 就 是 这 个 特殊 间 题 的 “最 优 开关 函数 "， 这 全 特 员 的 开关 问题 兰 经 
教 布 绝 研 究 过 由。 对 于 g《y, >) 为 线性 的 特殊 情形 gC¥, 7) 一 259 十 .YK 是 任何 实数 )， 
他 给 出 子 完全 的 解答 . 休 而 , 布 绍 折 用 的 数学 方法 非常 复杂 而且 很 难 推广 到 其 他 情形 中 
均 ; 拓 bb 麻 拟 下 的 讨论 中 ， 我 们 只 限于 说 明 他 所 得 到 的 结果， jE 
兵 格 :sys 是 连续 函数 ,那么 ， 布 细 所 提出 的 焉 则 路 线 的 短信 就 时 一 个 很 有 用 的 
攻 吉 帮会 ， \ 所 襄 器 线 就 是 相 平面 上 的 运动 轨 线 ,既然 .9(?，2) 只 能 取 十 | 和 ,一 1 两 个 
信 5- 丹 摧 一 个 路 线 便 只 出 正 部 《P) 和 全 缉 <N) 组 成 的 。 在 时 间 措 加 的 过 程 中 ， 当 控 朝 衣 
数 从 十 1 变 为 一 1 时 , 胸 线 就 由 一 个 天 引 转 到 广 个 灸 扯 上 去， 这 是 个 并 的 交点 称 为 于 个 正 
负 届 角 。 类似 地 ， 相 当 于 开关 函数 从 一 1 变 到 二 1 的 交点 就 称 为 负 正 陋 妇 如果 一 -条 路 


的 寄 程 可 以 写成 


供 在 义 寺 网 诺 南 不 多 合生 下风 角 而 且 在 轴 的 下 方 不 角 售 正 负 明和 角 , 琵 和 这 条 路 线 就 称 


为 正则 路 线 。 正 则 路 线 的 重要 性 在 于 : 极 小 路 线 (所 用 的 时 间 是 极 小 值 的 路 线 )-- 定 母 下 
则 路 线 、 这 也 就 是 说 ,如 果 从 P 点 出 发 给 定 一 条 不 是 正 刚 的 路 线 A， -那么 :总 冲 以 我 到 一 
条 从 不 出 发 的 正则 路 线 ， 经 过 这 条 路 线 所 用 的 时 间 比 经 过 公所 用 的 时 间 短 . 这 是 很 容易 
证 明 的 。 璧 如 说 , 一 条 路 线 在 ? 轴 上 方 有 一 个 负 正 醒 角 P. 就 像 图 8.1-1 所 画 的 那 楼 。 
用 已 毒 示 路 线 在 P 点 以 前 的 最 后 一 个 隅 角 或 者 路 线 与 7 贡 的 交点 ， 这 两 个 点 中 哪 一 个 点 
离 P 比 较 近 ， 就 规定 P' 是 那 一 点 , “在 P 点 以 后 的 丰 当 点 用 P” 表示 ， 从 PP 点 出 发 向 前 面 
沁 业 下 将 猴 ， 人 出发 内 检 醒 条 直 汪 各， ee ”版 守 要 所 基本 方 可 
(CR 县 |. 


中 i le : a .! 


A 2) 


因此 ， 在 柏 平 面 上 的 任何 一 -上 正直 二 的 笠 刘 的 代数 侍 总 是 大 于 负 政 线 的 名 于 站 代数 人 
所 以 ,路 钱 之 间 的 几何 形式 就 是 图 8.1~1 所 夯 的 那 种 情形 。 如 果 我 们 把 给 定 的 路 线 PPP” 
改 为 PP”“P"， 那 么 , 路线 在 ? 轴 上 方 的 负 下 阳 角 了 就 被 消除 挤 了 , 因而 也 就 变 成 了 正则 
路 线 。 如 果 我 们 用 :CPPP") 表示 从 PP 经 过 P 到 P” 所 用 的 时 间 , 用 KPP"P”) 表示 经 过 
TR FE a a a 
pe te 


PP"PY = a Ny. 
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， 但 是 ,对 于 任何 一 个 固定 的 > 值 来 说 , 正 则 路 线 上 的 了 值 总 是 大 于 原来 路 线 CP'PP") 上 的 
》 值 :因而 ，xPP”P < zpPPp”")， 所 以 ,正则 路 线 比 非 正则 路 线 “ 短 ”, 
作为 应 用 最 优 开关 函数 理论 的 一 个 简单 例子 ,我 
们 取 gly, yy) 二 5y， 于 是, 方程 组 C8.1-1) 恋 为 
29 一 
了 少 。 
全 iy + py »). (8.1-3) 
路 线 弧 的 正 系 统 和 人 负 系统 当然 与 值 有 关 ; 但 是 ,由 于 
方程 组 (8.1~3) 中 不 明显 地 包含 y, 所 以 , 弧 的 系统 所 
包含 的 弧 都 是 沿 7 轴 方向 移动 而 得 出 的 平行 曲线 ， 在 
| 图 8.1-2 中 ,对 于 “ 值 的 三 种 可 能 的 情形 , 画 出 了 通过 | 
原点 的 一 个 典型 的 正 驱 积 一 个 典型 的 负 驱 . “二 二 09 的 情形 与 其 余 两 种 情形 不 同 ， 如 采 要 
求 最 后 到 达 原 点 ,那么 3 的 初始 值 就 必须 在 一 1/$ 与 +1/t 之 间 。 所以， 对 于 这 种 情形 
来 说 ,只 有 当 ? 的 初始 值 在 所 说 的 范围 内 的 时 候 , 最 优 开关 问题 才 有 意义 ， 


革 3,1-2 


我 们 用 T+ 表示 经 过 原点 的 正路 线 在 Y 轴 下 方 的 那 一 部 分 ,用 I 表示 T+ 对 原点 的 
“反射 ”( 余 对称 曲 线 )， 所 以 , I 就 是 经 过 原点 的 负 路线 在 y 轴 上 方 的 部 分 .Fr+ 和 二 组 
成 一 个 曲线 了。 如 果 在 某 一 条 横 线 的 上 方 ,开关 羡 数 p(y,y) 取 一 1 植 , 在 这 条 曲线 的 下 
方 , 开 关 函 数 ply，3) 取 十 1 值 ,这 条 曲线 就 称 为 开关 曲线 ; 布 绍 证 明 ; 上 述 的 曲线 了 就 
是 最 优 开 关 曲 线 ， 图 8.1-3 就 是 这 种 情形 。 开关 动作 的 物理 过 程 是 这 样 的 ， 从 T 上 方 的 
任何 一 点 了 开始 ,控制 函数 的 值 是 一 1, 系统 的 运动 沿 着 一 个 负 缴 到 达 开 关 曲 线 T。 此 后 
控制 函数 的 值 就 变 为 十 1, 然后 ， 系 统 就 沿 着 最 后 达到 原点 ， 如 果 初 始点 卫 在 的 下 
方 ,控制 函数 的 值 是 十 1。 于 是 系统 沿 着 一 个 正统 到 达 开 关 曲 线 T。 在 开关 线 上 , 控制 函 
数 的 值 变 为 一 1, 然后 系统 就 沿 着 工 达 到 原点 。 

从 以 下 的 说 明 中 ,就 可 以 看 到 布 绍 所 解 出 的 最 优 开 关 曲线 是 正确 的 . 首先 ,我 们 都 知 
道 ,为 了 达到 原点 ,路 线 的 最 后 一 部 分 必须 是 了， 因为 只 有 了 是 通过 原点 的 路 线 。 银 定 初 
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始点 在 TI 的 上 方 ,按照 布 绍 的 结果 ,最 优 路 线 的 第 一 部 分 是 一 个 以 P 到 芽 的 负 弧 ， 第 二 部 
分 就 是 沿 着 了 到达 原 点 的 路 线 。 这 也 就 是 图 8.1-4(s) 中 包含 虚线 部 分 的 路 线 。 如 果 开 关 
动作 开始 得 太 早 , 在 到 达 了 之 前 就 有 一 个 负 正 隅 角 。 为 了 到 达 原 点 ,我 们 还 必须 使 开关 动 
作 册 进行 一 次 ,因而 也 就 要 再 作出 一 个 正 负 隅 角 . 如 果 这 个 开关 动作 在 己 点 发 生 , 这 时 ? 


0<5 


图 $3.1-4 


还 是 负数 ,于 是 路 线 就 不 能 满足 正则 路 线 的 条 件 。 因 此 ,在 这 条 变化 了 的 路 线 上 所 用 的 时 
间 一 定 比 最 忧 路 线 长 如 果 正 负 隐 角 在 已 点 ,这 时 》 是 正 数 ,然而 , 沿 这 条 路 线 到 达 原 点 ， 
所 用 的 时 向 还 要 更 长 一 些 ,因为 在 这 条 路 线 中 还 包含 了 一 条 人 花费 时 间 的 多 余 的 闭路 线 . 因 
此 我 们 可 以 看 出 : 过 早 的 开关 动作 是 不 利 的 . 图 8.1~4(b) 表示 的 是 开关 动作 过 述 发 生 的 
情形 ， 既 然 好 9. 和 P"P” 这 两 条 路 线 是 平行 的 ,经 过 这 两 条 路 线 所 用 的 时 间 也 应 该 是 一 样 
长 的 ; 所 以 从 图 8.1~4Cb) 来 看 , 过 迟 发 生 开关 动作 也 是 有 寡 的 ， 图 8.1~4(e) 所 表示 的 又 
是 另 一 种 情形 , 这 时 , 路 线 的 第 一 部 分 是 一 个 正 弧 而 不 是 负 弧 。 可 是 ,从 图 形 上 能 明显 地 
看 出 ， 这 个 情形 也 比 最 优 路 线 的 情形 坏 . 以 上 的 各 种 苦 虑 表明 ,选取 正则 路 线 为 最 优 路 线 
的 作法 是 正确 的 . 

布 绍 把 g《y39) = 269 寺 (5 可 以 是 任意 实数 ) 的 二 阶 线性 系统 的 最 优 开 关 曲 线 具 
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体 地 确定 了 出 来 .下面 ,我 们 将 只 令 述 他 的 结果 而 不 加 以 证 明 ; 从 上 述 比 较 简单 情形 的 讨 
论 来 看 ,所 要 介绍 的 结果 的 一 般 性 质 也 是 不 难 理解 的 。 对 于 这 个 gCy, 分 来 说 , 正 系统 和 
负 系 统 就 是 把 图 7.7-2 到 图 7.7-6 中 的 原点 分 别 移 到 《十 1, 0) 点 和 《一 1, 0) 点 所 得 到 的 两 
族 曲 线 . 
和 上 面 的 简单 情形 最 相似 的 就 是 “>1 的 情形 。 开 关 曲 线 C 是 由 一 条 从 相 平面 上 的 
无 限 隐 处 到 原点 的 正 弧 和 一 条 从 无 限 远 处 到 原点 的 负 驱 组 成 的 。 和 前 述 情 况 一 样 . 在 C 
的 上 方 , 开关 国 数 9 的 值 是 一 1; 在 C 的 下 方 , 9 的 值 是 
+1。 如 果 初 始点 在 C 的 上 方 , 最 优 路 线 就 是 图 8.1-5 所 画 
的 那样 . . 
当 < 一 ! 时 ， 也 和 前 面 的 简单 情形 一 样 ， 只 有 有 当 
初始 点 在 相 平 面 的 一 个 有 限 的 区 域 之 内 时 ， 系 统 才能 最 后 
到 达 原 点 ;这 是 因为 当 控制 函数 9 为 零 的 时 候 , 系 统 是 不 稳 
定 的 缘故 ， 布 绍 证 明 :， 这 个 区 域 的 边界 是 由 两 个 弧 组 成 
的 : 一 个 弧 是 从 《十 1, 0) 点 到 《一 1, 0) 点 的 正 弧 , 另 一 个 
弧 是 从 《一 1 0) 到 《十 1,0) 点 的 负 弦 。 图 8.1-6 所 画 的 就 
是 这 种 情形 。 只 有 当初 始点 在 这 个 区 域内 的 时 候 ， 开 关 问 
题 才 有 意义 。 最 优 开关 暑 线 C 是 由 一 条 走向 原点 的 正 弧 和 
一 条 走向 原点 的 负 弧 组 成 的 。 在 C 的 上 方 ， 开 关 函 数 9 等 es 
于 一 1, 在 C 的 下 方 ,P 等 于 二 1. 图 8.1-6 画 出 了 一 条 初始 
点 了 在 C 上 方 的 最 优 路 线 . 
当 $ 一 0 时 , 正 系统 和 负 系 统 分 别 是 以 《二 1:07 点 和 《一 1,0) 点 为 中 心 的 无 限 多 个 
贺 ， 最 优 开关 曲线 C 是 一 系列 半径 是 1 的 半圆 弧 5 图 8.1-7), 这 一 系列 半 贺 从 原点 出 发 


图 8.1-6 图 8,1-7 


沿 着 >》 轴 问 左右 两 个 方向 无 限 地 延伸 出 去 ， 在 y 是 正 数 的 部 分 ， 这 些 半 圆 都 在 + 轴 的 下 
方 ; 在 ”是 负数 的 部 分 ,这 些 半 圆 都 在 ” 轴 和 的 上 方 ， 在 C 的 上 方 ,开关 函数 了 等 于 一 1, 在 
5 的 下 方 ,9 等 于 十 1， 从 图 8.1~7 中 所 画 的 那样 一 个 P 点 出 发 ， 路 线 的 第 一 部 分 是 一 个 
负 弧 , 负 弧 当然 就 是 一 个 以 《一 1;07 点 为 圆心 的 加 庆 。 当 路 线 与 C 在 4 点 相交 的 时 候 , 路 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 www. fineprint, com cn 


266 第 八 玫 ”最 可 控制 系统 投 计 ， 


纺 试 变 成 一 个 正统 ; 正 弧 就 是 一 个 以 《十 1,0) 点 为 圆心 的 回 芯 。 然 后 ,路 线 又 在 5 点 与 6 
相交 于 是 路 线 又 在 5 点 变 为 负 弧 , 接 灯 ,又 在 下 一 个 交点 处 变 为 正 或 ;以 再 的 过 程 也 是 类 
候 的 .路 线 与 C 的 最 后 一 个 交点 是 4。 从 & 点 开始 ,系统 就 沿 蕉 5 到达 苦 点 . 这 样 一 个 开 
关 动作 的 过 程 就 比 > 1 的 情形 复杂 得 多 了 
.0XT< 1 的 情形 ， 也 就 是 收 
”一 数 电线 的 情形 、 它 比 上 曾 的 情形 还 
”要 困难 一 些 . ' 对 于 这 种 情形 、 布 绍 
”证明 最 优 开 关山 线 的 画 法 是 这 样 
的 ， 我 们 先 从 原点 开始 沿 着 时 间 的 
” 反方 向 疗 一 内 正 虞 线 ， 从 原点 到 这 
”条 螺 线 与 7 籼 的 第 一 个 变 娄 之 间 移 
a 本 ““ 雷 号 弧 就 是 C 的 党 一 个 虹 《 兄 图 
四 区 -3.4-87.: 朗 热 , 每 一 个 7 轴 上 方 的 蛇 
所 计 祖上 
来 ， 这 样 就 得 出 半 - 系 有 “反射 ”的 媒 线 新 ， 最 后 , 我 们 再 下 这 些 弧 平行 于 + 轴 移 动 , 使 它们 
按 着 顺序 首尾 相 接 地 排列 成 辐 下 面 的 -" 条 连续 秃 线 上 这 条 曲线 其 需 点 天 始 向 y 轴 大方 : 
无 限 的 延展 下 赤 ， 这 就 是 最 优 开 闫 暑 线 的 正 半 部 分 ; 壕 条 基线 对 于 项 点 的 反射 图 形 就 是 - 
最 优 开关 曲线 的 负 半 部 分 。 同 样 ,在 这 条 开关 曲线 C 的 土方 开关 阔 数 9 等于 一 1; 在 C 的 
下 方 . 9 等 于 十 1 (图 8.1-8)， 这 个 情形 和 图 8.1-7 所 病 的 上 一 0 的 情形 是 十 分 类 侯 的 ， 
叭 一 的 区 列 就 是 把 半 回 弧 换 成 了 螺 线 弧 。 

” 医 后 二 挤 捕 形 拓 症 发散 蛇 线 的 情形 ,这 时 一 1 < 上 < ee 
和 前- 一 种 粮 形 党 从 相同 ,不 过 这 里 的 一 系列 则 线 台 是 越 向 外 越 小 的 ,和 衣 一 种 精 形 中 越 府 
外 越 大 的 情况 恰好 相反 .虽然 螺 线 弧 的 个 数 是 无 限 多 的 ,但 是 开关 曲线 所 占据 的 范 国 却 是 
有 限 的 ,正如 图 8.1-9 所 画 的 那样 , 它 的 宽度 是 在 ? 轴 上 的 (一 “， Want 0) 之 间 . 事 
实 当然 也 应 该 是 这 样 的 ; 因为 这 里 的 阻尼 
是 负 的 , 正 象 图 8.1-6 的 情形 一 样 ,只 有 当 
初始 点 在 原 所 附近 的 某 一 个 有 限 的 落 围 之 
内 时 ， 路 线 考 能 够 最 后 到 达 诛 点 ， 这 时 的 

边界 是 由 一 条 起 《二 a,0) 到 《一 a,0) 的 正 
弧 和 一 条 从 (一 e;07 到 《十 a;0) 的 负 噶 组 
成 的 . 在 开关 曲线 C 的 上 方 的 相 平 画 部 分 
最 优 和 开关 函 款 号 取 一 1 值 ;在 C 的 下 方 , 9 
取 十 1 慎 , 

在 图 8.1-9 和 图 8.1-6 的 情形 中 ,最 优 
开关 状态 的 钉 始 值 的 范围 可 能 都 是 有 限 
的 而且 这 个 沙 归 是 由 六合 的 边 究 曲 绕 所 ，， | 
限定 的 , 很 个 然 ; 这 两 个 闲 则 线 都 是 在 ls 
? 一 0 发 犁 开关 动作 的 模 限 环 . 每 一 个 项 表 示 相应 的 继 电 何 服 系 统 的 个 周 类 多 但 


一 er CATIA gr em mm 一 
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是 ,也 可 以 骨 显 地 看 出 : 这 样 的 周期 解 是 不 稳定 的 , 即 是 微小 的 一 点 扰动 都 会 使 得 系统 的 
运动 曲线 离开 这 个 周期 解 , 或 者 趋 近 于 原点 ， 或 者 无 限 地 发 散 出 去 . 因此 ,实际 上 是 不 可 
能 有 周期 解 的 . 

在 上 述 最 优 开 关 问 题 的 各 种 解 中 ,我 们 可 以 看 出 一 个 共同 的 性 质 : 在 所 有 情形 中 ,最 
优 开关 苞 数 了 在 相 平 区 的 第 一 象限 里 总 是 取 一 1 值 ， 在 第 三 象限 里 尽 是 取 十 1 值 。 把 方 
程 (8.1-3) 写 成 下 列 形状 : 

各 -x 名 -+ob 名) 

0 我 们 的 设计 自 的 就 是 要 求 在 尽 可 能 短 的 
时 间 内 使 系统 回 到 y = 二 0 的 状态 (或 + 轴 》 上 去 ， 当 7 了 和 dy/at 都 是 正 数 的 时 候 , 为 了 达 
到 设计 自 的 ,我 们 就 使 zy/4dr 或 y (x) 的 曲率 为 一 个 数值 尽 可 能 大 的 负数 所 以 中 应 该 
是 一 1， 当 y 和 day/ar 都 是 负数 的 时 人 扎 ，dy7dr 就 应 该 是 一 个 尽 可 能 大 的 正 数 , 所 网 9 
应 该 是 十 1。 这 样 一 个 直观 的 推理 与 关于 最 优 开 关 晃 数 的 严密 结果 是 一 致 和 的 。 当 9 与 
dy/dt 的 符号 不 相同 时 ,最 优 开关 立 数 『 的 值 就 不 能 这 样 简单 地 确定 出 来 了 ， 因为 这 时 系 
统 回 到 * 轴 的 速度 与 ”和 3 之 则 的 复杂 的 交互 作用 有 关 ; 布 绍 的 贡献 就 在 于 把 开关 函数 
9 在 这 一 部 分 ( 相 平面 的 第 二 象限 和 第 四 象限 ?也 确定 出 来 了 ， 但 是 ,从 以 上 讨论 中 ,我 们 
可 以 肯定 ,最 优 开关 曲线 C 一 定 在 第 二 象限 和 第 四 象限 里 ， 加 

对 于 险 数 更 商 的 系统 以 及 被 控制 量 的 个 数 大 于 一 的 系统 来 说 ， 就 不 能 绸 用 相 平 面 来 
表示 运动 状态 了 ,对 于 这 些 情形 ,我 们 就 必须 用 多 维 的 相 空 间 米 表示 运动 状态 ， 因 而 布 绍 
的 方法 也 就 难以 应 用 了 ， 为 了 解决 更 复杂 的 问题 要 发 展 新 的 方法 ， 近 二 十 年 来 所 提供 的 
方法 ,从 理论 上 讲 , 对 任意 高 阶 系 统 和 多 个 控制 量 的 系统 都 能 找 出 最 优 开关 函数 。 布 绍 的 
方法 虽然 只 限于 二 阶 系统 的 讨论 、 但 它 的 普遍 意义 在 于 这 样 一 个 事实 ; 当 控制 量 受 限 制 
时 ,线性 系统 内 的 最 速 控制 必定 是 开关 式 函 数 , 这 一 点 在 以 后 几 节 内 我 们 将 进行 详细 的 讨 
论 和 证 明 ,并 有 给 出 一 个 普通 的 综合 方 革 ， 


8.2 ”最速 控 提要 的 和 性 


设 受 控 对 象 的 运动 方程 为 

衬 一 4zTBm (8.2-1) 
式 中 必 为 种 量 方 阵 ; x 二 (x1,'**, Xs) 为 了 维 相 空间 内 系 绕 的 状态 向 量 ; 8B 为 xXr 阶 
长 方 矩 阵 ; 有 一 Gs ar) 即 系统 只有:， + 个 控制 量 ， 当 然 , 式 (8.2-1) 的 形式 也 包括 了 
一 个 高 阶 方程 所 揪 述 的 受 控 对 象 


a i C8.2-2) 
为 了 讨论 方便 ,我 们 假定 每 一 个 深 制 重 w 所 受到 的 限制 均 为 、 


as | < 大 上， F 于]， 2: 3。、 ry {8.2-3a) 


或 
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je < 1, (C8.2-3b) 

《8.2-3a) 型 的 限制 条 件 的 物理 意义 已 为 大 家 所 部 悉 ,而 (8.2-3b) 型 的 限制 也 是 在 实际 

问题 中 时 常 出 现 的 .例如 , 设 火箭 的 飞行 路 线 靠 其 主 发 动机 的 摇摆 去 控制 ,或 者 在 火箭 尾 

部 装 有 专 为 控制 用 的 小 型 构 摆 发 动机 ， 此 时 欲 使 屎 箭 改变 飞行 路 线 ， 必 须 使 发 动机 的 推 

力 方向 偏转 ,从 而 使 其 产生 相应 的 弹道 弯曲 ， 若 火 第 在 大 气 层 外 飞行 , 它 不 受 各 种 气动 力 
的 作用 ,速度 向 量 的 方向 与 火箭 纵 轴 重合 ,这 时 火箭 重心 的 运动 方程 是 ， 


pian mpd 
> 9 


mvé m= Peose 一 mg cos0, 


mvyp 一 Psinccosp, 


式 中 天 为 火 简 质 量 ， 6 ) 为 弹道 妆 迹 角 ， 上 为 弹道 偏 航 角 , a 和 8 分 别 为 推 才 及 其 投影 与 y， 
* 轴 的 夹 角 如果 火箭 按 预定 轨道 飞行 ,而 控制 的 目的 是 微量 修正 的 话 , 那么 , 可 认为 上 
式 内 的 夫 开 9 vv 上 ; 于 是 在 垂直 于 弹道 的 平面 上 , 土 列 第 二 ,三 两 式 可 改写 为 


, 二 mgcos0, 


本 ta2CDS 并。 


- 上 上 式 可 在 引信 两 个 新 变数 后 改写 为 由 四 个 一 阶 方程 式 组 成 的 方程 组 。 对 我 们 重要 的 
是 上 式 内 的 zx 集体 受 限制 ， 因 为 wi 一 Peosaf/m，, ww 一 Psine/m， 限制 条 件 是 发 动 
入 推力 P| 二 Pw 这样 一 来 ;对 控制 县 的 限制 就 成 为 条 件 / 
a lel = VY si + 6 SS Par /1 | 
这 无 论 在 数学 送 义 上 或 在 实际 意义 上 均 与 限 盘 条 件 式 C8& 2-3a) 不 同 ， 这 里 受 限制 的 是 控 
制 向 最 的 长 度 ， 而 限制 条 件 式 (8.2-3a) 是 分 别 独 立地 加 在 每 个 控制 分 量 上 的 。 本 节 内 我 
们 将 同时 讨论 具有 式 (8.2-3a》 和 《8.2-3b) 型 的 限制 条 件 时 最 速 深 制 的 一 些 特点 ， 由 于 它 
们 之 间 的 许多 共性 ,因而 我 们 在 本 节 内 统一 地 讨论 它们 、 在 以 后 讨论 系统 综合 问题 时 ,再 
分 别 芳 虑 A 型 和 B 型 的 具体 特点 ， 
式 (8.2-3) 内 w 和 上 jb 的 最 大 值 假设 为 并 不 影响 间 题 讨论 的 一 般 作 ， 因为 限制 形式 


式 《8.0-12 和 (8.0-2) 中 的 Mi 可 以 合并 到 每 项 的 系数 因子 中 去 ， 例如 , 令 2 2 将 ww 二 


Mi9: 代入 方程 式 (8.2-1) 后 ,其 新 系数 为 所 5 BuM,, 此 时 ， 当 8 一] 全 为 M;. 
总 之 , 式 (8.2-3) 的 限制 形式 仍然 具有 一 般 性 . 

一 切 #(2)， .如 果 每 一 个 分 量 在 六 个 控制 过 程 中 者 满足 限 侧 条 件 式 (8 2~3), 则 说 它 是 
可 准 控制 。 不 等 式 (8.2-3a) 和 《8.2~3b) 可 以 看 成 是 在 + 维 欧 氏 空间 内 的 一 个 正方 体 和 单 
位 球 , 前 者 的 每 一 根 边 长 为 2( 以 原点 为 中 心 )* 后 者 的 半径 为 1( 以 原点 为 球 心 ) 这 一 个 
正方 体 和 单位 球 用 符号 也 表示 ， 若 a (2) I u(t) ED. 

aie 2 一 《xy za Xn)。 如果 有 一 个 可 淮 深 制 wo 一 
(et ，。*…*, ul?)) 《UU， 能 使 系统 式 (8.2-1) 自 x 状态 以 最 短 时 间 归 零 , 那么 , 这 一 组 
控制 通 数 将 你 之 为 最 过 控 伸 . 这 个 最 短 的 时 间 4 称 为 最 速 过 沪 时 间 ， 


re hh mm 
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方程 式 (8.2-1) 的 通 解 可 写成 
X41) = ed tt edt | eA4*Bulrt)dr, (8.2—4) 
式 中 ce 一 《gii(1)》 为 式 《8.2-1) 的 齐 次 方程 式 的 基本 解 矩阵 . 当 + 一 0 时 显然 有 
x(0) 一 如， 初始 条 件 得 到 满足 。 设 选 定 某 一 可 准 诊 制 a(#) 后 , 在 :一 了 时 系统 状态 
的 各 分 量 均 归 零 , 即 x(C7) 一 0， 此 时 有 


Xo 一 一 | 一 “Baozr | (8.2-5) 


比较 式 (8.2-4) 和 (C8.2-5) 可 知 , 在 T 时 间 内 系统 式 《8.2-4) 归 零 这 一 事实 可 以 写成 男 外形 
式 。 因 为 受 控 对 象 方程 式 诸 系数 与 时 间 无 关 , 故 研 究 式 (8.2-1) 的 同时 ， 可 讨论 它 的 逆 运 


动 方程 式 : 
过 =—Ay— Ba, yy(0)= 0, (8.2-6) 
后 者 的 解 是 : z 
yt) = ee | esBuls)ds, (8.2-7) 


式 中 ef (8) 与 式 (8.2-1) 内 的 u(t) 的 关系 是 ub) 一 w(T7 一 力 , 即 1 二 了 一 + 当 
不 可 能 发 生 误 会 时 ,以 后 :和 ww 的 上 标 略 而 不 写 ， 设 ua(#) 使 初始 状态 %% 在 时 间 工 内 引 
至 原点 ( 按 式 C8.2~4)), 则 zt 了 一 六 必 使 (9 在 同一 时 间 内 按 式 48.2-7) 目 原点 到 达 x 
点 , 且 一 切 式 《8.2-7) 所 能 到 达 的 点 yYC7)>， 式 《8.2-12 都 能 用 同一 个 控制 在 同一 时 间 内 将 
其 引 至 原点 。 因 此 , 式 (8.2-1) 与 其 逆 运 动 方程 式 (8.2-6) 完 全 等 价 ， 以 后 这 两 种 方程 式 都 
将 被 应 用 . 

现 设 自 加 至 原点 的 最 速 控制 已 经 找到 , 它 是 站 (#) ， 我 们 看 看 它 有 些 什么 特点 ， 为 
此 和 握 定 自 x。 至 原点 的 最 速 过 渡 时 间 是 a。 现在 先 研究 一 下 在 时 间 内 式 (8.2~6) 内 的 
y(rD 都 可 能 是 些 什 么 点 、 任 意 取 一 个 可 准 控制 u(xz) 代 人 式 (8.2-6) 后 就 可 以 得 到 一 个 
?CD， 变 化 u(t) 时 ，3aD 也 随 之 而 变 。 一 切 可 准 控 制 {uC :0 安 上 魏 革 ，(《 它 们 有 
无 穷 多 个 17 所 对 应 的 {yC4)} 用 G(4) 表示 ， 它 是 在 二 时 间 内 式 《8.2~1) 所 能 引 至 原 
点 的 一 切 初始 点 的 集合 ， 显 然 , 它 是 个 凸 性 区 域 ,并 且 对 原点 对 称 ， 事 实 上 ,从 式 (8.2-77 
的 线性 形式 可 知 ; 若 ao 使 y(t) 在 二 时 间 内 到 达 加 到 后 点 那么 ,一 9 必 使 (9 
到 达 一 3 呈 一 Xt。 也 就 是 说 着 x Ga 则 必 有 一 XE€ GC(4), 因此 Ga 对 原点 对 称 ， 
其 次 , 若 x 和 x 都 属于 GC1), 那么 ,这 两 个 点 的 连 线 上 的 一 切 点 2 == tx 十 (I 一 和)x;， 
0 魏 1 委 1， 也 都 属于 GC(4). 这 是 因为 : 若 kt 和 下 (9 分 别 使 ?GD 到 达 x 和 
zx， 那么 ,控制 gz) 一 Matt) 十 《1 一 200)m( 必 使 (0 到 达 z 瓜 ， 事实 上 


= 一 下 cdr 了 EMafKr) + C1 — Mar) lar 
he | Ba(rir — (1 — Ne | ssrBu(r)dr 


二 一 LX 十 (1 > LX;, 
同时 Wet 十 《1 一 Du) 也 是 可 准 控 制 ,因为 对 A 型 限制 ,任何 分 量 人 均 有 
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ui(#) = hu (#) + {1 — A (1) , 
, | 的 | A TC Da i+1—1=1. 
对 B 型 限制 则 有 
em) + (1 ~— mC < aC) I + 一 2 人 os 1 
于 是 ,在 村 间 内 式 《3.2-6) 所 能 到 达 的 一 切 点 的 集合 s(n 是 一 个 西 性 区 域 , 它 称 之 为 
| 等 时 区 “”。 
| ”区 有 染 站 (z) 是 将 x 3 至 原点 的 最 加 控制 ， 那么 , xe 点 必 在 等 时 区 G(s) 的 边界 上 ， 
否则 总 (z) 就 不 会 是 最 速 控制 了 ， 关 于 这 一 点 的 证 
明 以 后 将 给 出 。 由 于 CC) 是 凸 性 区 域 ,那么 ,通过 
其 边界 上 上 枉 一 点 均 可 做 一 个 超 平面 P, 使 CCD 完 
全 位 于 此 平面 的 一 全， 它 称 为 等 时 区 的 支 面 ， 这 个 
平面 的 与 G(to 不 在 同 负 的 法 同 旺 称 为 卫 的 外 法 向 
量 , 或 简称 为 GLa》 的 外 法 向 量 , 后 者 用 加 表示 . 
依 定义 ,对 GC4) 内 的 一 切 点 # 均 有 下 列 不 等 式 成 
立 (图 8:2-1), 


: (b,x ox) = > bore xu) 0, 


或 者 改写 为 

网 8.2-1 (go, x) > (的 ， x)， (8.2-8) 
设 &t) 和 ue) 是 分 别 对 应 于 E2 和 x * 的 控制 ， dbt % = Xo “将 式 C8. ?7) 代 入 
式 C8.2-8) 化 简 后 得 到 不 等 式 : 


rg, ee Ceanh, Puls) ds, (8.2-9) 


式 中 四 一 一 e 人 所 ， 4 是 4 的 转 置 逢 阵 , 从 第 二 章 可 知 ,向 量 函数 和 是 式 (8.2-6》 
的 共 饭 方程 组 的 解 : 


区 一 4 由; $00) 由 -~ =—e tp. z ; 《8.2-10) 


出 于 起 (8 2-8) 内 航 * 各 入 的 中) 是 任 守 的， 所 以 不 等 式 ( 8. 2-9) 只 有 在 下 列 条 件 下 
才能 成 立 : … + 

(Be), BRO = max ($0), Bul). (C8.2-l 
这 芒 味 着 最速 控制 羡 (7) 在 任何 时 划 孝 使 下 (8 2-11) 右 端 获得 极 大 值 ， 令 对 (1) 是 自 和 
引 诗 证 点 的 最 这 轨 线 ， 在 式 (8. 2<11) 的 两 端 分 别 加 以 (中 (4) ,4 时 (4)) 后 ; 恒 有 


He ($B) ARG) BAG)) = max( $e) Az C2) + Ba) (8.2-12) 
电 常 称 为 哈密 顿 函 数 ， 最 束 控 制 使 五洲 最 速 轨 线 取 极 大 入 这 一 事实 就 称 之 为 极 大 什 原 


理 吕 
敏 使 前 (?) 满足 极 大 值 条 件 式 (8. 2- 11) 或 (8.2-12)， 对 人 型 限 制 便 有 
二 = sign (B's) )， 

式 中 8" 是 疾 的 转 置 矩阵 . 


Terry im * 。 ae © em 
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或 者 将 上 式 展开 
和 (0) = sign ($0) , 6,), 
t=1,2,''+,r, (8.2—13a) 
式 中 名 为 知 阵 3 的 第 i 列 向 量 ,， 由 (x) 是 式 (8.2-107 以 (0) 一 一 eA 为 初始 条 件 
的 解 . 对 B 型 限制 则 有 


= BB 
让 (2) 1Bp dh (8.2-13b) 


因为 只 有 本 的 方向 与 吕 ' 罗 相同 时 , 五 才能 获得 极 大 
值 . 这 样 就 得 到 了 最 速 控制 的 一 个 重要 特性 : 如 果 
数量 积 〈 久 (9) , 可) 在 任何 小 的 正 区 间 内 不 醒 为 零 ， 
则 受 A 型 限制 的 二 (z) 的 每 一 个 分 量 古 () 都 是 开 
关 函 数 ， 而 受 B 型 限制 的 站 (z) 必 取 信 于 单位 球 的 
表面 。 此 时 最 速 控制 函数 为 共 辆 方程 式 (8.2-10) 的 
解 所 唯一 确定 ， 
邵 何 判别 《 直 (7) 、5:) 不 恒 为 零 呢 ?这 只 需 将 -| 

它 微 分 一 1 次 后 找 出 各 阶 导数 不 为 零 的 条 件 : 间 6.2-2 


2 (BD) ,Bb) = CArerig, b,), 


$b) = (4p, b). 
这 组 函数 不 同时 为 堆 的 条 和 件 是 向 量 组 
bs Abis Ab, -AB (8.2-14) 
线性 无 关 。 如 果 对 任何 ;一 1, 2, .…,+， 土 列 向 量 组 均线 性 无 关 ， 则 称 系统 式 《8.2-1) 
为 非 赔 化 系统 , 或 者 说 访 系 统 是 能 控 的 。 一 切 非 赔 化 系统 的 受 A 型 限制 的 最 速 控制 均 为 
开关 函数 ,而 且 为 式 (8.2-13) 所 单一 确定 。 容 易 检 查 , 形 如 式 (8.2-2) 的 阶 系统 都 是 能 
控 的 ,因而 它 的 最 速 控制 一 定 是 开关 衣 数 或 取 值 于 单位 球 表面 上 的 点 。 
还 有 一 个 有 意思 的 事实 是 治 最 速 新 迹 式 (8.2-127 内 的 消 数 日 一 const， 而 且 不 小 于 
零 .函数 开 是 常数 可 以 用 直接 微分 的 方法 检查 ，.5 一 0， 至 于 已 > 0 这 一 事实 下 面 我 


们 将 会 看 出 ， 

对 于 等 时 区 Glz) 的 特性 还 可 以 补充 两 点 ， 首 先 Gt#) 是 严格 凸 的 。 也 就 是 说 
G(#) 的 任何 支 面 P ,只 可 能 与 G6(4,) 的 边界 交 于 一 点 . 稻 设 这 一 事实 不 自立 ,那么 ，G(z 
的 边界 必 包 含 一 个 直线 线段 ， 设 x 和 x; 不 为 同一 点 ， 而 且 两 者 的 连 线 均 位 于 G(a)》 的 
边界 上 ， 设 开关 通 数 瑟 (#) 和 鱼 (z) 分 别 为 自 两 点 引 至 原点 的 最 速 控制 ， 到 达 边 界 点 
2 一 hx 十 《1 一 4)x; 的 控制 将 是 如 (9 一 和 本人) 十 《1 一 1) 人) 。 因为 x 夺 x;， 故 
让 (x) 二 起 (1)。 既然 最 速 控 制 训 (z) 和 三 人 ) 总 取 值 于 正方 体 的 顶点 或 单位 球 的 边界 ， 
那么 , 必 有 一 个 时 间 间 隔 存在 ,在 该 时 间 闻 隔 里 nls》 的 取 值 ,不 在 顶点 或 不 在 球面 上 , 因 
此 w(t) 不 是 到 达 边 界 点 的 控制 ， 这 与 x 是 G(za) 的 边界 点 相 有 矛盾。 由 此 可 知 Gz) 


Wr He hs 
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的 边界 上 的 任何 两 个 点 的 连 线 除 端点 外 均 位 于 GCn) 的 内 部 。 这 恰恰 是 GC6) 严格 由 
的 定义 . 

当 原点 是 系统 的 终点 时 。 等 时 区 GO 的 另 一 个 特性 是 它 对 4 单调 扩张 ， 或 者 说 
Ci 随 页 的 增 大 而 连续 增 大 . 若 钱 之 4， 则 CCn) 完全 位 于 Ga 的 内 部 , 芯 者 没 
有 共同 的 边界 点 。 这 个 特性 几 平 是 “党 微分 方程 的 解 连 续 依 赖 于 初始 条 件 ” 这 个 众所周知 
定理 的 推论 ， 这 一 情况 可 以 用 简单 的 几何 事实 来 加 以 解释 ., 设 x: 是 GC4) 的 边界 点 ,以 
原点 为 中 心 做 一 个 小 球 9 (图 8.2-2), 如 果 用 xi 对 应 的 控制 总 Cz) 代 人 式 (8.2-7), 但 初 
始 条 件 取 小 球 5 内 的 任意 点 x。 那么 , 当 :一 时 小 球 8 内 的 所 有 点 均 到 达 x, 附近 的 
小 区 域 5 内 , 且 x 点 是 它 的 内 点 ， 另 一 方面 可 用 可 准 控制 使 原点 到 达 5， 内 的 任何 点 ， 

5: 越 夏 ,到 达 其 内 各 点 所 需 的 时 间 Ana 越 小 。 册 此 可 知 对 任何 Az > 0， 均 有 一 相应 的 小 
球 5:CA4)， 其 内 的 任何 点 均 可 用 4 十 A4 的 时 间 自 原点 到 达 , 因此 5, 内 的 一 切 点 均 属 
于 Ga 二 Ai。 也 就 是 说 G(4) 必 完 全 位 于 Ga 十 At) 的 内 部 ,因此 , G(x) 是 严格 
扩张 的 ， 这 一 事实 的 详细 证 明 请 参看 文献 [51 .由 于 这 个 特性 便 可 推 知 自 等 时 区 的 任 一 
边界 点 到 达 原 点 的 控制 式 (8.2-13) 是 最 速 控制 。 根 据 G(a)y 是 单调 扩张 这 一 事实 又 可 以 
推 知 : 方程 C8.2-1) 自 x, 到 达 原 点 的 最 速 深 制 是 唯一 的 。 其次， 如 果 可 以 用 某 一 种 控制 
下 (#) 将 为 点 引 至 原点 , 那么 , 必 存 在 一 个 ( 玲 一 的 ) 最 速 控制 下 (x) ， 后 者 以 最 短 时 间 将 
x。 引 至 原点 ， 这 样 ,我 们 就 得 到 了 关于 最 速 控制 的 存在 和 唯一 性 定理 . 

根据 GCz》 的 单调 扩张 特性 也 可 以 推 知 式 C8.2- 12) 中 的 险 密 顿 函数 及 沿 最 速 轨 线 永 
远大 于 零 。 这 从 几何 意义 来 看 是 十 分 明显 的 . 

归纳 上 述 讨 论 , 最 速 校 制 的 特性 可 简 述 如 下 .. 若 系统 起 (8,2-1) 为 能 控 的 ,最 速 控制 如 
果 存 在 , 则 必 是 唯一 的 ,对 A 型 限制 它 是 开关 函数 ,对 B 型 限制 它 取 值 于 单位 球 的 表面 ,并 
由 最 速 过 渡 时 间 4 的 等 时 区 的 外 法 向 量 办 所 单一 确定 ;位 于 等 时 区 GCa) 边界 上 的 任何 
点 只 能 用 最 速 控 制 才能 在 上 时 间 内 到 达 原 点 . 

A 名 最 优 控制 秀 数 每 个 分 量 的 开关 次 教 和 3 型 每 一 分 量 的 变 号 次 数 ,一 般 说 来 ， 与 初 
始 条 件 和 郑 数 由 (z) 的 变化 规律 有 关 。 但 是 ,如 果 受 控 对 象 运动 方程 式 内 的 矩阵 4 的 所 
有 特征 根 均 是 实数 ,这 时 它们 的 变 号 次 数 《 对 A 型 是 开关 次 数 ) 可 以 确定 下 来 ， 确 切 的 答 
案 是 变 号 次 数 不 大 于 » 一 1, 而且， 对 几乎 所 有 的 初始 条 件 变 号 次 数 都 等 于 ”一 1。 变 
号 次 数 小 于 * 一 1 的 一 切 初 始点 的 总 和 在 = 维 空间 中 所 占 的 体积 等 于 等 。 这 一 事实 首 
先 在 文献 [5] 中 给 出 了 说 明 。 这 里 我 们 根据 前 面 的 讨论 来 证 明 。 将 式 C8.2-13a) 展 开 后 有 


BCs) 一 sign 人 bal) 3%) z (8.2-15) 


委 定 矩阵 4 的 所 有 特征 根 均 为 实数 单 根 : 如, 2，……， 和 4， 那么 4 C2》 必 为 下 列 形式 : 
下 se 瑟 me qe ie 十 qoae infty - 《8.2-16》 
式 中 。 aan 艾 为 常数 。 当 4 的 特征 根 为 2 时, 则 .一 % 是 一 4 的 特征 根 , 因 为 行列 我 
|—A* + iE| = |—A+ Ei = 1)|A4— AB|= 0, 
将 式 (8. 27-10 人 Gs 2-15) 后 有 . 


hi 0) 一 > po (2) Bo: — 了 eye 二 ne 《8.2-17》 


mepenpep Pe 一 = 
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其 中 cj;; 为 常量 。 上 式 右 端 每 一 项 都 是 上 的 单调 硒 数 ， 例 如 当 cy 汪 0 一 本 >0， 则 
Cue 单调 上 天 ; 若 cn 之 0 而 一 和 过 0 则 cc 单调 下 降 , 如 此 等 等 。 因 此 ，, 当 
式 68.2-17) 之 右 端 只 有 一 项 时 ，4{e 不 会 变 号 , 故 各 (+) 也 不 会 变 号 。 当 式 (8.2-17) 之 
右 端 只 有 两 项 时 ， 太 (只 能 通过 零点 一 次 ; 若 只 有 三 项 , 则 志 (1) 最 多 变 号 两 次 ; 议 此 
类 推 , 当 所 有 系数 均 不 为 零 时 ，h(z) 最 多 变 号 2 一 1 次 , 即 站 (2) 最 多 变 写 一 1 次， 
在 上 面 的 讨论 中 曾 假 定 4，……， 4。 都 是 单 根 ， 若 其 中 有 重 根 ， 上 述 讨 论 依然 有 效 ， 
因为 此 时 式 (8.2-167) 变 为 
poate) = anPi( + awPitt) + ++ + dnaPa (#)s (8.2-18) 


式 申 son 艾 为 视 数 ，Pr(D) 一 (了 2) 三 ) 人 ew 仍然 为 :的 单调 攀 数 (参看 第 2.7 节 ), 所 以 


前 面 的 讨论 继续 有 效 ， 总 之 , 在 这 种 情况 下 ,一 般 来 讲 , 最 速 控制 函数 的 变 号 次 数 比 系统 
的 阶 数 少 1， 或 者 说 ， 最 速 控制 一 般 由 = 段 组 成 (图 8.2-3)， 这 一 事实 后 来 被 称 为 * 段 定 
理 cm， 上 上 述 讨论 对 B 型 控制 也 有 效 . 

在 本 节 的 最 后 ,值得 指出 下 列 事实 ， 当 控制 量 w 的 取信 范围 不 受 限制 时 , 最 速 控 制 
就 完全 没有 意义 ， 此 时 任何 离 原 点 为 有 限 距 离 的 初始 点 x 均 可 以 在 无 穷 小 的 时 间 内 被 
引 到 原点 ， 这 从 下 列 事实 中 可 以 看 出 。 对 上 > 0， 等 时 区 GC&) 是 二 维 凸 人 狂 区 域 。 引 用 
关系 式 (8.2-7), 设 只 有 一 个 控制 量 m4， 而 由 兰 办 震 … 兰 妇 兰 0 此 时 


本 earbaumlr)ar, | 《8.2-7) 


x{t) 


图 838.2-3 
现 找 出 * 个 不 同 的 控制 函数 wD (2) wi" (2)， 
ul (#) 一 二 (9 (9， b), i™= 1, 2,.**,#, | (8.2-19) 
式 中 和 (CD 为 矩阵 4 一 90) 的 第 i 行 向 量 ,wm 为 足够 大 的 正 数 , 使 [二 G2)1 
所 1， 将 式 (8.2-19) 代 人 式 (8.2-7) 后 有 


(p(t) y Bb.) 
yt) = -| CC), b) ( 0,8 De 
(9 (1) 及) 
ld , (8.2—20) 
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因为 侦 设 系统 为 能 挖 的 , 故 # 个 函数 《9,{) ， 0 1 一 1]。2，……，7 线性 无 关 。 否 则 将 
存在 一 个 非 符 疝 攻 代 i 
[cd 本 oe = 内 > 
(Ae4b, e) 一 0， 
{A™iesib, ©) — 0, 
令 上 一 人 和 则 和 4 起 … A" 线 福 相关 ,这 与 假定 椒 符 . 


Sh 一 (0 的， 人 CD， 和 (9 一 = 上， 有 (9 有 (94 


将 Ws JAA4)，，……， .ya《z1) 排 成 矩阵 ， 便 得 到 一 个 格拉 妈 (Gram) 行列 式 ， 从 代数 学 
中 我 们 知道 它 大 于 等, 
yu Wr Yn | CBs BY 5 Chi, he> 
ya 3 Yl [cn hi = CBys hey > 0 1 


[EE 


ba Yam so Yan 《$8,> 而 >。。 ~ 《hs 二 

南 此 可 短 , 用 a 合式 (8.2-19) 的 控制 得 到 = 个 线性 不 相关 的 点 , 故 等 时 区 Gn) 是 =* 维 凸 

性 区 域 ; 并 包含 鞠 原 点 。 若 ws 的 取 值 不 可 限制 ，G(h》 将 无 限制 地 扩展 ,， 当 | 如 | 一 0 

了 时，GCh) 将 包 合 整个 相 空 间 内 可 控 区 械 的 有 限 部 分 。 册 于 是 任意 的 , 令 一 94, 但 

hi lx| 一 cc， 这 样 相 空 间 可 深 区 内 任何 点 y(#) 均 可 以 用 任 意 小 的 时 间 到 达 ， 换 
” 言 之 ,系统 式 (8.2-1) 自 任意 可 控 点 出 发 ,总 能 以 任意 小 的 时 间 到 达 原 点 , 这 在 实际 问题 中 

是 没有 意义 的 ， 这 样 的 讨论 告诉 我 们 , 若 控制 量 的 到 值 范围 不 受 限制 , 则 所 谓 最 速 控制 既 

没有 实际 意义 ,也 没有 数学 上 的 意义 . z | 


”8.3 特定 的 最 六 榨 制 综合 


实际 工程 中 常 出 现 这 入 一 类 问题 :系统 的 初始 条 件 是 已 知 的 ， 即 系统 的 初始 误差 只 
能 取 若干 个 有 限 的 值 ， 后 者 在 系统 工作 开始 之 前 可 以 较 构 准确 地 测量 出 来 。 这 种 例子 很 
多 ,例如 飞行 器 进入 轨 道 的 问题 , 轨道 和 发 射 场地 都 是 预先 选 定 的 , 这 时 飞行 器 对 轨道 的 
初始 偏差 为 已 知 ， 在 这 类 问题 中 ;当初 始 祭 件 z 为 已 知 时 ,要 未 综合 (设计 7 出 一 个 特定 
的 最 过 控制 函数 . 吉 (/) ， 使 系统 的 误差 以 最 快速 度 归 等 这 一 节 的 目的 就 是 要 解决 这 类 
特定 的 最 速 控制 函数 的 设计 . 

在 解决 这 个 问题 之 前 ,让 我 们 先 讨论 另 一 个 与 此 有 密切 联系 的 问题 , 即 各 面 上 的 最 
速 控制 的 综合 ， 设 在 相 空 间 内 有 一 个 通过 am 点 的 一 1! 维 超 平面 P， 和 是 它 的 外 法 
向 量 ( 图 8.3-1)， 平面 的 方程 式 是 | 


($s x — x) = > bso 一 wo 一 0 (8.3-1) 


已 知 系统 的 初始 误差 在 平面 Fs 没 从 平面 上 的 每 一 信 点 到 达 原 点 着 对 应 自 己 的 景 速 控 
制 沙 数 ， 要 求 找 出 平面 上 的 一 个 离 原 点 * 最 次 "的 鼎 sw,, 自 此 点 到 达 原 点 所 需 最 小 时 间 比 
此 平 狸 土 所 有 其 他 点 到 达 厌 点 所 需 的 最 小 时 间 还 要 短 。 形象 地 说 ， 就 是 要 找 出 自 平面 
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到 达 原 点 的 捷径 ， 利 用 前 节 得 到 的 结果 解决 这 一 问题 是 极其 简单 的 . 

这 个 问题 表面 看 来 似乎 很 复杂 ,因为 这 里 是 “双重 ” 即 速 问题 , 既 要 从 所 有 最 速 控制 中 
找 出 一 个 时 间 最 短 者 。 但 是 ,不 难看 出 ,如 果 利 用 
方程 式 《8.2~6) 那 么 就 会 得 到 一 个 简单 的 等 价 命 
题 : 求 出 式 (8.2-6) 目 原点 至 平面 P 的 最 速 控 制 ,为 
了 解决 后 一 个 问题 我 们 已 经 有 了 足够 的 知识 .从 
前 节 中 我 们 知道 ,方程 式 《8.2-6) 的 等 时 区 GD 
是 单调 扩张 的 ， 当 z 不 断 增 大 时 ，G Gx) 也 不 贱 增 
大 , 必 存 在 这 样 一 个 时 刻 4， 使 GC4) 丛 好 碰 上 
平面 P， 由 于 Ga)》 是 严格 凸 的 ,所 以 此 时 它 与 
P 只 相遇 在 一 个 孤立 点 x: 上 (图 8.3-1)， 此 时 平 
面 P 自 然 成 为 GCt) 的 支 面 , 而 支 面 的 外 法 向 量 
为 已 知 , 它 就 是 加 .上 节 中 我 们 曾 指 出 , 最 速 控 
制 是 由 公式 (8.2-13) 所 单一 确定 的 ,而 式 (8.2-13) 内 的 和 为 已 知 ， 丰 (Ct) 是 共 斩 方 程式 


人 = A'@, (0) 一 — ep, 《8.2-10) 


的 解 ， 这 一 0 四 (0) 所 完全 决定 ， 而 这 个 初始 条 件 已 经 给 定 ， 这 就 是 平 
面 P 的 外 法 向 量 如 ， 于 是 式 (8.2-6) 的 自 原点 至 平面 P 的 最 速 榨 制 必定 是 


高 (中 ,== sign 《eA 起，8,)， 对 A 型 限制 ， (8.3-2a) 
Eh | 《ed 二 6,) 2 
(@, 2) erp 对 B 型 限制 ， : 《8.3-2b) 


式 中 im1 2 7， 看 一 一 全. 

如 果 仔细 察看 上 式 便 会 发 现 , 这 里 还 有 一 个 未 知 数 一 一 最 速 过 流 时 间 4， 在 后 者 岗 
未 找到 之 前 问题 还 不 能 算 完全 解决 .为 此 不 得 不 求助 于 原 方程 式 (8.2-1) 和 (8.2-4)。 设 
xt 为 P 上 到 原点 的 最近” 点 , 自 zx 至 原点 的 最 速 控制 必 为 


Bh, 1) 一 —sign BP CG), 对 A 型 限制 《8.3-3a) 
ad D = — Eg ,对 B 弄 限制。 C8.3-3b) 
式 中 四 (:) 是 式 (8.2-1) 的 共 轴 方程 组 : z 
于 一 4 U0) 一 网 (8.3-4) 
的 解 . 这 里 的 初始 条 件 只 所 和 xl 雹 关 ， 这 是 与 式 (8 3-2) 的 一 大 差异 ， 当 :一 当 时 按 
式 (8.2-4) 有 
Xt) = edx 十 ei | cm4r 了 下 (起 ， Tar = 0， 
或 
Xx 一 -| eA4rBa( gs Tar. (8.3-5) 
由 于 
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(x0— Ts Bo) — 0, 
赤 i 满足 方程 式 


(小 e A"BBCB,, Tar, 4 二 (x0; $B) 一 9%， (8.3-6) 


因此 ，# 可 以 由 上 式 解 出 , 解 出 z 后 ，x 使 可 以 由 式 (8; 3-5) 求 出 ， 这 样 , 自 平面 P 至 原 
点 的 最 速 控制 顽 数 就 已 经 找到 了 :同时 也 已 经 找到 了 峭 平 面 P 至 原点 的 “捷径 ”. 

现在 我 们 开始 讨论 本 节 初 提出 的 找 自给 定点 x 至 原点 的 最 速 控制 函数 ， 这 里 介绍 
的 是 一 种 逐步 吾 近 法 中， 这 个 方法 的 机 理 很 简章 , 设 系统 的 初始 误差 x 已 经 给 定 , 方程 
8.2-6) 且 原点 至 此 点 的 最 速 控制 是 谍 卉 , 力 。 根 据 前 节 的 讨论 可 短 , 必 存 在 一 个 非 零 
向 量 办 一 一 ep 使 这 个 最 速 控 制 为 式 (5. 972) 所 叭 一 确定 逐步 名 近 法 的 目的 就 是 
找到 这 个 向 量 只 ， 

设 % 是 自 原 点 至 点 的 最 速 过渡 时 间 . 那么 公 必 点 必 位 于 等 时 区 GC 的 边界 上 , 愧 
是 G(%) 的 过 zw 点 支 面 的 外 法 向 量 ， 物 定 x 点 是 GCw) 的 光滑 点 , 即 PB 是 Go 过 
x 点 前 急 面 。， 此 时 :由 于 等 时 区 的 严格 凸 性 , 过 为 点 的 一 切 平面 , 除 PB 外 均 通 过 等 时 
区 的 内 部 。 令 内 为 过 xz 点 的 任意 平 看 P 的 外 法 向 量 。 因 为 等 时 区 CD) 对 :是 严 
本 故 目 平面 P， 到 达 原 点 的 最 速 过 渡 时 间 5， 也 就 是 


y(2) -4 eBé(p, dr, = ™ oe -gs (8.3-7) 


自 藉 点 到 达 平 面 P， 的 最 速 过 渡 时 间 请 必 小 于 %。 或 者 说 由 于 PB， 是 任意 的 , 式 (8.3-7》 
内 之 3 自 原 点 到 达 x。 的 最 速 过 渡 时 间 所 比 乔 达 任何 其 它 过 xo 的 平面 P 的 最 速 
过 渡 时 间 二 为 大 。 于 是 有 基本 关系 式 | 

tn(X0) 一 ma Kx »$), 有 (8.3—-8) 


二 式 之 右 端 《xs 办) 表示 由 癌 量 外 次 定 的 过 加 点 的 平面 了 到 达 原 点 的 最 过 过渡 时 间 ， 
关系 式 (8.3-8) 指 出 了 求 鼎 的 逐步 过 近 方法 。 
对 给 定 的 初始 状态 x*， 构 造 一 个 获 数 [沿用 式 (8. 3-7) 中 的 符号 ]: 
Fx) = (—% + yO P= {x — y(), ee (8.3-9) 
”由 于 等 时 区 G(s) 包含 原点 ,由 公式 [82-8) 可 以 知道 (y (9 ,8p) 凑 一 个 非 负 的 量 , 且 随 
着 : 的 增 大 而 增 大 ,只 要 步 满足 条 件 《 一 %, 峭 ) < 0， 那 么 ,把 : 着 成 多 的 应 数 x(%) 或 
:C$)， 就 一 定 存在 着 某 个 :中 ) 使 得 _ 
Fx Ped (8.3~10) 
尿 步 逼近 法 的 程序 是 这 样 的 ， 对 于 给 定 的 x 任 给 一 网; 只 要 符合 条 件 《 一 ,四 ) < 
即 可 ， 根 据 图 确定 一 个 相应 的 时 间 站 加》 使 式 (8.3-10) 成 立 , 同 时 也 得 到 了 y(n) 一 
1. 如 果 这 样 找 到 的 J 恰巧 等 于 ‘Nos 那 么 问题 已 经 解决 ， 但 由 于 办 猜测 的 成 份 很 大 ， 
一 般 说 来 这 种 情况 是 不 可 能 发 生 的 、 这 时 候 把 a 固定 ,考虑 到 为 $ 的 函数 F(x, 办， 
这 个 函数 当 多 一 风 时 其 信 为 0。 然 后 利用 第 二 章 所 述 的 最 速 下 降 法 求 的 极 小 ， 根 据 
凸 集合 的 性 质 可 知 e 


Bo = y; Ca 0 (8.3-11) 
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于 是 就 可 以 得 到 F 对 于 沁 的 梯度 向 量 . 


令 

», es 一 KgradF = $, Ky 本 x0)， 
或 

网 一 内 一 天 co x0), 《8.3-12) 
式 中 下 是 正 值 常数 或 者 是 由 的 正 值 函数 ， 对 于 固定 的 #4， 只 要 适当 地 选取 KK， 就 可 以 得 
到 


F(Y,) ~ F(p,) = 0, 
因此 对 于 ,就 可 以 确定 一 个 相应 的 时 间 ed) 使 = 0 成 立 ,而 且 
up) = 1). i 
换 句 话说 , 式 (8.3~9) 所 决定 的 新 的 法 线 方向 , 就 是 使 得 《xo, 多) 的 信 上 天 的 方向 。 在 
式 (8.3-12) 中 ,将 4 看 为 四 的 隐 函 数 ,利用 求 隐 函数 微 商 的 法 则 得 


9F _ (2 On ) 本 二 人 
Bo, At Bp.” ~, Xio 十 yiC21) 0, 


1 一 上， 2, …',#, 


当 (2 办) 0 时 , 解 出 


这 里 天 人 的 选取 与 逐步 逼近 的 速度 关系 很 大 。 从 公式 《8.3-127 中 可 以 看 出 , 如 KK 取得 很 
大 , 则 由 办 所 决定 的 平面 P, 可 能 转译 待 求 平 面 P。 的 另 一 侧 , 故 天 值 的 选取 应 该 适当 ， 
少 : 决定 后 ， 同 时 求 得 几 ， 再 将 其 代入 式 《8.3-7) 中 得 到 y (x) 的 表达 式 ， 然 后 根据 式 
《8.3-10) 求 出 由 针 : 决定 的 1( 由 )， 上 再 由 式 (8.3~7) 求 得 yy 一 y(t)， 和 如 果 xo 万 7y;， 那 
么 用 相 类 似 的 步 难 取 
$b: = $; — Ky CO— x0), 
或 者 
$= pO— Ke Ahly 一 Xo), (8.3—12°) 
以 此 类 推 , 便 可 逐步 求 出 加 ， 它 就 是 作为 等 时 区 边界 点 x。 的 外 法 向 量 ， 于 是 式 (8.2-6) 
自 原点 至 给 定点 x。 的 最 速 控 制 便 是 
一 signC Bre~ 人 二)， 对 型 限制 ， 
B00) =4_ Bre si ,nm (8.3~3) 
pre pol’ 对 了 型 限制 ， 
上 面 所 述 求 虹 的 方法 中 , 采用 了 逆 运 动 方程 (8.2-6)。 这 样 作 在 实际 中 可 能 不 太 方 
便 ， 此 时 可 直接 采用 原 方程 式 (8.2-1) 和 (82-4)， 首 先 任意 给 定 加 而 不 是 加 ， 代 人 式 
(8.3-3), 解 式 (3.2-1) 得 
xz) = chixs + ed | eA BuC,, rT)dr, (8.3-13) 


再 由 下 式 求 ; 的 根 三 : 
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(x eB) 0. ， , 《8.3-147 
将 二 代 人 式 (8.3-13) 求 出 x(4) 一 本 。 这 里 利用 了 下 列 事实 : 设 G7Cw) 代表 一 切 以 为 
时 间 到 达 原 点 的 始点 的 集合 ， 区 (2 是 自 xo。 点 到 达 原 点 的 最 速 雪线， 凡 是 过 zt 点 对 
G6“(w) 的 支 面 的 外 法 向 量 ; 由 前 面 我 们 知道 , 自 x, 出 发 的 最 速 控制 由 商量 办 单一 决定 ， 
由 定义 可 推 知 , 当 0<#z 二 时 ，2(e) 点 必 也 位 于 G7 的 边界 。 过 zt) 点 也 可 做 
一 个 支 栈 ， 其 外 法 向 量 为 少 (x) ,根据 前 节 的 讨论 ; 不 难 拾 知 办 (4》 与 移 的 关系 正 
是 下 () 一 eg OE 2-1) 的 共 枉 方程 式 


人 一 4 叶 ， 夫 0) 一 办 


的 解 . Me 它 伴随 最 速 轨迹 、 处 处 是 C (9) 上 过 点 总 (#) 的 支 区 
的 外 法 商量 。 现任 取 一 向 量 各, 并 按 式 48.3-37) 构 成 控制 浮 数 三 四; 人， 由 埠 决定 的 平 
面 是 G7(4) 的 过 点 x 的 支 面 。 因 此 如 四, ?是 自 坟 hm 将 知 写 
成 h 到 十 (zo 一 x)， 代 入 式 (8.3-13) 后 有 


Ni) = “44XI 十 | pap dr + e4(R O— XI}, 
当 : 4 时 ,有 x(a) = C40— xX). 按 巷 方程 式 的 特性 (参看 第 2.5 节 ), 有 (ke 4 的 ， 


xi 一 0， 这 就 是 上 面 式 (8. 3-14J) 的 由 来 。 显然 , 当 $, 一 内 时 , 式 (8、 3-14) 的 根 到 为 
极 大 值 、 令 ce 全 二 一夫 ，xC) 一 (四, 个， 此 时 式 《8.3-14) 可 改写 成 


F 《x(@, 1)， $) = 0. (8.3—14") 

求 下 对 由 的 偏 导 数 

| OF ~ OF On On 0F _ On dx(@', #1) i: 一 = 

a8 Bn Oy Tay.™ od Gd gp : 册 士 (Bis) = 0， 
出 此 得 
Ea ba $y "es 
0g, (0, 1 - 
. df ，， 


gnd4 = 一 (此 a) ,W)C 2) 


本 2 te. 


上 面 利用 了 关系 式 :2 CC 办 ;四 ) 一 xs、 由 于 出 是 外 法 向量 故 (2, A 


<0,. 所 第 二 步 近 时 应 了 
$= $ 十 Kx(1), 
或 
由 一 由 十 KGm 一 xD 一 B+ Ke4 (4D， 《8.3~157 
式 中 天 为 某 一 正常 数 ， 需要 用 试 揉 法 确定 . 
无 论 以 逆 运 动 方程 式 或 者 用 原始 运动 方程 式 为 基础 去 逐步 逼近 求解 景 速 控制 ， 都 可 


a re 天 mms 中 pe ee re sr -一 … 
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以 用 数字 机 或 模拟 机 来 进行 。 只 要 在 程序 中 排出 系统 运动 方程 式 和 共 罗 方 程式， 最 优 控 
制 的 形成 规律 , 以 式 (8.3-10) 作 为 逐步 下 过 的 根据 去 求 出 a， 然 后 改变 初始 条 件 哆 ， 使 
锯 达 二 二 ，…*。 当 然 , 除 上 述 最 速 下 降 法 外 ,还 可 以 用 第 二 章 中 介绍 过 的 共 固 梯度 法 或 其 
它 珊 近 方法 ， -和 - 


8.4 自 点 至 域 的 最 速 控制 


在 控制 技术 中 常 遇 到 另外 一 类 间 题 , 即 系统 的 终点 状态 往往 不 是 原点 ,而 是 相 空 间 的 
某 一 个 区 域 ， 可 以 举 下 面 几 个 例子 来 说 明 这 类 问题 的 实际 意义 。 如果 一 个 伺服 系统 允许 
有 终点 误差 ， 但 这 个 误差 不 能 大 于 某 个 值 s。 这 时 允许 的 终点 误差 范 痢 可 以 看 作 是 在 相 
空间 内 以 原点 为 中 心 而 半径 为 8 的 球体 ,如 图 8.4-1 所 示 . 此 时 对 控制 的 要 求 是 以 最 短 的 
时 间 自 初始 状态 x 到 达 s 球 上 的 某 一 点 . 

再 例如 ,在 某 一 设备 中 需要 用 四 个 电机 并 联 做 为 大 型 起 重 机 的 动力 ,控制 装置 要 求 保 
证 外 个 电机 的 转速 完全 相等 ,使 工件 不 至 于 因 电机 的 转速 不 同 而 翻转 ,并 且 保 证 四 个 电机 
的 功率 平均 分 配 , 如 果 m， ez。 os 和 ws 是 四 个 电机 的 旋转 速度 ,上 述 要 求 就 是 m 一 四 一 
os 一 mr。 此 外 还 可 能 亡 求 它们 严格 同步 , 即 三 个 转角 恒 等 。 如果 每 个 电机 的 运动 方程 是 
三 阶 , 那么 , 等 速 等 角 条 件 便 在 9 维 相 空间 内 决定 一 个 三 维 的 超 平面 ,控制 装置 的 任务 就 
是 将 任 柯 初始 速度 和 角度 偏差 引导 译 这 个 三 维 超 平面 上 去 

又 例如 探 空 火箭 的 控制 问题 ， 假 如 要 求 火 箭 达 到 某 一 指定 高 度 时 获得 预定 的 速度 ， 
控制 量 是 发 动机 的 推力 ， 如 果 火 箭 的 运动 方程 式 是 阶 , 那 么 ,上 述 条 件 便 在 相 空间 内 确 
定 一 个 = 一 2 维 超 平面 ， 类 似 的 工程 技术 上 的 例子 还 可 以 举 出 很 多 。 这 一 节 我 们 将 讨论 
自 点 至 区 域 的 最 速 控制 问题 ， 

如 果 系 统 预定 的 终端 状态 是 一 个 a 一 1 维 超 平面 ， 自 给 定点 到 达 这 一 超 平面 的 最 速 
控制 的 求解 方法 在 前 节 内 已 经 讨论 过 ,这 里 不 再 重复 ,这 里 我 们 讨论 另外 一 种 较为 普遍 的 
情况 . 设 可 允许 的 系统 的 终点 状态 在 相 空间 内 构成 一 个 凸 性 区 域 2， 它 的 边界 是 逐 段 光 
滑 的 ,而 且 ,一般 讲 来 , 它 不 一 定 包含 原点 。 区域 8 由 下 列 一 组 不 等 式 所 确定 : 

gma ras 0 一 BE ED I= 1 2 1 (8.4~1) 
为 了 书写 方便 ,我 们 以 后 用 gCx) 志 0 这 个 不 等 式 来 代表 式 (8.4-1) 的 全 体 (图 8.4-2). 在 


8.4-] 
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相 空 间 内 给 定 一 个 点 如 ， 它 是 系统 的 初始 误差 或 初始 状态 。 要 求 找 出 一 个 控制 函数 
(7) .和 酉 受 近 系统 自 :xo 出发 ， 以 最 短 时 间 到 达 区 域 8、 系统 的 运动 方程 式 依 然 是 式 
《8.2~1), 即 党 系数 线性 系统 。 对 控制 基 的 限制 条 伴 可 以 是 前 面 讨论 过 的 两 种 情况 中 的 任 
一 种 。 这 两 种 情况 我 们 将 同时 研究 ,因为 从 分 析 理 论 来 看 它们 没有 本 质 上 的 差别 。 

做 为 最 速 控 制 设计 的 理论 基础 ,我 们 将 利用 等 时 区 的 概念 5'9, 用 它 做 一 个 桥 染 , 导 出 
蜗 要 的 设计 方法 。 一切 用 可 准 熔 制 在 有 时间 内 能 够 到达 终 点 区 域 2 的 初始 点 的 全 体 记 为 
GC(8, 了), 称 为 的 等 时 区 。 如 果 受 控 对 象 运 动 的 方程 式 是 完全 能 控 的 ,重复 第 8.2 节 中 
. 移 讨 论 可 短 ,: GC90, T) 是 一 个 凸 的 5# 维 区 域 .， 由 于 式 (8.2-1) 的 遂 解 的 线性 特点 , 若 两 个 
把 为 和 症 都 属于 G(2. 7), 那 么 此 两 点 的 连 线 上 的 任 一 点 均 可 以 在 工 的 时 间 内 到 达 8. 
更 进一步 : 当 矣 为 目 性 区 域 时 ，G42, 了) 必 为 严格 凸 ， 即 G8, 了) 的 表面 不 可 能 包含 
羽 何 长 度 大 于 堆 的 直线 。 后面 这 一 事实 可 用 下 烈 方法 去 证 明 : 设 x 为 等 时 区 Gt2, 7) 
人 ? 少 有 一 个 点 Zo, Zo es 5,. 写 为 DE Ss, 人 
WO) 使 


”=eAixo 十 of pe , | 《8.4-2) 


因为 G(8; T) 是 一 个 维 凸 性 区 域 ， 故 过 x 点 可 以 做 一 支 面 而 ， 后 者 的 外 法 向 最 是 
由， 它 使 下 列 不 等 式 成 立 : Se es 
《内 ， 一 之 @,, *), a 加 (8. +3) 
式 中 = 为 GC(8, 了 )》 内 的 任意 点 ,将 上 式 展开 后 有 


i ‘(4 Wi f Beler )> (% rm fr aoa， 


式 中 二 为 点 x* 所 对 应 的 终点 状态 ,， z& S$， 由 于 x 是 任意 的 ， 故 x 也 是 任意 的 . 因此 ,上 
述 不 等 式 可 改写 为 


(CC% 人 Bd) ~ F Ce eg Buel) 
2 (6 < (z 一 -2) 一 | Bud), . 
不 准 夏 出 , 欲 使 上 式 始终 成 立 , 自 尺 至 加 的 控制 am (0 应 满足 条 件 [限制 条 件 式 (8.0-1)] 


ml) 一 一 sign (Bre sp), (8.4-4a) 
或 者 [限制 条 件 式 (8.0-2)] | 
wf) 一 Be sb (8.4-4b) 
1 Be-40 
换言之 ,上 面 式 《8.4-4a) 对 应 4 型 限制 ;而 (8.4-4b) 对 应 B 型 限制 条 件 ， 这 里 我 们 得 到 了 
与 前 节 自 点 至 点 最 速 控制 的 类 似 形 式 ， 


另外 ，GC(Q, 7) 的 单调 扩张 性 这 一 概念 对 我 们 很 重要 . 因为 条 件 式 C8.4-3) 仅仅 是 “ 

最 速 控制 的 必要 条 件 ,因此 ,一 切 最 速 控制 只 能 具有 式 《8.4~4a) 和 (8.4-4b) 的 形式 ， 但 是 
一 般 说 来 ,一 切 具 有 此 种 形式 的 控制 却 不 一 定 都 是 最 速 控 制 ， 当 然 ; 如 果 通 过 分 析 后 确信 
只 有 一 个 具有 式 (8.4-4) 形 式 的 将 x。 引 至 0 的 控制 ,那么 , 它 当 然 是 最 速 控制 了 。 有 了 时 这 
种 控制 有 很 多 个 ,那么 ,就 需要 从 一 切 满足 条 件 式 C8.4-4) 的 控制 中 选 出 过 渡 时 间 最 短 者 ， 
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这 样 问题 就 变 得 比较 复杂 。 只 有 在 等 时 区 GC0Q, T) 是 单调 严格 扩张 时 (对 T)， 一切 式 
《8.4-4) 形 的 控制 函数 都 是 将 GLQ, 7) 的 边界 点 x。 引 至 8 的 控制 , 因此 它 必 是 最 速 控 
制 ， 这 时 式 《8.4-4a) 和 (8.4-4b) 既 是 最 还 控制 的 必要 条 件 也 是 最 速 控制 的 充分 条 件 ， 由 
于 等 时 区 的 连续 性 和 凸 仁 , 可 以 推 知 ,最 速 控制 如 果 存 在 的 话 , 则 必 是 唯一 的 ， 于 是 , 当 等 
时 区 GCQ, 7) 单调 扩张 时 ,设计 问题 就 简单 得 多 了 .只 要 能 找到 一 个 满足 条 件 式 (8:4-4) 
既然 等 时 区 的 单调 扩张 性 这 样 重要 ,这 里 需要 指出 等 时 区 单调 扩张 的 两 个 充分 条 件 ， 
设 z 是 2 的 边界 S 上 的 任 一 点 ，grad g(z) 是 过 z 点 3 的 支 面 的 外 法 向 量 ， 若 对 3 上 的 
每 一 点 * 均 能 找到 一 个 控制 向 量 wt U《 它 不 取 值 于 口 的 边界 ), 使 下 列 两 式 之 一 成 立 ， 
《一 grad g(2), AzZ + Bu)>0, (8.4-5) 
Az++ Bao= 0, (8.4-6) 
那么 ,等 时 区 C(2, 7) 对 了 单调 扩张 . 和 
条 件 式 C8.4-5) 和 (8.4-6) 的 几何 意义 是 极其 明显 的 。 如 果 终 点 状态 0， 控 制 量 值 域 
口 满足 条 件 式 C8.4-6), 那么 ,2 的 边界 3 上 的 任何 点 ,都 可 以 成 为 系统 的 平衡 点 .根据 第 
8.2 节 的 讨论 可 知 ,此 时 z 的 等 时 区 GCz, 77 是 单调 扩张 的 , 故 G(9, 7) 对 了 单调 扩张 . 
另 一 方面 , 若 上 和 如 满足 条 件 式 (8.4-5), 则 8 内 必 有 系统 的 平衡 点 , 邯 容 在 u(r), 使 x(z) 
自 边 界 5 上 的 任 一 点 出 发 ,将 永远 停留 在 旭 内 ,和 而 木 会 物 出 界外 ， 于 是 , 当 7, > T， 时 必 
有 Ce TI)CGCQ, TI), 设 训 是 GC(8, 了) 的 边界 点 ，tw(#) 是 自 x 至 “E08 的 基 
一 控制 ， 且 u《T) 一 满足 条 件 式 (8.4-5)， 根据 常 微分 方程 的 解 对 初始 条 件 的 连续 依 
赖 性 ，x。 附近 必 存 在 一 个 以 _ xs 为 中 心 的 小 球 ,其 中 的 每 一 点 都 可 以 用 tw(1) 引 至 z 附 
近 的 球体 5S(z。, 6) 之 中 ,5 为 小 球 的 半径 .再 根据 条 件 式 (8， ai etd S 足够 
近 的 点 均 能 用 某 一 控制 引 至 2， 这 是 因为 式 (8.4-5) 不 等 式 的 左 端 函数 对 z 和 ut 是 连续 
的 。 于 是 ,你 x。 足够 近 的 一 切 点 都 能 用 某 一 控制 在 7 十 AT 的 时 间 内 引 至 9, 这 就 说 
明了 GC8, T) 对 了 是 单调 扩张 的 。 这 两 个 充分 条 御 的 严格 证 明 可 参看 文献 [5 ], 
介绍 了 单调 性 条 件 后 ,我 们 继续 研究 最 速 控制 规律 式 《8.4-4)， 下 面 的 讨论 总 是 假定 
等 时 区 是 单调 扩张 的 。 当 然 这 不 是 一 个 完全 必要 的 条 件 ,在 这 个 条 件 不 满足 时 ,下 面 所 介 
绍 的 计算 方法 仍然 可 以 使 用 ， 但 在 使 用 时 必须 要 做 其 他 辅助 性 的 检验 计算 ， 可 以 看 出 ; 式 
《8. 4-42 的 右 端 c 4 的 是 式 (8.2-1) 的 共 印 方程 式 


于 二 0) 一 册 : 8.4-7) 


的 解 ， 由 此 可 知 , 自 GC《Q8,7》 边 界 上 的 任何 点 aa 在 工时 间 内 到 达 2 的 控制 mw(?) 必 为 
最 速 控制 (2)。 

再 研究 双 与 和 的 关系 .我 们 知道 ,着 加 是 GCQ, 7) 过 x 点 的 支 面 的 外 法 向 
扯 , 那 么 , 式 (8.4-7) 的 解 BO) 在 zi 二 工 了 时刻 的 向 量 $C) 是 等 时 区 (SA 过 和 Cn)， 
*(0) 一 x6。，、 点 支 面 的 外 法 向 量 ， 当 二 一 0 时 ，G(Q, 0) = 2， 而 -人 一 WT) 是 
GC8, 0) 即 2 过 一 站 7T》 点 支 面 的 外 法 向 量 ， 从 这 里 可 以 看 出 一 个 重要 事实 ， 若 在 


z 点 上 , 式 (8.4-1) 中 的 函数 gCzo》 为 光滑 。 而 梯度 向 量 gradg Cz) | ses 一 ($5 ee 
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2 ts : J 
. I rh grad Ka (8.4-8) 
趟 中 六 区 -下 i er hh Sp grad BCX0) ， 2 有， 身 式 中 4-8) 
解 出 办 得 . i 
» = qe er grad a 有 (8.4-9) 
由 此 可 知 :向 景山 由 最 速 轨迹 bx) 的 终点 加 所 唯一 确定 . 从 而 ,最 尖 拔 抽 CD 也 为 
为 .点 所 叭 一 决定 。， 
| 县 绽 自 aa 盏 aa 的 最 训 深 所 为 式 (8 和- 名) 万 《8.4- 仙 )， 屠 么 。 Ga, T) 必 为 严格 
已. 读者 不 难 证 明 ， 若 x 和 x 位 于 Ga, 了 7 的 边界 ,那么 ,二 者 连 线 上 的 任何 点 2 均 
位 于 G(0， T) 的 内 部 ， 证 明 过 程 几乎 完全 重复 第 : 8.2 节 中 有 关 的 讨论 ， 
”现在 着 手 解决 本 节 初 提出 的 自给 定点 Xo 至 9 的 最 速 控制 亲 题 , 为 此 我 们 研究 元 
2-17 的 逆 运 动 方程: 


Ay Ba, 四 419 
I 和- ee 
人 ee D = -am (Bre gaa, 对 4 型 限制 、 a (8.4-11a) 
ws, a - eT “eT 对 忆 型 限制， 和 ww 
Rh -10) 的 解 是 -3 i 
> 和 者) we 人 Beas ae, E 《8.4~-12}: 


如 当 对 约定 隐 ; x ,能 找到 一 个 点 %， 使 了 ea 通过 加 点 ， 那么 ， 和 应 的 aa) 便 
是 . ye) 让 0 到达 x 的 最 速 控制 。 。 
| 为 了 束 出 自 0 至 - 3 的 最 速 控 制 征 数 ,我 们 还 采用 逐步 过 激流. 先 任 起 给 定 一 个 Ga 
求 出 ， grad gs。 做 为 式 (8. 4-102 和 (8， 人 11D 的 初 三条 并 :做 静 数 I 
,FG, 2) = (x,— yl, 2),¢ grad gC2))s , (413) 
入 z 一 五， 并 设 扬 选择 的 及 使 (z 一 五 ,grad g(z)) > 0。 Ce 4-3) 不 淮 证 
明 ，F() 是 单调 递 三 函数, 在 某 一 := 时 ，F 一 0 刺 角 式 C8. 4137 P= 0 的 条 件 确 
定 : 的 最 小 根 na， 由 于 y(:, z) 的 特有 性 质 ， 满足 FCs) 一 0 的 4) 必 位 于 等 时 区 
GQ) Ca cd grag(z) 是 过 Sr 高 等 时 区 支 面 的 外 法 向 量 ， 条 件 . 
F(t 3) 一 〈( 和 一 了 (6 Bo) estiBradg (BI) 一 0 ，， ，《〈84-14》 
的 矿 疝 意义 是 向 生 x 一 Xi) 和 edu grad g(z1》 直 交 ， 由 于 等 时 区 G0 全) 是 凸 
的 县 严 阁 扩张 的 ,只 有 当 四 一 < grad gz 一 加， 即 夫 为 等 时 区 : GO, 7) 过 No 点 
的 外 法 向 量 走时 , 式 C8.4-14) 的 要 * 一 了 为 最 大 。 或 老 说 ,对 一 切 基于 » 的 向 量 看 .所 
确定 的 .i. 四 本 区 
到 本 GG — yn, i $2 = mt 0 0 
的 根 在 区 4 于 i 此, 证 最 控制 ze3 应 该 满足 条 件 
TofKxo) 一 max CX, 2), | - 8.4-13) 


yev---- -vv 一 -Fr 一 age ，- 


* 1 Ar TE A A -下 1 ~ 和 mr 一 
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式 中 xx 23) 为 方程 式 (8.4-14) 的 根 ,当然 它 也 是 x。 和 初始 点 z 的 连续 话 数 . z 

现在 我 们 用 逐步 侦 近 法 求 式 (8.4-15》% 一 zo。 的 解 ， 为 此 , 先 任意 给 出 ze S$， 根据 
漳 数 g(z) 求 出 grad gCz1)，、 代 人 式 (8.4-4), 得 到 最 速 控 制 u(1, z1)， 再 将 ulz, z1) 代 
人 式 , 《8.4-12) 解 出 yC:，z,); 然后 构成 函数 FC:，z1)， 求 解 F= 0 的 根 :~ 4。 如 果 
Ja £1) T= Koy 那 人 入， 最 速 控 制 芭 G) 便 已 经 找到 了 ， 如 果 y(i, £1) 于 wo， 则 需 找 其 
他 的 点 gj， 使 Xeay z;) 更 还 近 于 x 点。 z 的 选择 可 按 下 列 方法 进行 : 记 es grad 
gCF1) 一 融 ,， 则 有 


Fl#, Bb) = (x0 CO— yn, DB), $B) 0, (8.4—16) 
式 中 太 为 等 时 区 GC(0, 4) 过 Yas 名) 点 的 外 法 向 量 ， 求 焉 对 各 分 量 $1 的 偏 导数 ， 
并 利用 关系 式 
(yn 罗 ,)， 内) 本 yts ,) 
则 得 到 


grad = Eee 交 (四 — ya )). (8.4-17) 


由 于 《gz 人 由》， 各 >> 0， 放 上 式 内 向 量 grad a 只 有 在 向 = 看) 时 为 


此 ,做 为 第 二 步 逼 近 ,可 取 
pp 办 十 Kgrad £ == », + K(x 一 li, 内 7))， 
其 中 和 一 ec4x grad g( 加 )。 上 式 两 端 霖 以 ce- 全 后 有 


co = grad gC2) =—= grad (21) 十 Ke™ ‘h(xo 一 了 (nn ¢$)), (8.4-18) z 
上 式 者 端 第 二 项 为 已 知 向 县 ,而 第 一 项 中 的 名 也 为 已 知 , 帮 2 可 从 下 式 内 求 出 : 
es Og(z) 站 pf 也 _ 
eR 2 HE : 2 + Kb), (8.4-19) 


这 里 罗 (5)》 为 向 量 ex%o 一 ya, 中)) 的 第 i 个 分 量 ， 用 z， 和 grad g《z1) 代入 式 
《8.4-]0) 和 《8.4-11), 求 出 y(t,z), 再 从 式 (8.4-14) 内 求 出 请 如果 by 2) 是 或 
者 |xs 一 (4, x%*z 川 仍 为 足够 大 时 * 上 述 程序 可 继续 进行 。 这样, 经 过 数 步 后 , 计算 过 程 
将 较为 迅速 地 向 zt 收敛 。 


8.5 各 侧 装置 的 综合 


前 面 几 忆 内 讨论 的 是 自给 定点 至 原点 或 至 给 定 区 域 的 最 速 控制 函数 的 求解 方法 正 
如 前 面 曾 指出 的 那样 ,这 种 没 计 方 法 只 适用 于 初始 状态 为 已 知 的 一 次 使 用 的 控制 杀 统 .如 
果 系 统 的 初始 状态 是 任意 的 ， 而 控制 装置 的 任务 是 要 对 系统 任意 的 初始 状态 x* 自动 算出 
最 束 控 创 沙 数 a(x)， 若 将 这 一 函数 代入 式 (8.2-1)， 使 其 变 为 自治 系统 
4x + Bu(x). {8.5-1) 
无 论 初始 状态 为 何 , 式 (8.5-1) 的 解 总 是 自 初 始 条 件 xz 至 原点 或 给 定 终点 区 域 & 的 最 速 轨 
迹 ， 换 旬 话 说 ,设计 最 速 控制 装置 的 任务 是 找 出 一 个 + 维 向 量 函 数 u(x) 一 (u(x),-- 
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w(x))， 并 在 较 术 上 实现 它 , 用 这 种 规律 构成 的 控制 装置 ,将 保证 系统 的 任何 运动 均 吓 最 
速 运 动 。 当 然 ,函数 wx) 的 取 值 必须 满足 限制 条 件 WE U. 
事实 上 ,本章 第 一 节 内 介绍 过 的 布 绍 的 方法 正 是 解决 控制 装置 综合 的 方 社 . 那 里 借助 
相 平 面 移 故 解 工具 找 出 了 这 个 最 速 控制 函数 gx7。 在 本 节 内 ,我 们 希望 建立 一 个 普遍 的 
方法 , 使 其 不 习 适 用 于 二 阶 系统 , 而 且 适 用 于 高 阶 系 绕 ; 不 用 纯粹 图 解法 , 而 采用 解析 方 
法 . 初 看 起 来 ;前面 几 池 内 的 讨论 似乎 可 以 应 用 到 深 制 装置 综合 中 来 ,只 萤 对 可 能 出 现 的 
各 种 初始 误差 x， 求 出 相应 的 最 速 控 缸 函数 就 可 以 了 。 其 实 ,问题 完全 不 是 这 笠 . 首先 ， 
对 绝 大 多 数 系统 (特别 是 伺服 系统 ) 来 说 ,可 能 的 初始 条 件 不 是 几 个 或 几 十 个 ， 而 是 整个 
2# 维 区 域 ,要 想 对 每 一 个 点 都 进行 计算 是 不 可 能 的 。 退 一 步 讲 ,即便 每 一 个 初始 状 灾 所 对 
应 的 最 如 控制 联 数 都 已 经 找到 ,也 难以 在 一 个 简单 的 电 的 或 机 械 的 装置 里 实现 。 因 此 ,前 
几 节 内 的 方法 ,不 太 适 合 于 解决 控制 装置 的 综合 问题 .设计 最 速 控制 装置 ,必须 另 找 出 路 . 
为 了 讨论 上 的 方便 ,我 们 假定 受 控 系 统 的 可 人 允许 的 终点 状态 不 是 一 个 点 ， 而 是 一 个 
区 域 Q， 着 人 Q 只 包含 一 个 孤立 点 ,例如 原点 ， 那 么 ， 就 变 为 至 原点 的 最 速 控制 了 .我 们 
还 息 定 区 域 9 和 控制 量 的 取 值 区 域 避 满 足下 列 条 件 : (1》 0 的 等 时 区 是 单调 扩张 的 ， 当 
7 一 co 时 ,等 时 区 与 可 控 区 M 重 合 。 以 后 的 综合 问题 都 将 只 在 可 控 区 M 内 讨论 ; 0) 系 
统 是 非 媒 化 的 ; (3) 控制 量 的 取 值 限 制 属 于 4 型 ( 见 前 节 ), 即 |4| 所 1, i= 1,2， 
根据 式 (8.4-4a)? 可 知 ,在 上 述 假定 下 最 速 控制 函数 的 每 一 个 分 量 xm mp : 
只 取 十 1 或 一 1, 且 任 何 最 速 轨迹 不 可 能 有 自 交 点 、 因 此 ,最 速 控 制 的 综合 问题 可 以 归结 
i 4 把 可 控 区 分 成 两 个 部 分 M+ 和 M7, 使 由 在 M+ 中 取 十 1, 在 对 ;中 取 
一 1. 用 M9 表示 M+ 和 M7 的 公共 和 边界。 下面 将 看 到 ，MI 是 相 空 间 肉 * 一 1 维 超 曲 
ee 的 开关 曲面 如果 这 种 区 域 划分 已 经 完成 则 最 速 控 制 的 综 
合 备 数 可 以 写成 z 
十 1， 车 XE Mi 
wa 一 人 C8.5-2) 
在 最 这 轨 湖上 控制 分 量 wii) 的 变 号 时 刻 所 对 应 的 系统 状态 x 称 为 u 的 开关 点 。 这 样 ， 
-如 果 对 每 一 个 控制 分 量 的 上 述 取 值 区 域 都 划分 完 后 ,最 速 控制 函数 的 综合 问题 也 就 得 到 
了 解决 ， 
设 x 为 可 控 区 M 内 的 任意 点 , 且 x 不 属于 0, 自 -至 9 的 最 速 过 渡 时 间 为 : 7， 划 自 
x 至 0 的 最 速 控制 是 (参看 式 (8.4-112)》 
u(t) 一 sign (— Br'e™4 (ngrad g(2)), 
其 中 二 为 如 的 边界 3 上 的 某 一 个 点 ， 当 r 一 0 时 有 
U(X) mm —sign (Be4'T grad gC(2)). I Ga 3~3) 
根据 前 书 的 讨论 可 知 ， xz 点 是 等 时 区 GLQ,T》 的 边界 点 ,而 且 多 一 c47 grad gw》 是 过 
x 点 的 6(9,7T) 的 外 法 向 量 .。 令 入 是 矩阵 的 第 ; 列 向 其 , 当 外 法 庙 量 与 和 的 数量 积 
为 负 时 ，xe Mt; 当 由 与 Bb 的 数量 积 为 正 时 xE MT73 数量 积 为 零 时 xe 对 9， 当 x 为 可 
z 控 区 内 任意 点 而 属于 开关 曲面 M? 时 , 则 x 必 满足 下 列 方程 组 ; 


X= eA (z 十 esiB sign (Bre As grad g(z) dr， ) 
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(grad g{z), eB) 一 0， 
sg(z) = 0, (8.5-4) 
现 让 T 在 [0; op] 内 变化 , 则 可 以 找到 w; 的 开关 曲面 的 参数 表达 式 为 


x = ea (z + { e418 sign CBred™ giad pg(#)) qs } 


(grad gz), eb;:) 一 0， ; 
gz) = 0, 《8.5-57 
上 面 共 有 * 十 2 个 方程 式 ,独立 变数 只 有 *# 一 1 个， 自 第 一 式 内 消 掉 两 个 自由 变量 后 , 它 
就 变 成 了 含有 # 一 1 个 自由 变量 的 开关 曲面 参数 表达 式 ， 当 =” = 2 时 ， 即 受 控 对 象 的 方 
程式 是 二 阶 时 ,应 用 表达 式 C8.5-5) 可 以 很 方便 地 求 出 开关 曲线 ， 这 样 ,在 第 8.1 节 内 布 绍 
. 曾 研究 过 的 一 些 特例 中 均 可 用 这 个 参数 表达 式 导 出 开关 曲线 . z 
| 若 终点 区 域 2 只 包含 一 个 点 x。 时 (x, 可 以 不 是 原点 , 但 满足 等 时 区 单调 扩张 的 条 
件 ), 上 列 参数 表达 式 可 写 为 


$s 
”xX 二 i 十 | esB sign (Bres gp ) ds 
0 . ， . 


Cs ec) 一 0， 
| 一 1 0&t< 0 C8.5-6) 
于 是 ,我 们 就 得 到 了 求 开关 曲面 的 一 种 普遍 方法 ， 

现在 再 介绍 另 一 种 综合 方法 。 这 个 方法 是 以 等 时 区 的 一 些 几何 特性 为 依据 的 ， 设 可 
控 区 对 内 任 一 点 x 到 达 28 的 最 速 过 浪 时 间 是 T(x)， 由 于 最 速 控制 的 唯一 姓 可 知 # 元 函 
数 T(x) 是 非 负 的 单 值 函 数 , 它 只 在 9 上 等 于 零 .可 以 证 明 , 涌 数 T《x) 在 可 控 区 内 除 在 
诸 开 关 曲 面 M3, :一 1, 2,-… ,+:， 上 的 点 外 , 在 其 他 点 上 都 是 可 微 尔 数 钻 , 当 To 为 大 于 ， 
零 的 常数 时 ,方程 式 了 T(x) 一 To 决 定 一 个 # 一 1 维 的 封闭 曲面 , 它 正 是 等 时 区 G(Q, 70) 
的 边界 曲面 。 因 此 grad T(x)|r=， 是 等 时 区 G(8, To 的 过 边界 点 x 的 外 法 向 量 。 根据 
式 (8,4-4a) 知 ,此 时 最 速 控制 必 为 
ulx) = —sign (Br'grad T(x)), . (8.5-7) 
Hix) = —sign grad T(x), b,)., {8.5—7") 
由 此 可 知 ， 若 能 求 出 最 速 过 渡 时 | 间隔 数 了 (xz)， 那 么 ， 最 速 控制 函数 的 综合 问题 就 按 式 
(8.5-7) 完全 解决 。 如 何 求 出 函数 T(x) 昵 ? 从 物理 概念 可 以 推 知 , 如 果 7(x) 是 可 微 
国 数 ,那么 ,了 对 时 间 : 的 全 导数 应 恒 等 于 一 1。 于 是 可 以 写 出 方程 式 
dT VOT dx 
ot i Oxrr: adt 
式 中 名 是 最 速 控制 函数 ,因此 , 它 的 每 个 分 量 只 取 士 1。 方程 式 (8.5-8) 是 关于 工 的 一 阶 
偏 微 分 方程 , 它 的 边界 条 件 是 在 如 的 边界 $ 上 为 堆 , 凤 
T(x)|s = 0. (8.5-9) 
方程 式 (8.5-8) 和 《8.5-9) 联 合 起 来 便 得 到 偏 微 分 方程 中 的 柯 西 问题 ， 它 的 求解 方法 可 按 
下 列 方法 进行 : 


= (grad T(x), Ax + Ba) 一 一 1. (8.5~8) 
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欲 从 式 (8.5-8) 求 解 T(x》 必须 先 确定 的 信 。 Ee 在 的 边界 
$ 上 的 站 的 值 可 以 完全 确定 , 即 


式 中 为 $S 上 的 点 ， 用 关系 式 《gradg( 友 ,6) 中 0, i = 1,2，…s +， 将 曲面 5 分 为 2 
个 不 相 重 合 的 部 分 5， 5;，*…*, $7。 在 每 一 个 5 汪 下 的 值 由 式 (8.5-10) 完 全 确定 . 
于 是 柯 西 问 是 
2 (grad T(x), Ax + B sign (—grad (2)))- (8.5-11) 
. T(0)1s, 一 0 | 
有 -名 再 将 此 和 Te 自 5 洛 方 春 组 
dx 
既 一 一 4z 一 Ba i 
的 科 分 曲线 向 * 增加 的 方向 延 拓 ,直到 对 某 一 二 ;， 使 多 
(grad T(x), 6) 一 0 EE (8512) 
为 下 ,然后 以 T(x)， 有 ) 一 0 所 确定 的 曲面 为 定 解 曲面 青 解 方程 式 
. (grad T(x), AX + B&.) -= = 
其 中 二 与 式 (8.5~11) 中 的 控制 只 差 第 i 个 分 量 的 符号 。 式 【8.5- 12) 所 确定 的 曲面 就 是 
开关 曲 界 My 的 一 部 分 ， 这 样 继续 进行 便 可 以 求 出 全 部 T(x). 
总 结 上 述 讨论 ， 用 相 空间 坐标 表示 的 昌 巡 控制 为 式 《8. 5), 潭 关于 " 的 开关 而 
M? 由 方针 式 四 


Garad yt， 姑 -0 (1 


所 机 起 - 量 枚 ,所 是 一 工 维 分 片 光 斌 的 一 和 起 这 料 ， 人 和 雪人 
ae 


gh 去 和 全 一 个 由 外 入 


加 图 邓 5-37 


图 ,8.5-1 


.FON= a I 攻 (8.5-14) 
输入 你 用 为 FD 王 区 二 jt.. 引 人 妾 标 六 一 ”全 ~ ,10 ~ Ny = 那 
么 , 受 控 对 象 的 误 关 方程 组 可 写 
Sx 一 zs 一 一 如 经 一 
人 ™ Ay a a dg a os 
设 终点 状态 2 为 以 原点 为 中 心 ,以 为 半 色 的 图 , 它 由 不 等 


FE rp ep 一 一 -一 一 
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gKxixs) 二 如 十 一 性 (8.5-16) 
所 确定 。 不 难 检验 , 系统 式 《8.5-15) 的 可 控 区 是 整个 相 平 面 , 嗓 相 平面 的 任何 一 点 对 均 可 
以 用 可 准 控制 引 至 2， 其 次 , 若 ? < 1 时 ,8 的 等 时 区 GC(8, 7) 为 单调 扩张 。 因 为 此 时 
单调 性 条 件 式 48.4-5) 得 到 满足 ， 因 此 不 等 式 
{grad g(x), AX + bu) 一 2xixz 十 2xzt > 0 
总 可 以 成 立 , 注 意 到 EA 一 1， 只 要 取 rk > 2x1x2 即 可 .由 于 grad g(x) -= (2xi， 2x27， 
故 在 上 半 合 周 上 最 速 控 制 4 一 一 1， 在 下 半 罗 局 上 w 一 二 1， 将 此 值 代入 式 (8.5-112 后 ， 


对 上 半 平 而 有 篇 微分 方程 

a7 aT 

Bx, 2 一 Bx 十 1 0 ， 

T(x, x2) | -+z-orzo 一 0。 (8.5-17) 
解 上 述 柯 西 问题 得 


se en OO 


Tx, xz 一 一 je +1 一 2(n+ 士 态 ) 一 2(1- a 二 号 ). (3.5-18) 


下 半 平 面 内 的 了 函数 与 此 斜 对 称 。 故 “的 开关 曲面 为 方程 式 2 一 0 所 确定 ,如 图 8.5-2 


所 示 . 于 是 ,整个 相 平 而 被 两 个 斜 对 称 曲线 M" 和 
圆周 分 为 两 个 部 分 M+ 和 M-, 最 速 控制 函数 可 好 
写 为 下 列 形式 ; 加 
才 1, 若 xEM+， | 

u(xss 2) 一 区 7 eg (8.3-19) 
按 此 式 所 构成 的 最 速 控制 系统 的 方块 图 示 于 图 
8.5-1 中 。 图 中 的 最 速 控制 器 的 作用 是 实现 函数 
式 (8.5~19). 这 个 系统 对 任何 St = g++ pt 类 
型 的 输入 作用 ，g。 和 g， 为 枉 意 常 数 ,从 任何 初始 图 8.5-2 
状态 出 发 , 均 以 最 短 时 间 使 误差 x, x; 趋向 加 2、 容 易 看 出 , 当 ? 一 0 时 ,表达 式 (8.5-18》 
就 变 为 自任 何 点 至 原点 的 最 速 过 渡 时 间 函 数 ， 由 此 求 出 的 最 速 控制 式 (83.5-19) 就 变 为 自 
任意 所 至 原点 的 最 速 控制 了 ， 


8.6” 变 系数 系统 的 综合 


前 面 几 节 内 的 讨论 中 ,我们 总 假定 受 控 对 象 的 运动 方程 式 是 线性 常 系数 的 。 这 一 个 
假定 只 是 为 了 讨论 时 方便 ,而 不 是 同 题 的 本 质 所 需要 的 ， 和 相反 ,前 面 几 节 内 的 一 切 讨论 均 
适用 于 变 系数 系统 ,只 要 在 各 公式 中 做 适当 的 变化 就 行 了 “0。 变 系数 系统 在 实际 工程 中 
十 分 党 网 例如 ,飞机 的 控制 ,火箭 弹道 的 控制 都 要 处 理 变 系数 方程 组 因此， 我们 在 本 
节 内 将 扼要 好 讨论 当 方 程式 是 变 系 数 时 ,如 何 改 变 前 面 几 节 内 的 讨论 ,使 之 适用 于 这 种 情 
况 ，。 

研究 方程 式 
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ssa) S Ce 二 十 esta) 4 


一 1 


二 十 ,十 ax 一 zs (8.6-1) 
或 老 方 程 组 \ z 
z 2 = AC()x + 3(De. (806-2) 
式 中 4(9 为 nx a 阶 矩阵 ,其 元 素 oz 人 为 时 间 : 的 连续 函数 ; BC:) 为 X + 阶 长 广 
虐 阵 ,其 诸 元 素 2(z) 也 是 时 间 * 的 连续 函数 ， 象 过 去 曾 指出 过 的 那样 ,方程式 《8.6-1) 
总 可 以 化 成 一 阶 方程 组 (8.6-2)， 所 以 我 们 以 后 只 研究 后 者 设 矩 阵 外 (ws 1 是 方程 组 
《8.6-2) 的 齐 次 方程 的 解 
AY, lst) = E, (8.6-3) 
式 中 五 为 单位 矩阵 。 我 们 称 @(zs z》 为 式 (8.6-3) 的 基本 解 阵 ， 和 利用 9 式 (8.6-2) 的 
通 解 可 以 写成 


x 一 0(o 0 (w+) ein, DBCDacryar)， (8.6-4) 


这 里 2z 为 系 弹 的 初始 状态 ， 与 式 (8.2-4) 比 较 即 可 看 出 ,如 果 用 8, 六 代替 ce4 后 ， 
武 (8.6-4) 与 (8.2~4) 类 似 、 唯 一 的 区 别 是 积分 下 界 不 同 ， 这 是 变 系 数 系统 的 重要 特点 ， 即 . 
初始 运动 的 时 间 必须 给 定 ,否则 初始 条 件 无 意义 。 

至 于 对 控制 量 a 的 限制 条 件 依然 般 定 为 第 8.5 节 内 的 4 型 和 型 两 种 ， 设 终点 状态 
为 原点 ， 在 时 刻 “ 开始 运动 ,在 5 十 了 时 刻 能 到 达 原 点 的 初始 点 的 全 体 称 为 关于 原点 
的 工 等 时 区 ,用 符号 GCT) 表示 。 如 果 系 统 式 (8.6~2) 为 完全 能 控 的 系统 , 那么 ,重复 第 
8.2z 消 内 的 讨论 , 可 以 证 明 , 当 了 > 0 时 ，G, (7) 为 二 维 凸 性 区 域 。 系统 的 完全 能 控 条 
件 这 里 变 为 每 组 向 量 : BC?) = 6 六 C2)， 如 0(s), 寺 二 2, 3，……*, a 在 任何 时 刻 为 线性 不 


相关 ， 呆 65) 一 4CDBM3() 十 所- Bk-9(s)， 这 个 条 件 一 般 是 难以 检查 的 ,但 是 在 实 跨 


中 受 擦 对 象 通常 都 是 完全 能 控 的 ,例如 方程 式 (8.6-1) 无 论 系数 oi(#) 是 什么 函数 ,系统 都 
是 完全 能 榨 的 、 因 此 ,对 一 般 工 程 系统 这 个 条 件 总 是 能 满足 的 . 
对 于 满足 完全 能 控 条 件 的 系统 ， 如 果 控 制 量 受 4 型 限制 ， 则 任何 最 速 控制 也 必 是 开 
关 控制 利用 第 8.2 节 内 的 证 明 方 法 可 以 算出 自 ;点 到 达 原 点 的 最 速 控制 为 
sign《B"™(2)g$(#))， 若 刀 是 4 型 限制 ， 
在 (z。 $) = Br($C) ， (8.6-5) 
$j” 阁 * 是 型 限制 
这 里 (i) 是 下 列 方程 的 解 ， 
A Bb) 


多 是 等 时 区 Gi(7) a xz 的 支 面 的 外 法 向 量 ， 

也 于 最 如 控制 是 式 (8.6-5) 济 函数 , 故 可 推 知 等 时 区 GCT) 是 严格 凸 的 并 且 对 了 单 
调 扩张 。 目 它 的 任何 边界 点 x。 到达 原点 的 最 速 过 渡 时 闻 是 7 ;最速 控 制 按 式 C8.6~5) 由 
xs 点 的 外 法 向 县 和 单一 确定 ,因此 最 速 控制 是 唯一 的 :这 些 性 质 可 以 用 类 做 于 第 8.2 节 
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的 方法 证 明 ， 
设 系统 的 初始 条 件 是 x。， 初 始 运 动 时 刻 是 ww， 现 写 出 求 自 xo 至 原点 的 最 速 控 制 
逐步 逼近 公式 : 过 x。 作 一 任意 平面 P， 其 外 法 向 量 是 内， 目 该 平面 至 达 原 点 的 最 速 
控制 必 为 式 (8.6-5), 其 中 路 (1) 一 一 办 〈 图 8.6-1), 设 x 为 平面 P 上 离 原 点 的 “最 近 
点 ”, 且 自 此 点 至 原点 的 最 速 过 渡 时 间 为 a。 那 么 , 在 
1 于 和 和 十 乒 时 , 必 有 关系 式 
(C(x), CP (a tt 1)) gh,) 
= (xCt), $C) = 0, 《8.6-77 
”这 里 利用 了 这 样 一 个 事实 : 《@r(a， 蕊 ) 是 共 刻 方程 
式 《8.6-6) 的 基本 解 矩 阵 ， 因 为 当 加 一 猴 时 , 式 
《8.6-7) 的 根 为 极 大 , 故 第 二 步 逼近 应 取 
p= B+ K grads, 
m= p+ KB, to £1)x(E), 《8.6-8) 图 8,6-1 
式 中 天 为 某 一 正常 数 。 将 一 上 做 为 式 C8.6-6) 的 新 的 初始 条 件 , 再 按 式 《8.6-5) 构成 新 的 
控制 缠 数 u(t,,), 并 代 人 式 (8.6~4) 解 出 运动 轨迹 为 


xf 办) 8(t to 二) | = | "(10, TI BaulT, bar| 3 


再 代入 式 (8.6-7) 求 新 根 请 ， 依 此 类 推 ， 数 步 后 即 可 求 出 自 x。 到 达 原 点 的 最 速 控制 
di, Po). : 
自给 定点 至 平面 或 自给 定点 至 区 域 8 的 逐步 求解 方法 与 第 8.5 市 内 的 讨论 基本 相 
司 , 只 须 将 各 式 中 的 基本 解 矩 阵 按 下 列 关 系 置 换 后 即 可 继续 使 用 : 

ed 一 人 (加 1), 

eA 1) = Bt, tio), 

c41 一 > Br(y,, 1) 

et [Br DT = B's 41), . 

对 变 系数 系统 最 速 控制 装置 的 综合 (设计 ) 要 比 前 节 所 述 方法 更 为 复杂 ， 但 原理 都 是 

一 样 的 ， 变 系数 系统 的 最 速 控 制 装 置 综 合 的 任务 是 找 出 一 个 # 十 1 元 函数 让 (z, x)， 将 
其 代 人 式 (8.6-2) 后 , 方程 式 以 任何 初始 条 件 和 初始 时 刻 开 始 运 动 都 能 以 最 短 时 间 到 达 终 
点 状态 。 最 速 控制 系统 的 运动 方程 式 将 为 


人 一 A(x + BCRC, x), (8.6-9) 


式 中 总 (1 x) 一 《高 (t,x)，……，, 六 (t,x)), . 它 的 每 一 个 分 量 均 满足 给 定 的 限制 条 件 4 
或 8B. 
设 控制 量 受 4 型 限制 , 试 讨论 最 速 控制 函数 训 (t;, x) 的 求解 方法 。 系 统 的 终点 状态 
设 为 凸 性 区 域 2， 它 由 下 列 不 等 式 组 所 确定 : 
gi(x) E00. i=1,2,:**,m, {8.6-10) 
BiCx) 一 0， 1 二 1,2,.*.,m, 决定 2 的 边界 S$, 假定 这 些 函 数 在 8 上 足够 光滑 ,梯度 向 
量 grad gi(x》 处 处 不 为 零 向 量 。 和 前 节 一 样 , 用 符号 g(x 代表 gx》 的 全 体 。 用 Gi， 
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《2, 7) 表示 时刻 开 始 运动 而 在 4 十 了 时 能 到 达 8 的 一 切 初始 点 的 集合 , 称 为 了 等 时 
区 . 与 常 系数 系统 类 似 : 人 Nel 措 二 你 和 } 存在 
下 后 者 不 在 已 的 项 点 取 值 , 且 使 “ a 
, (gradg Cz), At) 二 aOuD < i Sy 
或 - 
Alz 十 Bu) 3 0 | 《 8.6-1tb》 
将 : 和 <x 看 成 是 ”十 1 继 空 间 Rt 内 的 点 , 令 (ww) 是 区 办 了 时刻 出 拔 并 能 到 达 
9 的 一 切 点 的 全 体 ， 我 们 称 它 为 关于 的 可 深 区 ， 当 Gi (8、T) 为 单调 扩张 时 ，C， 
《8, oo) 与 MCi) 相 重合 ， 称 一 切 MC2), 0 所 4 之 -00; 的 总 和 为 变 系数 系统 在 Rn 内 
的 可 控 区 ， 用 对 表示 按 定 义 , 自 对 中 的 一 声 点 《r, x) 均 能 用 某 一 可 准 榨 制 在 有 限时 间 
内 到 达 8。 以 后 最 速 控 制 函 数 站 (1, x) 的 综合 (设计 ?将 在 对 内 进行 .重复 昔 面 的 试 论 , 可 
以 证 骨 ,一 切 自 G,(Q, ?了 ) 的 边界 点 《1, x》 以 TT 时 间 到 达 上 9 的 控制 只 能 是 击 速 控制 , 后 
者 的 每 一 个 分 量 必 是 开关 函数 (对 4 型 限制 )。 因此, 对 最 速 控制 隙 数 的 综 含 间 题 可 归结 
为 对 每 一 控制 分 量 mw 在 KR。 内 和 的 可 控 区 于 中 分 为 两 个 部 分 Mt 和 Mi， 使 
十 1, 车 (xs 人 € Mi， 
ul DD = { 


: 一 1， 着 (x,1) € Mr 
或 者 在 ” 维 空间 中 的 MG) 内 z 
和 二 1， 若 x6 Mt， - 86-13) 


nt D1 1, 若 x€ M7(4)， 
在 RH 内 -Mt+ 和 M7 的 共同 边界 是 一 个 * 继 超 曲 衔 ， M$， 称 图 襄 的 开关 曲面 ， 而 在 
R。 内 M+(#) 和 M7(z) 的 共同 边界 MD) 是 n 一 1 维 超 曲 面 ， 内 者 在 相 空 间 内 将 随时 
间 的 变化 而 连续 变动 . 这 是 与 常 系数 系统 的 开关 曲面 所 不 同 之 处 ， 在 那里 开关 曲面 是 与 
时 间 无 关 的 固定 超 曲 面 
由 于 等 时 区 的 凸 性 和 单调 扩张 性 ， 因此 月 M 所 的 任 一 成 《i, x) 到 达 避 的 最 速 控制 是 
崔 一 的 ， 它 由 下 式 所 确定 ; 
&(e) = —sign (B'(2)B(z 二 7, grad g(z)), 3 “8. 6-14) 
式 中 T 为 家 Ca, x) 到 达 9 的 最 速 过 注 时 间 ， z 为 8 边界 S$ 上 的 某 一 点 ， 最 速 过 梁 时 介 
z 是 初始 状态 和 初始 时 间 * 的 连续 函数 , 写 为 ' (2,x)， 方程 式 T(z x) 一 Te 在 R, 内 
所 确定 的 超 曲面 正 是 等 时 区 G,《Q8, To) 的 边界 5,(9， 宁 )、 剖 然 , 当 ' 5,《9, T) 上 的 过 
点 x 的 外 法 向 量 与 C4.) 的 内 积 为 正 时 。xE M7(); 反之 , 当 外 法 向 量 与 妃 (4) 的 内 
积 为 负 时 x € Mils). 因此 ,在 SQ, 7) 的 一 切 边 蹇 点 上 , 最速 控制 可 以 确定 出 来 : 
0 PE 人 > 车- (pix, )， Bb.)) < 0， 
1, 若 (lx, DD), 已 (07) > 0. 
起 中 $C, 和 0) 为 50,) 过 < 点 的 外 法 向 量 ， 如 果 函数 Tz, x) 是 可 微 的 ,那么 ,由 


等 时 区 的 单调 性 可 知 ,向 量 57，02，"…， 如) 的 方向 与 5(9。 7) 的 外 法 向 量 (1， 
x) 方向 相同; 即 


(8.6-12) 


(C8.6-15) 


gradx T (2, x) ea aplt, Xj), | : (8.6-16) 


ee oem eg Gp ego 
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式 中 > 0， 为 一 常数 ， 再 根据 最 速 控制 的 特性 式 (8.6-147 知 ;, 每 一 个 向 量 名 (zt x) 必 
对 应 如 的 边界 $8 上 的 一 个 点 z， 使 . 

Bs x) = Bri, t+ Ti, x)) grad gz) (8.6-17) 
于 是 ，G,(Q, 7) 的 边界 $,(8, 7 了 ) 可 用 下 列 参数 方程 组 表达 出 来 : 


Pp [z 十 | er + 7, BG) sign (BC)D'(s, 
十 T) grad sz))e| g(2) = 0.. (3.6-18) 


而 六 的 = 一 1 维 开关 曲面 的 参数 表达 式 为 
ee BT We BCs) sign (BCs)Pr(s, t+ T) grad gz))ds, 


(Prt, 十) grad g(z), b(t)) 一 0， 
8(z) 一 0， OET<o. (8.6-19) 
当 吕 只 含 一 个 孤立 点 z 和 时, 式 (8.6-19) 变 为 


Pe Wz BC) sign (BCP, 2 + Tp ds, 


(@'(z, f+ Tg, b(n)) = 0,. | I 
Ig|=1, 0 和 7 一 oo， (8.6-20) 
前 述 式 《8.6-19) 仅 确 定 了 tt, x) 在 Mr 各 Mr 内 的 值 ， 而 在 开关 曲面 Mi 上 的 值 
尚未 确定 ， 但 是 , 当 最 速 运动 轨 线 过 到 .M3 使 总 变 号 并 穿 过 开关 曲面 时 , 吉 在 My 上 
的 取 值 无 需 单独 确定 .不 能 排除 最 建 轨 线 的 一 段 或 全 部 位 于 MI 上 的 情况 ,这 时 点 在 
M; 上 的 取 值 就 必须 预先 求 出 ， 容 易 证 明 这 时 吉 的 取 值 可 按 下 式 确定 : 
+1， 车 志 (Pt,s + T) grad gC), bi) | < 0， 
jt, *) = 2 2 {8.6-21) 
一 (Ds + T) grad 8(2), Bil2) b> 0. 
如 果 (Or 十 了) grad (zx) (中 ws 一 0 时 ,可 继续 取 对 * 的 二 次 导数 ,而 吉 (1， 


xz) 的 到 值 规律 依然 可 以 按 式 (8.6-21) 决 定 。 因 此 ,利用 参数 式 (8.6-197 可 以 求 出 变 系 数 
线性 系统 的 开关 曲面 Ms(CD)， 
例 设 受 控 对 象 的 运动 方程 式 是 


A x 十 (十 et， 

= xt (+ eu lal 1, | 2] < 1, {8.6-22) 
系统 的 终点 状态 设 为 原点 ， 显然 ， 系统 是 完全 可 控 的 ， 季 氟 式 (8 6-20)， 在 相 平面 上 开关 
曲线 的 参数 表达 式 为 


X= 区 人 i BCs) sign (B'() D's, 二 T)@) ads, 


(Bz,# + TP, b(t)) = 0, . , a a 
id=1,0<T<%. (8.6-23) . 
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式 中 
cos (ft —2) sin(r—2) ) 
sin(T—#) coskz 一 和 六 


DC, Tr) = (~ 


解 式 (8.6-23) 之 第 二 式 有 | 
从， BF 士 (cos 了 ， es sin 7 ), 
;= +(sinT, cosT), 
于 是 ,开关 曲线 上 的 点 由 下 列 参数 式 表 示 : 
全 fcos 了 了 —sinT\ /signcosr 1 十 -9dr。 
~ | 性 T cos 可 人 


在 区 间 至 < 了 < TL 内 积分 上 式 ， 


21 十 1) 士 ec” . e 十 Sn -一 cosc 一 6 te) cos 

《 

x ~ : . (8.6-24) 
一 2 5 3 十 了 一 sosw 一 sing— re 


1=1 


式 中 右 端 之 e ~ 了 一 二 x。 将 式 (8.6-24) 夯 在 相 平 面 上 ， 便 得 到 图 8.6-2 所 示 之 开关 上 


图 6.6~z 


线 , 开关 曲线 Me) 随 : 的 增加 而 连续 变化 , 自 MX0》 的 位 置 连续 变 至 MI(oo) 处 ,如 
虚线 所 示 。 设 系统 自 x;C0) 点 出 发 在 + 时 刻 与 MD 上 之 4 点 相遇 :于 是 mu(s》 变 号 . 
然后 , 行 至 B 点 又 与 开关 曲线 MIKe) 相遇 ,mls) 又 变 号 ， 此 后 x(z] 沿 最 速 轨 线 进 至 原 
点 . 显然 ，m(#) 的 变 号 次 数 与 初始 条 件 有 关 , 这 与 第 8.1 节 内 的 常 系数 情况 相同 . 
再 讨论 另 一 个 综合 方法 一 利用 最 速 过 注 时 间 重 数 T+， x*) :的 方法 , 按 式 (8.6-15》 
和 K8.6-16) 所 示 之 关系 可 知 


a re er 一 
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a 人 若 《gradz T(z, x), bi(#)) 一 0， 
一 1， 若 (gradx T(z, x), b;:(#)) > 4。 
现在 的 问题 是 如 何 求 出 函数 。T(z, x). 
设 x(#z) 是 式 (8.5-2) 的 某 一 解 ,由 恒等式 
Ta 十 站 ,2 十 虽 ) 一 了 (1 (to)) 一 上 
EC 


让 + Grade T(t, xz)，4(px + BOR x)) = 一 1， (8,6-26) 


上 式 的 边界 条 件 是 ,在 昌 的 边界 5 上 有 

TQ x)|s = 0, (8.6-27) 
这 里 又 得 到 一 个 柯 西 问题 , 求 解 的 方法 完全 与 前 节 营 系数 的 情况 相同 ,只 是 变 元 增加 了 一 
个 :。 求解 的 次 序 依 然 是 将 曲面 5 分 成 区 域 SD)，i 1, 2, :…* ,2'， 每 一 区 域 上 的 最 
速 控 制 由 式 (8.6-25) 记 唯一 确定 ,而 S 上 的 梯度 向 量 gradx 71s 一 grad8g(Cxz)。 此 后 再 用 逐 
步 延 拓 法 , 邵 可 在 全 空间 内 求 出 T(x, 才 。 于 是 最 速 控 制 阔 数 让 (x, 2 就 可 以 按 式 
(8.6-25) 完 全 确定 ， 


(8.6-25) 


8.7 非 线 性 系统 综合 举例 


至 今 我 们 讨论 过 的 综合 问题 中 受 控 对 象 的 运动 方程 式 均 假定 是 线性 的 ， 前 面 已 经 妊 
到 ,利用 等 时 区 的 概念 可 以 顺利 地 解决 最 速 控 制 的 综合 问题 ， 但 是 ,在 实际 问题 中 常常 会 
遇 到 一 些 典 型 的 非 线性 系统 , 即 受 控 对 象 的 运动 方程 式 不 是 式 (3.2-1) 或 (8.5-~2) 型 的 ,而 
控制 量 和 受 控 量 往往 以 非 线 性 形式 出 现在 运动 方程 式 右 端 .一 般 可 写成 下 列 形式 : 
dX1 


a f(x1s X23 "Xs Hs “0 


LE 


一 一 有 2 X23 "9 Tn Hl ” ”3 Hr) ， (8.7-1) 


Az " 


这 里 依然 假定 控制 量 w 受 4 型 和 B 型 限制 . 

对 非 线 性 系统 的 分 析 和 综合 奖 比 线性 系统 困难 得 多 . 但 是 对 革 些 接近 组 性 的 非 线性 
系统 ， 即 所谓 拟 线性 系统 则 可 以 利用 线性 系统 所 使 用 的 办 法 去 综合 ， 本 节 内 将 详细 讨论 
一 个 在 工程 问题 中 比较 典型 的 非 线 性 系统 的 实例 。 通 过 对 这 一 系统 的 综合 来 看 看 应 如 何 
处 理 这 类 问题 . 

首先 让 我 们 研究 一 下 式 (《8.7-1) 的 最 速 控制 ze) 应 该 满 必 什么 条 件 20。 设 函数 户 对 
每 一 分 量 +; 具有 连续 一 阶 偏 导数 ，z*(z) 和 tz) 分 别 为 自 初始 状态 x。 至 原点 的 最 速 


1) 以 下 的 讨论 是 极 大 值 原理 一 一 最 速 控制 必要 条 御 的 简 遇 说 明 。 详 细 的 讨论 和 证 明 请 参看 第 五 章 及 所 引文 献 . 
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轨迹 和 控制 函数 ， 令 控制 量 . &(z} 不 变 , 而 将 初始 条 件 x 做 微小 变化 sy， 为 一 小 的 正 
常数 ，& > 0， 为 某 一 预定 的 任 痪 常 向 墅 。 利用 轨道 摄 动 法 可 以 求 出 以 x 十 ey 为 
起 点 ,以 让 (#) 为 控制 的 方程 式 (8. 7-17 的 解 的 主要 部 分 是 A 十 和 其 中 3 是 下 
列 摄 动 方程 式 的 解 : 


人 一 4A()y, C0) 一 
AC) ~ (SD a 7 


式 中 4(z) 是 n Xx # 阶 方 阵 。 现 将 最 速 控制 (3) 在 上 一 处 做 微小 的 改动 ,用 以 观 替 
节 交 入 全 2(e) saat 

i 上 (Cf)， 若 < 一 51,t 字 5， 

RO a (75) 

即 在 fr 的 区 间 内 将 最 速 控制 逊 数 换 城 另 一 个 向 量 Ve UU, 而 在 此 区 闻 以 外 

的 一 切 时 闻 上 最 速 控制 函数 不 做 任何 变化 ; 定义 式 《8.7~3) 中 和 的 i 是 任 一 正常 数 , 6 为 菜 

一 足够 小 的 正 数 ,显然 ,在 0 所 :<s 一 el 区间 内 最 速 轨 线 *(#) 没有 变化 ,而 在 :一 81 志 
上 < 区 间 内 轨 线 发 生 了 变化 ,这 个 变化 量 的 主要 部 分 是 sp， 


人 Ka, 四 一 Ka MOY Ys = ely + oe), 


式 中 ye (RC WC— CC 志 (x))， 并 假定 站 (z) 的 每 一 个 分 鞭 在 访 个 小 区 间 内 是 
连续 的 . 令 2) 是 式 (8. 7-2) 的 基本 解 和 阵 ， $4) = 吾 。 于 是 。 本 旭 人 
TW, 

#0) :so— gl, 

Om 全 ww + ely(2) 十 0(e)，e 


式 中 
(2) = Pls, yo. 


由 于 zi) 是 y 的 线性 函数 ,而 x(1) 又 是 es 和 y(2) 的 线性 函数 ， 不 难 理解 , 当 ? 
汝 定 且 e 足够 小 时 , 一 切 式 (8.7-3》 型 的 控制 函数 记 对 上 应 的 轨 线 获 点 构成 一 个 西 性 锥 休 ， 
而 且 过 2C4》 点 可 以 做 一 个 支 面 P， 使 一 切 变 动 了 的 轨 线 端点 x(#y) 位 于 此 支 醒 也 的 
一 便 。 设 办 为 此 支 面 的 外 法 向 量 ,于 是 有 太 

(@,, ?002 < <0, 
将 ya 之 表达 式 代 人 上 式 后 有 
0 各 [起 起 0， 中 一 A OD) < 03 
~ {p's, es FCRC) » 起 (1))) 之 《Br 1)9,, fCRCs), 9) 
四 下 [ga 人 站 中 是 式 (8.7-2) 的 共 思 方 程式 


A (8.7-4) 
的 解 ， 必 是 任意 有 属于 上 的 向 量 ， * 也 是 任意 的 ，0<<s 志 。 因 此 上 述 不 等 式 的 含义 为 
H-. $e), FOC), 二 站) 一 rhar (CGAa), FR DD) (8.7-5) 
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式 中 五 一 《%(GD)， f(x, aa))， 称 为 哈密 顿 函 数 ， 人 
式 (8.7~4) 的 关系 显然 是 


OF 
Bp, = = f(x 8), 
5 一 

zi at ” 


归纳 上 述 ,得 到 式 (8.7-1) 最 速 控制 的 必要 条 件 是 存在 一 个 非 零 连续 向 量 函 数 (z), 沿 最 
速 轨 线 上 的 每 一 时 刻 :最速 控制 立 (:) 使 哈密 顿 函数 互 获 极 大 值 ， 此 外 , 可 以 证 明 , 沿 
最 速 轨 线 有 关 9， 而 且 等 于 常数 ， 下 面 我 们 就 利用 这 个 定理 去 解决 一 个 非 线性 最 速 控制 
系统 的 综合 问题 
现 讨论 带 有 电机 放大 器 的 电力 拖 动 | 
系统 20， 如 图 8.7-1 所 示 。 图 内 左边 加 
| 到 电机 放大 器 控制 绕组 上 的 电压 wm 是 
对 拖 动 系统 的 主要 控制 量 ， 加 到 右边 直 
流 电 机 激 磁 绕 阻 上 的 电压 x， 可 以 看 成 
是 第 二 个 控制 量 。 通 常 在 这 类 系统 中 取 
u; 为 常 值 电压 ， 实 际 上 , 若 将 激 磁 电压 
uz 痢 成 为 控制 量 , 而 在 控制 过 程 中 按 需 
要 去 变化 它 的 电 平 ,那么 , 拖 动 系统 的 性 
能 可 以 提高 ， 这 一 点 通过 于 面 的 分 析 可 以 看 出 令 * 表示 电机 输出 的 转角 , @ 为 电机 旋 
转速 度 ，- “ 为 电机 放大 器 的 输出 电压 ， 和 二分 别 为 控制 绕 阴 和 蓄 磁 线 眼 的 电流 ， 于 是 
受 控 对 象 的 运动 方程 式 是 


rw 


¥| 本 ba 
4 一 = ge + Wi, 


dz 
de 
* dt. 


二 一 一 7 十 Yu 


.一 Be 十 的 


dr 
CD (8.7-6) 
At 


式 中 e, 5，7，8 均 为 正常 数 ,为 系统 结构 参数 所 确定 。 为 了 容易 掌握 综合 方法 的 实质 ,我 
们 假定 两 个 绕 阻 的 时 间 常 数 7 一 地 ，。72 一 二 和 电机 放大 器 的 时 间 常 数 7, 一 上 均 很 


小 , 从 而 把 式 (8.7-62 的 五 个 方程 式 化 简 为 一 个 二 阶 系 统 。 于 是 综合 问题 靶 可 以 在 相 平 看 
二 进行。 
设 控制 系统 的 任务 是 位 置 随 动 ， 即 跟随 输入 作用 8 一 4 一 const。 引进 误差 座 标 


xi 二 4 一 必 ， Yi 呈 一 一 各》 Ht 一 Fy Ha 一 #1 后 ,方程 组 (8.7-6) 可 化 简 为 
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如 Xi a 

人 

LE < 一 — ux} 一 CH, (8.7~7) 
Af 


可 以 看 到 这 是 一 个 非 线性 系统 ， 因 此 线性 综合 方法 这 里 不 能 应 用 ,但 是 必要 条 件 式 
《8.7-5) 却 是 适用 的 .控制 量 wx 受到 控制 电源 的 电压 限制 ,而 所 除 受 到 电源 电压 限制 外 ， 
还 需 保证 宜 流 电 机 不 因 激 磁 电 流 太 小 而 发 生 “飞散 "现象 部 转速 大 大 而 失去 控制 ， 因 而 
ww 的 下 端 要 受到 限制 ， 这 些 限制 条 件 可 写成 (适当 选择 受 控 量 的 单位 》 


jm 和 1, 0< 02 和 过 轴 所]1. 《8.7-8) 
为 了 求 出 最 速 控制 ,首先 应 写 出 式 (8.7-77 的 共 锁 方程 组 
dp 0 ， 
ds 
sh, ~ b+ ob. (8.7-9) 
他 了 . 
然后 再 构成 哈密 顿 函数 

Hlx, $B, u) = hr 十 hui — onut2) 。 《3.7 一 10) 


解 方程 组 [8.7-97 有 
0 


gut#) = | i | Vn 一 上 be pi dr| | l 《8.7-11) 


由 上 式 的 结构 可 以 看 出 ，#(s) 右 端 的 两 项 都 是 : 的 单调 函数 , 故 加 (9)》 最 多 变 号 一 次 ， 
再 根据 极 值 条 件 式 (8.7-57 和 (8.7-10) 之 右 端 可 知 ,由 于 ww > 0， 所 以 最 速 控制 之 一 是 
A) mm 一 Sign Plt). (8.7-12) 
为 了 找到 另 一 个 最 速 控制 函数 为 (9) 的 形式 ,将 哈密 顿 函数 改写 成 下 列 形式 : 
H(x, BH) = hry + 各 |-af(m 十 至 | T |. 
最 速 控制 岂 (?) 应 使 上 式 获 极 大 值 。 狐 分 别 研 究 两 种 情况 : 
(CD 设 和 (一 0， 此 时 页 一 1。 在 上 半 平 面 内 > 0， 力 应 取 最 大 值 + 1。 在 
下 半 平 面 内 x 过 0 处 ,最 速 控制 总 的 表达 式 为 


2 


之 1 
2x2 


1， 


《8.7-13) 
办 若 二 | &, 


(2) 设 加 00 之 0, 喜 二 一 1， 于 是 在 上 半 平 面 内 % >0 处 有 
| 1 。 。 若 二 1， 


ZX2 了 

好 [#3 

Wa = Se 若 es 
2 


2x2 
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【1， 着 生 < (8.7-14) 


2X2 

在 下 半 平 面 内 x 之 0, 吉 二 1. 

显然 , 一般 来 讲 , 每 一 个 页 (9 均 由 两 段 组 成 , 因为 当 we 和 ww 不 均 为 零 时 由 人 
不 可 能 恒 为 霉 , 故 页 (9 必 为 开关 孜 数 ， 另 一 个 控制 记 () 一 般 是 由 四 段 组 成 ,在 其 中 的 
一 段 内 ; 它 连 续 地 取 从 1 到 1 的 所 有 值 . 在 最 后 一 段 吉 (1) 必 为 十 1, 否则 在 最 速 轨 线 的 
终点 (这 里 x 二 0，x; 二 0) 哈密 顿 咀 数 台 [ 参 看 式 (8.7-107] 不 可 能 达 最 大 值 . 其 次 ,在 
原点 附近 只 有 两 条 可 能 的 最 速 控 制 通 向 原点 , 一 条 来 自 下 半 平 区 , 另 一 条 来 自 上 半 和 平面， 
在 图 8.7-3 中 用 L+ 和 L” 表示 这 两 条 线 ， 显然 ;在 工 上 出 一 一 1 在 工 -上身 一 
十 1; 在 这 些 线 上 轴 均 取 极 大 值 ; 而 这 些 线 上 的 每 一 点 必 同 时 为 襄 (s) 的 开关 点 ， 

总 结 前 面 的 讨论 ， 我 们 得 到 要 平面 上 的 最 速 控制 阔 数 的 取 值 区 域 . 整个 相 平面 被 开 
关 曲 线 L*+ 和 L” 划分 为 两 半 , 每 半 平 面 内 又 被 两 条 直线 51, ?2 和 5;, 5; 分 为 三 部 分 . 
以 左 半 平面 为 例 ， 在 直线 S 下 面 页 一 一 1， 轴 一 ls 在 5 和 5 的 中 间 页 一 一 1 


im .2 在 5+ 和 8S 的 中 间 页 一 一 1。 轴 一 和 在 Lt+ 上 高 = 十 1, 向 二 十 1 在 


2X3 


右 半 面 上 的 最 速 控制 的 值 域 划分 完全 类 似 . 

设 系统 的 初始 误差 z 点 位 于 第 一 象限 ， 则 最 速 过 程 和 最 速 控制 函 数 随时 间 的 变化 
规律 如 图 8.7-2 所 示 ， 这样, 最 速 控制 函数 的 综合 问题 就 完全 解决 了 。 我 们 看 到 ,虽然 极 
L* 


gx) = 十 1 ,x6 


x) 二 —i 
1 . | 
I 
0 t 


图 $.7-2 图 3.7-3 


值 条 件 式 C8.7-5) 只 是 最 速 控 制 的 必要 条 件 , 但 对 某 些 具 体 非 线性 系统 则 可 以 提供 解决 综 
合 问 题 的 足够 知识 。 当 然 ,一 般 来 讲 ,这 个 条 件 是 不 够 的 . 


8.8 ”最 速 控 制 函数 的 技术 实现 


前 面 我 们 详细 地 讨论 了 特定 最 速 控 制 沙 数 的 求法 和 最 速 控制 系统 的 综合 方法 ， 但 是 
系统 的 设计 工作 尚未 最 后 完 成 。 因 为 设计 工作 要 求 技 术 设计 者 按 求 得 的 函数 形式 做 成 摊 
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制 装置 ; 用 机 械 的 , 电 的 方法 在 实际 系统 中 实现 这 些 控制 规律 。 当 然 ， 在 原理 上 它们 是 可 
以 实现 的 ， 因 为 现代 计算 技术 已 给 我 们 提供 了 充分 条 件 去 实现 任何 复杂 的 ， 已 知 的 函数 
形式 。 如 果 控制 系统 是 一 次 作用 的 ,而 最 速 控制 函数 只 有 一 个 向 量 落 数 此 () 时 , 它 的 技 
求实 现在 乒 术 上 是 毫 无 困难 的 ， 如 果 它 记 的 每 一 个 分 量 都 是 开关 函数 ;那么 ,可 用 时 间 程序 
痰 置 去 实 列 枝 沈 开 关 动 作 , 或 者 用 7 个 时 间 函 数 产生 辑 就 足够 了 , 一 

… 当 炊 利 系统 的 初始 误差 府 标 不 能 预先 测 出 时 ;就 需要 设计 出 一 个 自动 榨 制 装置 ,该 装 
贰 根据 每 一 解 闻 测 得 的 误差 座 标 ， 按 给 定 的 函数 规律 去 算出 景 速 控 制 函 数 的 取 值 ， 这 就 
水 是 一 个 简单 的 程序 装置 或 者 简单 的 函数 产生 器 所 能 实现 了 的 事 ， 特 别 是 当 受 控 对 象 的 
运动 方程 式 的 阶 次 较 高 时 , 欲 实 现 7 个 = 元 函数 , 只 替 计 算 机 的 存 广 器 是 很 不 经 济 的 , 其 
至 现 有 的 大 型 计算 机 的 数据 存 喧 能 力 都 将 无 能 为 力 . 因此 必须 拱 出 其 他 远 径 来 完成 季 速 
控制 赣 避 的 技术 实现 . 
”一 个 普遍 闻 行 的 孙 法 是 用 简单 的 请 数 去 过 近 最 速 控 制 规律 。 实 际 工程 问题 的 物理 特 
点 给 这 入 逼 近 才 法 提供 了 有 利 的 条 件 :每 一 个 受 控 系统 的 初始 误差 值 总 不 可 能 是 无 限 
欧 . 系 绕 中 每 一 个 物理 量 都 有 自己 的 最 大 工作 范 国 ， 因 此 ， 实 际 系统 的 工作 状态 不 可 能 
是 相 空 间 的 任何 点 ， 而 是 终点 状态 附近 的 某 一 有 界 区 域 。 区域 的 边界 只 能 根据 每 一 实际 
问题 的 物理 特点 去 确定 . 我 们 称 这 个 区 域 为 系统 的 基本 工作 区 ,并 且 用 符 身 D 表 未 .如 
录 能 利用 简单 的 郊 数 在 区 域 六 内 较 精确 地 遇 近 着 速 控制 国 数 ， 而 前 者 在 技术 上 又 是 容易 
下 
的 ee， 2 

设 s(n 是 人 玫 数 (x) 的 半分 和 现 试用 。 个 单 变 最 函数 的 和 
去 刘 近 它 。 设 入 (za)， Bx2)s haltn) 为 一 串 单 变 元 水 数 ， 它们 按 下 列 意义 在 区 域 D 

上 最 优 注 近 函 坑 x4, =。.， i 


RL 一 | [wx #19 ***» fa) = hh x) he) WAC 一 min, z (8.8—1) 


趟 中 各 为 某 一 常数 ,为 2 给 祖 空间 内 的 体积 元 素 ,这 一 由 函数 妇 困 能 找到 ,而 R 又 足 

条 小 ,那么 ,我 们 就 理由 用 函数 z 

Six es #0) re hh x Bz) hs) (8.8-2) 

去 代替 最 速 控 着 wk- x。)。 假如 函数 3 尚 不 能 “是 够 好 "的 代表 和 可 对 差 函数 

n(x) 一 5 克 交 ) 一 Ri(z) 再 继续 用 第 二 次 通 近 ， 即 找 出 另 一 则 函数 g(K)s glx) 
i 0 

忆 hb [R， Co 了 一 min， (8.8-3) 


$= S(xX)+ S,(x) FE “ “hx,) 十 hpgiCrs): “ “gal za) 
去 代替 控制 函数 s(x)， 如 果 第 二 次 末 近 奶 嫌 不 是 ,可 放 续 取 第 三 次 角 近 , 等 等 .我 们 可 
以 相信 条 件 式 C8.8-1), 取 少数 几 次 饥 近 后 , 即 可 得 到 技术 上 足够 的 精度 


。 了 关于 这 种 欧 近 的 收 化 狂 , 当 = 一 2 时 已 有 证 明 , 当 n>2 时 尚 无 严格 证 明 , 见 文献 [22] 。. 


7 TE re en 一 
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设 这 一 申 最 优 带 近 的 单元 函数 已 经 找到 ,那么 ,最 速 控制 装置 的 技术 实现 就 没有 任何 
困难 了 ， 只 需 做 出 + 个 或 2» 个 单元 函数 产生 器 ,和 百 把 它们 连续 乘 起 来 部 可 。 而 单元 函数 
产生 器 和 乘法 器 的 线路 结构 即便 用 模拟 电路 也 是 比较 容易 实现 的 。 下 面 我 们 就 来 讨论 用 
什么 方法 求 出 满足 极 值 条 件 式 (8.8-I) 的 那 一 串 单 元 函数 ， 

引进 希 尔 伯 特 空间 Lx(D)， 其 中 任 一 平方 可 积 的 函数 w(xz) 有 


la = {Lal «x a = Cu, 内， 


我 们 称 函 数 xl 为 函数 wx) 的 范 数 。 于 是 
Ri: 一 [isnCx) 一 hh hl a Cu 一 多 让 一 
设 m1)， 一 1 2。…，o， 为 一 串 任意 平方 可 积 的 单元 函数 ". e; 为 一 串 足 第 小 的 党 
数 。 为 了 讨论 方便 ,我 们 假定 
| Ci) + emCs) ars = hs + erm = 1, 


式 中 Di 是 画 数 h(x;) 的 定义 区 间 。 将 及 十 jm; 代入 式 《8.8-1), 根据 如 的 极 值 条 件 
可 知 , 在 85810,1=1,2,.''*,7, 处 有 极 小 值 。 令 


RCh;i + gm) = lu —1 本 (ph; 十 ii 人 


求 R， 对 ey 的 导数 ,于 是 有 
| 下 ( Sy hs 2 I] ) = 0 
人 [ee 一: I #6)) I .Cs)] wo 一 


因为 mxr》 是 任意 函数 ,所 以 上 式 只 有 在 方 括号 内 的 函数 积分 等 于 零 时 才能 成 立 。 于 是 
便 得 到 对 i 的 下 列 积分 方程 组 : 


MAB x;) 一 | 和 RCx) TCDD “hxn) dn;, t= 1 > 2> "用 ， 


. (8.8—4) 
式 中 Di 和 do 分 别 表示 区 域 忆 在 不 含 第 ; 分 量 的 一 1 维 空间 的 投影 及 此 空间 内 的 体 
积 元 素 。 可 以 看 到 ,方程 组 (8.8-4) 是 一 组 循环 积分 方程 , 其 中 的 核 函 数 x(x) 为 已 知 . 可 


以 证 明 ,此 组 方程 式 一 定 有 解 ,或 者 说 至 少 有 一 个 解 . 如 果 加 上 限制 条 件 人 [Bi #2) Pas, 


一 1]， 则 4 称 为 方程 组 的 本 征 值 。 如 果 有 许多 解 , 最 大 的 所 对 应 的 一 串 Cx;) 将 是 方 
程式 (8.8-1) 的 解 . 

求解 方程 组 (8.8-4) 的 方法 很 多 ,例如 逐步 通 近 法 ,最 速 下 降 法 等 均 可 以 使 用 . 也 可 以 
采用 数学 分 析 中 的 特征 函数 求解 方法 。 这 里 不 再 刺 述 ， 这 一 串 函 数 求 出 后 ， 即 可 算出 式 


TI》 实际 上 我 们 乙 定 (x) 是 平方 可 积 的 9 元 国 数 ， 于 是 x(x)》 和 后 (#;), w(x;) 均 为 着 尔 伯 竺 函数 空间 LCD) 
中 的 元 于 
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(8.8-1) 内 的 Ri。 若 R, 的 值 还 相当 大 , 就 在 求 出 函数 xx) 一 5.(x) 以 后 , 把 它 当 做 新 
的 核 函数 ,再 一 次 求解 方程 组 C8.8-4), 这 样 就 找到 了 5.(x)， 依 此 类 推 。- 

实际 经 验 表 明 , 这 个 方法 的 收敛 速度 很 快 。 当 w= 2 时 ,方程 组 的 求解 极其 简单 。 欲 
达到 1% 的 帝 近 精度 ,只 需 取 二 组 或 三 组 单元 函数 就 够 了 ， 在 采用 这 个 廊 法 时 ,对 线性 系 
统 还 可 用 开关 曲面 函数 代替 最 速 控制 函数 wx(x)， 这 时 函 笋 的 变 元 可 以 减少 一 个 ， 例 如 ， 
对 三 阶 系统 可 以 只 处 理 二 元 函数 ,对 四 阶 系统 只 处 理 三 元 涵 数 等 等 。 当 然 , 在 实际 中 可 以 
根据 实际 问题 的 特点 ， 利 用 其 他 类 型 的 近似 方法 去 处 理 计 算 问 题 . 上 面 介绍 的 方法 员 有 
善 遍 意 义 , 却 不 是 唯一 可 行 的 ,因为 对 每 一 个 系统 不 一 定 都 经 济 省 事 . 
上 上面 的 讨论 基于 一 个 没有 明确 提 到 的 假设 条 件 ， 即 系统 的 每 一 个 误差 座 标 都 必须 在 
每 一 朋 闻 完全 测 出 ， 否 则 上 述 = 元 的 最 速 控制 函数 的 瞬时 取 值 就 无 法 确定 了 。 为 了 测 出 
误差 座 标 ， 必 须 周 时 测 出 受 控 对 象 的 一 切 座 标 取 值 和 输入 作用 的 一 切 座 标 ， 如 果 受 控 对 
象 的 运动 方程 式 是 一 个 = 阶 线性 方程 式 , 为 了 确定 每 一 个 瞬间 最 速 控制 函数 的 取 值 ,必须 
连续 不 断 地 测 出 受 控 对 象 的 输出 量 及 其 各 次 导数 和 输入 作用 的 各 阶 导数 .如 果 受 控 对 象 
的 运动 为 一 个 方程 组 记 拱 绘 , 则 可 不 必 测 出 输出 和 输入 的 各 阶 导数 ,只 需 测 出 各 座 标 就 够 
了 。 尽 管 如 此 ,和 欲 实现 最 速 控制 装置 , 仍然 需 计 大 量 的 测量 装置 , 这 在 实际 上 有 时 可 以 做 
到 ,有 时 也 很 困难 ， 当 某 些 座 标 原则 上 不 能 测量 时 ,最 速 控 制 系统 就 难以 实现 了 。 很 多 实 
际 问题 中 的 情况 正 是 如 此 .在 这 种 情况 下 ,设计 师 们 便 只 得 采用 其 它 方法 ,利用 不 完全 的 
座 标 信息 去 设计 系统 。 但 是 ,即便 在 这 种 情况 下 ,最 速 控制 理论 依然 有 其 描 导 意义 、 利 用 
这 个 理论 可 求 出 理想 的 过 渡 过 程 ， 原 理 上 能 够 达到 的 最 短 过 渡 时 间 。 算 出 这 些 极 跟 信 后 
就 可 以 用 此 来 评价 设计 出 来 的 系统 ,看 它 离 理 想 指 标 差 多 少 ， 这 样 ,最 速 控 制 理论 至少 具 
有 认识 论 方面 的 意义 。 同 时 ,这 里 可 以 提出 一 个 重要 的 理论 问题 , 即 当 某 些 座 标 在 实际 上 
不 能 测量 时 (或 老 说 系统 没有 完全 能 观测 性 ), 如 何 综合 系统 ,使 系统 的 过 渡 过 程 的 时 间 在 
某 一 种 意义 上 最 短 。 这 个 问题 也 可 称 为 非 全 信息 的 最 速 控制 综合 问题 、 这 方面 的 研究 无 
颖 在 理论 土 和 实践 上 都 有 重大 的 意义 、 

在 应 用 最 速 控制 理论 设计 系统 时 。 还 要 考虑 到 另 一 个 困难 . 由 于 线性 受 接 对 象 的 最 
速 控 制 是 开关 函数 并 且 求 出 的 运动 方程 式 不 可 能 完全 精确 地 反映 实际 情况 ， 可 能 在 零点 
附近 发 生 自 振 现 象 ， 为 了 避免 这 种 现象 发 生 , 可 以 将 设计 工作 分 为 两 段 进行 ,在 误差 较 大 
时 用 最 速 控制 函数 ， 在 误差 足够 小 时 用 第 五 章 内 所 介绍 的 方法 去 设计 ， 这 样 既 保 证 了 运 
动 的 快速 性 ,又 保证 了 苹 点 的 稳定 性 。 当 运动 方程 足够 准确 时 ,可 以 不 为 怜 点 的 稳定 性 耽 
心 , 此 时 最 隶 控 制 装 置 将 使 系统 具有 最 好 的 零点 稳定 性 、 因为 前 节 内 求 出 的 函数 7 《x) 
就 是 李 路 普 诺 夫 函 数 , 它 满足 稳定 性 定理 规定 的 一 切 条 件 ; 即  . 

T(x) 汪 0, 若 x 志 0， 
2 ~ —1<0, 

本 

当 控制 系统 受到 随机 干扰 时 ,最速 控制 系统 显然 没有 良好 的 评 波 性 能 ， 由 于 它 对 输 
人 作用 的 反应 太 快 ,输入 噪音 也 将 最 大 限度 地 在 输出 端 复 现 。 从 这 一 意义 来 看 ,最 速 控制 
的 要 求 与 系统 对 “噪音 ”有 良好 的 过 涨 能 力 的 要 求 是 有 矛盾 的 。 只 有 当 确 信 系统 不 受 有 害 
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一 


噪音 扰动 时 或 信和 杂 比 很 高 时 ,才能 采用 本 章 内 讨论 的 方法 去 进行 设计 ， 关 于 如 何 设计 具 
有 良好 过 滤 “ 噪 音 ” 能 力 的 系统 ,将 在 以 后 详细 讨论 。 这 里 我 们 只 指出 ,在 有 随机 干扰 作 用 
时 ， 设 计 者 应 巧妙 地 对 各 种 指标 进行 综 澡 平衡 ， 在 各 种 项 酒 中 寻 冰 技 术 上 合理 的 设计 方 


案 . 
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第 九 童 满足 指定 积分 指标 的 按 制 系统 设计 


在 前 面 几 章 里 ， 我 们 主要 从 分 析 的 观点 去 讨论 控制 系统 的 设计 问题 ， 那 就 是 首先 候 
定 了 系统 的 结构 ,然后 找 出 系统 具有 什么 冬 的 性 能 ， 

在 上 面 一 冀 里 ,我 们 第 一 次 引入 了 一 种 不 同 的 ,更 为 直接 的 观点 ， 我 们 首先 指定 某 些 
性 能 ,然后 寻求 能 够 给 出 所 要 求 的 性 能 的 控制 系统 ， 本 章 内 ,我 们 将 把 这 一 原理 用 到 任意 
的 系统 上 去 .在 这 种 控制 系统 中 ,被 清 足 的 性 能 准则 是 用 被 控制 量 的 积分 表示 的 ,因此 可 
以 得 到 一 个 非常 普遍 的 用 徽 分 方程 来 表示 的 系统 的 性 能 。 一 般 说 来 ， 这 是 一 个 非 线性 的 
扒 分 方程 ， 接 这 种 原理 设计 成 功 的 控制 系统 通 从 就 是 一 个 非 线性 系统 ， 


91 基本 概念 
实际 上 ,第 八 章 内 曾 研 究 过 的 最 速 控 制 系统 , 就 晤 属于 具有 最 短 过 湾 时 间 的 系统 , 而 


、 最 短 过 流 时 间 可 以 用 积分 公式 表达 出 来 . 下 面 我 们 将 讨论 一 个 更 为 一 般 的 问题 : 系统 质 
量 指 标 是 具有 更 为 普遍 的 积分 形式 设 受 控 对 象 的 运动 规律 为 下 列 一 阶 党 也 分 方 各 组 所 


撞 述 
i 4 “= 大 (xy es Kas Hy His * * Ws) 
0 -= f(x, > "> > Hs m， “gs 
0 
= f(xi, X29 **°3 Tus Hs Hi> ** ,Wr)s z (9,1-1) 


式 中 sr i 一 1， 2，.…， pm, 为 受 控 对 象 的 状态 座 宗 分 是，m， z，- …, 为 控制 泌 ， 上 式 
也 可 以 写成 向 量 方程 式 , 令 太一 Ca X13 "“""*y Xa) 各 一 (m1, Hy "3 xj)， 则 有 


过 = f(x, u), | 《9.1-1a) 

式 中 一 (大 万， …， 思 )， | : : 
| 

/=| fxm .9.1-2) 


来 表示 , 右边 积分 上 限 4 是 评价 运动 优 劣 的 时 间 区 间 , 即 仅 在 【0, 1 时 间 闻 嘴 内 评价 
系统 的 运动 。 显 然 , 当 太 三 1 时 ,我 们 便 得 到 = 、 此 时 运动 间 达 终端 所 需 的 时 间 就 是 
OD 这 一 问题 我 们 已 在 前 一 章 内 详细 地 讨论 过 了 。 设 % 一 (zu 
rm，…，xw) 是 受 控 对 象 (9.1-1) 的 初始 状态 ， 控 制 的 目的 是 使 受 控 对 象 由 此 点 出 发 到 
达 某 一 特定 状态 x 或 某 一 状态 集合 DC 状态 空间 内 某 一 特定 区 域 ). 

如 果 式 《9.1-2) 表示 控制 过 程 中 某 种 物理 重 的 耗损 , 如 能 重 或 燃料 浪 耗 等 等 , 则 希望 
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选择 控制 g(2) 使 
7 一 fCxC1), uC) a 一 min, x(0) 一 wo. : z GI- 


有 了 时 又 希望 使 一 max， 这 时 只 需 将 隧 数 f。 变 号 后 ， 便 可 归结 为 条 件 式 (9.1- 3). 

设 ao 是 受 控 对 象 的 初始 状态 ， 控 制 的 目 移 是 使 受 深 对 象 到 达 某 一 状态 集合 -D (区 
域 )。 有 目 x。 到 达 D 昌 满足 条 件 式 (9.1-3) 人 人 这 里 可 能 
有 四 种 情况 : 

(1) 自 . % 点 用 任何 控制 | 都 不 可 能 到 达 区 域 D， 此 时 不 存在 任何 能 到 达 目 的 
地 的 控制 明 数 ,当然 也 无 最 优 控 制 可 言 ， 

(2) 自 x 点 只 有 一 个 控制 nls) 使 受 控 对 象 的 状态 到 达 DD。 此 时 ， 到 达 终端 状态 
的 控制 只 有 一 个 , 它 所 对 应 的 式 (9.1-3) 的 J to 
是 溉 有 意义 的 。 

《3) 自 am 引 至 忆 的 控制 函数 有 多 个 《有 穷 多 个 或 无 穷 多 个 )。 如 果 这 种 控制 为 有 窃 
多 个 , 那么 其 中 使 了 取 最 小 值 的 控制 便 是 要 求 的 最 优 控制 , 若 这 些 控制 所 对 应 的 7 了 相等 ， 
则 可 认为 其 中 任何 一 个 控制 都 是 最 优 的 ， 如 果 自 xi 旨 到 DD 的 控制 序数 有 无 穷 多 个 ,其 中 
有 一 个 或 数 个 控制 使 了 取 最 小 值 , 此 时 我 人 WR 控制 设计 的 任务 就 是 找 
出 这 个 最 优 控制 来 ， 

(4) 自 wm 点 引 到 了 的 控制 有 无 穷 多 个 ,但 其 中 没有 一 个 甬 使 了 取 家 小， 此 时 最 优 控 
制 依 然 是 不 存在 的 ， . 

上 述 四 种 情况 中 的 第 四 种 ， 初 看 起 来 很 奇怪 , 其 实 这 种 情况 是 常见 的 . 试看 下 面 的 
例子 。 设 在 水 平面 上 有 一 质 攻 为 如 的 物体 ， 在 : 一 0 时 处 于 静止 状态 。 现 用 一 个 力 F， 

将 物体 推 至 x, 点 (图 91-1)。 忽 路 空气 阻力 和 麻 注 力 ,物体 运动 方程 式 为 
二 ~ TH, FO) > 0. 


， 要 求 找到 一 种 控制 力 F(#)， 使 物体 到 过 x 点 ， 且 消耗 能 量 为 最 小 。 显 然 ， 这 种 控制 力 


FO) P22 . . 


9 4 


《函数 ) 有 无 穷 多 个 ， 但 是 ,消耗 能 量 最 小 的 控制 力 却 不 存在 。 实际 十 ， 能 量 耗 损 由 下 式 
表示 
天 | 二 | F(a = 1 mlsCs)y, 

式 中 代入 一 "CD， 是 物体 到 达 x 点 的 时 刘 ，F(2) 宕 0. 为 使 耗 能 三 少 ， 需 不 小 


v2)， 当 x) 一 0 财 , 耗 能 J->0. 当 了 一 0 时 ， s(n) = 0， 此 时 F(R) 旬 0, 而 这 种 
控制 又 不 能 使 物体 到 达 x， 点 ， 由 此 看 到 ,使 物体 到 达 .x 点 的 控制 力 有 无 穷 多 个 ,其 中 却 
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没有 最 优 控 制 ， 对 任何 使 vC4) 足 够 小 的 Fi(7), 还 可 找到 “更 小 的 ”Fs(?), :使 (ay》 更 
小 ,在 极限 的 情况 下 ，J 二 0， 而 FQ) 二 0 不 属于 可 准 控 制 范围 , 所 以 , 在 这 种 情况 下 ， 
最 优 控制 并 不 存在 . 

由 这 样 一 个 简单 例子 就 可 以 看 到 , 并 不 是 所 有 的 情况 下 , 最 全 控制 都 存在 ， 因 此 ,在 
进行 控制 设计 时 ， 首先 重要 的 是 撞 消 楚 最 优 控制 是 否 存在 . 否则 , 导 求 最 优 控 制 的 努力 可 
能 是 徒劳 的 . 

另 一 个 值得 提 及 的 概念 是 关于 对 控制 量 取信 的 限 创 . 有 时 , 若 控制 量 Kk#) 的 取 值 不 
受 限 制 , 即 它 的 到 值 范围 可 以 是 整个 + 维 空 间 ,这 时 最 优 榨 制 也 常常 没有 意义 ， 还 以 上 述 
例子 来 说 明 这 点 。 设 图 9.1-1 内 所 示 之 力 FC) 不 受 限 制 ,要 求 找 出 一 个 最 优 控 制 使 物体 
: 自 零点 到 达 x 点 费时 最 短 。 显 然 ，F(z) 在 起 始 时 刻 的 取 值 越 大 , 物体 的 运动 速度 也 越 
:大 ,如 果 对 F(z) 取 值 没 限制 , 当 F(z) 的 取 值 趋 于 泥 穷 大 时 ,物体 到 达 x 点 的 时 间 将 赵 
于 无 穷 小 ,这 在 实际 上 是 没有 意义 的 . 

“由 此 可 见 , 得 最 优 控 制 器 的 设计 有 时， 首先 要 关心 的 疝 题 是 最 优 控 制 的 存在 性 ， 即 首先 
状 清 欲 达 到 的 终点 状态 实际 上 是 否 能 够 到 达 。 对 控制 重 有 哼 些 限制 条 件 ， 以 及 在 这 种 限 
: 制 条 件 下 最 好 的 控制 函数 是 否 存在 等 等 ， 这 些 问 题 往往 只 能 从 技术 问题 的 物理 概念 中 寻 
求解 答 . 在 一 般 情况 下 ， 最 优 控 制 的 存在 性 难以 用 数学 方法 加 以 证 明 … 对 存在 性 问题 有 
了 肯定 的 答案 以 后 ,就 可 以 开始 最 优 控 制 的 设计 ， 

”类 最 优 控制 找到 人 以 后 ,在 某 些 闭路 系统 中 ,设计 控制 装置 时 还 型 考 起 到 控制 系统 在 终 
点 状态 是 否 稳定 . 若 闭 路 系统 不 能 保证 终点 状态 稳定 ， 那 么 有 时 它 就 不 能 作为 实际 装置 
加以 实现 。 稳 定性 的 要 求 是 一 种 特殊 的 准则 ,在 过 渡 过 程 里 , 主要 控制 系统 的 设计 , 常 不 
“ 考 翰 这 一 特殊 准则 这 科 情 况 象 上 一 章 一 样 ， 雇 为 系统 满足 了 那些 指定 条 忻 后 ， 整 个 系 
统 已 经 具有 了 合适 的 性 能 ， 设 计 完毕 后 ,如 果 系 统 在 钱 点 状态 上 是 稳定 的 ,自然 就 无须 采 
取 特 殊 措 施 ， 也 有 另外 一 种 可 能 , 即 满足 最 优 条 件 的 控制 装置 ,不 能 保证 闭路 系统 的 稳定 
性 ,此 时 必须 在 系统 里 另 加 一 个 稳定 装置 , 后 者 只 在 过 注 过 程 完毕 后 才 发 生 作用 , 因此 它 
: 木 会 影响 控制 么 统 已 经 设计 好 了 的 运转 性 能 -例如 ,对 一 个 二 阶 系统 , 用 :y 表示 输出 ，y》， 
表示 必须 保持 的 终点 状态 , 稳定 装置 应 保证 使 系统 在 y 一 %。y 一 0 的 状态 上 稳定 .对 
于 三 阶 系统 ， 稳定 装置 应 保证 下 列 状态 稳定 .1 

i yy > ph OD. 

这 样 的 一 个 闭 轩 加 到 控制 系 统 以 局 ， 浴 制 系统 有 闻 种 运行 方式 ， 这 也 就 是 一 个 多 方式 
控制 系统 ， 在 过 渡 过 程 期 间 ,主要 控制 条 统 按照 指定 的 性 能 运行 ， 过 渡 过 程 终 止 时 ,再 换 
到 第 二 个 系统 进行 控制 这 时 候 将 保证 系统 最 后 处 于 稳定 状态 ,避免 系统 离开 希望 到 达 的 
运转 点 ， 

除了 对 控制 量 常常 存在 一 些 客观 跟 制 条 件 以 外 ， 还 可 能 存在 某 些 对 受 控 量 的 限制 ， 
这 种 限制 条 件 也 可 以 号 成 积分 形式 。 如 要 求 最 优 控 制 满足 附加 条 和 件 . 


太一 全 Ex, de isi 1s 2 mm 


z 式 中 六 是 加 mo (x 3 和 的 * 十 r 克基 
隔 数 。 下 节 内 净 用 实例 加 以 说 明 .， : 
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92 几 个 实例 


先 让 我 们 回忆 一 下 十 典 变 分 法 中 的 一 个 例 了 于 , 即 所 谓 贝 努 利 CBernoulli) 捷 线 问题 . 设 
欲 使 一 物体 依 重 力 沿 某 曲线 自 0 点 下 滑 至 了 点， 需求 出 一 条 曲线 ， 物 体 沿 此 曲线 下 滑 时 
将 以 最 短 时 间 到 达 P 了 点 ， 设 任 取 一 光滑 的 曲线 y(x*)，  。 
重力 加 速度 为 5. 若 忽略 摩 流 力 后 ,初始 为 静止 的 物体 
滑 至 y(x) 点 时 的 速度 为 V2gy， 物 体 崩 过 弧 元 di 一 
V1 十 Gy(x))dx 所 需 的 时 间 为 


MA V ji (y(x) a 
Vi2gy ee 
于 是 , 当 曲 线 y(x) 已 给 定时 ,物体 自 0 点 滑 至 P 点 所 > Mn 
需 的 时 间 为 ee 
J 一 | V 1 十 《7 ] 十 2 (9.2-1) 


由 V 2gy . ， 
现 需 找 出 一 条 “最 好 的 ”曲线 x}， 使 时 间 了 为 最 小 。 从 控制 理论 的 观点 , 上述 捷 线 问 题 
可 以 改 为 下 列 等 价 问题 ， 设 有 一 “ 受 控 对 象 ”, 其 运动 方程 式 为 . 


学 一 2 :70) = 0, yr) = ys, C2 


性 能 指标 为 


/1=[Y kp 
. 2gy 
我 们 看 到 ,选择 一 条 捷 线 等 价 于 求 出 一 个 最 优 "控制 函数 " az) 一 Se 和 相应 的 


满足 条 件 式 (9.2-2) 的 “系统 运动 >， 这 一 问题 的 解 早 在 1696 人 
牛顿 等 人 得 到 ,因而 开创 了 一 门 称 为 < 变 分 法 ”的 数学 分 支 。 以 后 我 们 将 会 看 到 ,古典 变 分 
法 对 最 优 控制 系统 的 设计 是 极为 有 用 的 。 但 是 ,对 一 些 比较 复杂 的 问题 ,古典 变 分 法 中 的 
一 些 定理 和 计算 方法 不 能 完全 满足 控制 系统 设计 的 要 求 。 为 此 必须 对 古典 变 分 法 的 理论 
加 以 扩充 ， 

为 了 说 明 最 优 控制 系统 的 命题 方法 ， 让 我 们 再 看 一 个 实例 :关于 喷气 发 动机 工作 过 
程 的 控制 问题 由. 财气 发 动机 的 主要 运转 状态 是 它 的 运转 速 尝 RD, 它 是 受 控 对 象 的 受 
控 量 ， 当 N(z) 的 变化 规律 被 确定 后 ,其 它 的 工作 特征 ,例如 发 动机 的 推力 也 就 被 决定 了 。 
在 发 动机 运转 时 对 它 的 限制 条 件 是 关于 超速 , 超 温 , 压缩 机 的 浪 涌 , 燃 烧 室 的 熄灭 等 ， 令 
NM， 表示 推 定 的 速度 。 了 表示 加 到 轮机 里 的 湿度; P 表示 压缩 机 出 口 处 的 压力 。 于 是 可 以 


(9.2-3) 


用 下 述 积分 表示 发 动机 的 性 能 准则 : | 
| iCN 一 Nat, 控制 速度 ， 
hCN Yas, | 超速 ， 
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人 TJzt， 温度 容许 的 上 限 和 下 限 ， 
A : ”压缩 机 浪 清 ， 
人 pp 一 Kian 0s - 迷 灭 ， 
| 2 的 时间 92-4) 


这 些 被 积 沙 数 的 性 质 知 图 9.2-2 所 示 , 量 P 一 gCY》 是 压缩 机 出 口 处 的 压力 超出 安全 压 
力 而 发 生 浪 酒 胸 总 重 ，gCN】 表示 对 于 浪 洒 以 下 的 安全 值 ,是 每 一 个 发 动机 速度 所 对 应 的 
压缩 机 压力 . 然 烙 宝物 的 情况 可 以 用 同样 方式 处 理 ， 逢 起 的 时 间 是 系统 从 一 个 
人才 到 另 居间 ， 法 


HP 一 AN | 


0 P-AMN) 人 En 


与 - 9, 2-2 . 
“这 昔 和 第 6.6 节 谈 到 过 的 层 气 发 动机 的 情形 相 裤 ， 线性 化 区 认 改动 的 和 性 可 以 
示 如 下 : 
了 一 2 十 garN; | : 
一 BbN 十 cc， , (9.2-5) 
其 中 是 发 动机 的 时 间 常 数 ， ee ?人 的 积分 时， 我 们 看 到 它们 全 
都 有 下 面 的 形式 : ” 


so cular er A em eA co00°o 四 I 
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| {CN, Nds, 


其 中 了 是 Y 和 的 连续 函数 ,六 是 时 间 * 的 连续 函数 ， 关于 这 个 问题 ,在 第 .5 节 内 还 要 
讨论 . , 


9.3 古典 变 分 法 的 应 用 


古典 变 分 法 给 控制 系统 设计 提供 的 理论 和 方法 大 体 分 为 两 类 ， 一 类 是 不 考虑 受 控 对 
象 的 运动 方程 式 , 即 在 整个 运动 过 程 中 受 控 对 象 本 身 的 特性 并 不 重要 ,重要 的 是 运动 规律 
的 全 局 ， 例 如 , 求 探 空 火 第 的 最 优 弹道 问题 v1, 要求 找 出 一 条 理想 弹道 , 在 相同 的 燃料 消 
耗 条 件 下 ,使 火 和 能 达到 的 高 度 最 大 ， 由 于 这 种 弹道 很 长 ,而 弹 体 上 控制 系统 的 动作 速度 相 
对 于 这 条 最 优 弹 道 来 说 是 足够 大 的 ,因而 在 考虑 最 优 弹道 的 选择 时 ,可 把 弹 体 看 成 是 其 重 
心 (质点 ) 的 运动 ， 而 忽略 刚体 运动 及 弹 上 控制 设备 的 运动 规律 ， 另 一 类 问题 是 当 积分 指 
标的 计算 时 间 间 隔 与 控制 系统 的 动作 速度 为 同一 数量 级 时 ， 受 控 对 象 本 身 的 运动 规律 必 
须 考 虑 在 内 ,甚至 成 为 决定 性 的 因素 . 

第 一 类 问题 可 叙述 如 下 : 设 x 一 (ru x3, …, zo) 为 控制 系统 的 = 个 状态 座 标 。 对 
控制 系统 的 要 求 是 找 出 连接 两 个 给 定点 % 和 x 的 连续 光滑 的 曲线 ,使 受 控 对 象 沿 此 上 曲 
线 运动 时 积分 


到 | ffs xis x29 3 xn) Bs das ***» te) ds (9.3-1) 
取 极 小 值 。， 上 式 内 证 一 39; 一 1， 2 …， nm。 如 果 引 进 问 量 符 号 , 式 (9.3-17 可 改写 成 


一 | ht, x, u) de, : : (9.3-2) 


= 得, 得 一 《ts #0)。 - 《9.3-3) 


式 中 如 为 曲线 x(?) 的 切线 向 量 , 要求 找 出 沙 数 a(s) ,使 x(#) 由 固定 点 x 引 到 x1、 有 使 
式 (9.3-2) 取 极 小 值 。 这 类 问题 的 提 法 也 可 以 改 为 端点 不 固定 的 情况 , 即 端 点 x。 和 区 满 
足 一 些 附 加 条 件 . 
Bi KI 0 一 1 2 (9.3-4) 
在 满足 这 些 条 件 的 点 中 ; 找 出 最 好 的 初始 点 和 终点 . 
第 二 类 问题 与 上 述 问题 的 不 同 点 在 于 受 控 对 象 的 运动 方程 式 比 式 《9.3-3) 更 复杂 , 即 
除 式 (9 3-2) 和 式 (9.3-4) 外 ,运动 zx(z) 必须 满足 条 件 式 C9.1- -DD 


2 = fi; xy 中， 


了 和 法 天 问题 息 想 ， 下 面 先 对 第 一 类 问题 当 * 一 1 时 ， 
略 加 讨论 。 设 控制 指标 为 


j= | FCy, jdt = min (9.3-5) 
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其 中 ys) 为 受 控 对 象 的 一 个 唯一 输出 座 标 ; 》 = - 代 ，F 是 7 和 3 的 连续 可 微 函 数 , 设 
受 控 对 象 的 初始 状态 为 y= Ce) 而 受 控 对 象 的 终点 状态 是 不 固定 的 ;, 且 积分 土 界 n 也 
是 不 固定 的 ， 若 将 y(z) 看 成 是 一 个 -一 阶 系统 的 输出 
合 ny I (9.3-6) 
则 指标 式 (9.3-5) 也 可 改写 为 
J= | Fly, wai min, : | (9.3~-5") 
如 果 我 们 认为 xD 是 一 个 最 优 解 , 那 就 是 说 ， i 是 所 有 可 能 得 到 的 输出 里 的 革 个 
输出 ， 它 满足 市 程 (9.3-5) 表 示 的 条 件 。 我 们 考 蝶 y(?) 附近 的 一 些 解 CD 十 sy(D。 其 
中 6y(z) 是 一 个 任意 的 函数 ， 5 是 一 个 数值 很 小 的 参数 。 如 果 ,y (9) 满足 方程 (9. 3-5) 表 
示 的 条 件 ,那么 J 应 在 s = 0 处 达 极 小 值 , 即 。 : 
| 他 0 Fly edys 少 王 站 am 


dE 
或 
OF 中 OF i 
下 By dyadr 十 . 5 Byd 本 Ca a 0、 | | (9 3-7》 


变 分 64 出 现 的 原因 在 于 ; 方程 (9.3-5) 里 那个 积分 的 上 限 并 非 固定 ,而 是 在 狠 9.3-1 琐 
示 的 曲线 y 一 f(z) 上 变动 . ; 这 就 是 前 而 讨论 过 的 从 一 个 主要 蛮 ai 行 状态 过 渡 到 另外 
一 个 杖 态 的 边界 条 件 . 用 部 分 积分 法 ,方程 (9.3-7) 变 成 


0) .0 rem. 


Oy 

“由 斑 终 端 满足 的 条 件 ， 很 容易 计算 出 3y(a) 
和 54 之 间 的 关系 , 即 

| Cn) + yh) = F264 

然后 把 5yCn) 沸 掉 , 因为 .6 tal 
: 们 得 到 


WE 2 的 ds 0 (93-8 
Loy 由 07 和 ) 


图 9.3-1 已 及 8 
上 DT) [Ke 901} ~ ma 2y(0) 一 中 C93-9) 
如 果 在 方程 (9.3-5 ) 中 , 时 间 间隔 4 被 被 考虑 为 系统 从 一 个 主要 运行 状态 过 六 到 另 一 个 拓 
态 的 时 间 ; 在 这 种 情况 下 、 系 统 变 数 7 从 一 个 固定 值 变 化 到 另 一 个 固定 信 ， 那 么 曲线 
y = Ka 必须 是 一 条 直线 ,这 条 直线 的 方程 是 AD), .const， 夫 此 可 认为 
8y(0) = 0， 
| HA)=0. 《9.3-107 
于 是 方程 (9.3-8) 和 方程 (9.3-9) 变 成 z z 


dv) 


i y= . 
xD + syC) _ 
人 


CR) 
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起 - (7) z (9.3-11) 
以 及 
如 果 ($ > 是 有 限 数 ，F(4) 一 7) (5 2E) . (9.3-12) 


因为 8y(0) 一 0, 当 : 一 0 时 ,并 不 一 定 要 求 方程 (9.3-11) 成 立 ,唯一 的 条 件 是 : :一 0 时 
《8F/6y) 是 有 限 数 ,而 且 ” 连续 变化 ， 一 个 新 的 过 渡 过 程 开始 时 ，y,F,， 《8F/8y)， 和 
《8F/83) 可 以 不 连续 ， 因 为 方程 (9.3-11) 的 缘故 ,在 其 它 点 《0 < :多 幻 ，BF/87 将 是 
连续 的 ， 

， ”方程 (9.3-11) 表 示 满足 方程 (9.3-5) 那个 条 件 的 变量 y(z) 的 微分 方程 。 通 常 把 方程 
《9.3-11) 叫做 变 分 问题 的 尤 拉 - 拉 格 朗 日 (Euler-Lagrange) 方程 这 里 所 考虑 的 问题 中 ， 
函 救 下 不 明显 地 包含 时 间 变数 :。 于 是 我 们 可 以 立刻 得 到 方程 (9.3-11) 的 一 个 第 一 积分 . 
方程 (9.3-11) 的 第 一 积分 中 ,满足 边界 条 件 方程 (9.3-12》 的 第 一 积分 具有 下 述 形式 : 


FOys I) my Ey (9.3-13) 
把 这 个 方程 对 时 间 * 微分 ,我 们 得 到 
OF aF _8F , 4 /OF 
pr >) 


人 y， 4F787， 等 连续 的 地 方 ,下 面 公 式 成 立 ， 


?| 2 — A 6, 
Gy dr\0y 


那么 ,或 者 9 = 0， 或 者 满足 方程 (9,3~11). 但 是 通常 在 过 渡 过 程 中 3? 不 会 等 于 零 ( 也 即 
无 论 在 任何 村 间 问 隔 内 不 恒 等 于 零 )。 于 是 由 方程 (9.3-11) 和 方程 (9.3-12) 所 描述 的 y(?) 
的 两 个 必须 满足 的 条 件 , 可 雇用 单独 一 个 方程 (9.3-13》 代 替 . 

这 样 ,我 们 称 方程 式 (9.3-11) 为 最 优 控制 所 应 满足 的 必要 条 件 。 引 进 式 (9.3-6) 内 的 


符号 ,这 个 必要 条 件 又 可 以 写 为 
OF daF_ li 
Oy dt Ou 
Cy 
Ai 
FCyC)s so) 一 (8 2 一 0. (9.3-14) 


由 上 列 三 个 方程 式 可 求 出 两 个 未 知 函 数 a(?)，y(t) 和 一 个 未 知 量 5。 这 三 个 条 件 中 的 
前 两 个 实际 上 与 终端 条 件 固 定 与 否 无 关 , 只 有 第 三 个 条 件 才 是 由 4 变 分 而 得 到 的 ， 因 而 
前 两 个 条 件 具 有 普遍 性 ， 

再 来 研究 一 个 普遍 的 情况 ， 设 受 控 对 象 的 输出 座 标 不 是 一 个 ， 而 是 4 个。 此 时 指标 
泛 衣 式 (9.3-5) 将 变 为 


J 一 | Fly, p23 Fas Yas Pis 3 Ya)di. (9.3-] 5) 


或 者 写成 
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nn = . 
J -| Fly, yz» 让 Ys? #1 > Ha» "+ Wn) dt 


人 一， ;一 1, 2, +s z (9.3-16) 
重复 前 述 计 论 ， 二 条 条 件 和 续 和 和 作 是 已经 是， 都 可 以 得 到 相应 于 式 (9.3-14) 中 ,， 
的 前 两 个 必要 条 件 : 

召 - ji 2， “** Hy 
: Ay ey z (9.3-17) 


如 果 初 始 条 件 和 撩 端 条 件 已 经 给 定 ,那么 这 两 组 方程 式 中 含有 2n 个 未 知 函 数 CD 
7 人 ); wb)，……， wo(D， 如果 初始 条 从 和 终点 条 件 是 不 因 定 的 , 则 与 式 (9 3-17) 同时 下 
会 出 现 两 个 欠 加 条 件 ; 有 如 条 件 式 (9.3-9) 或 (9.3-12) 那 样 ， 

下 画 再 来 研究 一 类 更 为 复杂 一 些 的 泛 夯 指标 : 


JE | FOys ys 9; ss ds dmins | (9.3-18) 


式 中 > 和 >x 是 受 控 对 象 的 两 个 主要 输出 座 标 ， 如 果 引 进 新 的 符号 y 一 入 9 一 y2， 9 二 夫 ; 
sw my 让 一 y 3 二 如 ， 则 式 (9.3-18) 可 写成 


站 于 
y 一 | 下 人。 ya9 Ys» Y4) His. Wa)ds, (9.3-19) 


2 一 8。 《9.3-207 


击 此 看 到 ,这 相当 于 由 两 个 二 人 阶 方程 描述 的 受 控 对 象 ， 和 “是 两 个 独立 的 控制 量 。 
设 受 控 对 象 在 : 一 0 时 刻 的 状态 为 男 定 ,而 终点 时 刻 4 是 待 求 的 , 但 终点 状态 是 给 
定 的 ， 再 没 yo 和 zx(9) 是 两 个 最 优 的 受 控 运动 ， 它 们 都 具有 二 次 连续 导数 。 令 y(?) 
和 z(z) 分 别 获 得 微小 增 量 ( 变 分 ) e8y(z) 和 a6z(z)， 其 中 5y(D 和 5z(x) 为 二 阶 连 续 
地 微 的 固定 下 数 , e 为 任意 小 的 常数 。 于 是 7 从 和 wt#) 使 式 【《9. 3°18) 或 式 (9 3-19) 取 
本 E 一 0 时 有 


4 | F(y + s8y, 9 + E86y, 9 + 289， 
ds . 0 
Zz 十 E68zx, 之 十 E64, 2 十 E858)dt := 0. 《8.3-217 .- 
方程 (9.3-18) 中 积分 的 时 间 间 隔 由 一 个 固定 时 刻 《t = 0) 开始 ， 可 是 不 是 在 某 个 固定 时 
刻 终止 ,而 是 终止 在 曲线 yy 二 有 ,二 用),， 2 二 0, 以 及 #2 二 g0) 上 , 6y 和 64 
是 任意 的 函数 , 自然 是 时 间 的 互相 无 关 的 震 数 . 
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我 们 把 方程 (9.3-21) 的 微分 运算 写 出 来 ; 
nf OF a OF oF OF ,. OF ,. 
ea 门 得 到 


ev 
人 9 下) 二 (9 SE)| os: 


十 [2 0) 十 oF, Gy 一 2 (SE) ay|. 十 F(2)6n 
Oy 0 


Oy Oy 
BF BF BF\ 1“ 
[2 5 十 932 一世 A sz| i (9.3-22) 
积 前 面 的 讨论 相 类 似 ， 积分 中 被 积 函数 以 及 边界 条 件 必须 分 别 等 于 零 ， 从 给 出 的 终端 条 


件 ,我 们 得 到 
Gyn) = [f.(#.) 一 (411) 167,, 
O34) 一 [Pa 一 p61 J6n, 
Ex (1) = [g(t1) — z(t)]6n, | 
GE = [B20) ~— #5) 1]6a. {9.3~23) 
从 方程 (9.3-22) 得 到 的 三 个 条 件 可 以 写成 两 个 联 了 并 的 尤 拉 - 拉 格 朗 日 方程 


BF _ 2 ad’ 4 (Se)—o, 
Oy dr \ By drs’ “Oy 


0F _ 4 (SF _ 和- (一 9.3-24 
Bz dt Ge 88 四 2 
以 及 ou 
_ yaF 和 (3 BF ,8F, ,4 a (9F) 一 | 
{| | Oy 25)- By Oz 一 di: \08 日 3 Ji=, 


F BF ,~ /OF _ 2 /OF 
十 fn) [2 A 二 十 fn) (局 + Ct) [oy 2 (3 J 
F OF _ 2 {BF 
十) (ja 和 57C0) [a dt G 外 下 人 ) 
OF _ 4a /OF NOFY _ 
+ az(0| 下 一 夺 ($5)| +sx) (0 0 (9.3-25) 
方程 (9.3~24) 表示 两 个 微分 方程 的 系统 ， 这 个 系统 满足 方程 (9.3-18) 原来 给 出 的 准则 . 
这 种 问题 的 物理 解答 必须 满足 方程 (9.3-18), 除 此 以 外 还 要 满足 方 程 (93.3~25) 的 那些 边界 
条 件 。 但 是 ， 因 为 F 不 明显 地 包含 变数 :, 这 一 系列 的 条 件 可 以 加 以 修改 : 如 朵 把 方程 
《9.3-24) 中 第 一 个 方程 乘 以 第 二 个 方程 乘 以 #4, 然后 加 起 来 ,就 得 到 一 个 全 伺 分 , 它 的 
积分 就 是 : 
BF BF\ ,OF ,8F, ,d /9F\_ ,OF 
ee 7 8 ?0 人 | 8 
因为 F 是 yy 和 y 的 一 个 消 数 ，8F/83y 和 6F/8y 未 必 会 等 于 零 ，8F/8y 也 不 一 定 是 时 


一 CC (9.3-26) 
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间 的 常数 函数 ,于 是 5 一 和 A We 


es | 
6y(0) = syC0) 一 (0) 噬 大 = 0, 
变量 * 也 有 类 似 的 情形 。 于 是 得 到 一 系列 边界 条 件 如 下 : - 

8yC0) = 0, fi(n) 一 0， 

57(0) 一 0。 fA) = 0 

8zC0) =0, gH) = 0 

52(0) 一 0， gC41) m0 | . (9.3—27) 
这 些 边 界 条 件 也 是 与 变量 y, 了 , zx 和 # 的 起 始 值 和 终止 信 对 应 的 条 件 ,但 是 过 渡 过 程 的 时 
辣 间 陋 可 以 变化 ， 由 方程 (9.3-27) 的 边界 条 性 , 方程 (9:3-25) 指 出 方程 (9.3-26) 右 端的 
那个 窜 数 C 必须 等 于 零 ， 方 程 (9.3-18) 的 最 后 解答 如 下 : ee 
BF\_ ,OF _ OF ,24 0 3 区 (9,3-28) 


F—»eF 2 (2F 
or dp Bz B82 


并 且 浦 足下 面 两 个 方程 中 的 一 个 : 
区 的" 人 ~ -。 


By 0y 
_ EAE + a (2) 人 :区 3-29) 
(93-29) 和 -ay 天 个 入 了 个 ?和 < 分 它们 是 控制 方程 ， 
也 是 设计 计算 机 所 用 的 方程 。 


+ 近 界 条 件 式 (9.3-27) 确定 系统 由 一 个 生 要 运行 状态 过 波 到 另 一 状态 的 过 渡 过 程 的 初 
始 和 终点 条 件 . 这 样 ,如 果 方 程式 (9. 3-27; 汤 表示 的 条 件 都 成 立 ,系统 便 由 一 组 轩 定 的 》， 
有，Z， 洛 过 流 到 另 一 组 国定 的 ys > 32» *. 方程 (9. 3-28) 是 一 个 三 阶 微分 方程 . 方程 
《9.3-29) 是 一 个 四 阶 微 分 方程 。 于 是 除了 》，?, > 和 +: 的 四 个 初始 值 而 外 ,还 可 以 假设 一 
组 与 最 后 的 y 相应 的 三 个 值 9, >， 和 z， 那 就 是 ， 当 一) 时 ; 了 一 0， z 一 zs， 以 及 
z 一 0。 还 必须 在 系统 里 加 入 一 个 稳定 装置 ,使 得 在 终止 点 ， 满足 

一 0 以 及 :一 0. 
我 们 看 到 ,虽然 上 述 情况 比 前 面 讨论 过 的 一 从 系统 更 为 复杂 ， 但 是 完全 可 以 用 癌 样 的 办 法 
处 理 ， 
从 此 例 中 我 们 又 用 到 ， 决定 最 优 控 制 的 天 个 条 件 中 ， 式 (9. 3-29) 是 一 个 普遍 的 必要 条 
件 ; 它 与 韧 始 状态 和 终点 状态 无 关 ; 条 件 式 (9.3-28) 是 由 终点 时 刻 4 的 不 固定 得 到 的 。 若 
引进 式 (9 3-19) 利 起 (9. 3-20) 内 曾 用 过 的 符号 ， 则 可 将 上 述 三 个 条 忻 改写 为 
dF 4 .BF 十 对 a’ OF 


= 0, 

Oy dr By dr’ Ow; 这 

BF dz OF BF 

OF _d0F .4 0F,, 9.3-30) 
Oys dt Gy, dt’ Ou, ( ) 
,OF d OF aF OF dz 6 BF . 
二 入 于 < 一 机 2 一 十 放生 区 一 引 二 -一 0; (9.3-31 

Poy adm “Ou YO. dou "Bw ( ) 
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dye 
4 oy, 9.3-32 
Pm, 《9.3-32) 


这 里 共有 七 个 方程 式 , 含 有 六 个 末 知 硼 数 和 一 个 未 知 数 : y.C2), y《2)， y3C2), yD), (2)， 
mt) 和 41。 对 方程 组 (9.3-30) 和 《9.3-327 积分 后 将 出 现 八 个 积分 常数 ， 后 者 将 由 四 个 
初始 状态 和 了 四 个 终点 状态 决定 ,它们 是 yC0), yx0)s yaC00s 74C023 (二 ) yh)s 
Yat 方程 式 (9. 3-31) 就 变 为 一 个 代数 等 式 , 由 它 它 可 解 出 ， i。 . 

在 讨论 了 几 种 类 型 的 系统 之 后 ， 我 们 再 来 回顾 一 下 这 些 网 是 的 解 中 包括 的 一 些 重要 
尹 设 、 在 推导 尤 拉 - 拉 格 朗 日 必要 条 件 时 ,我 们 只 是 做 了 形式 上 的 推导 , 却 故意 没有 提 到 
两 点 重要 的 假设 。 首 先 , 在 推导 时 , 我 们 先 假定 最 优 控制 函数 a(z) 是 存在 的 。 得 到 的 结 
盯 是 ,如 时 它们 存在 的 话 、 必 满足 尤 拉 - 拉 格 朗 晶 方程 及 相应 的 决定 4 的 条 件 ， 在 实际 间 
题 中 ， 任 意 给 定 泛 明 指 标 式 (9.3-5), (9.3-15) 或 (9.3-19) 后 是 省 一 定 存在 最 优 控制 儿 数 
有 呢 % 从 上 述 讨论 中 是 得 不 到 答案 的 ， 而 生 象 第 一 节 那 种 不 存在 最 优 榨 制 的 情 砚 是 完全 可 
能 发 生 的 ， 址 憾 的 是 ， 关于 存在 性 诗 今 没 有 普遍 的 行 之 有 有 效 的 判别 准则 ,对 这 一 问题 的 研 
究 在 数学 上 是 一 个 困难 的 问题 

其 次 ,在 推导 过 程 中 ， 我 们 对 y(7) 的 增 量 DC 未 做 任何 限制 ， 只 说 它 是 任意 因 定 
的 尾 舰 光滑 的 函数 , 这 意味 对 控制 量 .<9 的 取 值 不 做 任何 限制 ,如 果 最 优 控制 存在 的 话 ， 
那么 欲 满足 条 件 式 (9.3-14) 或 (9.3-30)，w(#) 可 以 在 实 轴 上 上 的 任何 处 取信 .这 种 情况 有 
.时 在 技术 问题 中 是 可 以 允许 的 ,有 时 却 是 不 能 允许 的 ,. 当 w(#) 受 限制 时 ,例如 ,在 实际 问 
题 中 如 果 要 求 |x(#)| 二 M>，: 则 尤 拉 ~ 近 格 朗 日 方程 就 未 必 有 解 ， 当然 ， 如 果 求 出 的 最 优 
控制 函数 满足 限制 条 件 的 话 , 事 情 就 简单 了 。 否 则 ,前 述 上 古典 变 分 法 所 提供 的 方法 就 将 无 
NAT: 此 时 必须 建立 新 的 理论 ， 以 适应 这 种 实际 要 求 这 将 在 以 后 详细 讨论 。 


9.4 决定 最 优 控制 的 标准 方程 组 


前 节 内 我 们 讨论 了 古典 变 分 法 中 的 几 种 特殊 情况 ， 那 里 受 控 对 象 的 运动 方程 式 实际 
上 是 多 个 一 阶 或 二 叭 环节 的 联合 。 前 面 曾 提 到 过 另外 一 种 普遍 竹 问 题 ， 即 系统 的 受 控 运 
动 方程 式 已 给 定 , 须 求 出 满足 给 定 积分 指标 的 最 优 控制 函数 ， 为 了 清楚 起 见 , 我 们 再 将 问 
题 的 数学 内 容 狗 述 如 下 。 设 受 控 对 和 象 的 运动 由 下 列 方程 组 所 撕 述 : 

Pe 罗网 
pF h(x» "nS Tus Ml> y Wa z z 
i 1s2,.*'9 R97 安 玫 。 | 《9.4-1 ) 
受 榨 运动 的 质 服 指标 是 | . 
| fi et te es / (9.4-2) 
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式 中 加 , i 均 为 诸 自 变量 的 连续 可 微 函 数 ， 本 4 积分 上 跟 和 为 受挫 对 旬 
由 某 一 初 始 状 态 到 达 指定 的 终点 基态 所 需 寺 问 ， 

设 x Cri za Xn0) 为 受 控 对 象 的 初始 状态 ， XL 《x xx xn) 为 终 
点 状态 。 须 求 出 一 个 向 量 控制 员 站 Ct) 《ta(#)，。，…*， 霹 ()), 使 受 控 对 象 自 x 点 到 达 
x, 点 , 且 使 沿 号 ef) 和 &(z) 的 积分 了 取 极 小 和 ,名 


J(a(D) = | f(s) de — min. (9.4-3) 


必须 措 ( 芥 沪 问 题 的 几 个 特点 ” - , 
9 菇 控 对 象 的 两 个 端点 都 委 设 为 轩 汪 的 ， 所 谓 左 优 巡 人 制 . 丰 () 是 指 - 切 将 xo 引 至 
和 的 控制 该 数 中 ;使 其 在 式 (9.4-3) 半 义 上 是 最 好 的 。: . 

(2) 在 4 一 0 时 刻 , 受 控 对 象 自 ao 出发, 到达 x 的 时 刻 : 4 并 不 国定 ， 六 

《3》 骨 设 w() 的 餐 个 分 量 w(7) 区 为 +: 的 分 自首 续 函 装 ; :每 一 全 区 (在 每 一 时 
钴 由 的 取信 不 受 限 仙 ， 呈 要 有 站 即 可 ， 在 任 惠 有 限 人 让， 只 有 有 限 个 第 一 关 阅 断 
碟 ， 

:在 二 述 的 银 设 条 件 下 ， 我 们 末 桂 论 最 做 控 册 所 永江 中 的 条 件 下 面 的 证 明 方法 不 局 
于 吉美 进 分 外 常 采用 的 变 分 方法 。 而 有 求 用 文献 122] 中 的 思想 , 用 更 为 直观 的 几何 证 明 . 
这 种 风 何 方法 还 将 在 下 节 内 应 用 ， 那里 将 讨 洛 ws) st 
要 条 柏 、 

和 4— -的 同时 3 xi 一 J， Co +) 本 出 关于 9 的 有 
分 为 程式， 


Po ss de | Po 
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| 十 aa， 一 E61 < fs， (9.4-6) 
G2), ORt<s— EBt, s < ph 

上 式 内 8 为 一 足够 小 的 正 数 ，6: 为 任意 正常 数 , * 为 小 于 志 的 任意 固定 时 刻 ，5a 为 任 
意 7 维 常 向 量 ， 我 们 看 到 ,新 的 e(z) 除 在 小 区 间 fy 一 e8:,:s] 上 有 了 变化 外 ,在 其 余 时 
刻 均 与 衣 (:) 的 取 值 相同 。 因 此 , 受 控 系统 式 (9.4-5Y 在 :一 s61 时 刻 以 前 的 运动 依 热 是 
最 优 的 ,只 在 “一 si 时 刻 开 始 偏离 最 优 运 动 雪线 当 上 足够 小 时 ,在 这 一 小 区 局 内 系统 
运动 的 偏离 重 可 用 下 列 公 式 算 出 ， 


| [F(R (C2),R(s) + Ba 一 FOEC), BO) J de 


六 名 | (> of sw dt Me OC, 5a) 
Js—E6t 四 到】 Bu, 


= £6 (> OF (0), ae)) ,, . ) + OCs, da). : (9.4-7,) 


上 式 右 端 之 第 一 项 由 于 用 总 代 换 了 5) 所 产生 的 误差 对 8 来 说 将 是 高 阶 无 穷 小 , 并 于 
5(e, sm) 内 , 不 难 证 明 。 当 e 一 0 时 。 lm -Qtes sa) Ce 为 圳 向 蜂 ; 当 sa -> 0 时 


OCs, Sm) Sn) -和 
el 
最 优 运动 雪线 在 * 时 刻 妃 经 发 生 了 偏差 . 在 ， 以 后 ， 竹本 雪 没 有 改变， 令 
GCOS B+ Bm)— FOE) BOY)) = yl), . (9.4-8) 
在 :时刻 的 轨 线 偏离 是 4)。 从 微分 方程 的 理论 中 我 们 知道 由 于 小 的 初始 篇 差 引起 
ed i 5 ?有 区间 内 到 (1) 一 ej 说 可 


由 下 列 线 性 化 方程 组 求 出 : 
和 之 > 如 ycy 一 0 1 8 I (9.4-9) 
或 写成 向 量 方 程式 
4 由 一 40DJ7。 C9.4-10) 
dr - 
此 处 a 
oh Oh .OH 
dro Or, - Ox, 
Al) m= “ ae 3 
| 81, ... .0 
xo Ox Dr。 
其 中 各 系数 是 沿 最 优 轨 线 求 出 的 , 即 | 
OO) 
Ox, . Ox : 


故 它们 均 为 已 知 的 有 时间 上 的 函数 . 
式 (9.4-9) 或 (9. 4-10) 是 一 个 线性 方程 组 . 设 Bt s) 是 它 的 基本 解 矩 阵 . 那么 ; 它 
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的 解 将 是 a 
FG 了 (CS (9.4-11) 
驶 在 研究 在 i 了 时 刻 轩 道 偏离 的 情况 .. 巡 然 淄 1 王 4 时 有 
BR(£1) = EP EDE, DH, (9.4-12) 
再 根据 (9 17 和 5) 的 定义 ,我 们 有 :i | 本 
HK mB 《9.4~13) 


十 武 中 BC) 为 x， 阶 长 广 阵 ， 


Be Ba, Or 
Bls) 一 Btn ob (9.4-14》 
of 1 Bf, 
Ou au Da 
NR ; 时 刻 算出 的 , 即 
Hf,(Ms), BCs)) “. 
Be - ， Ow; 


接 式 (9.4-13) 和 (9%4-12), 若 s 为 足够 小 的 正 数 ，: 为 国定 时 刻 ,于 是 每 一 个 特定 的 
Bu 使 对 应 一 个 到 )， 进 而 有 一 个 5Cz,)。 当 常 向 量 am 在 > 维 空间 零点 辐 转变 化 时 ， 
3(:) 和 68(za) 也 将 在 总 点 周转 改变 其 方向 及 大 小 。 一 切 可 能 的 {8m} 按 式 (%k-12) 
和 《9.4 玫 3) 拉 成 的 所 有 {83K4)} 将 是 一 个 线性 了 竹 空 间 尼 《把 蕊 看 成 它们 的 闪 奈 原点 )， 于 
黎 逆 站 的 维 数 将 不 大 于 r, .由 于 六 屁 最 优 泛 动 ,通奸 点 无 浏 平 行 于 心 轴 的 直线 不 可 能 
筷 合 于 每 空间 尺 内， 否则 按 式 (9;4-6) 的 让 法 将 站 (2 加 以 改变 , 受 控 标 统 式 C9.4-5) 有 可 
能 在 到 时 剂 到 达 直 线 工 上 比 xoCJ》 取 估 更 小 的 点 ,而 这 与 音 (2) 为 最 优 控制 的 蚀 定 相 矛 
盾 , 故 是 不 可 能 的 ， 由 此 可 知 , 当 r = ”时 ,KK 的 维 数 不 可 能 大 于 = 一 1， 否 刚直 线 上 将 
包含 于 其 内 ， 
既然 天 的 维 数 不 大 于 "( 当 ， 一 x 时 不 大 于 4 一 1)， 则 存在 一 个 通过 点 的 a 一 1 
维 超 平面 P， 它 能 将 天 和 以 天 为 始点 的 向 量 z 二 《一 1, 0,.…, 0) 完全 也 开 .: 取 起 为 
P 的 与 向 量 z 位 于 间 侧 的 法 向 量 , 称 之 为 中 的 外 法 疝 量 ,此 时 不 等 
(38202),B) <0 (9,4-15) 
对 任何 Cs) 均 成 立 ， 考 虑 到 6 > 0，6: > 0， 根据 式 (9.4-8), 上 式 可 写 为 
C70 DAOF $B) < 0, 
其 中 $= = Cors Ps pas ~ pr) 为 非 零 向 量 , 且 por < 0。 由 于 内 积 的 特性 有 
COs NP) BD) = (Fs), Pra 8). (9,4-16) 
再 研究 线性 化 方程 组 (9.4-9) 的 共 斩 方 程 组 : 
dh _ of, 


[J 


a eG 
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或 者 写成 向 量 的 方程 式 
6 = —A'(n)g. C9.4-18) 


令 F(1,s) 是 式 (9. oe Fl(r,r) "= EF, 个 准 证 盟 ， Fl#,5) 一 《gt 37 
这 个 关系 式 总 成 立 。 这 是 因为 


OD dO 
a dt dt 
歼 
一 一 一 94(D006- 一 一 4( 有 ， 
~ 将 上 式 两 端 转 置 后 有 


A) 站 (94-19) 


这 就 证 明了 《9"Gzs)” 是 式 (9.4-18) 的 基本 解 矩阵 . 令 $0) 是 式 (9.4-18) 的 一 个 特 
解 , 且 加 . 
$n) 一 Bh, (9.4-20) - 
此 处 是 前 述 之 外 法 向 量 ， 于 是 - 
$ (@'(a, Dp). 
将 上 式 代入 式 《9.4-16) 后 便 有 
CP), Bs NB FB = (Fs), BO < 0. 
再 出 式 (9.4-8) 将 9Cs》 之 值 代 人 上 式 , 便 得 到 最 后 不 等 式 
CF Es), Bs) 十 B00) 一 下 (这 EC) BY) < 0， 


或 埋 
Cf (Es), Bs), $C)) > FES), B+ Gu), BO). (9.4-21) 
记 销 数 - 
HX, : u) = > hd 《9.4-22) 
”不 难 直 接 检查 此 殉 数 互 与 方程 组 (9.4-57 及 (9. 4-18) 的 关系 是 
oF _ Mx 
Re 0 ， 1 "58 
Oy dt | 
7 I 了 
Em 本 f We 四 {9.4-23) 


函数 瑟 与 分 析 力 学 中 的 哈密 号 水 数 的 结构 形式 很 类 似 ， 故常 称 为 哈密 顿 函 数 ， 通过 函数 
五 可 知 条 件 式 (9.4-21) 等 价 于 下 列 等 式 : 

HOECS), $C), EEC)) 一 extHCE, a BRC) + bu),. C9.4-24) 
这 就 是 说 ,在 受 控 系 统 的 最 优 运 动 轴线 上 ,在 :时刻 对 任意 是 够 小 的 5u， 最 优 控 制 &《s) 
使 是 取 极 慎 ， 但 是 ,由 于 :是 任 帝 的 ,0 二 :二 4, 放 条 件 式 (9.4-24) 对 最 优 轨 线 上 除 两 
个 端点 外 的 一 切 点 均 成 立 。 著 国 数 fi(xs 站) 对 年 的 每 个 分 量 是 连续 吕 徽 函数 , 刚 式 
《9.4~24) 还 可 以 写成 , 
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pa HOR), $a), a): = Ns 


j= 1 2 70 之 1 i {9.4-25) 
上 上 述 讨 论 中 ,我 们 均 很 定 系 统 到 达 终 点 的 时 | 闻 4 已 经 给 定 ; 央 此 在 推 避 上 述 条 人 栖 时 ， 
对 未 做 变化 。 实 际 上 由 于 到 达 端 点 的 时 间 也 可 以 变化 ,由 变化 二 还 可 以 染 出 另外 一 个 
最 优 控制 必须 满足 的 必要 条 件 。 现 设 到 达 终 点 的 时 间 不 是 .nh 而 是 4 十 At。，An 是 任意 
足够 小 的 正 数 或 负数 ， 在 区 间 [0, a 十 An] 定义 控制 函数 为 
&(), 0 入 
ea) (1) 和 十 An。 We 
由 于 终端 时 刻 的 变化 而 产生 的 增 量 dx(1) 同样 应 满足 条 件 式 (9， +-15), 即 
(AKCEC1,), &(21) Az , hh) < 0. | 
出 于 -A 是 任意 的 ,其 符号 可 正 可 负 ， 故 上 起 只 有 在 左 端 为 零 时 才能 成 立 ， 因此 , 可 以 断 
言 在 a 时 刻 有 
万 (总 0)， $c, 1) 闻 ~ CF RCH), &(z1)), $e)) = 0。 (9.4-27) 
但 是 ,根据 关系 式 (9. 4-22) 可 以 算出 当 &(z) 为 固定 时 


8 _ /af a 
a =- (全, 中 加 (F, 2 人 
= (4D 华 号 ,多 ] + (F, 本 
= (FF, A ba OF, 0 | 
三 达 , 
此 处 4(9 为 式 (9.4-10) 中 网 方 阵 ， 故 沿 村 优 运动 轨 线 ,了 哈密 顿 函 数 恒 为 常数 ， 
HOEC#), $2), 在 (1)) = conr, 0 < 1 
由 式 《 4-27) 知 (Cz,) 吧 :-0。 所 以 区 有 : 
HCE), $B, = 0,0<1 上 Ei, (9.4-27’) 
这 上 痒 我 们 就 得 到 了 一 套 完整 的 最 优 控制 应 该 满足 的 必 概 条 件 . 现 将 这 些 条 件 集 中 窟 


出 : , 
和 一 fCR() :三 (7 一 0 1, 2 


二 0) — (0, zs xxy xu) 
YX 人 (hh) 亚 (2 X213 "3 Xa1)s 


Ds Of ed, ly***, 3 ~ 

ds 2 
2 

旨 上 ..! , 2 
He 0 | (094-28) 


_ 总 之 ,各 条 控 创 生 e) 的 取信 不 受 限 人 ， 目 xm 点 至 入 点 的 最 枕 控 制 山 沙 存在 , 那 
么 汶 存 在 一 组 非 零 困 数 (有)，-…， slz), 后 老 是 式 (9.4-28) 中 第 二 组 方程 式 的 解 ,使 哈 
密 顿 浮 数 五 在 每 一 对 刻 对 变量 z 取 极 值 ,而且 滞 最 优 运 动 雪线 H 恒 等于 零 、 


A TE ee ee ap 
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现 分 析 一 下 必要 条 件 式 (9.4-28) 的 结构 。 首 先 ,由 于 各 ji 中 不 含 wo, 故 


“ = 0;, dy = const, fo 0. 
f 


这 里 的 第 三 个 条 件 是 由 于 一 切 5#(4》 所 构成 的 子 空间 KK 不 包含 向 量 z = (一 1, 0，……， 
0)， 其 次 , 式 C9.4~-28) 内 共 含 有 2n 十 > 十 2 个 未 知 读数 和 一 个 未 知 数 上 4， 即 共有 2 十 
r 十 3 个 未 知 因素 ， 而 恰恰 有 2 十 + 十 3 个 方程 式 , 若 最 优 控制 存在 的 话 , 可 以 由 式 
(9.4-28) 求 出 。 式 《9.4-28) 内 包括 了 2 十 2 个 微分 方程 式 ， 其 它 + 十 1 个 方程 式 是 代 
数 方程 。 为 了 解 两 组 微分 方程 式 必须 有 .2# 十 2 个 边界 条 件 ， 实 际 上 我 们 只 有 2z 十 1 
个 边界 条 件 , 因 为 re(a) 的 终点 值 (最 优 值 ) 是 未 知 的 。 看 起 来 ,似乎 还 缺少 一 个 条 件 。 事 
实 上 ,由 于 对 甸 的 方程 组 是 线性 齐 次 的 ,初始 条 件 只 能 准确 到 某 一 常数 公 因 子 , 故 对 它 的 
求解 只 需要 有 * 个 初始 条 件 就 够 了 ， 此 外 ,还 有 一 个 初始 条 件 应 由 式 (9.4~27) 在 :0 
时 确定 ,所 以 实际 上 只 须 有 2s 个 初始 条 件 就 能 求 出 两 组 微分 方程 的 解 ， 剩 下 的 一 个 边界 
条 件 恰好 留 给 a。 因 此 , 式 《9.4-28) 中 不 仅 方 程式 的 个 数 是 足够 的 , 而 且 边 界 条 件 也 恰 满 
足 需 要 .下 由 于 这 个 理由 , 我 们 说 式 (9.4-28) 给 出 了 求 最 优 控制 所 必须 的 完整 条 件 . 因 
此 ,我 们 称 式 (9.4-28) 为 决定 最 优 控制 的 标准 方程 组 . 

但 是 ,还 应 该 注意 到 , 如 果 式 (9.4-28) 只 有 一 个 孤立 的 解 , 它 连 接 x 和 xi, 那 么 它 就 
是 唯一 的 最 优 运动 和 最 优 控制 。 如 果 潍 足 式 《9.4-28) 的 控制 和 运动 不 只 一 个 , 而 有 很 多 
个 , 则 在 这 些 运 动 中 仍 有 必要 加 以 选择 .这 就 是 说 , 条 件 式 (9.4-28) 仅 仅 是 最 优 控制 和 最 
优 运动 的 必要 条 件 ， 满 足 式 (9.4-28) 的 控制 函数 不 能 保证 都 是 最 优 的 。 还 有 一 种 情况 可 
能 是 不 存在 式 (9.4-28) 能 够 使 受 控 系统 自 xz。 点 出 发 到 达 zw 点 的 解 , 此 时 最 优 控制 将 不 天 
在 。 如 果 满 足 式 (9.4-28) 的 解 有 很 多 个 ,每 一 个 都 使 zo 一 了 一 Inin, 这 时 最 优 控制 将 不 唯 
一 ,在 设计 实际 系统 时 可 任 选 其 中 的 一 个 加 以 实现 
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在 实际 问题 中 , 除 预 先 给 定 控制 过 程 的 积分 指标 外 ,还 可 能 提出 某 些 关于 受 控 对 象 给 
出 座 标的 限制 条 件 ， 例 如 第 9.2 节 中 喷气 发 动机 的 工作 过 程 中 , 常 要 求 对 发 动机 温度 进 
行 限制 。 这 种 限制 也 往往 是 以 积分 形式 给 定 的 ,例如 要 求 控制 过 程 满足 条 件 


= 上 gCx, Rl | (owsl, 


其 中 ! 为 某 一 给 定常 数 。 这 样 必须 在 使 受 控 对 象 式 《9.4-1) 目 状 态 x。3 引 至 x%， 且 满足 
条 件 (9.5-1) 的 一 切 控制 中 寻求 使 式 《9.4-22 达 极 小 值 的 控制 图 数 一 一 条 件 最 优 控 制 函 数 
ulr). : 

如 果 设 计 控 制 系统 时 先 不 考 虚 式 (9.5~1) 的 限制 条 件 , 而 直接 解 方程 组 (9.4-28), 这 样 
求 出 的 a(#) 和 x(#z)， 必 须 再 代入 (9.5-1), 检查 该 条 件 是 否 被 满足 ， 自 然 , 这 时 有 两 种 
可 能 ， 由 式 C9.4-28) 求 出 的 最 优 控制 满足 笨 件 式 (9.5-1), 此 时 限制 条 忻 式 (9.5-1) 不 改变 
前 述 的 设计 结果 ; 另 一 种 可 能 是 由 式 (9.4-28) 求 出 的 最 优 控 制 不 满足 条 件 式 《9.5-1), 此 时 
就 不 能 按 原来 的 计算 进行 设计 了 ，, 而 驳 寻 求 满足 式 (9.5-1) 的 新 的 条 件 最 优 控 制 ， 上述 两 
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种 情况 中 ,对 设计 者 有 意义 的 是 第 二 种 ,因此 当 由 式 《9.4-28) 求 出 的 最 优 控制 不 满 是 式 
(9.5-1) 时 ,我 们 有 理由 在 式 (9.5-1) 内 取 等 号 ,即将 式 (9.5-1) 改 写成 条 件 


71 二 人 Bx, Bd = (9.5-2) 


用 类 似 前 节 的 方法 可 以 证 明 忆 如 果 立 (z) 和 &(z) 是 满足 条 件 式 C9.5-2) 的 自 mm 点 
引 至 x 点 的 最 优 控制 , 如 果 它们 不 是 闷 的 极 信函 数 , 则 必 存 在 一 个 常数 2: 使 上 9 和 
62) 成 为 满足 下 列 积分 泛 谓 指标 的 最 优 控制 : 


J = 下 [jx, 0) 十 a u)}ar = min。 (9.5-3) 


以 新 的 积分 指标 式 C9.5-3) 代 替 原 积分 式 (9. 4-2) 后 , 依然 可 以 利用 标准 方程 组 (9.4-287 求 
出 条 件 最 优 控 制 ， 此 时 又 多 了 一 个 未 知 遂 数 4， 但 是 ,为 了 求 ) 我 们 却 又 多 了 一 个 条 件 
式 (9.5-2), 于 是 ,如 果 条 件 最 优 控制 通 数 存在 的 话 ,由 式 (9 4-28),C9.5-2), (9.5- 3) 有 项 
望 将 它 求 出 . 

”作为 例子 :我们 继续 研究 第 9.2 节 中 曾经 介绍 过 的 喷气 发 动机 的 过 程控 制 问题 ， 并 对 
发 动机 输入 至 轮机 的 工作 物体 的 温度 加 以 限制 ， 根 据 式 《9.2-4) 和 (9.2-~5)。 当 控制 速度 
时 , 若 只 把 旋转 速度 误差 看 作 是 最 重要 的 因素 ,控制 准则 就 变 成 


上 fCN 一 Nd = min, ， (9.5-4) 


于 是 ,由 方程 (9. 3-13) 的 控制 条 件 可 以 简单 地 给 出 等 式 
h(N 一 N = 0. | 

由 于 不 的 性 质 ; 我 们 有 N 一 M,。 这 个 结果 表示 : 在 发 动机 的 性 能 没有 要 到 其 它 限制 条 
位 的 情况 于， 这 种 速度 控制 将 保持 速度 误 莽 恒 等 于 夫 ， 然而 只 有 允许 温度 无 限 升 高 , 才 可 
能 实际 达到 上 述 要 求 。 这 个 结果 和 前 面 的 方程 (9.3-13) 前 后 不 一 致 ,在 那个 方程 里 ,，N 并 
不 是 一 个 时 间 的 不 连续 的 函数 。 这 个 例子 是 一 般 问 题 的 一 种 显然 情形 . 但 是 这 个 结果 指 
出 必须 附带 有 另外 的 准则 才能 给 出 实际 上 有 意义 的 系统 . + 

设 工 表示 发 动机 工作 温度 的 通 时 信 ， 根据 式 (9.2-4) 门 的 温度 限制 过 过 了 对 温度 的 
人 


n= | KTC. 站 (9.5-5) 


现在 鼻 设 在 速度 控制 问题 中 把 条 件 式 (9.53-4) 和 (C9.5~5) 合并 关卡 根据 本 节 六 前 面 
的 讨论 :5 可 以 写成 一 个 类 似 式 (9. 5-3) 的 积分 指标 : 


7 下 [fCN 一 N,) 十 26(721a = min, (9.5-6) 


所 以 F ofi(N—N,) + AAT). 由 于 利用 了 方程 (9. 2-5) ,方程 (9 3-13) 变 成 
fCN — Ni) .+ HT) 一 haorNRCT)。 (9.5-7) 
这 是 过 流 过 程 的 控制 方程 ，、 当 过 流 过 程 终止 时 ,理想 的 稳定 装 里 发 生 作用 ,所 以 就 有 
Nm . 
z 应 0. 9.5-8) 
方程 (9.5-7) 和 (9.5-8) 描 写 出 整个 控制 系统 的 性 质 ， 我 们 可 以 设想 ,有 一 架 计算 机 安装 在 
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系统 里 , 它 由 测量 机 构 获 得 有 关 N 和 工 的 资料 ,贮藏 有 4, a, 和 7 的 资料 ,以 及 燃料 速度 和 
入, 了 之 则 的 联系 ,然后 根据 方程 (9.5-7), 产 生 适 当 的 燃料 肤 射 率 的 信号 ， 当 NN 即将 到 达 
N, 时 ,稳定 机 构 参 与 作用 ,所 以 过 渡 过 程 终止 时 方程 C9.5-8) 自 然 满 足 ， 一 般 说 来 ,控制 方 
程 (9.5-7) 是 非 钱 性 方程 ,计算 机 不 可 能 是 线 姓 元 件 , 不 像 简单 的 电阻 电容 线路 那样. 

作为 一 个 例子 , 郑 虑 下 述 情 况 , 当 了 > 工时, fT) 一 《T 一 IL)", 当 了 < 工时 ， 
及 TD = (L 一 了)"。 通常 ,次 数 # 必须 大 于 1, 因为 如 果 ”< 1, 了 可 以 是 无 限 大 ,这 样 
即使 积分 


ACT 


是 有 限 的 ,将 使 六 不 连续 ,这 不 符合 实际 情况 ,在 讨论 中 , 令 有 = 2, 并 且 令 (CN 一 NN,)= 
AN 一 N,;》， 所 以 我 们 又 以 对 于 给 定 值 所 发 生 的 平均 平方 误差 作为 误 姜 的 量度 ,于 是 方程 
(9.5-7) 变 成 

(No -> + (LC— aN) = oTN’, 《9.5-9) 
在 这 个 式 子 里 : 对 加 速度 的 情形 , 即 当 N < N, 时 ， 

N>0, Lo= 1,: 
对 减速 度 的 情形 , 即 当 NN > N, 时 有 
N<0, Lm”,, 

此 时 ,控制 系统 的 方块 图 可 用 图 9.5-1 表示 如 下 : 


N。 是 真正 的 发 动机 速度 ,假定 我 们 考虑 威 速 度 的 情况 ，N 入,。 在 过 渡 过 程 中 ，N. 一 N， 
是 正 的 ;所 以 计算 机 和 发 动机 何 服 系统 之 间 的 开关 闭合 ,计算 机 发 出 信号 ,计算 机 根据 方 
程 《9.5-9) 产生 信号 arN。 在 图 9.5~1 中 用 一 个 直角 三 角形 边 长 的 关系 猫 写 信号 之 冯 的 
联系 ， 发 动机 何 服 控制 系统 要 设计 得 使 发 动机 尽 可 能 服从 计算 机 所 发 出 的 信号 sr 入 。 这 
只 要 利用 图 中 所 表示 的 放大 系数 很 高 的 线路 就 可 以 达到 目的 。 当 速度 误差 的 值 变 得 非常 
小 的 时 候 , 计 算 机 就 停止 发 出 信号 ,于 是 系统 的 稳定 装置 将 保证 系统 保持 指定 速度 N,, 而 
处 于 稳定 状态 ,于 是 系统 满足 方程 (9.5-8) 的 条 件 ， 

控制 系统 里 有 一 个 可 调整 的 参数 2、 对 于 任意 一 个 给 定 的 2 和 得 到 的 超 温 积 分 来 
说 ,这 个 系统 将 会 使 速率 误差 平方 的 积分 取 极 小 值 . 2 的 值 确 定 超 温 积分 的 值 式 (9.5-6)， 
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我 们 沽 鼎 aN, 一 工 这 一 特殊 情况 , 那 就 是 , 与 温度 的 限制 相 适应 的 加 速度 或 减速 度 是 距 

I 从 方程 (92-5) 的 ， 有 兴趣 地 注意 到 ,在 这 个 特殊 例子 里, 根据 方程 (9.5-9. 的 控制 条 件 * 沼 
N 一 六 ,时 。 尺 一 0， 所 以 并 不 需要 一 个 额外 的 稳定 装置 ,图 (9.5~1. 中 控制 系统 里 的 开光 
ee 在 这 一 特殊 情况 下 ,方程 (9.5-9) 变 成 线性 的 ,可 以 写成 


ECL -oN a 9.5-10) 
1 \ 二 
E + (9.5-11) 


WPS 例如 ， 温度 积分 是 
| 《TC— 一 《aeN 一 上 + urd J 
= (E—1) r (L — aNyids 
一 22 吕 = 1Y’ 上 (Ny, Nya : : 
I ny A aN 
=4a(E—1) > (N,— NY) N 
‘(N, — NYdN 
Me EalN,— NN) 
CE — 1 1 . 
E 


rE 一 wa 


=— gr 


二 CN, 一 加 


于 是 得 到 
二 仆人 一 as 一 CE 一 | 《9.5-127 


《 工 一 Fo 2E 
其 中 N。 是 过 渡 过 程 开始 时 pe 园 样 ， 人 


人 A 去， 加 (9.5-13) 
假设 Taw 趾 最 高 温度 ， 于 是 
L 


7 
， 1, 9.5-14 
i L — eN, . z I ) 


从 方程 (9$-10) 我 们 有 - 
3 dN 
FalN, — 一 N) == aT 7 


在 过 中， 尖 抽 系统 的 怕人 时 间 几 r* 表示 ， 


Tr 站 《9.5-15) 
这 些 方 帮 的 左 端 已 经 化 成 天 量 纲 的 形式 了 . 最 高 温 谋 了 wer 是 过 渡 过 程 开始 时 的 温度 ， 
当下 二 区 wo) 时 ,这 时 想 温 疲 不 超出 ,这 与 我 们 前 而 的 叙述 相符 : : 当 % -> 00 
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时 ,表示 超 温 的 积分 等 于 零 。 速 率 积分 等 于 0.5, 并 且 太一 *。 如 果 王 增 大 (或 者 ) 减 
小 ), 漫 意 积 分 和 最 高 湿度 增 大 ;而 速度 积分 和 时 间 常 数 减 小 。 可 以 取 W 7 为 E 的 一 个 折 
表 值 , 或 者 oX 一 1。 只 要 殷 瑟 或 者 的 值 给 定 , 控制 计算 机 的 程序 也 就 确定 了 , 于 是 可 
以 进行 控制 系统 的 设计 工作 . 

对 于 方程 (9.5-9) 的 普遍 情形 , 积分 值 计算 起 来 非常 麻烦 ,但 是 可 以 采用 局 样 的 步骤 
设计 控制 系统 。 勃 克 森 包 姆 和 胡 德 给 出 方程 (9.5-10) 右 正 的 解答 、 那 就 是 求 出 : 的 函数 
NI. 但 是 我 们 在 这 里 对 于 控制 系统 的 设计 并 不 着 重 在 求 得 这 种 解 . 榨 制 系统 的 全 部 资料 
由 方程 (9.5-10) 本 身 给 出 , 因为 这 个 方程 已 经 告诉 我 们 应 该 如 何 构造 控制 计算 机 ， 如 果 
根据 那些 条 件 做 出 计算 机 ， 于 是 就 能 保证 得 到 希望 的 性 能 ， 冯 对 于 时 间 的 具体 变化 情况 
倒 并 不 重要 . 因此 我 们 的 设计 方法 与 其 说 是 根据 假设 的 方程 的 解 去 进行 设计 . 倒 不 如 说 
是 “设计 ” 非 线性 方程 本 身 . 
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前 面 数 节 内 所 讨论 的 最 优 控制 问题 都 基于 一 个 重要 假定 ， 控制 函数 at(z) 的 取 值 范 
起 事先 不 受 任何 限制 . 按 方程 组 (9.4-28) 求 出 的 最 优 控制 函数 站 (fp) 一 《而 (2)，，……, 总 (2)) 
可 以 在 + 维 空间 的 任何 地 方 取 值 ， 我 们 曾经 指出 过 ， 控 制 量 的 取 值 在 绝 大 多 数 情况 下 
总 是 受 限制 的 。 控 制 量 的 变化 只 能 在 预先 确定 的 范围 内 取 值 ， 而 古典 变 分 法 的 理论 中 其 
主要 方法 的 证 明和 主要 结论 实质 上 都 没有 充分 地 ， 或 完全 没有 考虑 这 种 限制 条 伞 。 为 了 
确切 地 反映 这 一 基本 事实 ， 上 古典 变 分 法 的 理论 和 方法 就 难于 直接 采用 ， 这 里 需要 有 另外 
一 种 研究 方法 ,以 使 古典 变 分 法 的 应 用 范围 得 以 改进 ,使 之 更 适合 于 实际 控制 问题 的 基本 
特点 . 
值得 指出 的 是 。 这 种 附加 的 控制 系统 特有 的 限制 条 件 ， 无 论 在 实际 技术 问题 中 或 在 
理论 上 都 使 得 最 优 问 题 与 古典 变 分 法 内 所 研究 的 问题 具有 本 质 上 的 不 同 。 例 如 在 古典 变 
分 法 的 意义 上 并 不 存在 最 优 解 的 时 候 ,考虑 了 跟 制 条 件 后 , 最 优 解 就 不 仅 存在 。 而 且 还 具 
有 重要 的 实际 意义 。 举 例 来 说 , 在 *, y 平面 上 有 一 条 光 谓 曲线 y 一 1(z)，、 如 果 此 曲线 
在 全 平面 内 确实 有 极 小 值 存 在 、 那 么 用 求 极 值 的 古典 方法 可 以 求 出 极 值 及 其 对 应 的 横 座 
标 aa。 但 是 , 当 * 的 取 值 范围 受 限制 时 ,如 a 委 x <& 5, 该 函数 1(x) 在 此 区 间 内 可 能 没有 
极 值 ， 而 最 小 值 却 总 是 存在 的 ， 此 时 古典 方法 就 完全 无 能 为 力 了 。 本 章 初 我 们 曾 讨论 过 
的 物体 运动 一 例 中 , 按 证 典 变 分 法 的 提 法 ( 即 图 9.1-1 中 R(Cz) 不 受 限制 的 情况 ) 最 速 控制 
是 不 存在 的 ， 但 当 作用 力 FCs) 的 取 值 受 限制 时 , 如 0 < 。< F(?) < 5， 最 优 控制 就 存 
在 了 .这 一 点 读者 不 难 从 简单 的 物理 概念 中 推 知 。 
总 之 ， 本 节 内 我 们 将 介绍 控制 量 受 限制 时 的 最 优 控制 的 设计 间 题 ， 设 受 控 对 象 的 运 
动 方程 依然 为 式 (9.4-1), 性 能 指标 为 式 (9.4-2) 型 的 积分 泛 函 。 深 制 量 ze 的 取 值 范围 假定 
为 > 维 空间 的 某 一 点 集 U， 后 者 可 能 是 一 个 区 域 ,例如 由 下 列 不 等 式 组 所 确定 : 
gtst2s tp) EO, i= 1,2,.*, (9.6-1) 
也 可 能 是 一 个 正方 体 ,由 下 列 条 件 决定 : 加 
ju| 过 M， zi 一]1， >- rs (9.6-2) 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 www. fi neprint, com. cn 


264 第 九 章 满 是 指定 积分 指标 的 撑 钢 系统 设计 


或 者 只 包含 几 个 施 立 点 和 线 、 例 如 , 若 控 制 器 是 由 数 个 双 极 继电器 组 成 的 ,那么 控制 量 的 
每 个 分 量 w 只 可 能 取 值 十 M ， 此 时 点 集 忆 只 含有 2" 个 弧 立 点 。 当 rf 二 1 时 , 控制 量 只 
能 取 两 个 值 ，-HM 或 一 M ，M 为 某 一 给 定 的 正 数 ， 

在 这 种 特定 条 件 下 讨论 的 最 优 控 制 问 题 是 由 庞 特 里 亚 金 Campanam 及 其 学 生 们 
完成 的 吕 ， 这 里 仅 限于 义 述 他 们 的 基本 方法 和 此 方法 的 几何 意义. 最 后 我 们 将 指出 这 和 
方法 与 前 述 古 典 变 分 法 之 闻 的 联系 . 

如 果 控 制 函 雪 mCz) 在 任何 时 刻 均 取 值 于 U， 而 县 它 的 每 一 分 zi(z)， i 1，2， 
…, +, .都 是 逐 段 连续 的 函数 ,在 任何 有 限时 间 内 只 可 能 有 有 限 个 第 一 类 断 续 点 , 则 称 这 
类 a(z) 为 可 准 控制 0， 控 制 量 的 取 值 域 了 是 > 维 空间 的 尾音 点 集 ， 它 也 可 以 是 全 空间 ， 
此 时 间 题 将 与 古典 变 分 法 的 命题 一 致 。 以 后 我 们 将 假定 深 制 重 的 值 域 喜 已 被 给 定 . 

与 前 节 类 似 ,对 受 控 对 象 式 (9.4-1) 引 进 一 个 新 的 座 标 xo， xu(f) 一 7(9)， 则 

Se = fx "9 Xr HlS “* ar。 
于 是 式 (9.4-1) 和 (C9.4-2) 可 联合 成 为 一 个 包含 # + 1 个 -- 阶 方程 式 的 方程 组 ,将 它 写 成 向 
量 形 式 


4 F(R, a), (0) 一 9， %), 人 6-3) 


式 中 7. (fos 大， “9 人 着 一 (xm Niy … “5 *,)。 设 受 控 对 象 的 终点 条 件 XL xus 
x 已 经 给 定 所 谓 最 优 控制 是 指 在 一 切 可 准 控制 中 寻求 使 受 控 对 象 自 x 到 达 
xi 并 便 为 达 极 小 什 的 控制 函数 ， 这 一 问题 的 几何 意义 如 图 9.4-1 所 示 . 这 与 前 节 内 的 古 
典 问题 的 提 法 不 同 点 在 于 , 这 里 的 控制 丽 数 必须 在 可 准 函 数 的 范围 内 园 取 ， 故 wlz) 的 取 
值 不 能 是 任意 的 . 

为 了 叙述 最 优 控制 所 应 满足 的 (必要 ) 条 件 ， 与 前 节 的 讨论 类 似 ,引进 一 组 # 十 1 维 向 
量 函 糙 Gs) — bs GD) ,es el) 候 定 它们 是 下 列 方程 组 的 解 


2 — . 人 io 2 " (9.6-4) 

类似 地 构 洛 哈密 玉 画 数 ER 
一 Fe ec wD). 0:6-5) 
上 式 内 用 .Re, 9) 表示 两 个 = 十 1 纹 向 量 的 数量 积 是, 式 (4 6-3) 和 (9,6-4) 可 以 通过 

函数 五 写成 哈 密 顿 方程 组 : 

Ci 一 08 ;十 a | 二 .看 一 
Cn ” :6-6) 
Oi a OH jmd, lady + + (9.6-7) 

A! Ox; 


如 果 wl#) 已 经 给 定 ; , 则 a(#) 可 从 式 (9， 6-3) 中 求 出 ,于 是 式 (9 6-4) 的 诸 系数 就 为 已 知 


i) ete dle Da bie lit 即 “(六 有 办 而 测 放下， 为 了 斤 述 箱 单 易 惟 ， 这 星 只 限于 . 
分 豚 连 续 的 控制 函数 . 
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的 时 间 函 数 了 ， 三 (5) 将 是 这 个 线性 方程 组 的 解 . 

文献 [22] 证 明了 下 列 事实 : 设 az) 和 半分 别 是 式 (9.6-3) 的 最 优 控 制 和 最 优 运动 ， 
e 是 最 优 运动 自 后 点 到 达 总 点 的 时 间 , 则 (1) 必 满 足下 列 条 件 : 即 存在 式 (9,6-4) 的 
非 零 解 下 Cy， 使 下 列 两 个 条 件 成 立 ; 

(1) 哈密 顿 函 数 五 沿 最 优 运动 轨迹 曾 (z) 在 任何 时 刻 对 a 取 极 大 值 , 即 

HCECS), $i), CD)) 一 max $2), FE, oa)), 
0 < 妇 上 < 雪 旺 ， 【9.6- 有 
《2) 沿 最 优 运动 的 轨 线 上 上 dkn 一 const 委 0， 且 
HOEC), $0), 80)) =0,0 之: 扫 站 (9.6-9) 

这 就 是 著名 的 关于 最 优 控制 的 极 大 值 原理 ， 

表面 + 看 来 ,上 述 两 个 条 件 与 前 节 的 古典 问题 的 必要 条 件 式 (9.4-28) 皮 为 类 似 , 差别 
仅 在 于 式 (9.4-24) 是 “ 极 植 条件 ”, 式 (9.6-8) 则 是 “条 件 最 大 值 >， 换 言 之 , 式 (9.4-24) 中 
H 在 一 切 Sm 中 取 极 值 ， 而 式 (9.6-8) 中 在 ue U 中 取 最 大 值 ， 这 一 点 绝 不 仅 是 字面 上 
的 差别 ,而 反映 了 一 种 深刻 的 质 的 变化 . 

关于 极 大 值 原理 的 详细 证 明 读者 可 参阅 专著 [22]， 这 里 我 们 仅 指出 它 与 前 节 的 讨论 
中 有 本 质 性 差别 的 地 方 ， 前 节 内 我 们 证 明 极 值 条 件 式 (9.4-24) 时 , 利用 了 一 个 基本 事实 ， 
即 由 于 sa 的 各 种 变化 所 引起 的 最 优 轨 线 构成 一 个 线 姓 子 空间 KK， 后 者 的 线性 是 由 于 最 
优 控 制 的 变化 sa 所 引起 的 最 优 轨 线 的 末端 变化 5z(xD) 对 5u 是 线性 关系 。 由 于 对 5a 
无 任何 限制 , 故 6x(z(》 构 成 一 个 线性 集合 ， 而 在 sa 受 限制 的 情况 下 , 如 果 最 优 控制 函 
数 站 (z) 的 取 值 完全 位 于 如 的 内 部 , 则 前 节 内 所 述 之 证 明 方 法 在 这 里 依然 可 以 采用 , 此 时 
条 件 式 (9.6-8) 和 (9.4-24) 将 完全 重合 。 但 是 , 当 最 优 控制 冯 (:) 的 取 值 位 于 口 的 边界 时 ， 
前 述 的 证 明 方法 就 完全 无 效 了 ,因为 此 时 ia 不 能 任意 取 值 ,否则 ae) 十 du 可 能 超出 U 
的 限制 范围 , 变 成 为 不 可 准许 的 控制 函数 了 。 文 献 [22] 的 作者 们 .利用 一 种 独特 型 的 变 
分 方法 构造 了 一 种 关于 (1) 的 变 分 集合 ， 并 证 明了 由 于 这 种 特殊 的 变 分 所 造成 的 最 优 
轨 线 的 未 端 偏离 52(2a) 的 全 体 构 成 的 集合 是 一 个 凸 锥 体 尺 ， 而 不 是 一 个 线 福 子 空间 ， 
以 如 为 始点 的 向 量 x 一 〈 一 1, 0，-…，0) 必然 处 于 此 凸 锥 体 的 外 部 ， 这 样 , 就 可 以 建 
立 一 个 超 平面 ,使 向 量 x 与 凸 锥 体 天 位 于 此 超 平 面 的 两 侧 , ,是 此 超 平 面 的 外 法 向 量 , 即 
它 与 天 不 在 超 平面 的 同 侧 ， 除 此 而 外 的 其 它 证 明 过 程 与 前 节 所 述 的 基本 思想 是 相同 的 ， 

以 后 我 们 还 将 利用 极 大 值 原理 去 解决 一 类 具体 问题 . 


9.7 末端 不 固定 时 的 最 优 控制 


前 面 几 节 讨 论 的 问题 都 是 关于 受 控 对 象 自 某 一 给 定 初始 状态 到 达 另 外 一 个 固定 的 端 
点 状态 的 最 优 控制 所 应 满足 的 必要 条 件 ， 我 们 曾经 指出 ,无 论 控制 量 a(z) 的 取 值 是 否 受 
到 限制 ,在 最 优 控制 确实 存在 的 情况 下 ,只 要 方程 (9.4-28) 和 (C9.6-8) 给 出 足够 的 方程 式 个 
数 ,就 可 以 求 出 最 优 运动 的 一 切 未 知 变量 和 未 知 常量 ， 

在 实际 技术 问题 中 常 有 另外 一 种 情况 ,就 是 运动 的 端点 并 不 完全 固定 ,而 仅 需 满足 某 
些 较为 “不 严 ” 的 限制 条 件 。 例如， 对 受 控 对 象 的 终点 状态 只 有 局 部 限制 : 某 几 个 产 标 分 
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最 的 状态 为 给 定 ,而 另 一 种 分 座 标 则 是 任意 的 。 用 多 维 空 间 的 几何 术 诅 来 讲 , 继 点 状态 不 
是 相 袜 | 鲜 内 的 某 一 个 团 定 点 ,而 是 一 个 维 数 小 于 * 榴 超 曲 面 , 终点 状态 ,期 受 控 运 动 的 轨 
线 端 志 ; 应 该 位 于 此 超 曲 面 上 ， 此 时 前 面 得 到 的 般 优 控制 所 应 满足 的 条 桩 就 不 能 充分 决 
定 最 优 控 制 函数 了 ,因为 这 超 曲 上 的 点 有 无 穷 多 个 ,究竟 这 蛙 点 中 那 一 个 点 从 损耗 最 小 的 
意义 上 来 看 是 系统 理想 的 终端 状态 呢 ? 其 之 ,系统 的 宗 抬 点 状态 也 可 能 是 不 轩 定 的 而 仅 
要 求 位 于 某 一 超 曲 面 上 、 总 之 ， 这 关 问 题 可 以 叙述 如 下 .- 在 = 维 相 空间 内 给 定 两 个 维 数 
不 文平 4 一 1 维 的 超 曲 面 $, 和 5,, 它们 互 不 相交 . 要 求 找 出 3 和 5 上 的 某 些 点 zk 3 
和 xc 5;， 使 自 Xo 全 点 的 最 优 控制 就 是 腿 起 曲面 ,8 至 超 贡 年 、 $7 的 此 枯 控 制 . 这 
里 实际 上 包含 了 三 个 问题 ， 求 出 5， 上 的 点 ws 使 自 镶 点 到 达 ,S 的 最 优 控 制 比 自 5; 上 
任何 其 它 点 到 达 3: 的 最 优 控制 还 要 好 .也 就 是 在 很 多 量 优 控制 中 求 更 估 者 ;其 次 要 求 出 
移 此 “更 想 点 * 副 达 5; 的 最 优 控制 函数 :最 后 还 须 求 出 . 5; A 
I 4-1); 


dx = f(x1, ~“""y 3 和 np Hl ”" "9? 为 网 


4 


E12, °°, #0, 


光村 4-2)， 


a oo/ 二 | jCxi， X29 “3 本 me “en, a 
条 统 的 所 给 状态 位 于 初 肯 起 曲面 时 土 ,后 者 由 方程 式 EY 
. 了 底 x 让 证 i be 
Hi ,系统 的 终点 状态 应 在 超 曲面 5 上, 它 由 方程 式 ， 和 é 
9(xb xm 《9 大 2) 


决定 . 和 欲求 自习 至 s, 的 最 优 控制 最 直 驱 的 廊 法 是 先 枉 癖 选择 xi€ 5S， 和 和 xi;€ 5,， 求 出 自 
入 下 的 最 优 控 制 ,然后 得 找 出 最 好 的 始点 和 绪 点 : 这 梓 便 得 到 一 个 三 重 最 优 问 题 , 林 
写成 

z= min min pa I 


WES Xatsy 


各 和 条 ,用 训导 找 时 还 指 的 抬 点 和 端点 。， 
”在 未 开始 讨论 这 些 附加 条 件 以 前 ， 先 莉 出 下 列 明 蝗 事实 ; 因果 理 起 的 总 点 名 和 雹 
已 经 找到 ， 那 么 最 优 控制 问题 就 变 为 前 面 已 经 详细 讨论 过 的 骨 固 定点 至 固定 点 的 最 优 控 
制 问题 ， 在 受 控 量 不 受 限制 时 最 优 控制 函数 必须 满足 条 件 式 ,(9.4-287。 而 在 控制 量 受 限 
制 时 则 应 满足 条 件 式 C9.6-8)、 因 此 , 前 节 内 得 到 的 结 划 依然 适用 于 本 节 初 提出 的 问题 . 
为 了 讨论 简单 ,我 们 假定 决定 起 曲面 3 和 .2 的 方程 式 (9.7-1) 和 9.7-2) 中 的 函数 
(x)，4Cx) 为 连续 可 微 函数 , 即 它们 所 确定 的 超 曲面 是 光滑 的 . 在 其 上 的 每 一 点 都 有 一 
次 编导 数 存在 ， 且 梯 度 向 量 


Bh Oh ed | 
Ey 
grad h(x) (让 Br,” ” Bx, “0 0, 
一 (92 .6g ... 8a) 0. 
| i q(x) & Be,” Br, ,Bx 寺 


EE EA A A 本 。。 。-= .一 一 一 -一 -..-- 
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换言之 , 梯度 向 量 处 处 不 为 零 向 量 , 即 曲 面 上 没有 奇 点 ,; 此 外 还 假定 超 黄 面 5; 和 8; 都 是 
a 一 1 维 的 ， 关 于 维 数 的 假定 并 不 是 完全 必要 的 ,只 是 为 了 讨论 方便 而 已 ， 

先 讨论 控制 量 不 受 限制 的 情况 ， 现 假定 5, 上 的 为 已 经 找到 ,来 研究 % 上 的 理想 遇 
点 总 应 该 满 是 什么 条 忻 ， 从 第 9.5 节 中 我 们 已 经 知道 , 如 果 站 信 ) 是 卢 各 点 到 达 总 点 
的 最 优 控 制 ,在 最 优 运动 的 中 间 任 一 时 刻 r*，0 二 r 过 ,对 最 优 控制 国 数 在 (2) 做 一 系列 
的 微小 变化 《sa} ， 在 最 优 轨 线 终点 去 C4》 所 产生 的 偏离 {8xC4)}: 的 全 体 构 成 一 个 线 
性 子 空间 上 ， 它 的 维 数 不 超 过 +。 在 # 十 1 维 空间 内 通过 总 点 所 做 的 平行 于 x 轴 的 
直线 2 《图 9.4-1) 绝 不 会 包含 在 子 空间 天 的 内 部 ， = 维 相 空间 内 赵 曲 而 5, 在 ”十 1 维 
相 空间 内 变 成 一 个 柱 面 5;， 宣 线 se 是 此 柱 面 的 一 条 基线 ,从 几何 结构 上 可 以 推 知 , 若 过 
部 点 做 此 柱 面 的 切 平面 P, 它 的 方程 式 应 该 是 


六 (2 一 #7)'= (grad 4 人 总 一 到 ) 一 0， (9.7-3) 
t=0 x | | 
On 8 8 : 
0gq-..,.. 9¢ 
| grad q(¥) (0; Bx 3 3), 


是 切 平面 P 的 法 向 量 ， 由 于 部 是 自 5 到 达 && 的 最 优 端 点 。 改 切 平面 以 总 为 中 心 的 
邻 域 不 可 能 包含 于 于 空间 K 的 内 部 ,否则 将 存在 一 种 式 《9.4-6) 形 的 控制 , 使 轨 线 端点 的 
第 一 个 座 标 小 于 和 ， 这 与 最 优 的 假定 相 和 矛盾， 于 是 ,过 ?了 上 垂直 于 x 轴 的 直线 可 做 一 个 
超 平面 了 ， 使 zf 的 下 半 部 与 K 完 全 隔 开 ， 因 而 的 法 向 量 必然 是 {yo gradg(2)}， 重 
复 前 面 的 讨论 ,可 以 得 到 如 下 结论 : 决定 最 优 控制 的 向 量 函 数 不 在 轨 线 末端 应 与 P 重 
直 ， 换 言 之 ,由 (z) 在 末端 的 方向 应 有 下 列 形式 : 


iD- 人 名 ,| 


Gx， xz 
此 式 就 是 古典 变 分 法 中 的 横 共 条件 ， 
由 于 受 控 对 象 的 运动 方程 式 (9.4- 1) 之 右 册 不 乓 显 避 全 时 间 赤 和 !, 用 地 运动 的 方法 ， 
对 最 优 扫 线 的 始点 也 可 以 得 到 同样 的 结果 , 即 在 := 0 时 , 我 0) 应 具有 下 面 形式 : 


Os Bs C9.7-5) 


(9.7—4) 


”Brx 
这 样 一 来 ,决定 最 优 控制 的 标准 方程 组 (9 《4 257 将 变 成 下 列 新 的 形式 : 
和 一 fA(RF), 1)), i 一 a 1, 
EC0) € 9， 元 € 32; 


dy SS Ofs pj 0, 1 2 #1; 
dz 220 Dri 


ip- 人 革 ， 
$e) = (gs 


.和 Og 。 ' 
5 “ ,2) 2 ” 
HOEC), $C), BC) = ext ($C), FE, m)) = 0 
AH 


一 一 0, ;一 1,2， (9.7-6 
Bo i sf C ) 
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" 读 考 不 难 君 黄 , 秆 淮 方 程 组 (9.7~6) 提供 子 足 够 的 条 御 解 .2 十 2 个 一 附 常 微分 方 种 
式 、 于 是 最 优 控 制 畏 数 及 最 优 轨 线 的 两 个 请 点 > 如 过 它 a 荐 在 的 话 ， ee 


《9:7-6) 中 求 出 、 
上面 讨 论 的 代 然 是 受 控 二 不 受 限 制 的 博 况 如果 可 的 了 和 林 着 要 人 删 式 和 9 7-6) 


中 的 最 局 一 个 条 件 将 收 为 a 
HC, $e; a0) ~ mes ($eD, A KR Yen 2 9.77) 


这 与 端点 完全 国定 的 情况 是 一 样 的 . on 

者 可 参 着 文献 [22]， 此 外 ,前 曾 信 定 的 5, 和 S$, 均 为 # 一 1 维 趋 曲面 也 不 是 必 娄 和约， 当 它 
们 的 维 数 小 于 2 一 1 时 ,限制 条 件 式 C9.7- -0 和 (9 ph, 将 包含 数 个 方程 式 . 例如 ， 假定 
9。 由 ”个 等 式 所 确定 ， 


G(X) =0, i 1,2, ,Wm. (9.7-8) 
同时 满足 这 和 个 方程 式 的 一 切 点 构成 一 个 有 I $2; 此 时 下 列 向 量 : 
grad qx), Srad qr(X) >» +», grad gmCX) . (9.7-.9) 
对 于 5 上 的 一 切 点 ,都 是 线性 无 关 的 ， 也 就 是 说 下 n Xm 阶 方 阵 : 
Gqrx) Bg) .Gqn(x) 
站 xi Hr : | 人 Ox. 
Oai(x) HqXAx) : Ogw x) | 
aa ae 
Dx， Or, ee 


对 一 切 x€ S: 均 有 最 大 秩 和 2 
式 C9.7-8) 中 的 每 一 个 等 式 决定 一 个 * 一 1 维 超 曲面 ， 它 的 每 -点 上 的 切面 Pi 的 
法 向量 是 grad qi(¥)。 在 任意 后 x6 3: 二 让 全 的 个 切 平面 ， 


grad g(x —y) 思路 人 pe) 0 
EE C9.7-11) 
的 交 , 称 为 5; 在 = 点 的 芒 平面 P， 它 的 化 数 也 是 + 一 各 。 不 难 理解 ; 的 友基 可 由 
《9. 7-9) 诸 向 量 的 线性 组 全 表示 * 即 


n(x) = > ed 0 国 i 《9.7--127 


在 这 种 情况 下 式 《9. 7-6) 中 确定 区 的 这 办 条 件 的 关系 式 将 发 

$C0) = (qo, n(x), 和 Oe : 

Ba) = Cos me) ss me) et 全 (9.7-13) 
我 们 看 到 ,在 式 (9. 7_12) 中 又 引进 了 各个 党 数 ， Hl py "oy zem 3 它们 是 未 知 的 . 但 是 比 前 面 
的 讨论 中 又 多 了 m 一 1 个 约束 方程 式 4aK《x》 "0s im 2 3。 这 样 总 的 未 知 数 和 已 
知 条 件 依然 相互 平衡 ， 故 快 定 最 优 控 侧 函数 与 最 优 端点 的 标准 方程 组 式 《9.7-6) 在 新 的 
条 件 下 依然 是 完备 的 ， 如 果 这 种 问题 有 解 的 话 ， 那么 式 (9.7-6) BA 了 求解 的 必要 条 
件 ， 
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9.8 ”最 优 控制 函数 综合 举例 


作为 前 节 所 述 理论 的 应 用 , 现 研究 线 姓 系统 内 的 最 优 控制 函数 的 综合 问题 , 设 受 控 对 
象 的 运动 方程 是 线性 方程 组 


i 


和 过 去 的 符号 一 样 , 4 是 x X # 阶 常量 和 矩阵 , B 是 x X + 阶 常量 矩阵 ,一 (zy tar) 
是 r 个 控制 最 ， 假 定 控制 量 的 取 值 是 受 契 制 的 ,例如 

[wl1, i= 1,2,..-,7, 《9.8-2》 
令 口 表示 系统 朗 求 的 终点 状态 区 域 ， 郧 无 论 受 控 系统 的 初始 条 件 如 何 , 经 一 段 时 间 后 , 受 
控 对 象 式 (9.8-1) 应 该 以 2 内 的 任意 点 做 为 终点 状态 ， 我 们 假定 9 是 一 个 凸 面体 , 或 者 是 
一 个 凹 性 区 域 , 它 由 mw 个 不 等 式 

gx) S03 i= 1,2,.*', (9.8-3) 
所 确定 ,例如 ; 它 可 能 是 以 原点 为 中 心 忆 2 为 半径 的 小 球体 ,此 时 


g(xX) 一 > 全 p， 
P 为 某 一 给 定 的 常数 . 
过 沪 过 程 的 质量 指标 是 一 个 二 次 型 的 积分 式 : 
(0) 一 [COxy 十 人] (9.8-4) 


上 式 内 8 为 非 负 定 方 阵 , 即 对 任何 x 总 有 
(Qx, x) 守 0.. 
为 了 讨论 简单 ,很 设 是 一 个 非 负 的 对 角 算 阵 , 即 
pi 之 0， 若 1 一 1 
pr 
这 样 , 式 49.8-4) 可 以 写成 


Car) = 二 $93 FTX 十 大 palui)’) dt, (9.8-5) 
0 f=! F=1 
所 亩 综合 问题 就 是 控制 装置 的 设计 间 题 ,要 求 求 出 一 组 # 元 尔 数 由 (zt xn 一 
ls ds "ens 若 将 其 代入 式 C9. 8-1) 后 所 得 到 的 自治 系统 
到 一 一 dx 十 了 nx)， (9.8-6) 


对 任何 初始 条 件 x。, 均 能 自动 地 将 受 控 对 象 引 至 2 上 的 某 一 点 ， 且 使 滩 此 轨 线 所 算出 的 
7 值 取 极 值 ， 这 样 求 出 的 少数 wx， xz 一 1 2 正 是 待 求 的 控 币 装置 
必须 实现 的 控制 规律 ， 

- 现 用 第 9.6 节 内 所 述 的 原理 进行 控制 装置 的 设计 ， 首 先 引进 新 坐标 和 一 J， 它 应 满 
足 方程 式 
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2 = (Qx,*) 十 Ce = Qi 之 path 人 


此 式 与 式 (9. a 了 人 后 到 一 人 十 1 个 方式 构 也 的 广 和 组， 人 它们 
的 共 贺 方程 给 


dg Ee 
at 一 48 — 0x (9.8-8) 
构成 哈 窒 顿 函 数 : : 
5 
根据 第 9;6 书 内 的 亿 述 可 知 ,如 果 人 是 最 优 控 制 , 它 应 使 且 取 极 大 值 : 。 。 
200 ED HD)) 一 max [hl Pa, mi 二 《过 Ba) 2 (9.8-10) 


上 式 内 类 (), (2) 分 别 为 最 优 运动 轨 线 和 其 所 对 应 的 式 (9.8-8) 的 某 一 塌 解 : UU 为 由 式 
《9.4#.32% 所 确定 的 一 个 + 维 正方 体 ; v (7) 一 jt O20 #60)) + (do), 48(D) 是 一 个 不 
依 事 于 二 的 + 的 函数 。 条 件 式 C9.8-10) 等 价 于 下 浏 条件 :，.… 

ple) 一 po PRE), BC2)) + C$), B&O)) 一 max [golPa, u) + 地 Bm)]. 


根 定 psi 持 0, 若 i v= 1,2， sd 当 i> 1 时 i 一 0. 此 时 将 上 式 右 端 配方 ， 经 过 整理 
后 ,可 以 得 到 ea 
(CD 一 max [2( + be Co + + bp d,s Dak 0] ， 


Tanft+l 


这 里 9) 为 不 含 u 的 时 间 * 的 函数 由 上 式 不 难 推 知 , 当 Wi 时 ， 著 虑 到 加 < 0， 
唯一 的 最 优 控制 沙 数 (2) 应 具有 下 列 形式 : 


Cbs $Y 
. ge 2popn <- 
i 1 ss, 


2hepri 
_(b,, $0)) 若 一 1 < (Bb, BL)) 9 过 
dp 


2pop;; 
一 1)2, .1 0 (9.8-11) 
对 应 于 如一 0 的 那些 控制 量 应 为 人 
tat) = Sign (b, $a)), ax 一 ?十 1 +r C9.8-12) 


如 果 上 式 有 端 符号 ign 后 的 函数 只 在 一 些 孤立 点 上 才 为 零 ， 那 么 吉 将 唯一 地 为 式 


《9.8-12) 所 确定 ,否则 w 的 最 优 控 制 六 (zy 昔 不 能 用 这 个 办 法 求 出 . 
我 们 虱 到 ,如 果 中 (2) 和 :J 都 为 已 知 函 数 和 已 知 数 时 , 最 优 控制 函数 上 &(z) 将 有 希 


. 妄 按 芒 《9.8- 上 1 和 C9.8-12) 所 唯一 地 被 求 出 . 这 样 , 求 最 优 控制 函数 的 问题 就 转化 为 求 相 


应 的 各 和 用 (z)， 再 回来 观察 式 (9.8-8)。 为 了 求 出 这 些 函 数 , 必 须 求 出 式 (9.8-8) 的 初 


: 始 条 梓 C8) 而 这 是 --: 件 十 分 困难 的 事 ， 为 此 ,我 们 必须 利用 前 节 内 关于 不 定 端点 的 横 


截 条 件 .利用 这 个 条 件 可 以 写 出 最 优 轨 线 在 到 达 上 0 时 的 终端 条 件 . 设 二 是 受 控 对 象 自 az 


rw A Ye Ee 一 一 一 一 -一 -一 
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点 到 达 妈 所 需 的 时 间 ; 显然 ， 我 们 有 理由 断定 最 优 轨 线 在 ?一 站 时 刻 扩 到 达 的 点 z 二 
X(a) 必 位 于 避 的 边界 ,而 且 在 z 点 上 有 
bn) = —grad gCx) | ues. 《9.8-13) 
而 未 知 数 则 应 满足 条 传 ， 
max [$A OF, zx) 十 wo(CPa， u) + (—grad gCX) 1c=s, A + Bu)] = 0, (9.8-14) 


这 样 , 当 终 点 x 为 已 知 时 多 C4) 和 便 可 以 从 式 (9.8-13) 和 《9.8-14) 求 出 ， 这 是 问题 的 
第 二 次 转化 ,把 求 最 优 控制 函数 立 (z) 又 转化 为 求 终点 z。 因 为 终点 去 也 是 未 知 量 , 表 面 
看 来 这 种 转化 依然 是 徒劳 的 ， 其 实 不 然 ,经 两 次 转化 后 ,我 们 已 经 接近 于 最 后 解决 本 节 初 
提出 的 综合 问题 了 . 

为 此 ,我 们 研究 原始 方程 (9.8-1) 的 逆转 运动 方程 ,因为 它 的 右 端 不 食 :， 这 种 方法 极 
易 实现 ,用 一 : 代 扑 + 后 ,方程 组 (9.8-1) 和 (9.8-8) 可 窟 成 


Mx —Ax— Bu x0) = ~», 
dt 


人 = A$ + 260x, 0) = grad gx) | es ho < 0; C9.8—15) 


因为 我 们 要 解决 的 是 综合 问题 , 即 求 出 一 切 到 达 2 的 最 优 控 制 函数 ,所 以 & 的 边界 上 的 任 
一 个 点 z 都 可 能 成 为 某 一 最 优 轨 线 的 终点 ,或 者 说 任 一 个 z 都 可 能 是 式 (9.8-157 的 始点 ， 
于 是 边界 上 的 每 一 个 始点 z 都 决定 一 条 最 优 轨 线 。 这 样 ， 当 * 人 遍历 2 的 表面 以 后 ， 就 
可 求 出 一 切 最 优 轨 线 了 ， 任 取 2 边界 上 的 一 点 z, 即 可 按 式 (9.8-157) 求 出 $C0), 再 按 式 
《9.8-14) 求 出 如 来， 由 于 go 沿 最 优 轨 线 是 常量 ， 故 只 依赖 于 z 点 的 位 置 ， 再 由 于 式 
(9.8-15) 是 关于 x 和 由 的 线性 方程 组 。 有 可 能 在 它 的 通 解 中 消 挤 mx(z) 或 者 $()， 使 
由 (z) 表达 为 x(t) 的 函数 . _ 

完成 上 述 计算 后 ，x 的 相 空间 对 每 一 个 w 将 分 为 三 类 控制 区 域 ， 第 一 类 区 域 
亏 (X) 三 1; 第 二 类 区 域 六 = 一 1; 第 三 类 区 域 

oD) = bd Cb hx)) 
2gnpi; 2pop: 

这 些 区 域 找到 后 , 就 得 到 函数 坛 x)。 这 就 是 待 求 的 最 优 控制 函数 ， 应 指出 的 是 , 用 纯 分 
析 方 法 去 设计 控制 装置 ,一 般 看 来 ， 是 十 分 复杂 的 事 ,但 是 ,如 果 借助 于 高 速度 数字 计算 机 
或 模拟 计算 装置 这 种 设计 程序 就 变 得 轻而易举 了 。 

还 有 一 种 情况 的 最 优 设计 问题 有 希望 直接 求 出 控制 器 即 反 馈 信 号 的 具体 形式 ， 设 给 
定 的 受 控 对 象 的 初始 状态 为 xo; 控制 作用 从 * = 0 开始 ,于 给 定 的 时 间 结束 ;对 控制 
作用 a 没有 约束 。 受 控 对 象 的 运动 方程 是 式 (9.8-1), 而 指标 泛 函 改写 成 更 方便 的 形式 


/Co 一 二 | [(ox, tuna (9.8-16) 


式 中 和子 均 假定 为 正定 方 阵 ， 今 要 求 设计 最 优 线 性 反馈 控制， 使 系统 在 上 一 4 村 刻 开 
始 ,在 [9, 41 的 时 间 间 隔 内 ,从 任意 点 2 出发 问 枉 何方 向 运动 ( 即 端 总 不 国定 ) 指 标 泛 
活 式 《9.8-16) 取 极 小 值 ， 

重复 本 节 前 面 的 讨论 可 知 ,最 优 控制 应 从 下 列 方程 组 中 求 出 [ 见 式 49.8-87]: 
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hx 十 ee 
dr 3 


低 人 -AC— POXx; 


HO, $2), a(D)) = max [40s A + bal Pn, + $, 二 | 


9.8-17) 
由 于 线 六 估 态 可 以 是 任意 的 ， 根据 前 书 内 极 大 信 原 更 的 证 明 , 可 推 知 bo 和 各 夫 的 终端 条 件 
一 定 是 

向 三 一 1, B=0. (9.8-18) 


“前 面 已 经 讨论 过 ,如 果 Q 和 P 是 正定 知 降 ， od 是 x 的 非 赔 化 二 次 型 ， 加 市 
H 的 极 大 信 一 定 是 极 什 ， 即 对 的 每 一 分 量 w, 均 应 有 ; 3 = 在 整个 最 优 轨 还 上 成 YY 


不 难 算出 ,由 这 个 极 信和 条件 可 得 到 向 量 等 式 
aH ， 
也 一 一 有 m 十 B 吵 一 
或 者 
站 (5) 一 PB'p(). 《9.8-19) 
我 们 希望 把 最 优 反馈 控制 表 示 成 下 列 线 狂 形 式 ，， 四 
0) 一 一 天 CDx( 办 。 8220 


趟 让 KG) 是 某 一 随时 间 + 变化 的 + X 长 雾 矩 阵 ， 为 此 只 须 把 $s) 表示 成 A 的 
线性 函数 ,然后 依 式 (9. 8~ ~19) 即 可 得 到 线性 反馈 式 (9. = 20)， 
全 
$0) 一 一 RCODzCD， (9821) 
并 和 甘 (9.8-19) 起 代入 式 (9.8- -17), 注 意 到 和 一 一 1， 可 立 岳 得 到 下 列 便 等 式 : 
$0) 一 一 六 CDxfz) - 一 R(X 一 一 次 (5Jjx(a 一 人 十 Bu) 
= AR(OxXG) + Ox(), 

生意 到 式 (9% 8-19), 则 上 式 等 价 于 一 个 矩阵 微分 方程 : 

RG) 一 -9 + AR— RBP-B'R + RA, | (9,8-22) 


+ a A 一 一 1 Li. FY Ws EE 一 ~ 号: A ba rat Zr A rr A 
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粹 于 时 | 生 tL， 即 对 任何 时 间 间 隔 [0, 4]， 由 式 (9. i 


7 取 极 小 值 ， 


9.9 短程 火箭 的 最 佳 推力 程序 


作为 不 固定 端点 的 最 优 控制 设计 的 一 个 例子 ， 我 们 试 讨论 短程 飞 航 式 火 稍 的 最 佳 扒 


力 程 序 设计 方法 ， 设 mt*) 是 火箭 的 瞬时 质量 ; ， ， 
7,， 是 火箭 喷射 物质 的 分 离 相对 速度 ,假定 其 为 
常数 ; PQ) 代表 推力 ，Pm: 为 发 动机 的 最 大 可 
能 推力 ; 地 心 引 力 8 认为 是 常数 ; x,y 为 火箭 
在 以 发 射 点 为 座 标 原点 的 直角 座 标 系 内 的 座 标 - 
《图 9.9-1)， 因 为 是 短 射 程 火 箭 ,我 们 将 假定 地 


心 的 引力 始终 平行 于 9 轴 向 下 ; 六 一 和 为 燃 


料 的 秒 耗 量 ; 骨 假 定 空气 阻力 为 2 一 ,7) = 0 
9Cy, #, 站 ). 在 上 述 假定 的 条 件 下 ,我 们 可 以 通 


区 


9.9-1 


过 改变 发 动机 的 秒 消耗 量 内 和 轨迹 角 6 来 控制 火箭 的 飞行 速度 和 飞行 方 阿 . 火箭 的 运动 


(9.9-1) 


es tx = 04, 方程 


ma 


(9.9-2) 


方程 式 可 写成 
一 0 (PCD — Oy, #, »))cos0, 
dy _ — 
a ee ———— (P(#) 一 Oly, 区 y)) sing £3 
dm 
dm__ip 
dt 9)， 

, 2 
引进 新 的 变量 MX XR 
组 《9.9-1) 可 改写 成 一 阶 方程 组 : 

dr 
一 X29 
dz 
Mx _ at — BbOCx2, ra *1) cos #2 
At Ts 
dx 1 一 bpOCx,, 站 33 x4) ; 
En 8 Ml ~ by 
2 
dr 
式 中 a ~= Pnar/ mo, ee < 一 上 上 max 
了 V rm 


这 个 方程 组 内 含有 两 个 控制 最 4 和 ww， 它们 的 取 值 是 受 限 制 的 ,限制 条 件 是 
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. OR Rd (9.9-3) 
对 这 种 飞 航 式 短 射 程 火箭 可 以 提出 下 列 问题 在 给 定 的 时 间 了 内 按 预定 的 方 亢 n 飞 
行 最 远 ， 应 如 何 选择 最 好 的 巡航 推力 程序 wm(z)CP(D)) 和 m(e)C8(z))? 规定 飞行 最 远 的 
方向 可 以 用 向 量 (wm mm) 表示 、 奏 十 油 于 二 , 湖 虎 ww 0, 之 0 时 , 预定 的 方向 将 是 
垂直 飞行 ， 当 sm > 9, 太一 0 时 , 将 是 水 平 飞行， 这 里 还 候 定 在 规定 的 时 间 内 火 入 
再 所 鱼网 料 是 以 悟 发 动机 的 秘 消 耗 量 达 景 决 值 。  ，... 
从 这 一 问题 的 物理 意义 来 看 ,最 优 解 是 存在 的 。 对 于 给 定 的 飞行 方向 易 然 存在 一 个 和 
序 0(#);' 重 每 一 胜 间 速 廊 方 向 为 最 优 ， 推 力 程序 PG) 受阻 力 0 的 约 二 s 癌 果 速 论 很 大 ， 
则 气动 阻力 急 调 增 大 ,消耗 瞻 料 也 将 随 之 增加 . 者 扒 胃 小 风 不能 计 检 定 的 时 侣 内 这 
到 很 大 的 射程 : -上 述 运动 的 指标 可 以 用 下 式 表 示 : + We 
一 二 8 sy 
或 者 人 2 | 
1 一 一 Hti 一 N23 = min, Go. Sy) 
这 一 问题 可 以 转换 成 雪线 未 中 受 限制 的 情况 . 
事实 上 , 过 半 单 位 向 量 mm 二 Cm 内 0， 0， 0) 平行 
的 直线 工 (图 99-2》 上 的 任 一 点 向 一 垂 宣 的 = 一 1 
维 起 平 击 P; ri 将 是 它 的 法 商量， 上 还 命题 可 等 价 
地 转述 为 ， 将 火箭 引导 到 平面 PP 上， 牢 交 点 3 在 站 
线 工 上 离 原 点 最 远 . 交点 5 是 未 知 的 ， 但 这 并 不 影 
响 我 们 对 前 节 所 述 理论 的 应 用 
取 火 入 的 助 据 自 终点 为 求解 上 述 问题 的 初始 条 
件 好 一 《rn xa，xa， xx xm)。 于 是 ， 可 以 根据 标 
四 准 方程 组 (9.7-6) 写 出 求解 最 优 控制 的 方程 组 : 
ows zo(0) 一 0 


-5 


和 2 = X29 xiK07 一 zio3 

Mx 2 pO X32 XY4) 
ds Xs 

dxs 


Ge = X44, xa0) 一 X30 


cos#2s XA0) 一 tw; 


Mx at: — POCx2s xss x4) 
ds 


sin #2 一 站 Xt(0) = rns 
Xs ” 


人 一 一 cutr zx 的 一 xz， . (9,9-6) 


它 的 药 思 方程 组 是 
各 一 0 po 0; 


< = 0, hhT) = 0) nm; 
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2 二 各 bo 一 由 十 之 汉 CC 一 mas) Cos wz + psin tg), AT) = 一 12 


‘0 一 D0 ty nz) cos ws + pasin wa)s PLT) = 0, 
b 


dys Fe 一 一 中 3 十 上 一 8 (Cos = nxpo ) Cos? 十 ge sin #3), pT) me 0; 
At xs Ox a 


dg; B=3 ed es — mio) CO > 二 sin #3)s pT) Ss 0, 


dt . 和 
《9.9-7 1 
哈密 顿 函数 为 
一 px, X45 A Ps». 由) 3 中 0 一 二 一 60 osu, 
5 这 
十 We 一 50， 十 di nd — cystis (C9.9-8) 
; 5 2 | 
式 中 
plr2y Re; Pos Pas 由 六 Hx2po 十 pixz + paxs 一 Dag 
从 前 节 的 讨论 可 知 : 蜡 数 昌 沿 最 优 运 动 取 最 大 什 ; : 
HG), $C), 0)) 一 max HCC), $C, © 四 二 0 
‘0S1gT. | 四 (9.9-9) 
条 件 式 (9. 9-9) 意 味 着 ， 
的 二 加) (CCD 一 bi)cosaaD + 4 aa) 一 ca 
[0 和 二 CC 一 nobr) os i Dul. 
划 区 了 多 sf ) 
{9.9-10) 


上 面 并 得 到 12 个 一 阶 微分 方程 式 ， 14 个 未 知 冰 数 ， II 个 边界 条 件 。 未 知 数 6 可 以 从 式 
《9.9~7) 求 出 ,高 (2) 和 加 ( 厅 可 以 从 式 C9.9-9) 或 (9.9-10) 求 出 ， 令 


ns (7) BO), 0)) 一 Fe nao) cosial#) + gp) sinial) — cdslt), 


则 
1， 若 i 之 0， _ 

aa(D) 一 网 0 (9.9-11) 
由 此 可 知 最 优 的 推力 程序 是 开关 式 函数 ， 要 人 么 以 描 大 推力 工作 ,要 人 么 以 最 小 推力 工作 ， 最 
优 方 同 程序 zz) 的 变化 规律 要 复杂 些 ， 但 是 按 限 制 条 件 式 (9.9-3), 它 实际 上 是 不 受 限 
制 的 ， 因 此 妃 对 4 应 取 极 值 ， 所 以 ,我 们 可 以 对 式 C9; We 10) 丰 端 求 对 ga 的 偏 导数 并 令 其 
竺 于 零 , 解 出 后 得 

palz) 

$i) 一 tp 


tan #22{#) = 


或 者 
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($17) 一 pe) 
VE+t CBD 一 ago 
0 C9.9-12) 
V+ Ch — ney : 
上 式 右 端 之 符号 应 该 这 样 选 取 , 使 cos 点 (?) 条 sin 册 (9 均 为 正 ， 将 式 (3.9-12) 代 人 式 
《9.9-11) 后 ，#&(#) 也 就 不 依赖 于 轨 ( 阅 了 ， 


coss(t) 一 十 


如 果 在 某 种 特定 的 条 件 下 ， 空 气 限 力 可 以 忽 赂 不 计 ， 刚 式 《9.9-6) 和 (9.9-7) 还 可 


以 大 为 化 简 。 但 是 ， 不 管 是 否 忽略 阻力 ， 用 一 般 的 理论 分 析 方 法 求解 方程 组 《9.9-4) 一 
《9.9-10) 几 乎 是 不 可 能 的 ， 通 常 是 利用 计算 机 对 特定 的 问题 进行 研究 并 求解 .. 


9.10 动态 规划 与 最 优 控制 原理 


归纳 前 面 几 节 的 讨论 ,为 了 求 得 受 控 系 统 满足 某 一 给 定 的 积分 型 指标 的 最 优 控制 , 必 
须 同 时 研究 问题 的 全 局 特征 , 写 出 完整 的 标准 方程 组 ,然后 才 可 能 求 出 最 优 控制 规律 ， 这 
是 变 分 方法 的 基本 特点 ， 特 别 适 宣 于 对 控制 问题 的 分 煌 处 再。 然而 用 分 析 方法 只 能 处 理 
比较 简单 的 情况 。 在 实际 问题 中 ,大 多 数 受 控 运 动 方程 是 比较 复杂 的 ,只 能 用 数字 计算 要 
去 作 最 优 控 制 设 计 。 本 节 内 我 们 再 介绍 另 一 种 最 优 控 撩 的 设计 方法 , 刚 动 态 规划 法 .这 种 
方法 的 基本 思想 和 变 分 方法 不 同 ,对 某 些 问题 更 适宜 于 在 计算 机 上 作 最 优 设计 . 
动态 规划 的 基本 思想 是 把 整个 控制 过 程 分 为 若干 粘 。 在 每 一 耻 内 沧 抒 最 优 控制 ， 俩 
满足 给 定 的 指标 要 求 。 它 可 以 概括 成 一 个 原理 : 无 沦 系 统 的 初始 状态 如 何 ， 也 无 论 第 一 
自 运 动 过 程 中 的 最 优 控制 是 何 种 形式 ,全 局 为 最 优 的 控制 函数 ,对 应 于 第 一 阶段 的 终点 状 
态 ， 第 二 区 运动 过 程 中 控制 函数 的 选择 。 按 给 定 的 推 标 也 一 定 是 最 优 的 、 这 就 是 最 优 控 
制 原理 。 用 图 9.10-1 对 这 一 原理 略 作 说 明 , 设 自 
4 点 至 C 点 的 按 某 种 意义 最 优 的 运动 是 x(2), 
， .0 和 所 了,' 其 相 拉 的 最 优 控 制 是 wfD); 0 所 
“和 TT， 系统 运 劲 既 过 B 点 的 时 交 记 作 . Tr。 0 二 
r < 了 . 最 优 控制 原理 的 几何 仿 意 是 ,以 4 点 为 始 
点 ,以 C 点 为 终点 的 最 优 控制 m(D，0 < :< T， 
也 一 定 是 惧 旦 点 为 始点 ,以 C 点 为 终点 ,定义 于 时 
间 T 二 + 所 T 上 的 最 优 控 制 . . 
为 简单 起 见 ， 先 假定 妥 控 对 象 是 一 个 一 阶 非 
线性 系统 : 


计 - 


一 fx, 四， (0) = fo . ， i 0. 10-1). 


炎 点 状态 假定 是 完全 | 自 由 * 的 ， 无 任何 约束 ,但 是 对 腔 制 量 8 的 约束 形式 不 是 你 前面 讨论 
的 那样 ,而 是 具有 下 列 形式 : 
glx) Su < ne). (9.10-2) 


我 们 看 到 ，w 的 取 值 范围 不 是 一 成 不 变 的 ， 而 与 系统 的 状态 有 关 ， 上 式 内 左右 端的 函数 
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9.10 动态 规划 与 最 优 控制 原理 上 277 
g(x) 和 g(x) 是 预先 给 定 的 ， 选择 控制 量 wlz) 的 且 的 是 在 给 定 的 时 间 间 隔 了 内 ,使 下 
列 沁 了 芳 取 极 小 信 : 
GD = fCx, uds 一 min, (9.10-3) 


由 于 终点 状态 无 任何 约束 ,如 果 这 种 最 优 控 制 存在 且 唯 一 的 话 , 极 小 值 7C2(7)) 将 是 
初始 条 件 x。 和 时 间 间 隔 7 了 的 单 值 沙 数 ， 这 个 泛 函 的 最 小 值 记 为 F(xo,T)， 于 是 


Flxo,s T) = min J(u(t)). . (9.10—4) 
恕 果 将 时 间 阅 隔 了 稍为 地 大 ,使 终端 时 刻 变 为 了 十 *， 则 上 述 等 式 将 变 成 
BCxzot 十 了 ) 一 min 上 让 (xz wat + Flx(rT), 7)| (9.10-5) 


而 且 n(x) 的 取 值 范围 应 该 满足 条 件 式 C9.10-2) 的 限制 . 
如 采 设 Hx, w) 和 F(xo, 了) 均 为 连续 可 微 的 二 元 函数 , 则 


Fx0s T + 7) = Fro T) 十 rr + .00r); 


F(x(r), 7) = Pr, 7) + SE Kr wr + OCr). 
当 r 一 0 时 ,应 用 上 面 两 式 的 关系 , 式 C9.10-5) 可 以 写成 ; 
OF = min Xos Hi OP (Xos 下 一 
2 = min [fo ) + Go Kos sn)|. 9.10-6) 


如 有 果 项 数 F(xo，T》 为 已 知 , 则 式 (9.10-6) 将 给 予 可 能 求 出 最 优 深 制药 数 a(#) 的 初始 什 
gz(0Y 我 们 达到 |. 忒 (9.1n-£5) 胰 一 个 一 阶 仿 和 害 介 睫 程 ”其 呈 大 和 六 只 向 一 示 肖 名 党 
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Etx(r)， TY 一 FCx(0), TY+ > BF fx(0), aC Or + OC) 
一 F(x(0), 7) + re CC0), T), KO), aC0))) 
十 OCz). 
邻 :t 0， 按 上 而 容光 序 ,可 最 所 得 到 关于 沙 数 的 将 种 信 尖 分 为 程 ， 加 
Sh i Cerad, FCx(0), T); K(xC0), uO i 


a7 mt0) EU C0)) 


根据 最 优 控 市 原理 , 上面 的 讨论 不 仅 对 始点 0 是 正确 的 :对 地 优 轨 明 上 的 任何 
也 都 砍 立 ， 故 上 式 也 可 对 任 首 点 xCr) 改写 为 


Be i rde PFCx(z7。9》， Kao， a C910-12) 
TE wtr)) 人 1 
式 中 9 一 了 一 r， 符号 grad: F 表示 只 对 名 篇 导数 的 榜 度 向 量 
grad F(X; 的 ) 一 Be a. , BE). 


基本 方程 (9.10-11) 成 《9.10-12) 有 两 种 用 途 ， 当 函数 FCx, 了 》 为 已 知 时 ,可 由 此 求 
出 最 优 控 制 起 ()， 反 之 , 当 站 (#) 为 已 知 时 ,可 以 由 此 求 出 函数 FCx, 0)，、 有 时 函数 可 
由 其 它 途径 求 出 , 此 时 按 式 (9.10-127 即 可 完全 杭 定 最 优 控制 函数 了 ， 症 第 八 章 讨论 最 速 
裕 制 系统 时 ,我 们 曾 得 到 过 类 似 的 方程 ( 参 夏 第 8.6 节 当 :那里 我 们 曾 指出 求解 此 方程 式 的 
方法 实际 上 这 个 方程 式 与 那里 得 到 的 结果 有 注 刻 的 联系 。 此 外 ， 对 控制 曼 不 受 限制 的 
名 和 人 ir 村庄 组 法 者 在 广 了 [2] 中 可 以 反对 这 一 条 下 网 的 计算 


‘9.11 拦截 问题 中 的 导 引 律 一 


作为 最 优 控制 理论 的 一 个 很 好 的 应 用 ， 我 们 修 组 一 下 关于 拉 入 是 中 的 导 引 规律 的 
最 俩 选择 9， 设 有 一 且 标 以 速度 向 量 浅 飞 来 (所 疼 11-1). 今 用 一 ee 
时 截 飞行 器 D 对 生 标 进行 拦截 ,速度 向 最 为 :wwn; 用 

一 a x 和 xp 分别 表示 目标 和 拦截 器 的 空间 座 标 , 它 


A 和 之 间 的 相对 距离 是 x = x 一 xo， 相对 速度 是 

op op 一 ow 一 0p， 拦 截 器 思 的 飞行 方向 可 以 用 改变 

We . 模 向 加 速 谋 wz- 欧 办 法 加 以 控制 拦截 任 务 的 目 
“人 、 ”的 是 绕 册 种 控制 规律 。 合 拉 基 回忆 在 基 一 时 


与 且 标 并 相 右 担 。 或 者 使 相对 距离 x 在 某 一 时 记 

达到 极 小 什 。 相 对 距离 x(1) 一 eu 人 一 xpftt 在 

_- :2 湾 T 以 后 的 极 小 值 称 为 拦 殴 赔 冕 惫 ， 为 了 达到 
、 洋 区 由 的 而 选择 的 控制 规律 称 为 导 引 和 

， 导 引 律 是 由 系统 的 实时 状态 决定 的 控制 律 . 

这 种 控制 律 使 系统 在 某 -时刻 达到 零 脱 息 ， 或 达到 某 一 种 终止 状态 从 控制 理论 的 观点 

看 ， 导 引 律 就 是 依 粮 于 实时 状态 的 综合 控制 (或 反馈 控制 )， 下 面 将 看 到 ， 用 最 优 深 制 的 


图 9.11-1 
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综合 理论 讨论 各 种 导 引 律 可 以 得 到 一 些 新 的 \ 很 有 意思 的 结论 ， 在 这 一 节 中 ,我 们 先 用 最 
优 控制 理论 推导 空间 比例 导 引 律 , 然 后 引进 “ 零 控 拦截 状态 ”及 “ 零 控 拦截 曲面 L” 的 概念 ， 
并 用 这 些 概念 讨论 各 种 导 引 律 . 

在 相对 体制 下 , 导 引 问题 的 运动 方程 可 描述 为 

二 Vv， | 

下 一 此 十 更， 《9.11-17 
这 里 ，x, vo, & 分 别 为 目标 和 拦截 器 之 间 的 相对 位 置 * 根 对 速度 和 相对 如 速度 向 量 , 而 a 
为 控制 加 速度 向 量 . 相 对 加 速度 a 可 以 叫做 国有 加 速度 , 它 是 不 能 随意 改变 的 , 它 的 大 小 
和 方向 依 融 于 状态 变量 ， 为 简单 起 见 ,通常 假定 a 是 关于 : 的 已 知 函 数 . 

在 导 引 问题 中 , 通常 假定 系统 的 初始 状态 %, mm 为 已 知 ， 而 对 终点 状态 可 以 提出 各 
种 不 同 要 求 。 例 如 ， 要 求 终 点 状态 为 零 脱 外， 即 一 0 C7 为 导 引 终止 时 刻 )， 一 般 
地 ,终点 杖 态 可 描述 为 

gtxCT), oT)) = 0, (9.11-2) 
8 是 向 量 , 由 终点 状态 约束 条 件 决定 。 除 终点 状态 约束 外 ,还 可 能 有 表明 导 引 过 程 好 坏 的 
性 能 指标 . 在 每 绕 式 (9.11-1) 中 ,加 速度 w 是 由 过 载 或 推力 产生 的 控制. 这 时 , 通常 以 所 
消耗 的 总 能 量 的 大 小 , 即 


二 汪汪 .11- 
J 二 | we (9.11-3) 


做 为 福 能 指标 ， 这 里 工 是 事先 给 定 的 时 刻 、 式 (9.11-1), (9.11-2), 《9.11-3) 是 典型 的 最 
优 控制 问题 。 

-所谓 最 优 导 引 律 、 就 是 这 个 最 优 控 制 问 题 的 综合 控制 戌 x, 只， 如 果 把 这 个 综合 控 
制 求 出 来 ,并 代 人 方程 (9.11-1) 中 ,出 方 程 组 的 任意 轨 线 都 应 该 是 土 述 最 优 控 制 问题 的 最 
优 轨 线 ， 综 合 入 制 ax v) 可 按 如 下 方式 确定 : 对 任意 给 定 有 的 初 信 6, m， 先 按 极 大 值 
原理 求 出 最 优 程序 控制 训 《+, xu, vs)， 然 后 令 + 一 0 得 下 03 zo; oo)， 控 制 起 的 n,n) 
是 系统 处 于 入, mm 状态 时 所 应 取 的 控制 量 ,因此 有 让 Cx), mm) 一 坛 0， xo, v0). 

下 面 求解 最 优 控 制 同 题 式 C9.11~1) 一 C9:11%3)、 为 此 , 先 用 eG); wz) 表示 wu 三 0 
时 系统 运动 的 轨 线 (叫做 零 控 弹道 )， 积 分 方程 组 (9.11-1) 得 


X= 2Xo 十 vt 十 | 《+ 一 rya(r)ar, 
.T= ht 『 GKz)az. (9.11-4) 


引入 零 控 平 均 速 度 如 (一 vw 十 十: 一 tar)dr, 则 ma(9) 又 可 表示 为 


XN) = wot PN, 
当 a() 羡 0 时 ,方程 组 (9.11-1) 的 轨 线 为 


上 


xz = x 十 | (2 — Tu(T)ar, 


0 


证 


v(t) 一 vt) 十 | uar, C911-5Y 
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最 优 控制 问 题 式 (9.11-1) 一 (9.11- 3) 的 哈密 顿 函 数 为 
Hotdata Tu 0-9 
而 共 赤 方程 和 边界 条 件 为 和 


几 = 0 由 (7) 人 2 
地 一 一 多 PT) fe Ce 


中 hs )， 分 帅 等 于 一 一 (XrgCx(T); 2C7777， 


BzCT) py Bo 全 Cag TKTO)S, pF 为 
待定 向 重 ， 如 果 gCx(T); oCT)) 一 x《T)， 则 如一 0. 于 分 方程 组 (9.1-7) 得 
$0 = 4, PCs) -i 4CT— 弛 十 如 ， . C9. 11-8) 
根据 极 大 信 原 至, 最 优 控制 羡 () 为 ， - 站 - 
ED — bl) — AT — + %h. 9.19) 

也 ms 得 人 
0) m 轩 Pa 二 和。 (9.11-10) 


为 本 束 测 综合 控 抽 ax a)， 必 须 把 入 久 表示 成 初始 状态 * 加 w 的 重 数 - 为 此 , 把 
式 (9.11-9) 代 到 式 C9.11-5) 中 ,然后 积分 , 取 :一 7， 得 


x(T) 一 (CT) 不 也 如 十 于 
VCT) 一 CT) 十 EX Th G11) 


其 次 ， 由 条件 Ex(T), PT)) = 0 和 ; A i 入 作为 TY PT) 

的 函数 从 而 把 控制 B&Q) 表示 成 零 控 弹 道 终止 状态 wT), TY 的 函数 ， 如 果 再 把 

x(T3， KZ) 表示 成 为: 加 的 明 数 ， 束 得 综合 控制 (Cw, mo)。 .用 霍 控 ee 
SCT) aT) 表示 出 来 的 控制 律 CT), TY) 吊 做 “预测 导 引 律 ”。 


应 (0 一 TT, x(T) 一 > En. 由 - 7) 一 0 得 
&0) 一- 一 2 四 911-12) 


这 是 终止 状态 为 才 脱 朋 时 的 “预测 导 引 律 ” xx(7) 叫做 < 预测 脱 和 最” 
再 讨论 空间 比例 导 引 侍 ， 把 式 (9.11-12) 中 的 预测 阅 破 量 綦 体 表示 出 来 ,得 
&(0) = 一 3Cz 十 万 (7277 (9,11-13) 
7? 一 站 (9, 


这 里 是 事先 给 定 的 ,可 按 适当 方式 选取 ,如 果 取 
T= __ (Xo, (TY 


15 7) 下 
则 式 (9.11-13) 变 为 


1》 这 里 和 以 后 用 x"y 表示 两 个 向 量 的 内 积 , 即 xy 一 (xy)。 
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下 上 3 XAT), (TY) 一 KT) BT )) 2 
CD 
| xj: I(T)|? (Xo X CT)) 
CO 
其 中 用 x Xy 表示 两 个 同 量 的 冶 量 积 ， 而 (xo X CT) zj 是 由 平均 速度 (TT)I| 
起 的 视线 xs 的 旋转 角速度 一 一 视线 转 率 . 如 果 把 这 个 视线 转 率 记 成 入， 则 有 


总 0 一 3 站 可 7 x PT 9.11~14 
0 re we 


如 果 在 系统 式 (9.11-1) 中 假定 ga 三 0,， 则 太 (T) 一 wo， 从 而 式 (9. 11= _14) 变 为 
RC0) 一 3 Ee wa (9.11-15) 


Xo, Uo) 


这 就 是 我 们 所 说 的 空间 比例 导 引 律 ， er 而 控制 
方向 垂直 于 相对 速度 内 。 


如 果 取 
Eb 
Co 了) 
则 得 到 另 一 种 比例 导 引 律 ， | z 
(0) 一 3 EX 允 i (9.11-16) 


这 个 控制 方向 是 垂直 于 视线 zx 的 . 

在 导 引 问题 中 ,一 般 “ 初 始 偏差 “都 比较 大 ， 通 常 希望 在 导 引 的 德 始 阶段 ,用 较 大 的 控 
制 力 把 初始 偏差 的 大 部 分 消除 掉 。， 比 较 理想 的 导 引 律 应 该 是 竹 导 引 的 初始 阶段 能 提供 较 
大 的 控制 力 以 便 消 除 较 大 的 初始 篇 差 , 而 在 导 引 过 程 的 后 期 , 则 赎 较 小 的 控制 力 进行 “ 微 
调 *. 但 是 , 导 引 律 式 C9.11-12)- 一 (9.11~16) 都 不 能 菩 到 这 一 点 。 因 为 ,它们 都 是 从 “整个 导 
引 过 程 都 在 消除 初始 伪 差 这样 观 点 出 发 推导 的 公式 , 钴 而 横向 过 载 的 分 布 在 整个 导 引 过 
穆 中 是 比较 平均 的 ， 横 向 过 载 的 这 种 平均 分 布 在 实际 上 是 很 厅 理 想 的 .二 为 在 拦截 器 接 
近 由 标 时 ; 为 了 保持 导 引 规律 不 被 破坏 , 需要 件 出 很 大 的 横向 控制 过 载 , 而 这 在 实际 上 是 
做 森 到 的 :事实 上 , 当 了 一 0 或 | 加 | 2 0 时 ,只 志 xXT) 或 w 不 趋 于 备 , 控制 过 载 式 
(9.11-12) 一 (9.11-16) 都 将 趋 于 无 穷 大 ， 这 就 是 通常 的 比例 导 引 法 在 导 引 过 程 后 期 出 现 
“过 载 饮 和 "的 原因 .有 没有 一 种 办 法 能 克服 这 种 缺点 中 ? 把 上 面 的 "整个 过 程 的 平均 " 焕 
成 < 短 时 间 内 的 平均 ”是 克服 上 述 缺 点 的 一 种 办 法 ,， 

为 了 进一步 研究 导 引 问题 ,“ 零 控 拦截 状态 ” 及 曲面 工 的 概念 很 有 用 处 。 从 控制 律 式 
C9.11-12),C9.11-14》 和 C9.11-16) 中 可 着 出 ,如 果 零 控 预 测 脱 订 .x*(7》 或 由 等 于 零 ,控制 
力 9) 也 等 于 堆 ， 并 且 在 整个 过 程 中 不 加 控制 力也 能 实现 拦截 。 如 果 系 统 在 某 一 时 刻 
已 处 于 这 样 的 状态 ,从 这 个 状态 预测 的 零 榨 脱 和 重 为 零 , 那么 不 加 控制 力 , 经 有 报时 间 也 
能 实现 准确 命中 ， 我 们 把 这 种 特殊 的 状态 称 之 为 “ 零 控 拦 截 状 态 ”, 郎 无 控 也 能 实现 拦截 
的 状态 ,在 导 引 问题 中 “ 零 控 拦截 状态 ”的 存在 是 一 个 普遍 现象 ， 古 典 导 引 法 中 的 所 有 直 
线 弹道 和 所谓 基准 弹道 ,实质 上 都 是 由 零 控 拦截 状态 所 组 成 的 、 

由 方程 (9.11-1) 所 描述 的 导 引 问题 中 ,凡是 满足 条 件 
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册 CR) mm HE ,9.11~17) 

的 初始 状态 mm wm， 都 是 夫 控 拦 蕉 状态 . 这 组 上 是 非 负数 如 果 « = : 0， 则 动 (4) 一 oh. 
这 时 零 控 拦截 状态 为 满足 网 

20 十 上 po = 0 , 40 ” {9.11— -18) 


的 初始 次 坊 ,所 月 这 入 状态 在 整个 状态 空间 (6 维 棕 闻 ) 冲 婚 成 咎 次 曲 醒 [ 臣 (941-18) 是 
含 7 个 变量 为 , 贞 , 入 的 三 不 为 粮 ]. 4 私 控 挫 匡 曲 
面 ”, 胃 荆 记 之 ,简称 工 曲 面 ,或 曲面 Li。 :… : 
如 果 导 引 问题 的 系统 方程 号 成 。 
人 =V, xt0) = 
Vv = 十- aa v(0) a 


1 


+ 


WT) = cosoTa 十 二 aaa 加 
于 是 zy m 为 等 控 拦截 状态 的 充分 必要 条 件 是 


人 nT, 


上 的 取 值 可 正 可 仙 、 
对 一 般 情 形 ,分别 用 目 怀 和 掺 入 的 关 动 方程 能 葛 好 地 说 明 零 控 拦 截 状 态 约 意义 ， 
设 且 标 和 拦截 器 的 运动 方程 分 列 为 0 
a fs Ee Ee i ™ ops i J 号 
a Dy 一 au(xus Ds Vn op 十 mr， 


欠 定 卫 吕 各 的 初始 杖 二 Ni Pie 以 及 拦截 器 的 初始 位 置 De 和 站 弹 的 初 站 适度 jue) DL 
后 ,这 时 只 机 擂 o 屿 足够 大 ,我 们 总 可 雇 选 择 搓 截 器 的 遍 度 方 呈 使 得 它 Ge 放 全 本 刷 行 ， 
没有 控制 为 作用 也 能 案 更 拦截 。 访 种 方向 虽 山 “ 零 接 拦 蕉 方向 ”这 全 地 控 烘 截 方 向 和 
定 的 遇 标 ,拦截 器 的 初始 条 件 一 起 组 成 一 个 替 榨 拦 稚 状 区 六 所 有 访 种 加 2 
个 状态 窗 半 《i2 拉 空间 : 申 级 成 10. 维 巾 面 (由 于 革 有 9 个 数 立 变 县 : Xe on, ,pes 
Denily, ier i mea nd 
”四 着- 着 富 典 委 引 沁 和 曲面 二 的 关系 。 ee 
典 导 引 法 ， 指 的 是 受 控制 力作 用 之 后 的 系统 状态 及 地 满 短 的 委 件 . .这些 导 到 计 并 不 走 杭 
回答 “怎样 积 控 秽 六 "的 问 题 ， 它们 只 说 明 ; 如 果 系 绕 的 状态 反比 保 特 在 那 种 状 写 ,就 能 够 
ep 内 从 前面 的 讨论 中 可 以 腊 山 ， We 
拦 巷 热恋 ,古典 导 引 法 实质 上 是 对 各 种 特殊 情 说 下 的 天 曲面 名 近似 找 述 . - 
i 用 各 自 的 速度 扒 述 办 次 拦截 状 鸭 折 满 攻 的 条 件 式 (% WD 
, mpm bp F201: 9 Hs) 
如 果 候 定 ， EY & [C2)|, 好 | 起 Cj 比 -| 部 Ga7| gE 
0 
即 祝 线 xo 与 速度 部 (Cj) 方向 一 致 再 很 定 9 节 0， 则 而 人 = mi 厅 而 有 


Try 一 yo 
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-= gps 20. 
现在 把 x。, vp 者 做 委 控制 作用 后 的 状态 那么 受 控制 作用 后 的 拦截 器 的 速度 方向 应 指 
中 旭 标 ,这 就 是 追踪 法 ， 妃 踪 法 是 日 标 速度 ME 很 小 时 的 嵌 面 工 的 近似 
描述 . 
再 看 平行 接近 法 .对 式 (9. 11-18) 的 两 边 向 量 秩 上 Xo, , 

XX NX) (9.11-20) 

如 果 假定 au 三 0，ap 三 0， 则 玖 Ga) 一 Wo， 忠 (Co 一 ni 这 时 上 式 变 成 
Xo Xx Vw 一 Xo X Um. 

SO 2p 应 使 上 式 成 立 ， 这 就 是 平行 接近 法 ， 用 PP 记 az 与 
Vpo 的 夹 和 外, 6 记 xo 与 ww 的 夹 朋 , 则 由 上 上 式 得 


sing = Ma jsin 8 
[vpo| 


平行 接近 法 是 自由 运动 (无 控 弹道 ) 为 等 速 运 动 时 的 曲面 工 的 描述 . 
在 前 置 量 导 引 法 中 , 先 把 杷 (1)， 屁 Cx》 具 体 表 示 出 来 : 


总 C4) 一 Vyo 十 | 《一 TY)gokr)dar， 


CE) = no 十 辣 | (gO— rT)au(r)ar,. 
记 | 
A5= i) Cp — lar) ~ en Yar. 


这 时 从 式 (9.11-20) 可 得 到 
Xo X (tnt AD) = Xo X Yo, 
记 P 为 xo 与 gp 的 夹 角 ,8 为 xo 与 win 的 夹 角 ,而 35 十 As 为 与 5m 十 AB 的 夹 阴 ， 
则 有 
ing = eA dnf 十 Ap)， ” (9.11-21) 


jw» 


受 控制 力作 用 后 的 拦截 器 前 置 角 ( 视 线 wv 与 拦截 器 速度 之 间 夹 季 gp) 可 由 式 《9.11-21) 的 
右 端 来 估计 .当然 ,一 般 来 说 ,这 种 估计 只 能 是 近似 的 。 从 这 里 看 出 。 前 置 量 法 十 a 送 0 
时 的 曲面 工 的 近似 描述 、 
最 后 再 讨论 三 点 法 .出 村 xo 一 Xo 一 Xpo， 故 式 (9.11-19) 可 改写 为 
Xue 十 KDRK) 一 Xp 十 Ob (1), 4 之 0. 
如 果 g 约 Cx) 比较 小 , 则 近似 地 有 
Xp 一 Xpo OPEL), & 0, 
这 个 近似 等 式 说 明 ， 当 xp 平行 于 zu 时 ,vp 也 应 平行 于 xyo， 而 当 xm 不 平行 于 
Xu 时 ,拦截 右 的 速度 Vpo 应 使 xp 接近 xu 方向 (六 为 只 之 0)， 这 就 是 三 点 法 的 几何 
意义 。 因此 ,三 点 法 是 目标 速度 (相对 于 拦截 器 速度 ) 比 较 小 时 ， 曲面 工 在 绝对 座 称 系 中 的 
近似 表示 . 
从 以 上 讨论 可 看 出 :古典 导 引 法 给 出 的 是 受 控制 后 的 系统 状态 所 应 满足 的 条 件 ,并 没 
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有 给 出 加 控制 力 的 办 法 . 用 什么 样 的 控制 去 实现 二 典 导 引 法 呢 ? 这 个 问题 ， 人 
什么 样 的 控制 乔 把 系统 引 到 曲面 工 上 的 问题 . 

现在 魏 们 讨论 曲面 工 上 的 一 般 导 引 律 。 导 引 的 最 终 目的 是 实现 粒 截 , 即 达 到 零 脱 可， 
有 了 曲面 工 ， 我 们 可 以 把 导 引 的 着 眼 点 从 “终点 零 脱 杷 ? 移 到 “曲面 工 ” 上 , 即 把 系统 导 引 
到 曲面 LK 上 并 消除 控制 力 的 办 法 达到 拦截 的 有 的 .这 种 导 引 律 可 以 统称 “曲面 工 上 的 导 
ea pL ead 因此 ,也 可 以 电 
做 对 准 法 "或 “圣人 准 法 ”. 

下 面 就 a 三 0 的 情形 讨论 在 零 控 些 面 工 上 的 导 引 律 . 作为 服从 这 里 的 终 
下 状态 为 曲 钙 工 。 它 在 相 空间 中 的 方程 式 是 

XCT) + wT m0, kD . : (9:11-22》 
即 
gCXCT), UT)) = x(T) 十 AD(T7， 

其 中 上 为 某 个 独立 参数 ， 用 待定 常 向 量 4 乘 式 (9. 11-22), 便 得 内 积 便 等 式 


《xfTJ + uw CT = 0: | (9.11-23) 
由 于 产 是 独立 参数 ,上 式 左 端 对 它 徽 分 后 得 
(4，D(T)) 一 0. (9.11-24) 


就 是 说 ,待定 党 向量 4 应 清 足 上 式 ， 在 式 《9. 11-23) 中 对 x《T)》 和 v(T》 的 分 量 微 分 ,得 
最 优 问题 的 共 顽 方程 的 边界 条 件 [ 见 式 (9.11-7)]: 
4 = 4， A > 
把 这 个 如, 212 代 到 式 《9.11~-10) 和 (C9.11~11), 又 得 到 | 
8(0) 一 AT 十 5)， (11 25】 


x(T) 一 so(T7 十 和 (5 i Tp ), 


HT = HT + 4 (三 + rp}. C9.11-26) 
从 式 《9.11~25) 中 解 出 4， 
10 
‘T+ 


再 把 它 它 代 到 式 (9.11-26) 中 ,得 
x(T) 一 xxCT) 十 三 0) (T+ + 工 ,ea 二 四， 


p(CT) = pT) + BO) (5 十 my + 2). 《9.11-27) 
将 第 二 式 滋 上 上 后 加 到 第 一 式 ， 可 解 出 
i 二 _ wT) + p(TINT + py a (a1-28) 


| 
ai 站 


这 里 ， 参数 .还 没有 被 确定 。 根 据 式 (9.11-24),《9, 0 ao) 下 于 vCT), 因此 ， 
由 式 (9.11~26) 又 得 到 
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C&C0), oT = CO), OTD + KOP (T+ Tg)/ CT + 0. 


《9.11-297 
这 正 是 决定 参数 产 的 方程 式 . 
显然 ; 当 a 三 0 肝 ，w(7) 一 由，ma(T) 二 x 十 m7， 故 式 (9.11-28)。(9.11-29) 分 
别 成 为 
WO a D/(S ed ) 7， (9.11-30) 


(RC0), oCT)) = CC, 00) + IECOT 志 十 2) hs 十 px), (9.11-31) 


为 了 便于 讨论 , 引 人 新 的 参数 $ 
了 
Tw 
这 是 从 初始 状态 到 曲面 工 的 过 渡 时 间 了 (这 个 时 则 可 称 为 “ 引 和 人” 时 间 ) 和 从 初始 状态 到 实 
现 拦截 的 整个 过 渡 时 间 了 十 & 的 比值 ， 是 拦截 过 程 中 “引入 ”时 间 所 占 的 比例 ， 显 然 ， 
0<5 1, 利用 这 个 参数 可 把 式 (9 11-302 和 (9.11-31) 整 理 成 如 下 形式 ， 


C0) 一 -一 1 T+ {9.11-32) 
sli 一 5 十 二 3 (T+ 


伺 (xo,V0) 十 | 4 一 |xo 上 一 3 一 (Kx， 本 十 二 lw) = -0 


{9.11-33) 
这 两 式 结合 在 一 起 就 构成 把 系统 引入 到 曲面 的 最 优 控制 律 ， 按 这 种 规律 实现 最 优 控 制 
的 程序 是 先 给 定 引 人 时 疗 工 ， 然后 从 式 (9. 11-33》 中 解 出 满足 0 妥 5 筷 1 的 根 5S，。， 有 了 5， 
就 可 按 定义 求 k。 从 而 由 式 〈9.11-32) 决定 出 所 需 的 控制 &C0)， 这 样 决定 的 控制 就 是 
并 时间 内 把 系统 引 到 曲面 二 上 的 “和 需 用 加 速度 " 如 果 这 个 加 速度 超出 允许 加 速度 的 限 
制 范围 ,那么 另 先 一 个 较 大 的 引入 时 间 TY， 并 重新 计算 ， 这 样 ,我 们 总 可 以 选取 比较 合适 
的 引入 时 [向 T。 按 这 种 方式 决定 控制 、 可 以 在 导 引 的 初始 阶段 用 较 大 的 加 速度 尽快 消除 
初始 偏差 ,从 而 克服 了 前 面 讨论 过 的 比例 导 引 的 缺点 ， 在 方程 (9.11-33) 中 , 也 可 以 先 给 
定 比值 3 或 x， 然后 反 过 来 决定 了 、 当 5 一 1(n 一 0) 时 , 导 引 律 式 (9.11-327 就 变 成 导 
引 律 式 (9.11-12)。 这 说 明 , 导 引 律 式 C9.11-12) 是 把 整个 拦截 过 程 都 当做 引入 时 间 的 导 引 
律 ， 


上 面 讨论 的 是 终止 状态 为 整个 曲面 工 的 情况 ,而 鞋 由 方程 x(T) 十 pv(7) 一 0， 
4 守 0， 所 决定 ， 如 果 给 定 参数 & 的 特定 值 jw, 则 方程 

Lo: X(T) 十 imv(T) 一 0 
决定 出 工 的 子 曲 面 ， 我 们 也 可 以 讨论 以 L, 为 终止 状态 的 最 优 控 制 律 ， 这 时 的 控制 律 仍 
然 是 式 (9.11-32)。 但 是 ,在 这 里 5 二 T/T 十 jw) 是 确定 的 ,因此 方程 (9.11-33) 就 不 需 
要 了 .从 以 上 讨论 可 以 看 出 , 导 引 律 式 (9.11-37), 《9.11-33) 中 的 参数 了, kx, 5， 都 可 以 
按 需 要 “灵活 地 "改变 ， 
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如 果 取 了 十 pw 等 于 : 
sd .7 
{xo, Vo) 
或 
—(%,, 0) 
Jw’ 


和 空间 比例 导 引 的 推导 一 样 ,可 分 别 得 到 导 引 到 曲面 Z。， 上 上 的 比例 导 引 律 : 


&(0) 一 Si (X02 00) oo x x,, 
1 b 


或 
CO) =— 5 lel xu 
(Ko, Oo) 
其 中 
L_ 


当 5 从 1 变 到 0 时 ，5; 从 3 变 到 -00， 这 说 明 , 比 人 导 引咎 人 层 大 末 数 5;， 只 要 它 大 
于 3， Re L。 的 最 优 控制 律 ， 

对 ax 0 的 情形 ,利用 平均 速度 也 可 以 讨论 曲面 二 上 的 导 引 律 ， 也 可 以 讨论 ， 除 总 
能 量 最 小 指标 外 的 其 它 性 能 指标 的 最 优 控制 律 ( 见 京 献 [43)， ‘4 
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本 大 在 为 上 上， 我 们 所 时 论 的 各 系统 中 。 输 人 和 输出 是 丰 者 说 芝 近 是 控 斧 王 孝 是 时 
间 * 的 连续 函数 ， 即 时 间 是 连续 变化 的 ， 但 是 ， 随 着 计算 机 和 数字 式 通 信 线 路 的 大 量 使 
用 ,很 多 情况 于 信号 不 是 连续 传输 的 , 而 是 用 该 散 的 数据 序列 去 传递 信息 , 这 种 数据 序列 
又 常 以 各 种 不 同 的 编码 形式 通过 信道 进 人 控制 器 或 计算 装置 . 学 俏 来 说， 某 一 信号 x(2)， 
只 有 在 间隔 相等 的 各 时 刻 : 一 0, 7，27.… .的 值 x(xT), n= 0, 1, 2。.…， 才 有 可 能 被 
采集 ,传输 和 接收 ， 在 这 此 采样 时 刘 之 间 的 信号 人 或 者 被 六 旗 , 吉 者 光 法 硼 定 ， 这 就 是 离 
散 形 信号 . 

如 果 一 个 控制 系统 的 输入 信号 是 离散 形 的 ， 输 出 基 则 可 能 是 连续 型 的 ;为 了 计算 方 
便 , 常 对 这 种 连续 输出 量 进行 同步 采样 或 异步 采样 ,把 一 个 连续 信号 转变 成 数据 序列 。 如 
果 一 个 控制 系统 的 输入 和 输出 都 是 以 离散 数据 列 的 形式 被 采集 和 接收 ， 就 称 它 为 离散 控 
制 系统 ,或 叫 采样 控制 系统 ， 还 有 一 类 系统 , 虽然 输入 和 输出 都 是 连续 的 , 但 它 的 工作 方 
式 是 离散 的 ， 例 如 ,用 脉冲 调制 方式 工作 的 电机 , 含有 脉冲 调制 的 放大 器 等 等 , 都 具有 采 
样 器 件 的 特征 . 含有 采样 器 件 的 系统 常 当 作 离散 系统 去 研究 . 在 本 书 内 采样 系统 和 离散 
系统 将 被 认为 是 同 义 语 . 

离散 系统 在 现代 控制 技术 中 得 到 越 来 越 广泛 的 应 用 ，、 这 是 因为 很 多 系统 中 的 执行 机 
构 或 放大 器 件 应 用 了 采样 器 件 ; 另 方面 ,也 是 主要 的 ,因为 数字 技术 的 发 展 ,而 数字 技术 中 
的 器 件 大 多 数 只 能 以 离散 的 方式 工作 。 中 小 型 过 程控 制 计算 机 的 大 量 采 用 ， 特 别 是 微型 
计算 机 的 普及 ， 使 绝 大 部 分 的 精密 控制 系统 和 复杂 的 过 程控 制 走向 数字 化 。 数 字 机 和 和 数 
字 回 件 所 能 达到 的 精度 远 高 于 连续 着 件 ， 它 的 容量 和 功能 也 是 连续 工作 的 器 件 所 不 能 比 
所 的 . 

由 常 微 分 方程 描述 的 运动 过 程 本 身 也 常常 可 以 用 离散 的 方法 进行 计算 . 由 数值 计算 
方法 可 知 , 当 计算 步 长 足够 小 时 ,用 离散 方法 所 得 到 的 结果 与 原 连 续 工 作 方式 的 结果 相 比 
差别 很 小 .所 以 在 分 析 和 设计 连续 系统 时 也 可 以 用 离散 系统 的 处 理 方法 去 简化 计算 过 程 ， 


而 不 致 产生 很 大 误差 。 
任 一 离散 控制 系统 ， 可 以 用 一 种 标准 的 方 框图 表示 ， 如 图 10.0-I 所 示 . 可 以 认为 系 
统 的 输入 信号 x(z)， 反 馈 信号 f(r)，、 误 差 信 和 号 elr) 和 输出 量 y(#) 都 是 时 间 :的 连续 


函数 ,而 采样 器 件 把 连续 量 et) 按 某 一 采样 频率 转换 成 数字 序列 《x 了 T)、 送 到 数字 控制 


(人 和 3 ytt) 
[> 江东 二 - 这 0 
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器 中 进行 数字 运算 ,然后 经 过 数 模 转 换 把 数字 序列 变 成 连续 控制 作用 x(z 去 驱动 受挫 对 
象 . 采样 器 件 通常 可 以 认为 是 一 个 模 数 转换 装置 , 它 的 工作 方式 如 图 10.0-2 所 示 , 它 把 连 
续 信号 s(t) 变换 成 一 个 数字 序列 sCnT) 一 {C0),，eCT), eC2T), ,2(nT), -*…*}， 
了 是 采样 局 期 。 | : 


图 10.0-2 


然而 从 动力 学 观点 来 看 ,采样 器 件 的 工作 方式 与 上 图 所 示 的 有 所 不 同 ,可 以 把 离散 控 

制 器 的 输出 表示 成 图 10.0-3(a) 的 形式 : 把 系统 中 的 连续 工作 部 分 集中 起 来 ,把 离散 的 特 

点 集中 于 采样 器 件 本 身 , 而 后 者 对 连续 信号 进行 脉冲 调制 .调幅 \ 调 宽 或 调频 ,这 种 调制 广 

1 法 示意 于 图 10.0-3Cb), 《c) 和 (Cd) 中 。 从 动力 学 的 观点 来 看 ， 脉 冲 宽度 为 常数 的 脉冲 调 


(b) (c) 
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咕 , 球 党 向 训 的 脉冲 调频 都 属 予 线 竺 调制 方式 ， 而 砂 冲 调 宽 (频率 图 定员 是 非 线性 的 ， 本 
划 内 我 们 将 主要 讨 沦 线性 调 件 的 情况 , 即 级 性 采样 系统 或 线 竹 训 和 系 绝 ; 


10.1 ”离散 系统 的 运 动 规律 一 一 差分 方程 式 


其 分 方程 最 适合 于 描述 采样 系统 的 运动 ， 借 助 于 差分 方程 可 以 顺利 地 研究 采样 系统 
的 一 切 特性 , 诸如 稳定 性 和 动态 品质 的 分 析 , 线性 系统 和 最 优 系统 的 综合 等 等 ， 因 此 , 研 
沧 洒 析 系统 的 第 一 步 就 是 正确 地 建立 扩 从 它 的 运动 规律 的 莽 分 方程 式 或 差分 方程 组 .本 
节 内 我 们 将 详细 地 讨论 这 个 问题 ， 

以 妇 10.0-3C2) 为 例 ， 设 受 控 对 象 的 连续 部 分 的 运动 方程 是 常 向 分 方程 式 
d"y dy 十 


7 十 soa 下 “十 mn + a0y = on» 《10.1-17 


Hn 
或 旋 入 组- : 
| ytBe 四 10.172) 
力 各 式 C10.1-1) 内 绷 定 控制 量 仅 有 一个， 而 (10.1-2》 内 出息 定 有 多 个 相互 热 立 的 控制 量 
a 一 (tts w， ……，w)。 根 据 第 一 章 内 的 讨论 知道 , 方程 式 (10.1-1) 总 可 以 化 为 一 阶 方程 
组 : | | Fr 
| (10.1-3) 
上 式 内 矩阵 4 和 向 量 的 每 一 个 元 素 由 方程 式 《10.1-1) 的 诸 系数 所 单一 确定 , 它们 可 以 
用 比较 系数 法 得 到 . 
设 控制 量 “(?) 是 被 第 一 类 采样 器 件 所 调制 出 来 的 脉冲 序列 ， 如 图 10.0-3Cb) 所 示 . 
设 脉 串 宽 度 为 YT 了, 了 为 防 冲 重复 周期 , 即 采 样 周 期 ,0 < y < 1， 我 们 先 讨论 高 阶 方程 式 
《19.1-1), 即 方程 组 (10.1-3), 并 在 0 去 :< 了 的 时 间 肉 求解 方程 (10.1-3)， 令 Oe = 


e* 为 方程 C19.1- -3) 的 齐 次 方程 组 的 基本 解 矩 阵 ， a “= A 于 是 在 En 
这 一 时 刻 有 . 


zy oay(0) 圭 人 
ws (0 4 全 eT buC OVar 
= edry(C0Y 十 (| cba 小 (0), 


风 祥 ,如 果 以 (7) 做 为 新 的 初 妈 条件, 又 可 以 求 出 在 :一 2T 时 刻 的 输出 y(27》 的 信 
y(27) = eTy(T) + (| eatur ) eT 


依 此 类 推 , 若 记 


他 
e 一 | eA-nDbadr, Do= et, 
0 | 


ee pene ee em eg EE 一 
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则 对 任何 :二 NT 有 
7y[(N + DTI = DyCNT) + ex(NT), (10.1-4) 
这 样 ,我 们 就 得 到 了 采样 控制 对 象 的 第 一 种 差分 方程 式 ， 
如 果 和 矩阵 4 是 可 逆 的 ;向量 ce 可 以 由 下 式 算 出 : 


c= eA | eArbadr 
0 


rT 
一 4 (| 一 Air] b 


一 4ri(ed — e747)b, (C10.1-5) 
当知 阵 4 为 不 可 逆 时 ,上 式 依然 有 效 ,此 时 应 理解 为 
= (rTE—i (TYPA+ TA eb, (10.1-6) 


显然 ;上 式 右 端的 级 数 对 任何 和 矩阵 4 总 是 收敛 的 ,因而 《10.1-57) 内 的 向 量 e 总 有 定义 . 
差分 方程 组 (10.1~4) 内 的 向 量 一 《7 ”2 …，y) 中 的 各 分 量 是 方程 式 (10.1-1) 
内 受 控 量 ?的 各 阶 导数 和 控制 量 x(9 在 上 一 NT 时 刻 的 值 的 线性 组 合 。 因 此 ,它们 代 
表 受 控 对 象 的 主要 输出 y 一 y 和 它 的 各 阶 导 数 在 各 采样 点 的 取 值 ， 如 果 我 们 只 对 系统 
的 主要 输出 yYCNT) 感 兴 趣 的 话 ,差分 方程 组 (10.1-4) 可 以 化 为 仅 含有 一 个 主要 输出 变数 
y 的 高 阶 差 分 方程 式 ， 为 此 ,我 们 想法 消 挤 式 (10.1-4) 内 除 yi 以 外 的 其 他 变数 ， 例 如 瑟 
出 下 列 ?个 方程 式 : 
y[CN + 11)7] = DyCNT) + cul NY ), 
3 了 [CN 二 2)71 一 DyLIGCR + DTI + eul CN + 1)7], 
3y[(CN tn)T]= DyICN+ na 1)7TlI cullN 二 2 一 1)71]. 
在 ?个 方程 式 中 包括 了 yANT), y[CN 寺 DDT, yi[CN+ aD)T], i=1,2,.……,n 
等 Ca 十 1) .2 一 吧 十 za 个 未 知 量 ,从 中 消 掉 下 列 《2 十 1)(n 一 1) 二 一 1 个 量 : 
yANT), ,yl (WN + 1)7], 
ysC(NT), 人 yal CN 十 nT], 
yANT)s yal CN + rT], 
最 后 剩 下 一 个 方程 式 , 其 中 仅 含 有 yy[CN 十 n)T],，………， mCNT) 等 等 六 十 1 个 量 ， 击 于 甜 
阵 了 的 特性 ;这 种 消除 是 可 能 的 ， 过 消 撞 的 结果 便 得 到 一 个 阶 差 分 方程 ,其 内 只 包括 
系统 的 主要 受 控 量 六 一 y， 它 的 形式 是 
7[CNV + TI + ey[N + nm DTI+ -+ ewy NT) 
ful(N+ nm DT]+fw[(N+tn om 2)T1t + fu NT), (10.1-7) 
式 中 诸 系 数 er， ,es; 有 hh，……, fs 为 常量 ,它们 是 由 盾 阵 了 DD 和 向 量 e 的 元 素 所 单一 确定 
的 。 于 是 ， 我 们 又 得 到 另 一 种 只 含 主 楼 输出 变量 的 差分 方程 式 ， 这 种 方程 式 常 称 为 .# 阶 
线性 差分 方程 式 . 我 们 可 以 看 到 ,高 阶 著 分 方程 式 《190.1-7) 与 差分 方程 组 (10.1-4) 是 等 
价 的 . 
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在 实际 工作 中 常 可 采用 差分 方程 式 的 第 三 种 形式 . 引进 符号 
Ay(NT) = y[(N 十 1)7] 一 CNT)， 
AIyCNT) = Ay[CN + DT] 一 ArCNT7 一 y[CN 十 2)7] 
— 2y[(N + DT] + YCNT), 


[和 


AyNT) -~ C—ON + DT]， C10.1-8) 
式 中 Ci 为 对 i 的 组 合 数 ， 
Ci = 7 — DD:- hl nn 好 
1! HG — IJ)! 


从 式 (10.1-8) 内 解 出 yCiT》 代 人 式 C10. OBE 半生 
gh"yCNT) 十 A"'yCNT) 十 :十 EN T) 
一 An-i(NWT) + iA"INT) + -二 haNTY, (10.1—9) 

式 中 Bos 和， 均 为 常量 ,它们 为 (10.1-7) 内 的 诸 系数 <: 和 f; 所 
激 值 确定 . 不 难看 出 差分 方程 《10.1-9) 与 《10.1-7) 是 相互 等 俐 的 ， 两 者 可 以 按 关 系 式 
Cf 1-8) 互 化 ,因此 式 (10.1-9) 与 (10.1-4) 也 等 价 . 

最 后 , 式 C10.1-7) 还 可 以 写成 男 一 种 形式 . .引进 新 变量 ，yCNT) 一 XNT)》, 并 设 符 
号 玉 窗 示 欧 位 自 于 , 即 Hy(NT) = yy[CN 填 1D)T]， 那 么 ,方程 式 (10.1-7) 可 以 化 为 新 的 
方程 组 : = 

Hy(NT) = yA(NT) + buCNT), 

五 TV I 王 ytNT) + bu NT), 


和 


ng me — dy NT)— a yr NT) — :ayn(NT) + bu NT ), 人 1-10) 
式 中 各 系数 为 方程 式 (10， 1-7) 的 各 系数 记 单一 确定 。 
车 令 


y= (yn), 
cr 二 (6,, ”9 bs 


0 1 ‘0 
本 0 0 1 0 ， 
则 上 式 义 可 以 写成 向 量 形 式 -| 
Hy(NT)= AWNT) + exnNT), . . (10.1-11) 


这 就 得 到 了 描绘 采样 系统 的 第 四 种 差分 方程 式 . 方 程式 《10.1~11》 最 然 形式 上 与 式 
《10.1-47 根 网 , 但 是 实际 上 完全 是 两 回 事 ， 因 为 式 (10.1-11)y 的 各 分 量 是 主 输 岂 最 ? 和 
控制 乒 # 在 各 个 不 同 采样 时 刻 的 值 , 而 方程 式 (10.1-4): 的 各 分 量 是 由 主 输出 量 y 和 控制 
苔 * 的 各 阶 异 数据 构 成 。 所 以 方程 式 C10.1-4》 和 《10.1-11) 是 截然 不 同 的 两 类 方程 式 .但 
是 ,从 描述 采样 系统 的 运动 规律 这 一 意义 来 君 ; 他 们 是 等 价 的 ,是 可 以 互 化 的 ， 
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这 样 ， 我 们 讨论 了 拱 述 采样 系统 的 四 种 差分 方程 ， 它 们 是 式 《10.1-4)，(10.1-7?)， 
《10.1-9) 和 《10.1-112。 在 实际 工作 中 究竟 采用 何 种 形式 ,要 由 具体 情况 而 定 。 从 原理 上 
来 看 ,它们 都 可 以 做 为 对 采样 系统 分 析 或 综合 的 基础 . 

现 举例 以 说 明 这 四 种 方程 式 的 求法 . 0 


diy My dy 
a 二 4& La 十 和 + #43 三 hh a 已 = 一 十 Kad, (10.1-12) 


令 yy 二 加 ， 于 是 式 (10.1-12) 可 写 为 方程 组 : 
Ly « 
pF yz 二, 3 


2 一 一 bj 一 0232 一 Ays t+ Ban, 
式 中 b= 4 B= nk Bb; = 志 s 十 tk, 一 4:#1 一 uf 
令 b = 《如 $;， b:)， 


和 一 Cy1s y2» y3), 


0 1 0 - 
A= 0 0 1 y 


da —4: a 
则 上 式 可 以 写成 向 量 等 式 : : 
了 一 dy + bx, 
设 xz) 为 第 一 类 采样 元 件 ( 图 10.0- -3b) 所 调制 , 则 第 一 种 差分 方程 是 
y[( + DTI = DyCNTY tt enNT), (10,1~13) 
式 中 | 
D 一 eAT, c= Ice E eA )b. 
第 二 种 差分 方程 是 
y[CN + 3)T] + ey{CN + 2)T] + ery CN + DT) + ey NT) 
== fu[ CN t+ 2)T | + fullN + DT + futNT), C10.1-14) 
第 三 种 差分 方程 是 
goAay(NT) 十 grAzy(NT) 十 8ACNT) -+ gy CNT) 
= AWNT) + AhAwuCNT) 十 hau( NT), 《10.1-15》 
式 中 


名 一 1，8 一 3 十 ce 丘 一 3 十 2c 十 ca 的 一 上 十 上 十 他 十 cs 
页 一 不 丰 一 2 十 六 而 十 十 天 十 f. 
再 令 yANT) 一 yCNT), 式 《10.1-14) 又 可 写成 
Hy(NT) = yA NT) + ciu(NT), 
HyANT) = yy (NT) + cut NT), 
HysANT) = —dy NT) — dyAKNT)— dyANT) + csuCNT), {10.1-16) 
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式 中 
> 流 =fi, ch eh ct i fs | 
di = 1, di = ¢7, dy = 0s, 
这 就 得 到 了 第 四 种 差分 访 程 组 二 i 
Es Oy. = < 二 -ukNT), 二 《10.1-16 ) 
0 LE 
A™ | 0 0 Le ) C 亚 《cty C23 cs)。 
—d —d: —d 
对 于 有 多 个 控制 重 的 系 绕 , 差分 方程 式 (16. 1-2) 的 建立 方法 是 完全 类 似 的 ， 相应 的 向 
量 方程 式 的 形式 是 
?ICN + DT = DYCNT) + Ca(NT), {10.1-17) 
式 中 


De a C= Cear ete) 4B 
这 里 与 式 (C10.1-4) 所 不 同 的 是 C 是 + Xx + 阶 矩 阵 , = 是 + 维 向 量 , 而 式 (10.1-4) 内 的 e 是 
一 个 ” 维 向 量 , x 是 一 维 控 制 量 ， 用 前 面 叙述 过 的 方法 可 以 类 似 地 得 到 具有 多 个 控制 量 
的 第 二 种 至 第 四 种 差分 方程 式 , 只 不 过 后 者 的 具体 形式 略 有 变化 轩 了 ， 上 述 的 第 一 ,第 二 
和 第 四 种 差分 方程 式 以 后 都 将 在 不 同 的 场合 分 别 采用 . 
用 差分 方程 式 撕 给 采样 系统 时 ， 我 们 只 能 得 到 输出 变量 在 各 采样 时 者 的 取 第 变化 规 
律 . 至 于 在 两 个 采 梓 时 刻 的 中 间 输 出 量 的 变化 情况 从 上 列 任何 一 种 差分 方程 式 的 解 中 都 
得 不 到 任何 解答 。 但 是 采样 系统 的 输出 伪 怡 怡 是 连续 实 化 的 ， 这 与 输入 量 或 控制 量 的 脉 
冲 序列 完全 不 同 ， 后 者 本 身 是 不 连续 的 信和 号， 而 前 者 本 璋 是 韦 续 蛮 化 的 ， 时 是 为 了 信息 
:多 理 风 办 便 ， 我 们 才 人 为 地 到 其 在 采样 点 的 值 加 大 研 究 ., 为 了 更 全 面 地 了 解 输出 量 的 变 
化 情况 , 可 以 将 前 述 各 差分 方程 改写 , 使 其 所 描绘 的 输出 量 ( 受 榨 量 7 的 值 不 在 采样 点 上 > 
而 在 采 福 点 的 中 间 ， 或 者 说 ， 相生 信和 全 的 时 人 表示 受 控 量 ,> 在 :一 sT，7 十 57， 
27 十 seT，…'，NT 十 eT，，…， 等 时 记 的 值 . :0 
设 0 a 用 和 根 据 趟 (10 1-2) 有 ,， ee 


y(eT) 一 chary(0 + | de 
YT 十 ET) = ery(eT) uh et Na “ec-4cBaoar 
十 c4ar hs - 


依 此 类 推 ,可 了 以 得 到 
y[KN 十 1 二 es)7] 一 Doy[CV + eT 十 Beatw7) 二 
十 BE)a[CV + 1 Ti, i €10.1-18) 
式 中 a 
， (了 一 上 ) 工 
了 到 ea Bi(e) 一 之 4 | ear, BXs): mm < ABdr, 


sre hd 
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当 7<s < 委 1 时 , 风 有 
SyICN + 1+ eT)]= DyICN + 8)T] + Beau[N + 1)7], (C10.1-19) 
式 中 tT 
BE) = co cr4: 了 dr、 


从 式 C10.1~18) 和 (10.1-19) 内 可 以 看 出 , 当 输 出 量 的 采样 时 刻 与 输入 量 的 采样 时 刻 不 
同时 ， 差 分 方程 式 的 形式 也 不 相同 。 与 《10.1-17) 比较 这 种 差别 就 一 目 了 然 了 ， 根据 式 
(10.1-18) 和 (10.1- 19) 又 可 以 推出 第 二 种 至 第 四 种 差分 方程 式 ,如 式 C10.1-7)， (10.1-9) 和 
《10.1-117 那 样 。 

讨论 上 面 的 采样 系统 时 ,我 们 假定 脉冲 请 制 后 的 每 一 个 脉冲 是 方形 的 ,其 高 度 仅 与 输 
人 量 gCs) 在 采样 时 刻 的 值 有 关 《 图 10.0-3b)。 有 时 为 了 更 好 地 焉 近 输 信号, 脉 促 元 件 
的 调制 规律 可 采用 一 次 线性 外 播 , 输 出 端的 脉冲 序列 中 的 答 一 脉冲 均 为 < 斜 顶 ”, 它 的 形状 
如 区 10.1-1 所 示 。 脉 冲 项 部 的 斜率 与 相 邻 两 个 采样 时 刻 的 输入 信号 s《(NT》 和 g[ CN 一 
1)7] 的 连 线 料 率 相同 ,此 时 第 一 种 差分 方程 式 将 具有 下 列 形式 ， 

y[LN + DDT] = DyCNT) + BiaCNT7 + Bul (CN — D7], C10.1-20) 
式 中 


， sr .| 
D= er, B= eI | 一 43 十 三 ) dt» > 
0 了 
F 
B, 一 一 < "oe-4rB. Ladr, 
-0 T 


以 式 C10.1~20) 做 基础 可 以 推出 其 他 几 种 差分 方程 式 、 由 此 我 们 看 到 ,图 10.1~1 所 示 的 调 
制 方式 是 线性 的 ， 

本 节 内 讨论 过 的 方法 同样 适用 于 次 系数 系统 ， 如 果 受 控 对 象 是 由 变 系数 常 微分 方程 
所 接 绘 , 那么 相应 的 差分 方程 式 也 是 具有 变 系数 的 线性 方程 ， 例 如 式 (10.1~1?) 此 时 变 为 

y[ICN + 1 DT] = DONTIYCNT) + CNT)uCNT), : (10.1-21) 

式 中 和 矩阵 DCNT》 和 CCNT) 的 每 一 元 .| : 
素 是 时 间 的 盖 数 。 这 两 个 矩阵 的 求 算 公 
式 与 式 人 10.1-17) 内 的 矩阵 求法 相同 ， 只 ， 
怖 将 二 换 为 变 系数 系统 的 基本 解 矩阵 
0(t:， :十 7) 如 可 此 处 上 一 0，7， 
2 厂 NT 

前 夯 讨 论 中 的 输出 向 量 y 是 离散 系 
统 的 状态 向 量 . 为 了 设计 控制 规律 a(z) 
当然 要 不 间断 地 对 系统 的 状态 进行 测 
景 。 然而 并 不 是 状态 向 和 量 的 每 一 个 座 标 
在 实际 上 都 可 以 直接 用 传 感 并 或 铀 量 装 置 测 出 ， 文 和 连续 系统 中 的 情况 完全 类似 能 够 
测 到 的 关于 系统 状态 的 信息 往往 必须 通过 某 种 了 泡 数 关系 表达 出 来 ， 最 典型 的 例子 是 用 改 
达 测 量 运 动物 体 的 座 标 ,雷达 测 得 的 数据 要 经 换算 后 才能 求 出 运动 体 的 座 标 ,这 在 本 书 的 
前 几 章 已 经 担 到 过 ， 一 般 来 讲 ， 假定 测量 装置 可 以 直接 测 到 m 个 参数 : ig Gay "yy Tn 


图 10.1-1 
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下 向 量 z 表示 ， 称 为 离散 系统 的 观测 向 芋 , 观测 疝 量 2 和 状态 向 量 y 之 向 的 函数 关系 可 
烽 示 成 : 


ZCNT) = f(yYCNT), NT), (10.1-22) 
式 中 弛 为 亚 维 的 非 线性 向 量 画 数 ， 由 于 通常 能 够 观测 到 的 参数 2 io 的 个 数 小 于 
状态 向 量 的 维 数 ,也 就 是 说 , 在 每 一 瞬间 不 能 由 关系 式 (10. 1-22? 反 解 出 XCNT) 来 ,即使 
向 量 量 数 7 的 zm 个 分 最 都 是 相互 独立 的 ， 这 在 实际 问题 中 是 最 常见 的 情况 . 在 简单 的 情 
况 下 ,观测 方程 (10. 1-22) 右 端 是 状态 变量 的 线性 函数 ， 此 时 用 FCNT) 二 CCNT)) 表示 
mw X 2 阶 长 方 矩阵 , 它 的 每 一 元 素 fnT) 是 时 间 + 的 函 致 ， 于 是 观测 方程 变 为 

zCNT) 一 FCNT)7CVTDI。 四 (10.1-23) 
和 一 方面 ， 当 丽 数 关系 式 10.1-22) 中 的 是 各 自 变 量 的 足够 光滑 的 沙 数 ,而 且 FC0， 
NT) 一 0， 那 么 在 小 范围 内 可 以 将 函数 了 按 索 勒 级 数 展开 ,只 保留 展 式 中 的 线性 项 , 揽 路 
高 次 项 ,线性 表达 式 C10.1-23) 将 在 一 定 程 度 上 逼近 式 (10， 1-22)。 因 此 ,线性 观测 方程 对 
研究 非 线 柱 观测 问题 也 是 有 意义 的 ， 由 这 种 方程 撕 述 的 测 县 装置 也 有 人 称 之 为 观测 器 . 

归纳 上 述 ， 一 个 离散 线性 系统 的 完整 的 方程 式 将 由 受 控 对 象 的 运动 方程 式 和 观测 方 

注 式 两 者 所 组 成 。 
YON + 1)T) = DCNT)IY(NT) + CON Tu(NT), 
ZNT)}= , F(NT)YCNT),. | C10.1-24) 
我 们 称 方 程 (10.1-24) 为 离散 系统 的 完全 描述 模型 . 


10.2 ”差分 方程 式 解 的 特性 


-”” 蓝 书 内 我 们 讨论 了 各 种 差分 方程 式 的 建立 方法 和 运算 步 瑞 . 本 节 内 我 们 将 讨论 各 种 
差分 方程 的 特 解 和 通 解 的 特 姓 ， 对 这 些 特性 的 讨论 将 有 助 于 对 离散 系统 深 动 规律 的 细致 
了 解 ;同时 对 离散 系统 的 分 析 和 综合 将 提供 忆 药 的 理论 基础 、 四 种 著 分 方程 式 中 ,我 们 将 
重点 讨论 第 一 种 式 (10.1-4)、 第 二 种 式 C10.1~7) 和 第 四 种 式 (19:1-11)s 因为 这 几 种 在 实际 
工作 中 使 用 最 广泛 ,应 用 也 较 方便 。 其 中 第 一 种 和 第 四 种 , 即 式 《10.1-42 和 起 C10.1=11» 
虽然 物理 意义 不 同 ,但 数学 结构 却 完 全 相同 ， SI Ed 
我 们 先 讨 论 第 一 种 ,然后 再 讨 论 第 二 种 。 

第 一 种 差分 方程 是 ER 
HYCNT) 一 DyCNT) + CaCNT)， I (10.2-1) 
式 中 符 写 电表 示 移 位 算 子 ， 其 作用 规律 是 HyCNT)》 开关 LCN 十 1) 工 ],， DP 和 为 常量 算 

阵 ” 若 末 五 和 CE 是 时 间 NT 的 函数 则 系统 变 成 变 系数 系统 ,但 下 面 得 到 的 很 多 结论 栈 作 
人 式 (18.2-1) 内 :aCNT) 为 控制 向 最 ; 它 的 每 一 
个 分 量 uNT) 是 相互 独立 的 控制 量 ， 3 出 人 内 包含 一 个 分 
量 ; 独 托 阵 C 刚 变 为 一 个 癌 量 e. 

““ 。 当 式 《10:2=>1) 之 布 准 uCNT) = 三 和 时 ， 方程 式 和 

Hy(NT) 一 Dy(NT) (10.2-2》 

称 为 式 (10.2-13) 的 齐 次 方程 式 。 5 ”i 
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ee 


齐 次 线性 过 分 方程 式 的 解 与 齐 次 线性 党 筱 分 方程 式 的 解 有 很 多 共同 的 特点 ， 如 果 式 
《10.2-2) 是 由 # 个 方程 式 组 成 , 则 必 有 = 个 线性 不 相关 的 特 解 , 而 且 只 有 >” 个 这 种 解 , 任 
何其 他 解 均 可 用 这 » 个 “基本 解 ” 和 的 线性 组 合 表示 出 来 。 设 这 个 线性 不 相关 的 解 已 经 找 
到 ,它们 是 

PNT) = yANT), ynCNT), 1 , yn CNT)), 

YANT) = (yANT), ya(NT), ***) yrKNT)), 

yANT) 一 0 ya NT)s oo, yon NT )). 
由 于 对 任何 1 == NT,，N 二 4, 1,2,''*、 上 述 4 个 解 线性 不 相关 , 那么， 由 它们 所 构成 
Me ne NT 总 不 为 零 ， 于 是 ,对 式 2-2) 的 任何 特 解 YUNT》 存在 一 组 常 
数 c1, cz cn， 使 

YNT) = cyNT) 4 cy NT) 十 十 caCVT)。 
税 这 #4 个 基本 解 是 什么 呢 % 从 原则 上 看 任何 = 个 线性 不 相关 的 解 均 可 成 为 基本 解 。 现在 
我 们 只 选择 一 种 ,做 为 以 后 讨论 的 基础 ， 

由 于 式 (10.2-2) 内 的 D 二。 人，4 是 描述 连续 受 控 对 象 的 常 微分 方程 中 的 矩阵 , 故 
矩阵 也 的 行列 式 永 不 为 零 、 现 在 证 明 , 式 (10,2-2) 的 个 基本 解 是 知 阵 D* 一 e*4 的 几 
个 列 向 量 。 显然, 矩阵 D” 满足 方程 式 (10.2-2), 因 为 

HD* 一 站 DY = DN+1, 


于 是 

yiNT) = (DN), 一 (ex 

yy. NT) = (0 ss i | (10. 2-3) 
} 上 式 右 端的 右 下 角 注 i, i 一 1,2,:……,# 表示 短 阵 的 第 ; 列 向 量 . 或 者 用 YCN7) 表示 


式 \10.2-27) 的 基本 解 矩 阵 , 有 
YNT) 一 中 一 一 人 NT)， NT) 
yuNT) Jo(CNI) 
yaCNT) +» ylNT) 


ya(NT) oe yo NT) z 
上 式 左边 的 矩阵 的 第 一 列 是 CNT> 的 各 分 是， 第 二 列 是 y.(NT)》 的 分 量 ， 如 此 等 等 . 
由 于 4 是 已 知人 炬 阵 , 故 D 二 < 人 也 为 已 条 , 则 式 (10.2=-2) 的 基本 解 矩 隆 太一 站 马上 
可 以 算出 。 再 幢 于 和 矩阵 如 是 非 晓 化 的 , 即 1DI 关 0， 和 那么, 它 的 任何 次 整数 只 都 不 为 零 . 
因此 ,基本 解 矩 隆 一 YGVT) 对 任何 术 均 为 非 虹 化 , 模式 410.2-3) 内 的 个 解 对 任何 
NT 是 线性 不 相关 的 ， 
设 受 控 对 象 的 # 个 初始 条 人 御 是 ec 一 《ci Cn)， 即 yiC0) Wr C1 a C2 ”3 
ys(0) 一 cn， 或 者 y(0) 一 ec， 那么 ,满足 广 -组 初始 条 件 的 式 Gl10 2-2) 的 特 解 将 是 
pINT) = efTe = De = Dy(0). 《10.2-4》 
事实 上 ， 
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Hy(NT) “= DDME == DNtle on y[ (WN + 1)7], 
丙 旭 yy 了 (0 一 Me 一 e。 因 为 按 矩 阵 谣 数 的 定义 任 条 矩阵 的 零 次 雷 为 单位 矩阵 、 由 于 
土 述 初 纵 杂 件 6 是 任意 的 , 故 式 (10.2-4) 称 为 讲 次 差分 方程 式 (10.2-2) 的 通 是 . 
现在 求 非 齐 次 方程 式 (10. 2 pi 2-1) 的 通 解 
为 下 列 形式 : 
¥NT) 一 rT)eQWT) 一 ee .1 (10.2-5) 
式 中 eCNT) 二 《oCNT)，czANT),… ;cnCNT))， 令 式 《10.2-1)- 的 初始 条 件 为 带 向 
地 yo 加 来 出 清 足 这 个 初 条 件 的 解 式 (10 2-5), 将 式 (10.2- MSARCLO. 2-1) 后 有 
Hy(NT)} =y[(N + DT 
= YON +t DTle[l{N +.1)71 
= DY(NT)e(NT) + Cu(NT) 
= YIN + DT YeC(NT) + ee 
秘 项 后 窗 . 
cl(N + 1)71— eCN7) = Y7[(N 十 DT1CuCNT). 
WE 
elmT) 一 e(0) = Sy-iCN 十 1)7]CaCNT)。 


上 天 0 


将 eCmT) 代 人 式 (10.2-5), 并 考虑 3KX0>》 一 yo， 最 后 得 到 


ymT) = D"y, + D” bp3 I 十 DT]Cu(NT), 


n=0 
或 者 改写 成 
加 OY Dvy, + + Dw?Cu(mT), -= (10 #6) 


不 难 检查 ， , 式 (10. 2-6) 洲 足 方程 式 (10.2-1)， 并 且 同时 满足 初始 条 件 y(o) - 一 yx。 推导 时 
我 们 曾 假定 《mT 当 m 二 0 恒 为 零 向 量 。 因 为 控制 作 基 是 在 上 一 3 时 开始 作用 的 。 这 
样 ;由 于 3% 是 任意 的 , 式 (10.2-1) 的 解 式 (10. 2-6) 我 们 将 称 为 非 齐 次 方程 的 通 解 ， 

其 次 , 令 向 量 函 数 四 (NT》 是 下 列 方程 式 


HA$UNT) = $IN 一 D7] = D'$NT) (10.2-7) 
本 H* 是 逆 移 位 算 子 , 则 
BINT) 于 cm 人 DT {10,2-$) 


是 我 C10. 2-7) 的 解 ,其中 加 为 任 音 非 零 党 向量 ;是 武 (10:2-7 7) 的 初始 条 件 ; 因 海 : ， 
CD = DT EDI Nb DDN 一 1 
不 次 看 沁 ; 式 (16.2m7) 的 任何 非 零 解 沁 CNT》 与 齐 次 方 程式 (10.2-2) 的 任 柯 非 圳 解 ON 79 
的 内 积 为 常数 ,而 与 六 无 关 , 因 为 
GIR + DT], BLON + 19T1) ~ (yCNT), NTD 
一 《Drice， (DYN VD) 一 (Drey OR 
= (c,h) 一 《cy $0) = 0. 
帮 与 齐 次 常 微分 方程 相似， 满足 关系 式 


rope mm 


wn -rm : - ”一 -一 一 一 一 
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(BNTY, YNT)) = const, 
的 CNT》 的 方程 组 (10.2-7) 称 为 式 《10.2-2) 的 共 罗 d 方 程 组 ,有 了 时 也 称 其 为 伴随 方程 组 ， 
而 CNT) 则 称 为 式 (10.2-27 的 共 斩 解 . 
设 离散 受 控 系统 式 (10.2-1) 的 初始 条 件 为 加 ， 在 其 输入 端 作用 的 uCNT) 不 是 控制 
量 , 而 是 扰动 作用 。 那么, 容易 证 明 , 由 于 扰动 所 引起 的 输出 yCNT》 可 以 通过 共 思 方程 
式 的 解 表示 出 来 ， 首 先 写 出 下 列 恒等式 
[lm DT], 有 [人 om 十 DT]) — ymT), $mT)) 

= (Dy(mT) + Cu(mT), (D -pmT)) 一 CCm7), pmT)) 

= (Cu(mT), (D)-$mT)), 
令 Ni 为 一 固定 正 整 数 ,将 上 式 两 端 对 m 求 和 后 有 

yONTY, BVT — CyC0), $0)) 


NI—l 


一 >, (Cu(mT), (D)-Wp mT)). (10.2-9) 


4 王位 


设 受 挖 对象 的 初始 条 件 为 零 , 即 Jo 一 0, 再 令 归 (NT) 一 (Cl, 0,0,***， 0), 同 量 yCNIT) 
的 第 一 个 座 标 yt 在 NT 时 刻 由 扰动 所 积累 的 值 将 为 ， 


Ni—l 


NT) 一 之 (CulmT), (Db mT)). (10.2-10) 


等 式 (10.2-9) 称 为 格林 公式 ， 而 式 C10.2- 10) 是 它 的 一 个 特殊 形式 。 利 用 式 (10.2- 10) 常 可 
简单 地 求 出 系统 受 干扰 后 在 指定 时 间 间 隔 内 所 积 毗 的 输出 误差 ， 
至 于 第 二 种 差分 方程 (10.1-7), 因 为 它 可 以 化 成 第 四 种 方程 , 所 以 上 面 讨论 中 所 得 到 
的 一 些 结 论 对 它 也 完全 有 效 ， 这 里 只 简单 地 列举 有 关 方 程式 C10.1-7) 的 一 些 特 性 , 而 不 
再 重复 前 面 的 证 明 。 方程 (10.1-7) 内 着 《NT) 关 0， 则 
y[(N + mT] + ey 十 2 一 1)7]1 十 .十 eoy(NT) 一 0 {10.2~11) 
称 为 它 的 齐 次 差分 方程 式 .。*” 阶 方程 式 《10.2-11) 必 有 个 线性 不 相关 的 解 (NT)， 
y;CNT)，.….。ysCNT)， 其 中 每 一 个 均 满足 方程 式 (10.2-11). 根据 方程 (10.1-10) 和 
《10 1-11) 的 特点 可 短 , 这 *# 个 线性 不 相关 的 解 可 以 是 矩阵 


0 1 0， 0 NN™ 


”| QQ 0 1 和 0 
Cr Cn—l ““" | 


内 第 一 列 的 个 元 素 . 齐 次 方程 式 (10.2-112 的 通 解 可 写成 下 询 形 式 ， 
y(CNT) = cy (NT) 十 coazCVT) 十 十 coyo(NT7)， 

式 中 请 系数 ci 由 = 个 初始 条 件 y(0)，y《T)，…， y(n 一 1)T] 所 单一 决定 ， 为 了 求 
出 * 个 线性 不 相关 的 解 ， 还 可 用 另外 的 办 法 求 出 令 式 (10.2-11) 的 解 具有 下 列 形式 : 
yCNT) 一 ia， 代 人 原 式 并 化 简 后 得 到 一 个 ” 阶 代数 方程 : 

17 十 elln-1 十 ez 十。 十 ce 十 es0， (10.2-12) 
它 是 式 (10.2-11) 的 特征 方程 ， 由 于 上 式 是 阶 的 , 故 有 个 入 为, 入，……*，4,，。 和 如 果 它 们 
之 疗 没 有 重 根 , 则 » 个 线性 不 相关 的 解 便 是 
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NT) = A NT) = NT) = 
容易 看 出 ,它们 是 线性 不 相关 的 . 
如 果 特 征 方程 式 的 根 中 有 复 根 , 则 一 定 成 双 共 槐 出 现 ,例如 入 一 i + isin w), 
思 一 plecosw 一 isinw)， 那么 ,适当 的 选取 c: 和 c:， 可 以 使 前 两 个 基本 解 变 为 
PNT) w= pcosoN yANT) mm PaginumN，Nm0 1， 2，……， 
与 常 微分 方程 类 似 , 当 1 是 重 根 时 , 例如 是 s 次 年 根 , 它 所 对 应 的 :个 线性 不 相关 的 解 是 
NT) = ,ysNT) 一 Ni oo, IANT) 一 NA 
至 于 非 章 次 方程 式 的 通 解 , 仍 可 以 利用 式 C10.2-6) 的 第 一 个 分 量 等 式 写 出 ， 
前 面 的 讨论 中 经 常 利用 矩阵 DY 做 为 齐 次 方程 组 的 基本 解 矩阵 、 如 何 求 出 DY 呢 ? 
最 简单 的 方法 是 把 它 写 为 连 乘 式 D* 一 DD,…'D 逐步 相 莱 N 次 算出 .但 是 ， 这 样 求 不 
出 Dx 的 解析 表达 式 . 为 了 求 出 各 基本 解 的 解析 表达 式 , 可 以 用 矩阵 函数 的 方法 进行 . 从 
代数 学 中 我 们 知道 对 任 一 矩阵 了， 总 可 以 找到 一 个 非 嫉 化 矩阵 2， 使 


. 7 一 009 
变 为 约 当 标 准 形 ， 于 是 : 
万 一 站 ,t= 0, T，27，…，NT， 
于 


其 中 J 是 标准 形 内 的 标准 块 ( 约 当 块 )。 将 每 一 个 约 当 块 展开 后 具有 下 列 形 式 : 


UL rt = a 
a 外 一 1 于 


TT . 217\7 
下 本 四 
J 0 1i 1 
0 0 0 :… 2 
和 矩阵 有 的 阶 数 决 定 于 约 当 抉 的 阶 数 ， 为 是 逢 降 D 的 特征 根 ， 若 D 的 个 特征 根 内 无 重 
根 , 测 
习 mi 0 0 0 
厅 一 | 0 这 0 0 
0 0 0 好 
由 此 个 得 到 D? 的 解析 表达 式 为 
mb OJINO™, 


至 于 如 何 将 矩阵 D 化 为 标准 型 ， 凤 坷 宁 出 垃 拓 允 QQ, 在 代数 学 中 有 详细 讨论 ,这 里 不 
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骨 装 述 ， 

下 面 我 们 把 线性 离散 系统 的 和 通 解 式 (10.2-6) 推广 到 变 系 数 线性 系统 , 并 且 把 通 解 的 
形式 写 得 更 简单 些 ， 首 先 记 y(tT) 一 y(4), 即 省 掉 采 样 周 期 了 ， 仪 用 起 表 示 4 了 ,用 i 表 
示 好 等 等 , 设 差分 方程 组 (10.2-1) 中 的 矩阵 和 CC 不 是 常量 矩阵 ,而 是 : 的 某 一 销 数 , 那 
么 方程 式 (10.2-1) 就 变 为 


3 十 D 一 DG)y(Ct 二 CC)aGtD 《10.2-13) 
定义 双 变量 函数 $(k; 7): 
上 一 1 1 
$l, D) = TT DO), $l, = E, 《10.2-14) 
一 
式 中 大 为 单位 方 阵 ， 直 接 把 上 式 代 人 式 (10.2-13) 的 齐 次 方程 中 , 极 易 栓 验 , 下 列 恒等式 
PU+1,D— DOV, D) 《10.2-15) 


对 一 切 正 整数 & 和 1， 大宇 1， 都 成 立 ， 而 且 @(f， 门 还 有 下 列 特 性 : 

PR, 1) 有 7)， 

BE, m Bm, 1) = PK, D), (10.2-16) 
上 式 对 一 切 正 整数 km 都 成 立 ， 利 用 函数 纸 阵 @(k, 1)， 应 用 前 面 用 过 的 待定 系数 
法 :线性 变 系数 离散 系统 式 (10.2-13) 的 通 解 可 写成 更 为 方便 简捷 的 形式 


x—1 | Li 
y(A) = BR DY 十 > PRE + DEONali). (10.2-17) 
i=? 


不 难 检查 , 当 1 二 0 和 刀 , C 是 常 矩阵 时 ,此 式 与 式 (10.2-6) 完 全 重合 . 但 是 ; 式 (10.2-17) 
确定 线性 离散 系统 任何 两 个 时 刻 :一 好 和 地 = 17 的 状态 之 闻 的 关系 , 所 以 这 种 写法 
往往 更 为 方便 . 

本 节 讨 论 的 内 容 是 进一步 研究 系统 分 析 和 综合 的 基础 。 这 里 需要 进行 较 复 杂 的 计算 
工作 是 求 出 矩阵 已 和 C， 因 为 要 从 常 微分 方程 转变 为 差分 方程 的 形式 ， 需 要 找 出 常 茹 分 
方程 的 基本 解 矩 阵 和 通 解 表达 式 ， 为 了 作 到 这 一 点 ， 我 们 还 可 以 应 用 离散 拉 氏 变换 的 方 
法 、 这 种 方法 对 常 系数 系统 是 很 有 效 的 ,下 一 节 内 我 们 将 进行 详细 地 讨论 . 

得 到 线性 离散 系统 通 解 的 一 般 表 达 式 以 后 ， 我 们 又 可 以 讨论 它 的 能 控 性 和 能 观测 
性 .和 常 微分 方程 措 述 的 连续 系统 类 似 , 设 系统 式 (10.2-13) 在 二 iT 时 刻 的 状态 是 
y(loT) 一 3?(fo)， 如 果 对 任何 初始 状态 都 能 找到 一 个 控制 uGiT) 一 a( 引 , i 二 j6，*……*， 
,使 ?CR) 一 ， 则 系统 称 为 在 1 时刻 能 控 ， 如 果 该 系统 在 任何 时 刻 都 是 能 控 的 , 则 系 
统 式 (10.2-13) 是 完全 能 控 的 ， 

由 式 (10.2-17) 可 知 ,为 了 在 :一 《7 时 刻 能 使 y(%) 一 0， 必须 有 


由 一 人 
BS YOU) = — DD) Ps i CuC). (10.2-18) 


f= 


因为 矩阵 C4, 5) 是 2 X n 阶 满 秩 方 阵 ，y(C1) 是 任意 向 量 , 故 上 式 右 端的 一 切 可 能 的 
2 维 向 量 必须 能 充满 整个 空间 ;换言之 ,因为 &(k。 1》 是 非 赔 化 方 阵 , 上 式 等 价 于 w 个 代 
数 方 程式 构成 的 方程 组 ,共有 r(k 一 1,) 个 未 知 量 {uC10), aCh 十 1),…, u(t 一 1)}, 
如 果 对 任何 给 定 的 初始 状态 y(1,)， 都 至 少 存在 一 组 解 {uCi)}， 使 等 式 (10.2-18) 成 立 ， 
则 系统 必 是 完全 能 控 的 。 如果 记 
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Ti = PDR, ET 1) COOuC), 


区 中 站 ed (a), ullo t+ 1),*: ER 一 1)}， 上 述 讨 论 要 求 算 子 Tu 是 满 秩 的 ， 或 考 
菩 要 求 Th, kl 是 正定 算 子 ， Th 是 Th, po 的 转 置 答 阵 即 对 任何 非 夫 维 向 量 z 
(Tin Th zs ») 
= (Tk, ZK 一 0， 
把 Th, ,Th 展开 得 


Ti Th = p> BE, i 十 DCCDCG) yo ED. (10.2-19} 


和 过 续 系统 一 样 ,高 才 系 统 式 (102- 13) 完 全 能 深 的 大 要 条 件 是 式 (10.2- 19) 定 义 的 算 子 对 
任何 to 是 正定 的 . 
如 果 离 散 系统 是 党 系数 的 ， 如 式 Go: 2-17 所 描述 的 系统 为 完全 能 控 的 充 要 条 件 是 失 
(C, DC, Dic, 2 BetC) 
的 秩 为 EE 
“ 投 壮 散 系 统 式 (10.2-13) 的 观测 方程 是 站 汪汪 
ZR = 下 (JJ 人。 (10.2-20》 


Se 《10. 2-13) 和 《10.2-20) 在 如 一 hT 时 刻 叫 作 能 观测 的 ， 是 指 如 果 存 在 一 个 时 刻 

4 了 ， 由 观测 数据 zx(10)， Xp 十 127，， "gs z(R) 和 和 控制 信息 wi), +.…*， uck) 可 唯 
二 《10.2-13) 的 初始 状态 yy 如 果 访 系统 在 任何 时 和 是 能 项 的， 草 
称 为 完全 能 观测 的 .将 式 (10.2~1727 代 人 和 人 式 (10， 2-20) 后 有 


< = FO | 9 Wy) + p> Ot, i+ ow 
或 者 
(CD 一 FON 3 多 i+ DecepacD = FOO, Wd. 
衣 没 ,上 式 左 纳 项 痢 是 已 知 的 维 向 量 ， me + 是 状态 向 量 y 的 纹 数 ， 将 上 式 改 写 
为 


XR) 过 Oe lI) yi0)s 
并 展开 ， 


(一 下 Cy 3 
x(h 十 1) 一 PFC 十 1)B0, 多 LY), 
‘xO = POO WYO). z 
这 建 具 有 汽 ( 读 十 1) 个 方程 式 , 并 且 有 = 个 未 知 量 了 (1o) 下 {yC10), yh “ysl0)}, 
从 代数 学 中 我 们 知道 ,为 了 从 上 述 方程 组 中 解 出 这 入 个 未 知 数 ， 必须 且 只 须 存在 一 个 使 


下 列 和 矩阵 的 秩 等 于 a: 
FO) | 
Des] Or) oz 
FCAODR, 0) 
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或 者 ,完全 等 价 地 讲 , 必须 且 只 须 Di,iDis 各 注 儿 的， 
显然 ,为 了 使 系统 式 《10.2-13) 和 《10.2-20) 是 完全 能 观测 的 , 则 要 求 对 任何 时 刻 1， 
hh 所 1 所 请 ， 矩阵 F(i)@(Gi, 40) 的 各 列 疝 贡 是 线性 独立 的 ， 对 常 系数 系统 ,上 述 条 件 等 价 


于 下 列 拔 阵 : 
F 
FD 
FO 
的 秩 等 于 ”。 


10.3 ”离散 拉 氏 变换 与 传递 图 数 


第 四 章 讨 论 过 的 拉 氏 变换 方法 对 常 系数 微分 方程 的 研究 曾 发 挥 了 很 大 的 作用 .但 是 
| 由 于 离散 系统 内 自 变量 的 断 续 性 ， 那 种 方法 不 能 直接 应 用 到 这 里 来 ， 为 了 适应 离散 系统 
的 特点 ,必须 对 拉 氏 变换 的 定义 作 必要 的 改变 ， 在 离散 系统 内 ,我 们 所 研究 的 过 程 是 一 个 
; 函数 序列 x(NT》 或 y(NT)， 一 般 来 讲 ,我 们 只 对 这 些 变 量 在 特定 时 刻 的 值 感 兴 趣 ， 为 

此 ,我 们 引进 新 定义 。 设 yCVZ)》 是 一 个 采样 函数 ,或 者 说 它 是 一 个 函数 序列 ， 复 变 函 数 


Y*() = 5 yCNT) eTN? (10.3-1) 
N=0 


称 为 采样 函数 的 象 函数 ,而 yCNT) 称 为 Y*Cs) 的 原 函 数 ， 由 原 了 图 数 yCNT) 求 象 函数 
Y*(s) 的 运算 称 为 离散 拉 氏 变换 ,用 符号 工 ” 表 示 ， 

并 不 是 一 切 采 样 函数 都 可 以 进行 拉 氏 变换 的 , 只 有 使 式 (10.,3-1) 级 下 本 
那些 采样 函数 才 可 能 有 自己 的 象 函数 ,与 第 四 章 的 讨论 类 似 ， 对 yC(NT)》 的 要 求 是 它 
增长 速度 不 大 于 某 一 指数 浮 数 , 即 它 对 任何 立 均 应 祷 足 不 等 式 

JyCNT) | < Meros7， 
式 中 om 为 某 一 有 限 的 正 数 , 称 为 yCNT)》 的 收敛 横 标 。 
离散 拉 氏 变 换 具 有 活 续 拉 氏 变换 的 一 切 特性 : 

《1》 它 是 线性 变换 , 匈 

L*[ay NT) + by NT)] = aL*y (NT) + bL*yACNT) 
一 aY*(s) + bYY(s). 
《2) 对 自 变 数 的 推移 公式 为 


Lay N+ TL = et yes) — 5 emmiyCmT), (10.3-2) 
(C3) 对 复 变数 的 推移 公式 . 设 1 为 实数 ,网 有 
0 = J (10.3—3) 
《4) 对 差分 的 变换 公 i 
L*[Ay(NT)] = > [Ly[CN + DT]— yCNT) J]e-SA 
一 Cr — DY*() 一 ey(0)., (10.3-4) 
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此 外 ,下 列 几 个 公式 在 实际 计算 中 很 有 用 : 


G) SD DLALNTYYNT)), (10.3-5) 
本 
NN 
CO L* | DCT YA 一 四 | = YH Y#60). (10.3-6) 
从 二 站 
C7) Y*(0) 一 >，yCVNT). (10,3-7) 
N=0 
{8) limyCNT) = lim(e’ — 1)Y*(Cs)., 《10.3-3》 
(9) 7C07 一 :imY”(9). (10.3-9) 


当然 式 410.3-7) 只 有 当 右 端 级 数 收敛 时 才 有 意义 ,而 式 (10.3-8) 只 和 有 当 和 NT) 确 有 极限 
时 才能 使 用 . 《1) 一 (9) 的 正确 性 是 容易 检验 的 ,此 处 不 再 黄 述 。 下 面 列 出 一 个 小 字典 ,以 
供 查 对 , 表 内 设 了 一 1, 


HN) Y*(s) 
1 
ef 一 
er’ 
Ce 17 
cle!:+1) 
C1 
N er 
i A < 
Ny ee 
Ne’ ey 
627 一 ecosd 
ony eiz 一 2esrosd 中] 
让 ez sin g 
ld 20 Con+1l 
chaN es — escha 


er— 2er:cha+t+l 


tsha 
sh aN Ss 
< — 2ercha+tl 


上 面 我 们 已 经 熟悉 了 如 何 从 原 函 数 求 象 毅 数 的 方法 下面 再 看 看 如 何 根据 象 函 数 求 
原 光 数 .这 种 运算 称 为 离散 拉 氏 反 变换 ,并 用 符号 二 表示 
了 
不 难 活 明 ,如 果 复 变 函 数 Y*(*) 确实 有 自己 的 原 泡 数 ,那么 有 《图 10.3-1) 


10.3-1 
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/ND 也 人 yz 10.3-10) 
这 个 公式 就 是 拉 民 反 变 软 公 寂 。 式 中 。 为 某 一 实数 , 它 应 大 于 了 *() 的 一 四 亲 点 的 实 部 . 
反 变 换 公式 可 用 下 法 推 得 ,将 式 (10.3-17 的 两 端 乘 以 “"r 后 ,沿线 眉 |。 一 经， 十 还 


积分 : 加 
| y*(s) emrds 
性 | (> wr le) CT 
->[N7] 人 开 coremrdi。 
N=0 也 
积分 与 求 和 之 所 以 能 互 换 ， 是 由 于 级 数 绝对 小 族 ， 因 为 沿 积 分 路 线 上 的 Re :> 当 
Nm 时 
<+- 光 a [ __ 一 (N 一 PT5 e+ -人 
J Nm)Ts 1 [ee + 


+ 证 ， 
| 二 Ee—(N—m)Ts do= 21x 
| T 


站 一 一 一 


这 


四 此 , 式 (10.3~10) 便 得 到 证 明 . 

一 般 来 讲 , 当 了 “9 为 已 知 时 ,总 可 以 按 式 410.3-107) 求 出 yCNT). 当 Y*(s)》 为 e 
的 有 理 分 式 时 ,一 般 可 不 直接 计算 积分 式 (10.3-10)， 而 是 将 Y*(s) 化 为 有 理 最 简 分 
式 ， 然 后 利用 拉 氏 变换 的 线性 特点 ， 逐 项 去 查 表 ， 按 "字典 " 求 出 原 函 数 ,后 面 这 一 方法 最 
为 简便 . 

土 面 拉 氏 变换 是 指 一 个 采样 沙 数 而 言 的 ， 所 氏 变 换 也 可 以 对 向量 采样 函数 作用 。 对 
向 量 永 数 序列 变换 的 定义 与 式 《10.3~12 相同. 令 y(NT) 一 (yy(NT), ya(NT),，……， 
yaCNT)), 烈 


Y*() 一 立 y[wzlc-m (于 (9， Ys) ,+ YCs)), (10.3-11) 
NE0 . 
反 变换 公式 为 
yCNT) 一 TL leds, {10.3~12) 
' 2 “一 -个 


不 难看 出 ， 对 向 量 函 数 序列 的 变换 与 对 普通 函数 序列 的 变换 本 质 上 没有 差别 。 前 面 列举 
过 的 性 质 式 (10.3~2) 至 式 (10.3-9) 也 依然 有 效 。 

讨论 了 拉 氏 变 措 的 定义 及 公式 后 ,现在 可 以 建立 和 传递 浮 数 的 概念 了 。 首 先 研 究 如 何 
用 拉 氏 变换 的 方法 去 求解 第 二 种 差分 方程 式 ， 设 差分 方程 式 《10.1-7) 的 初始 条 件 是 
yC0), yCT) syC2T)s。，…, yLCe 一 1)7T1]， 对 式 (10.1-7) 的 两 端 进行 拉 氏 变换 ， 利 用 特性 
式 《10,3-2) 有 
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(erT 十 ee 十 十 ce)7#() fe dT tt Us) + R*C), 
上 式 内 R"() 为 ee 将 上 式 移 项 后 得 
: 本 = 检 天 人 史 
D+ z C103-13) 
十 式 右 端 包 从 两 斋 , 它 们 都 是 cf 的 有 理 分 式 . 第 一 项 所 靖 定 的 运动 是 由 控制 量 z(N7) 
所 引起 的 , 称 为 离散 系统 的 强迫 运动 ,第 二 项 称 为 系 绕 的 特 解 ,或 称 为 系统 的 自由 运动 , 它 
完全 由 系 绕 的 初始 条 件 所 决定 , 若 初 始 条 件 均 为 零 , 则 R* 一 0。 人 元 
rr = 22 ， 
F*(s) presy ， (10.3-14) 
F*(s) 称 为 输出 YCNT》 对 控制 量 xCWT》 的 采样 传递 列 数 ， 换 句 话 说 、 采 样 传递 函数 
就 是 受 控 对 象 的 初始 条 件 (状态 ) 为 零 时 输出 和 输入 拉 氏 变换 之 比 ， 如 果 控 制 量 xCNT》 
的 规律 给 定 , 则 可 用 拉 氏 反 变 换 法 求 出 系统 的 受 控 运 动 y(tNT)， 同 样 ,当初 始 条 件 给 定 
时 ，R*(:) 也 即 被 确定 ,自由 运动 yCNY》 也 就 可 以 用 拉 氏 反 变 换 的 方法 求 出 、 这 样 输 
出 量 ， 
yCNT) = y(NT) + yANT), 
其 中 ; 
yiNT) = Le F*COU*C) I, 


rN7) = £7 [|. 


这 种 反 变换 可 以 先 将 复 变 函数 F*COU*Cs) 及 -下 下 分 解 为 部 分 分 式 , 再 按 字典 去 查 出 


每 一 项 的 诛 锯 数 ， 相 加 局 便 得 到 yCN7). 如果 方便 的 语 也 可 以 宣 搂 采用 反 变 换 公 式 
《10.3~103， 

设 在 式 ig 1~7》 所 代表 的 受 控 对 象 内 直选 负 友 司 (也 称 硬 反馈 ， 使 它 变 成 闭路 控制 
系统 ,如 图 10.3-2 所 示 。 系 统 的 输入 作用 为 gC#)， 它 是 连续 函数 ,因为 系统 的 输出 y(2) 
本 来 是 连续 函数 ,所 以 误差 eCp) 一 gl#) 一 y(z) 也 是 连续 国 数 ， 只 有 经 过 采样 装置 的 调 
制 后 a《NT) 才 变 为 一 个 采样 函数 现 试 写 岂 闭路 系统 的 传递 函数 。 根 据 图 10.3-2 当 庄 初 
始 条 件 为 零 时 离散 系统 的 运动 方程 式 为 . 


图”10.3-2 


y*(s) 一 F*COU*C), 
UsCs) = E*(3), 
E*() 一 GD — y*(s). 
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从 上 列 三 式 中 消 择 U*(:)，E*(s) 后 , 便 得 到 


*( 一 二 (5) #(， 
YCs) re TT {10.3-15) 
这 里 的 
$y 
”TFT | 
称 为 闭路 系统 的 传递 滑 数 ， Po Y"(Gs),，U*(s) 后 , 便 得 到 
其 中 
可 一 1 
Re 1 十 F*(s) 
称 为 闭路 系统 对 误差 的 传递 函数 ， 我 们 看 到 ， 离 散 系统 的 传递 函数 与 第 三 章 内 的 闭路 传 
递 函 数 的 形式 是 完全 类 似 的 ， 
- 如 果 反馈 回路 中 还 包含 另 一 个 传递 函数 F¥(s)， 如 图 10.3-3 所 未 , 那么 ， 对 输出 和 
误差 的 闭路 传递 函数 将 是 


*(s F* (Cs) 
0 1 十 0 CG)” 


A 1 十 LT 


由 第 一 种 和 第 四 种 差分 方程 组 C10.1-4) 和 (C10.1-11) 可 以 确定 与 传递 函数 相 类 似 的 
传递 矩阵 ， 我 们 将 以 式 (10.1-17) 为 依据 求 传递 和 矩阵， 对 式 (10， 1-17) 的 两 端 进行 拉 氏 变 
换 ; 移 项 整理 后 得 到 | 

YC)= (Ee — DY-ICU*C) 十 (Be 一 DI YO 《10.3-177 
十 式 吾 为 单位 矩阵 ,并 假定 we(0) 一 多 和 抵 阵 哆 数 
F*(s) c= (Ee Dy-ic 

称 为 受 控 对 象 的 传递 矩阵 ， 而 式 《10.3~17) 的 第 二 项 决定 系统 的 由 由 运动 . 如 果 用 硬 反 
饶 ( 图 10.3-4》 

ulNT) = K[gC(NT) ~ y(NT)], 
式 中 下 为 # X + 阶 矩 阵 , 则 闭路 运动 方程 式 是 

了 = F*(OU*G), 

UU) = K(G*C) 一 了 (0))， 


Oe er TE +» 
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Hy= Dy+ Cu 


消 掉 Ur(s) 后 , 则 有 
YO) = (E+ FY(OR)F*( OKG(s), (10.3-18) 
式 中 
D+) 一 《五 十 再 本 [天 ) 一 下 本 (5 下 
称 为 闭路 系统 的 传递 矩阵 ， 令 E*(:) 一 G*(s) 一 Y*() 为 误差 向 量 - se(NT)》 的 拉 氏 变 
换 , 不 难 推出 
E*(s) “= (E+ F*CKR)-IG*G) = 由 fr)GYC 7) ， (10.3~-19) 
此 处 
Qls) = CE + F*()K)-: 
称 为 对 误差 向 最 的 传递 矩阵 ， 由 式 (10.3-187 和 (10.3-197 可 以 看 到 ,方程 组 的 传递 矩阵 生 
方程 式 的 传递 函数 形式 类 似 , 只 是 由 于 两 个 矩阵 一 般 没有 互 换 人 性 , 故 不 能 将 它 写成 分 式 ， 
现 令 式 (10.1-7) 右 端 之 控制 量 按 余弦 规律 变化 , 凤 wx(N7) 一 coswNT， 要 求 求 出 输 
出 受 控 量 yCNT》 的 变化 规律 。 为 此 ， 我 们 利用 线性 系统 的 重 加 原理 。 假定 nCNT》 由 
两 部 分 组 成 ,一 部 分 是 前 面 给 定 的 mCN7T) = coswNT， 另 一 部 分 是 ww(NT) 一 
fsin wNT， 卫 者 的 和 是 wCNT) 一 CNT) 十 2(NT) 一 coswNT 十 1sinho7 = eoN?, 
RN 一 0,1,2, .'*， 因 为 式 《10.1-7) 的 诸 系数 均 为 实数 ， 故 对 控制 量 nCNT) 地 exz 有 
两 个 独立 《 互 不 影响 》 的 解 ， 解 的 实 函数 部 分 对 应 wm(NT7， 姑 部 则 对 应 wzCVT)。 于 
是 求 出 系统 对 wCNT) 的 响应 后 ， 便 同时 求 出 了 两 个 特 解 ， 其 实数 部 分 恰恰 是 待 求 的 特 
解 . | 
设 受 控 量 的 运动 规律 是 4(Gio)cetexz， 需 要 求 出 系数 A(iw)。 将 w= 二 etNT 和 
4(o)eiar 代入 式 C10.1-7) 之 两 端 ,消去 不 为 零 的 因子 etesr 后 ,可 以 求 得 待 求 系数 
fi cis—DT 路 . elds—DT | 


A(1m) 一 - 。 
(CD) sw 


(C10.3-20) 


我 们 立刻 看 到 ，4(Ciw) 不 是 别 的 , 正 是 离散 系 绕 的 传递 函数 式 (10.3-14), 内 不 过 将 变数 
s 换 为 知 罢了 . 由 此 可 知 , 式 (410.1-7) 对 x 一 ew 的 啊 应 是 


HNT) 一 F*(iw)e™, . (10.3-21) 
i 称 为 采样 频率 特 往 . 如 果 系 统 式 (10.1- A 的 控制 量 是 正弦 消 数 
uCNT) = (CBeeNT, BaeleNT, oo Be T) 
= beieNT, 
那么 ,输出 向 量 yCNT) 一 F*(iw)be'*7, 《10.3-22) 


式 中 
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F*(iw) = (Ect — DY-'C 
称 为 频率 特性 矩阵 . 
若 图 10.3-2 所 示 之 闭路 系统 的 输 人 作用 为 g(?) 一 ， 那 么 ;输出 7 在 上 一 0， 
T, 2 了 3 等 采样 点 上 的 稳 态 值 将 是 


了 F*(Ciw) 
NT sa PD* jmNT NoNT 10.3—23 
I oy TF*im) ? ( 
而 误 戎 
1 . 
EC(NT) = ®* loNT 一 一 一 一 一 cicMT 10,3—24 
(NT) 《za)e TT pm) 《 > 


四 称 为 闭路 系统 输出 对 输入 的 采样 频率 特性 、@s(iw) 称 为 闭路 系统 误差 采样 频率 
。 和 如 果 在 式 (10.1-17》 所 构成 的 闭路 系统 的 输入 端 加 上 8CNT) 一 Boc 必 ， 则 闭路 系 


人 出 将 是 
YNT) = BD*(jw go" 一 CE 十 F*CKOTF (G0) Kgoe™, (10.3-25) 
误差 向 量 的 运动 将 是 
CNT) 一 Br(in)goe 
w_ (E+ F*(iw)K) goe'™’, 《10.3-26》 
式 中 


F*(i0) 一 《PEefo 一 六 ?1C， 
复 函 数 F*(Ciw) 称 为 开路 系统 式 〈《10.1-77 的 采样 频率 特性 ， 将 F*(iw) 写成 K*(w) 
Xe-ie(o) 后 ,得 到 两 个 咱 的 实 函 数 K*Cw》 和 FCw)， 式 《10,3-21) 可 以 改写 为 
yCNT) 一 K*Cw) ei NTeo (en)。 (10.3-27) 
显然 ，K*Cw) 表示 输出 运动 的 幅度 ，69*Cw》 和 表示 相位 移动 。 因 此 ，K"*(w) 称 为 离散 系 
统 的 蛋 频 特性 ,而 9#(o) 称 为 它 的 相 频 特性 ， 将 式 (10.3-277 分 为 实 虚 两 部 份 后 , 便 得 到 
式 (10.1~7) 对 coswNT 的 啊 应 ， 
yiNT) 一 一 玉 *(oJcosCaRT 一 9 (xD))。 {10.3-28) 
对 式 (10. 3_22) 迁 行 同样 的 处 理 , 便 可 得 到 系统 式 (10 1-17) 的 开路 和 财 路 的 收 频 和 相 频 特 
性 矩阵 ， 利 用 矩阵 函数 的 运算 规律 即 可 求 出 ,我们 把 它们 的 推导 留 给 读者 。 
例 、 设 连续 受 控 对 象 的 运动 方程 式 是 


43 一 10.3-29 
de ( ) 


脉冲 元 件 是 方 波幅 度 调制 ， 重复 周期 为 了 一 1， 脉冲 宽度 为 YT， 7 一 1 于 是 式 
《10.3-29) 的 开路 传递 函数 是 


二 
F(T Cay 
其 中 各 参数 的 信用 im 置换 复 变 数 :后 , 便 得 到 开路 采样 频率 特性 
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F*(iw) 有 民 #(co yettewam ， 
其 中 
1 We 了 


于 二 PE .. > 
K"(w) 2 2 cosw—l1? 


Po) 一 tan- 二 -so 、 
bo) 1 + cosw 


这 样 , 我 们 就 不 难 男 出 频率 特性 了 ， 用 一 1 作为 系统 的 反馈 , 式 (10.3-29) 变 为 闭路 系统 ， 
着 过 简单 的 计算 ,可 以 得 出 闭路 传递 函数 ， 


工 (rr 十 1 
全 ”7) 一 一 一 一， 
《ez 一 了 上 十 《ez 十 上 ) 
Cr Ce i 
其 相应 的 频率 特性 为 
OB*(Ciwo) kK*(Cewyerioo), 
其 中 | 
12co0s0 一 cosio 一 -cos 0 二 
K"(w) 一 co — 15 


"(0) 一 ao 2sinw (1 一 coso) 
Bcosiw 十 cosoo — 1 


当然 ,也 可 以 画 出 闭路 系统 的 频率 特性 ， 
上 面 我 们 讨论 的 传递 淆 数 都 是 以 输出 和 输入 量 在 采样 点 上 ，: 一 0， 了 7， 27， “， 的 
信 为 依据 的 ， 各 我们 关心 的 不 是 有 上 人 ， 沪 是 在 下 有 可 中 间 冀 时 区 输出 
好 的 变化 情况 ,和合 如 输出 最 在 :一 NT 十 sT，N = 90, 1，2，.……; 各 点 上 的 变化 焕 律 ,在 
0 志 8 一 ， 时 :可 设 用 公式 (10.1-18), 或 站 1>>6 > 寺庙 用 实 《10.1~19) 求 开路 系统 
和 闭路 系统 的 传 总 函数 及 频率 特性 。 此 时 传递 王 数 中 将 含有 参数 s， 对 式 (10.1-18) 的 

“两 庙 进 行 拉 氏 变换 ,再 加 以 整理 后 ,可 以 写 出 开路 传递 函数 算 阵 


F*Cs,e)— (Ec 一 D)-(BiCs) 寸 crBxe))， (10.3-30) 
而 闭路 系统 传递 矩阵 为 
@*(s, e) = (E+ F*Cs, 8))-'F*(s, 6). (10.3-31) 


上 式 肉 代入 :二 iwm 后 ,又 得 到 频率 特性 滤 阵 , 


EN 
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10.4 一 种 特殊 情况 下 F*(s) 的 计算 


前 节 内 传递 函数 的 推导 是 基于 方程 组 的 基本 解 矩 阵 得 到 的 ， 在 某 些 特殊 情形 下 ， 采 
料 传 递 函 数 可 以 从 受 控 对 象 的 连续 传递 函数 F(s) 出 发 经 过 变换 后 ,直接 求 出 来 ,而 不 必 
首先 求 出 离散 系统 的 差分 方程 式 ，F(s) 与 F*(s) 这 两 个 函数 都 是 用 来 表示 控制 系统 的 特 
性 的 , 当 控 制 系统 是 连续 作用 的 组 成 部 分 时 、FCs〉 就 是 很 重要 的 特性 .但 是 ， 当 控制 系 
统 用 在 离散 控制 系统 上 的 时 候 , F*(s) 就 成 为 重要 的 特性 了 ， 从 数学 上 看 FCs) 比 F*(s) 
简单 得 多 ,而 且 我 们 也 常常 把 F(*) 直接 用 到 设计 系统 的 方法 上 去 , 因 光 , 当 可 能 时 , 找 出 
F*(s) 与 F(s) 的 关系 ,就 是 很 重要 的 事情 了 。 当 然 , 直 接 从 F(s) 求 F 史 :) 并 不 是 对 所 
有 离散 系统 都 那么 简单 可 行 。 但是, 当 脉 冲 元 件 所 调制 的 脉冲 宽度 YT 人 T， 即 说 匀 1 
时 ,这 种 直接 换算 是 可 能 的 ， 

时 新 研究 浪 各 组 1073) 它 天 委 折 浊 亲 的 秋生 汪 动 方 和 内， 设 系 统 的 初始 条 件 为 
零 , 那 么 式 (10.1-3) 的 特 解 是 


y(z) 一 -hr-oBuCr3dr， (10.4-1) 
令 eho6 一 h(: 一 +)， 显然 ，h(1) 是 系统 的 脉冲 过 渡 函 数 ( 见 第 二 章 )。 根 据 连 续 拉 
氏 变 换 的 特点 可 知 
YO) = FOUC), FO) = CECs), FAs), ***, Fal)), 
硬 . 
Fr) 一 人 aoca: C10.4-2) 


当 w(#} 是 一 个 方形 脉冲 序列 时 , 式 C10. 4-1) 可 以 写成 


J 


yCNT) 一 > hONT 一 ke 


> | hCNT 一 r)x(r)dr， 《10.4-3) 

当 > 宝 IT 邮 ,上 式 右 端的 积分 间隔 和 远 远 小 于 了 了， 当 大 (9 人 ;可 以 以 足够 的 畏 
度 认为 bb | 
人 2” RNT 一 rz)x(z)dr 一 TARCN Ts .mT)aCmT), 《10.4-4) 


将 式 (10.4- 人 代入 式 (10.4-3) 后 有 
3KCNT)7 my 了 > NT 一 mT umT). 
对 上 式 两 端 进行 拉 氏 变换 
Y*() 一 DNTYe™ 一 "7 > (> MNT 一 m7)u(m7T) )e™™, 
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根据 前 节 拉 氏 变换 特性 式 (10.3-6), 上 式 可 以 写成 


Y*(s) = F*(C)U*(s), {10.4-5) 

式 中 
严 *() = y7 DRCNT)e-™, (10.4-6) 

n=0 
U*(:) = 3 uCNT )e Ns , (10.4~7) 


N= 
” 式 (10.4-6) 和 (10.4-3) 是 两 个 向 量 等 式 。 取 它们 的 第 一 个 分 量 , 即 系统 的 主 受 控 量 
如， 后 者 对 应 的 两 个 传递 函数 是 F(;) 和 F*(*)， 前 者 对 应 的 脉冲 过 渡 函 数 写 为 A(z)， 
于 是 有 


Fr = he-uas, 


Fr*(z) = YT > ACNT)eNT, (10.4~8) 
N=0 . 


Re Te 
代入 式 (10.4-8) 的 第 三 式 后 有 


F*() 一 2 > er | FCg)ewag 


i ~ (9) ® ENT(—4) ) dg 


2mz Sim 


上 式 内 当 ;的 实 部 Res > m 时 ,级 数 绝对 收敛 , 故 上 面 的 运算 是 正确 的 ， 这 样 , 在 一 种 特 
珠 情 况 下 我 们 获得 了 自 F(s) 至 F*(s) 的 直接 变换 公式 ， 以 下 我 们 就 用 留 数 方法 来 计算 
式 (10.4-9) 右 端的 积分 。 

被 积 函 数 有 无 穷 多 个 极点 : F(r) 的 极点 都 在 积分 路 线 的 左 方 ; 但 是 那些 由 方 和 1 一 
e709 一 0 的 零点 所 构成 的 极点 都 在 积分 路 线 的 右 方 ， 不 难 独 出 ， 沿 着 从 < 一 ico 到 
c 十 ;ico 的 直线 的 积分 值 等 于 在 顺 时 针 方向 上 , 沿 荐 这 样 一 条 闭合 积分 路 线 上 的 积分 值 : 
这 条 闭合 路 线 是 由 原来 的 直线 和 右 半 平 面 上 以 那 条 直线 为 喜 径 的 一 个 无 限 大 的 半 回 局所 
组 成 的 。 因 此 ,方程 (10.4-9) 右 端的 积分 值 等 于 一 y7 与 被 积 函数 在 方程 1 一 ct 一 0 
的 各 个 零点 的 贸 数 的 和 的 乘积 ， z 

方程 1 一 er 9 一 0 的 零点 的 一 般 形 式 是 4 一， 十 (2rim/T),m 是 任何 整数 ,被 


积 函 数 在 这 样 一 个 极点 处 的 留 数 是 一 ( 士 ) PEs 十 (2xim77)]。 所 以 ,就 得 出 


pe 0 me mm。 一 
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F*() 一 y VF (; . ee). (10.4-10) 


玲 示 一 码 


这 个 公式 使 我 们 能 够 相当 深刻 的 看 出 F*(s) 的 性 质 , 有 时候 也 可 以 利用 这 个 公式 进行 近 
似 的 计算 ， 但 是 ,我 们 还 可 以 用 相当 简单 的 有 限 形 式 把 F*(s) 精确 地 起 示 出 来 
图 数 F《s) 可 以 写成 有 跟 多 个 部 份 分 式 的 和 
F(s) m= a 《10.4-11) 


x=1 了 
这 里 的 各 个 a 和 和 所 都 是 征 数 ,# 是 F(s) 的 分 母 多 项 式 的 次 数 . 于 是 ， 利用 方程 式 
《10.4-10) 并 令 7 二 1 就 有 


“Oot Ge) 
-| ,3 2G — $4) ,| 0412) 


t = i mm 二 (4m TI) + (s J 5 
但 是 ,我 们 知道 cothz 有 如 下 的 展开 式 : 


coth 8 t+2 5 


| 二 十 2 
所 以 ,方程 (10.4-12) 中 对 m 所 求 的 和 数 可 以 计算 出 来 ， 因此 就 得 出 
Fry IT > ccoh | 上 一 如 工 |， (10.4-13) 
大 二 1 


利用 这 个 公式 ,对 于 任意 的 : ee F*(s) 准确 地 计算 出 来 ; 

如 果 工 很 小 ，F(iw》〉 的 值 在 一 x/ 了 二 w < x/T 间隔 之 外 小 到 略 去 不 计 的 程度 , 那 
么 ， 根 据 方程 《10.4-10》 就 可 以 很 清楚 地 看 出 F*(s》 的 定性 的 人 性质 。 事实 上 ， 在 间隔 
一 zx/T<o<<mfT 里 F*(iw) 差不多 就 等 于 FCiw)。 我 们 将 要 看 到 ,如 果 工 相当 大 ,我 
们 也 还 可 以 得 到 一 个 相当 简单 的 F*(iw》 的 近似 表示 式 ， 把 各 个 零点 5 写作 


4 二 一 X41 十 ito 站， (10.4-14) 
这 些 和 和 w 都 是 实数 。 我 们 假设 :所 有 的 入 都 是 正 数 ， 按 照 方程 (10.4~13) 现在 就 
得 出 : 
F*(iw) Es 工 之 coth 伍 [和 + iCw 一 ob] 
T id 1 十 ETRE wt)] 
因此 ,对 于 大 的 了 值 就 有 


F*(iw) 衬 世 Sy al + Zattootd}, (10.4-15) 


el 


当 2: .很 大 的 时 尾 , 方 程式 (10.4-117 可 所 写作 
Ftls) 一 工 mx 二 二 人 ak 十 … 
$ X=1 站 


az . . 


但 是 我 们 禹 经 假定 : 反馈 线路 对 于 6 函数 的 反应 是 连续 的 , 所 以 , 当 :很 大 时 ，F(s) 之 
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1/2， 因 此 

Zi 一 0. (10.4-16) 

这 样 一 来 ,方程 (10.4-15) 就 变 成 : 四 
F*(iw)eTeiTe 了 on 和 (10.4-17) 

对 于 实际 的 物理 系统 来 说 ， 5 或 者 是 赤 数 ,或 者 成 复 其 机 对 出 现 ， 所 以 方程 《10.4-17) 中 


的 和 数 一 审 是 实数 。 因 此 ,当中 从 一 </T 变 到 s/T 的 时 候 ， 的 图 线 是 一 个 加 ， 
这 个 加 的 半径 是 


| 有 Bae 4 3 (10.4-18) 


在 实际 情况 中 ， Fs) 很 可 能 在 一 0 处 有 一 个 极点 。 为 了 和 遗 免 某 些 不 必要 的 麻 
烦 ,以 前 我 们 并 没有 考虑 这 种 情形 ， 现 在 ,我 们 把 这 种 情形 简短 的 讨论 一 下 ， 

首先 ,我 们 可 以 看 到 ,如 :一 0 是 F(:) 的 一 个 极点 ,那么 常数 。 就 必须 是 正 数 ,而 

且 F*(s) 的 无 穷 级 数 表 示 式 (10.4-10) 只 在 * 的 实数 部 分 是 正 数 时 成 立 。 这 种 情形 中 ， 
F*(s) 的 有 限 表示 式 ，(10.4 -13) 仍然 成 立 ， 如 果 ， 设 一 那么 方程 (104- 13) 就 
变 为 


F*(i0) 一 T{ ia coc 十 a on Tt PNY — tea) 
如 果实 的 值 很 大 ， oe 本 
Psrioy 一 二 工 | 一 za ct 十 4tf 十 Ca 网 

但 是 按照 我 C10.4-16) 
z | om 下 四 十 二 or 一 0 
所 以 

了 (io) = 二 < | 1 + icot eT]| + TeriTe 3 ge 10.4-19) 
常数 wm 当然 是 一 个 正 实数 。 当 wm 从 一 x/T 变化 到 xyT 时 时 , 式 (10 ek 
出 一 条 平行 于 雇 轴 的 直线 ,其 余部 分 是 一 个 正弦 隙 数 。 


10.5 闭路 离散 系统 分 析 


在 讨论 了 描述 离散 系统 的 差分 方程 的 建立 方法 及 各 种 求解 方法 以 后 ， 可 以 开始 研究 
闭路 离散 系统 的 动态 和 静态 品质 。 如 前 几 章 内 曾 叙 述 过 的 那样 ， 我 们 将 研究 闭路 离散 系 
统 的 稳定 性 \, 静 差 和 过 渡 过 程 。 木 节 内 我 们 主要 醋 究 系统 的 稳定 性 判别 淮 划 ,最 后 将 讨论 
系统 的 殉 态 误差 .这 也 是 线 任 系 统 的 两 个 最 重要 的 品质 特性 . 关于 如 何 设计 系统 使 之 具 
有 良好 的 过 渡 特 性 ,将 在 下 一 节 内 讨论 ， 

”首先 讨论 系统 的 狠 定 性 问题 ， 设 受 控 对 象 的 运动 方程 式 是 式 (10.1-17), 即 第 一 种 和 


re Te nerienne is 
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第 四 种 差分 方程 | 
、 HNT) = Dy(NT) + Cul(NT), (10.1-17) 
令 系统 的 输入 作用 是 gC)， 它 是 一 个 连续 向 量 函 数 ( 或 采样 输入 )， 用 简单 的 醒 反 馈 所 构 
成 的 泌 路 系统 如 图 10.3-4 所 示 . 用 Cu(NT) 一 Ks(NT) = K(gCNT) 一 y(N7)) 代入 
式 410.1-172) 后 ,得 到 闭路 运动 方程 式 

Hy(NT) = (D ~— K)yCNT) + Kg(NT), (10.5-1) 

式 中 为 一 x 他 险 常 量 方 阵 , 它 表 示 了 采样 装置 的 增益 矩阵 。 这 样 ,系统 的 输出 量 y 便 
受到 输入 作用 的 驱动 。 设 g(o 为 任意 已 知 的 时 间 函 数 . 显然 ， 当 系统 的 初始 状态 给 定 
后 ，3G) .的 运动 规律 便 已 经 完全 确定 了 。 再 令 这 个 初始 状态 为 如， 它 所 对 应 的 运动 是 
y(t)， 读 者 应 该 注意 (9 实际 上 可 以 是 连续 函数 ,虽然 差分 方程 (10.1-17) 只 能 描绘 它 在 
采样 时 刻 :一 0，T，2 了 ,，，'.， 上 的 变化 情况 但 对 任何 : 它 都 有 确定 的 值 ， 按 李 雅 普 诺 
夫 定义 ,如 果 对 给 定 的 m 和 g( 引 ，、 系 统 的 运动 是 稳定 的 , 则 对 任何 e >0, 总 有 8 之 0， 
一 旦 za < 3， 芭 为 任意 7 7 维 阿 景 ， 则 对 应 于 初始 条 件 xo yo HH gO) 的 系统 运动 
x 人?) 将 永远 满足 不 等 式 

|zC) — yO) < s， 

这 里 x 称 为 对 FQ) 的 初始 扰动 ，z(z) 称 为 系统 的 受 扰 运 动 ，y@) 则 称 为 未 受 扰 运 动 。 
显然 , 受 扰 运 动 也 满足 式 (10.5-1) 
Hz(NT) = (D ~ K)z(NT) + Kg(NT), tdys 一 x 十 (10.5-2) 
受 扰 运 动 与 未 受 扰 运动 的 差 是 xfr) = x(#) — y(). 自 式 (10.5-2) 分 别 研 掉 式 (10.5-1) 
的 两 端 ,得 到 ` x(r) 在 采样 点 上 的 运动 规律 

Hx(NT) re (D — K)x(NT), x(0) = 一 Xo. (10.5-3) 
由 于 系统 是 线性 的 ， 我 们 也 可 以 称 x(#) 三 0 为 系统 的 未 受 搞 运动， 因为 此 时 z(t#) 三 
y(?)， 由 此 可 知 ,为 了 研究 式 (10.5-1) 内 yCNT》 的 运动 稳定 性 , 只 要 研究 式 (10.5~3) 的 
且 解 稳定 性 就 修 了 ， 我 们 首 到 这 里 的 情形 与 第 四 章 内 的 情况 相同 。 如 果 强 性 系统 的 齐 次 
方程 式 的 零 解 稳定 , 则 系统 的 一 切 可 能 的 运动 都 是 稳定 的 ， 反 之 ， 如 果 任 何 一 个 运动 是 稳 
定 的 , 则 它 的 零 解 (平衡 状态 ) 也 是 稳定 的 , 于 是 系统 的 一 切 运 动 都 是 焰 定 的 ， 因 此 ;我 们 
可 以 一 般 的 讲 系统 的 稳定 性 . 这 里 再 一 次 指出 ,对 非 线性 系统 这 一 事实 一 般 是 不 存在 的 ， 
如 果 系 统 的 平衡 状态 ( 零 解 稳定 ， 不 能 保证 系统 的 任何 运动 稳定 ， 所 以 对 非 线性 系统 ， 
般 的 去 讲 系统 稳定 有 时 是 没有 意义 的 . 
式 (10.5-3》 的 零 解 何 时 稳定 ? 用 什么 方法 判别 ? 这 下 是 我 们 楚 变 解决 的 问题 ， 根据 

式 (10. 2-4), 如果 式 (10. 5-3) 的 初始 条 件 是 Xo 那么 , 它 的 特 解 是 
X(NT)} = (D— KR = Axo, A= (DK). {010.5-4) 
因为 4* 可 以 号 成 

= OO， 
0 如果 对 任何 x，xCNT》 都 陆 着 M 的 增长 而 
趋 近 于 等 向 量 ,显然 式 (10.5-4) 前 零 解 将 是 稳定 和 的， 根据 第 10.2 韦 内 的 讨论 可 知 ， 人 
阵 44 所 构成 的 特征 方程 式 

14 一 了 2| 一 0 (10.5-5) 
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的 一 切 根 的 模 小 于 1 即 可 。 其 实 , J* 内 的 每 一 元 素 都 是 由 人 六 所 构成 的 ， 当 1%| < 1， 
N 一 oo 时 ,总 有 | 叉 | 一 0。 因 此 , 当 | 和 < 工时 ，J” 趋 于 零 抢 阵 ， 由 此 可 知 4 也 
趋 于 零 . 故 存 

limAvx, = 0, 


这 时 , 式 (10.5-1) 稳定 的 充分 条 件 是 矩阵 4 二 D 一 的 一 切 特征 根 在 复 平面 上 均 位 于 
单位 圆 的 内 部 《图 10.5-1). 反之 , 那 怕 特征 根 中 有 一 
个 位 于 单位 圆 之 外 ， 则 系统 将 是 不 稳定 的 。 因为 此 时 
至 少 有 一 个 约 当 块 仿 ， 它 的 某 一 些 元 素 随 N 的 无 限 
增 大 而 无 限 增长 ;对 某 一 初始 条 件 xo, 使 imxCNT) 一 


co， 由 此 可 以 断言 , 系统 式 《10.5-1) 不 稳定 的 充分 条 
ei 4 一 DD 一 KK 至 少 有 一 个 特征 根 的 模 大 于 
1， 即 位 于 复 平面 的 单位 圆 外 ， 如 果 一 部 分 在 单位 圆 
内 , 另 一 部 分 在 单位 加 上 ; 圆 外 无 根 , 这 是 一 种 临界 大 
态 ， 即 系统 处 于 稳定 边缘 ， 对 这 类 系统 的 研究 只 具有 
数学 上 的 意义 ,实际 上 是 不 允许 出 现 的 . 
Be 让 我 们 再 看 看 稳定 系统 的 传递 函数 应 具有 何 种 性 
质 . 回顾 式 (10.3-17? 可 以 看 到 ,如 果 输入 作用 g(?) 三 0 且 C 为 单位 矩阵 时 有 
Y*(s) 一 (Ee 一 D)-:y, = 8* (4)y,, 
式 中 0*(s) 的 每 一 元 素 为 cx 的 有 理 分 式 , 上 式 可 以 写成 一 个 线性 方程 组 ; 


YF GD = py iYs i 1 2, °° 1, 
一] 


根据 拉 氏 变换 的 特性 可 知 , 当 一 切 qi) 的 极点 # 均 为 负 实 部 时 ,jimywCN72 一 0， 由 此 
可 以 断言 ， 闭 路 系统 稳定 的 另 一 充分 条 件 是 传递 矩阵 的 每 一 元 素 的 极点 都 位 于 复 平 面 的 
左 半 平面 上 。 这 个 充分 条 件 对 第 二 种 差分 方程 式 的 传递 函数 式 《10.3-14) 也 是 完全 适用 
的 。 读 者 从 式 410.3-137 可 以 直接 看 出 , 这 里 不 再 痪 述 。 由 于 闭 矩 阵 的 特 反 ，982) 的 极 
点 又 恰恰 是 行列 式 


At 一 |Ee2 一 也 | = detl(Ece TT — DD)=0 (10.5-6) 
的 零点 ， 上 式 称 为 离散 系统 的 特征 方程 式 ， 而且 式 《10.5-6》 的 零点 也 正 是 @*(s) 一 
(@*(s),……, 纺 4(s)) 每 一 个 分 量 的 极点 . 因此 ,和 欲 检查 闭路 系统 的 稳定 性 ,可 以 检查 ACs) 
的 零点 ,或 者 检查 任 一 @*(s) 的 极点 是 否 位 于 算数 平面 的 左 半 平面 即 可 。 

当 @B?Cs) 的 极点 或 ACs) 的 零点 9 了 二 1; 2，*…*,n， 有 负 实 部 时 ,可 保证 序列 
{yCNT)} 中 的 每 一 个 分 量 序列 当 N -> oo 9 时 趋 于 办 但 系统 的 输出 量 y() 实 际 上 是 : 
的 连续 函数 。 仅 仅 在 采 祥 点 0，7, 2T，.…*,， NT, .上 趋 近 于 私 , 严 格 说 来 还 不 能 保证 
imy(z) = 0， 为 了 检查 后 者 的 存在 ,还 要 检查 在 节点 的 sT 位 移 , 即 在 NT 十 eT 上 的 
运动 规律 。N 一 0, 1, 2,...， 例如, 原理 上 可 能 出 现 图 105-? 所 示 的 情况 , 虽然 ， 
yNT) > 0, 但 在 采 祥 点 的 位 移 点 上 ， y(NT -+ sT) 不 趋向 于 堆 , 故 为 了 确信 系统 的 输 
出 y(t) ~ 0， 必 需 对 某 一 8 > 0， 检 查 式 (10.3~312) 的 任 一 分 量 的 极点 分 布 情况 ,稳定 系 
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统 的 传递 涡 数 铬 (s, s) 的 一 切 极点 5 也 必须 满足 前 述 条 件 , 即 所 有 $j 均 在 复 平面 的 左 六 
平面 上 .虽然 如 此 , 图 10.5-~2 的 情况 是 非常 罕见 的 , 因 兹 ,一 般 来 讲 只 检查 在 节点 加 Cs》 
的 极点 即 盘 了 .为 了 不 发 生 海外 情况 ， 当 然 
可 以 选取 某 一 > 0， 青 检查 一 次 多 >(5，s) 
的 极点 。 

实际 上 , 求 特征 方程 式 的 根 , 只 有 在 一 次 
和 二 次 方程 式 时 ， 求 解 才 比较 容易 ， 三 次 以 
上 的 方程 式 根 的 一 般 表 达 式 或 者 过 于 繁 兄 ， 
或 者 不 可 能 写 出 更 高 次 的 方程 式 ， 一 般 地 ”图 10.5-2 
议 没 有 根 的 普遍 表达 式 ， 因 此 ， 不 必 解 出 根来 而 能 决定 系统 稳定 性 的 法 则 就 具有 很 大 的 
实际 意义 了 利用 这 类 所 谓 稳 定 判 据 的 法 则 ,我们 不 仅 能 够 确定 系统 是 否 稳定 ,局 时 也 能 
疯 明 系统 中 各 种 参量 和 结构 变化 时 对 稳定 性 的 影响 。 

”连续 系统 中 现 有 的 几 种 稳定 判 据 稍 加 改变 后 同样 能 四 到 离散 系统 上 来 . 各 种 形式 的 
稳定 判 据 , 它 们 所 表示 的 是 同一 个 事实 ， 特征 方程 式 所 有 的 根 都 位 于 复 平面 上 单位 圆 内 ， 
但 是 ,在 解决 具体 问题 时 , 如 果 方 法 选择 得 当 , 就 可 以 收 到 计算 简单 的 效益 ， 下 面 将 要 讨 
沦 的 几 种 稳定 判 据 ， 是 以 复 变 困 数 理论 中 所 区 知 的 幅 和 角 定 理 为 基础 的 ， 首 先 我 们 用 米 险 
依 洛 夫 〈《Maxaimop) 判别 法 来 研究 差分 方程 式 的 稳定 性 ， 设 差分 方程 的 特征 方程 式 为 

[ID— iE) = = 0 — WO — 1) 1 ). 《10.5-7) 
令 二 en， 轴 二 pe he pe 0， 代入 式 (10.5-7) 中 后 
fo) = (9 一 pepD(e 一 pc Ce — pneios) 
RiKCBJerei(e) Ri(9) eigs(g) 。，。 R.(0) rnc0) 


一 R(O)e: 名 ?#0), (10.5-8) 


式 《10.5-8) 中 我 们 取出 RIC9)ei"%” 来 研究 。 若 丸 点 在 单位 区 内 :也 就 是 说 c < 1, 由 图 
10.5-3(a) 中 可 以 看 出 , 当 8 角 由 0 变 到 2x 时 ，RL(0) er 向 量 绕 力 点 转 2x 角度 ， 当 
1 在 单位 圆 外 ， 也 就 是 pi > 1， 由 图 10.5-3Gb) 中 可 以 看 出 , 当 6 和 角 由 0 变 到 2x 时 ， 


-图 10.5-3 
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a ， 

RO)e?9 纱 和 点 转 之 角度 为 零 ， 但 是 # 阶 方 程 一 定 有 = 个 根 ， 如 栗 *# 个 根 艾 在 单位 
回 内 , 则 式 (10.5~8) 的 总 转角 为 2ax， 营 都 在 单位 贺 外 则 转角 为 零 ， 若 一 部 分 报 在 单位 加 
内 另 一 部 分 在 单位 殴 外 时 ， 转 
角 一 定 小 于 2nx， 于 是 我 们 把 
米 哈 依 洛 夫 稳定 判别 法 则 转述 
如下: 当 旭 角 由 0 杰 到 2r 时 ， 
曲线 并 4) 绕 原 点 转 2wzx 角度 ， 
则 系统 稳定 。 否 则 是 不 稳定 

的 ， . 
稳定 人 性 的 男 一 判 据 方 法 是 
把 闭环 系统 的 稳定 条 柏 化 为 代 
数 中 著名 的 劳 斯 - 霍 尔 维 茨 不 
en 等 式 , 为 此 ,在 多 项 式 (10.5-7) 


中 进行 分 式 线性 变换 


4 二 1 一 工 
这 种 变换 把 2 平面 上 之 单位 圆 的 内 部 变换 成 $ 复 平 面 上 的 左 半 平 面 。 如 图 10.5-4 所 未 ， 
也 就 是 把 
fCN) = ash 十 as-MeI 十 aor2lr 十 十 加 
变 成 本 
FO) mm bs 十 Bsr bo 
经 过 变换 后 多 项 式 的 系数 由 下 式 确 定 : 


bi Darn —1)" [Ct 一 CCi 十 CC 十 
人 一 站 


十 《一 DCA-IC，。 十 (一 1L)8C5]， 
式 中 
| 
RiCm — RY! 
如 果 Xi 的 一 急 堆 点 均 位 于 单位 陪 内 ， 则 FCs) 的 一 切 娩 点 将 位 于 5 平面 上 之 左 半 平 
面 内 。 8 
这 样 , 我 们 便 可 以 用 霍 尔 维 茨 行 列 式 判 别离 散 系统 的 稳定 性 。 这 些 行列 式 是 


a 
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| 页 而 
“ b! bh i | 
At Dn b， A, -> 六 8 2 As 二 bs D1 v1 > “49 
3 v2 


于 是 , 堆 尔 维 茨 判 据 可 以 叙述 如 下 : 系统 稳定 的 充分 条 件 为 不 等 式 六 > 0。 并 且 各 个 芍 
尔 维 茨 行列 式 A， As, A;，.…A。 均 大 于 零 。 此 时 FCs) 的 一 切 根 均 有 负 实 部 . 
上 面 介绍 的 两 种 方法 简化 了 稳定 判别 的 过 程 ， 从 而 使 我 们 比较 直观 地 看 出 离散 系统 
的 稳定 情况 。 
我 们 在 开始 时 还 提 到 过 一 个 重要 的 系统 品质 指标 ， 即 系统 的 静态 误差 。 这 一 概念 是 
在 最 踪 问 题 中 产生 和 的 。 欲 使 受 控 对 象 式 (10.1-4) 的 输出 状态 向 量 y(r) 跟随 着 某 一 输入 
作用 变化 ,控制 量 w(z) 应 使 在 :一 co 时 跟踪 误差 最 小 或 为 零 。 遗憾 的 是 并 不 是 任何 系 
统 对 任何 输入 作用 都 可 以 使 眼 踪 误差 为 零 ,而 只 有 某 些 大 谓 无 静 差 系统 ,对 某 些 特定 类 型 
的 输入 作用 ， 才 有 这 种 福 能 .下面 我 们 将 研究 一 个 系统 无 静 差 的 充分 条 件 ， 设 7 维 向 量 
沙 数 多 (六 = (gi(f)， gD) gD) 二 0，T，27T,…mT,，***， 为 系统 
的 输入 作用 , 受 控 系 统 输 出 y(:) 应 跟踪 它 。 或 者 , 需 选 择 控制 参数 ,使 经 过 足够 大 时 间 
后 ,误差 向 量 i 
el()—gD—y) (10.5-9) 
将 一 致 趋 于 等 。 我 们 将 y(z) 一 g0) 一 s(x) 代 人 式 (10.1-4) 就 得 到 
五 gt 一 五 Et) = Dg(n) 一 DECE) 十 Crfr 
让 
He{r) = De(#t} — cult) + HgG) — Dg(O). (10.5-10) 
. 现 将 €() 二 (81 620) B30),，，…:, 5s 让) 团 成 系统 的 状态 向 量 ， 控 制 量 w 的 作用 是 
使 e(e) 的 每 一 个 坐标 趋 于 零 ， 方 程式 (10.5-10) 与 《10.1-4) 的 差别 ,就 在 于 前 者 有 干扰 
| 作用 .此 外 两 种 方程 式 本 身 无 大 的 差别 , 其 中 DD 矩阵 和 向 量 都 保持 了 原来 的 形式 ， 亚 
然 , 若 输入 作用 满足 差分 方程 式 
Hg{(t) = Dg(s), (10.5-11) 
而 且 按 误差 反馈 的 闭路 系统 是 渐 近 稳定 的 , 则 无 论 系统 初始 状态 如 何 ,误差 e(CN77 将 趋 
于 零 。 我 们 常 称 系统 式 (10.1-4) 对 满足 条 件 式 C10.5-11) 的 输入 作用 为 无 静 差 系统 ,而 等 
式 (10.5-11) 为 系统 无 静 差 的 充分 条 件 ， 我 们 把 满足 方程 式 (10.5-117 的 输入 函数 称 之 为 


系统 的 固有 输入 作用 类 ， 
例 讨论 具有 两 个 积分 环节 的 系统 ,如 图 10.5-5 两 示 . 令 Y 二 1, 了 三 1, 则 其 差分 
方程 式 为 
HyC(m7T) = Dy(mT) + en, 
式 中 


T2 


(人 (1) 


设 输入 作用 gi 让 一 a6 十 az， 式 中 sm 均 为 常 系数 ,该 输入 作用 所 确定 的 相对 应 和 的 输 
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嫂 10.5-5 


人 作用 向 最 为 
gs 一 (2 全) 


不 难 检 查 ，g (ep 满足 方程 式 (10.5-117) 
有 十 王位 十 1 了 /1lTN /ot amT 
Hg(mT) — Dg(mT) ( 。 ) 各 - ( ) 
一 0 
因此 ， 上 述 系 统 对 这 样 的 输入 放 用 g(2) 是 无 静 差 系统 ， 但 是 当 输 入 作用 不 为 : 的 线性 
函数 ,而 含有 : 的 二 次 项 时 ,系统 将 变 为 有 静 差 的 了 。 
如 gD 一 二 at 十 oz 式 中 so， ea 和 aa， 均 为 常量 。 对 于 这 样 的 输入 作用 所 
确定 的 相对 应 的 输入 作用 向 量 为 


g(7) 3 (® + Rit 十 | 
a1 十 282t 


我 们 计算 出 

Hg(mT) 一 Dg(m7) 一 (“7 ) =/ 

2aT . 

不 为 零 疝 量 , 所 以 系统 是 有 静 差 系统 ， 把 上 式 代 入 式 (10.5-10) 中 ,全 得 到 

He(mT) = De(mT) — eu(mT)+f, 
当 我 们 把 上 式 变 成 以 误差 反馈 的 闭路 系统 时 ,例如 , 令 w(mT) 一 ei(m7T) 号 si(mT)， 
当 上 + 足够 大 而 系统 达到 稳 态 时 ， lmHe(m7T) = e(mT). 不 难 检 查 , 当 多 所 0, c; 志 0 
时 ,CE 十 太一 D) 是 可 道 和 矩阵, 此 处 

ck cif 
kK = ? 
的 0 
et( 王 十 并 一 万 ) 一 c 庆 了 去 0， 
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于 是 ,系统 的 静态 误差 为 
e{mT) = (E+kKkK—- Df 
kK 1 eh a2 (& 六 2 
@ cok! 站 6 _ | c2k1 
1 


2aT a 一 - 7】 


2 


0 


+ crT 


从 上 式 我 们 可 以 看 出 ,系统 的 静 差 与 输入 作用 的 加 速度 a; 成 正比 ,并 和 采样 周期 了 了 有关. 


而 矩阵 
tb 1 kb 
(E+ kK—D)-'= * ch | 
工 c2T 
你 为 系统 的 静 差 系数 矩阵 . 


当然 ， 上 列 关于 静态 误差 的 讨论 仅 对 按 误差 反馈 的 闭路 系统 才 是 正确 的 ， 如 果 采 用 
复合 探 制 方法 , 即 w 不 仅 是 e 的 线性 函数 ,而 且 也 是 gt 的 线性 函数 时 ,原来 是 有 静 关 的 
系统 ， 钢 在 就 可 能 变 为 无 静 差 了 ， 关 于 复合 控制 系统 的 理论 在 线性 连续 系统 的 理论 中 已 
做 过 详细 讨论 ， 那 些 计 算 方 法 可 以 完全 类 似 地 适用 于 对 离散 系统 的 分 析 ， 故 此 处 不 再 重 
复 ， 


10.6 ”线性 离散 系统 的 综合 


前 而 几 节 我 们 对 线性 离散 系统 进行 了 分 析 , 这 一 节 将 研究 线性 离散 系统 的 综合 问题 ， 
由 于 高 阶 差分 方程 式 和 一 阶 方程 组 等 价 , 故 只 研究 方程 组 的 情形 ,所 得 到 的 结论 可 直接 应 
用 到 高 阶 差 分 方程 式 所 描述 的 离散 系统 ， . 

设 受 控 对 象 的 运动 规律 是 出 下 述 线性 常 系数 差分 方程 组 描述 的 ， 

Hy(NT) = Dy(NT) + cul(NT). 

其 中 控制 量 uw(#) 假定 不 受 限制 ， 当 然 ,在 实际 问题 中 ， 一 般 说 来 这 是 不 可 能 的 ,但 当 
4(z) 为 误 芝 座 标的 线性 组 合 , 而 误 堆 又 比较 小 时 ,此 时 wlz) 的 取 值 也 不 会 很 大 , 往往 处 
于 其 可 准 取 值 范 闭 之 内 ,这样 就 可 以 认为 wz) 取信 不 受 限 制 。 在 这 种 假定 下 设计 出 来 
的 系统 一般 能 满足 对 系统 的 基本 要 求 ,如 稳定 性 , 较 短 的 过 渡 过 程 时 间 等 等 . 

若 系 统 初始 误差 为 yy 二 《yos ym，，'"*， ys0)， 按 差分 方程 的 通 解 公式 有 


N-—1 
yNT) 一 Dry 十 DY > ,Dr-tmtDOex(mT)。 
m0 


现 选择 控制 规律 , 使 系统 误差 为 零 ， 我 们 先 来 证 明 一 个 简单 的 事实 , 就 是 在 断 续 系统 中 ， 
利用 线 柱 控制 规律 ,可 以 使 任何 初 既 条 件 在 有 限时 间 内 使 其 误差 为 零 . 设 系 统 的 差分 方程 
是 阶 的 ,或 者 说 差分 方程 组 含有 7 个 方程 式 , 现 证 明 对 完全 能 控 的 系统 可 以 选择 一 种 线 
性 控制 规律 ,在 x7 时 间 内 无 论 初始 人 向 差 为 何 , 总 有 yCx7T) 一 0。 为 此 将 式 (10.2-6) 整 理 
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yu, 一 —D "eu om DTI— Diies(n 一 207| 一 …: 一 六 -exif0)， {10.6—1) 


Dy = —eullr Oo TI— Denslln om— 27 : — Dler(0). 
当 系 统 为 完全 能 控 时 向 最 


cy De, Die, :De {10.6-2) 
线性 不 相关 ， 他 们 构成 二 维 相 空间 的 基底 向 量 ， 任 何 误差 向 量 所 确定 的 Dp"y。 均 可 由 式 
《10.6-2) 各 向 盟 的 线性 组 合 表示 二 来 。 不 难 检查 , 若 c, De, Die'……D*-!e 线性 不 相关 ， 
那么 同盟 
fi 一 —D ec, n= —D ie,., rr.= —D™c 
也 必然 线性 无 天. 将 六 一 《ras ra sris) 代入 式 (10.5-1) 由 后 ,得 到 线性 代数 方程 纽 
Yo 一 rearga-l 十 faisilam? 十 "十 zt 


3720 一 tnttsot 十 Fo, Hn 2 ts 


"am, 


?nn = Fnntlnol 十 fats nr? 二 to (13.6-3) 
其 中 Vlos Y20 "> Yno 为 给 定 的 系统 初始 误差 坐标 ， Mi < 二 ul(i7), {二 0,1,2,'*"*n—1, 
为 等 求 的 控制 量 ， 由 于 诸 向 量 r+; 所 组 成 的 矩阵 行列 式 不 为 零 , 即 der (Ts Ty TI *， 
rs) 所 0， 所 以 代数 方程 式 中 的 w: 有 唯一 解 : 


一 dt tr mo rt ra 一 2 (10.6-4) 
det Cr, F;,» 人 ”3 7，) 


将 wi 之 值 代入 式 (10.2-6) 中 后 , 无 论 系 统 初始 误差 状态 如 何 , 式 (10.6-4) 所 决定 的 控制 
参数 将 最 多 在 = 步 内 使 系统 的 误差 归 零 。 或 者 说 任何 过 渡 过 程 前 在 w 个 采样 周期 内 结 
东 . 当然 过 渡 时 间 也 可 以 小 于 sa7。， 初 看 式 (10.6-4) 似 乎 是 为 了 确定 控制 参数 之 值 ,必须 
算出 它 的 4 步 内 之 诸 值 ;#00), a(T), w(t27T),，… :xn 一 1 了 ]. 其 实 为 了 使 离散 系统 
获得 上 述 几 能 , 只 需 算 出 x(0)》 之 值 城 足够 了 ， 因 为 差分 方程 (10.1-4) 为 党 系数 方程 式 ， 
在 任何 时 刘 :二 aT 均 能 将 (ez7) 看 作 下 一 步 的 初始 条 件 , 只 要 系统 庄 座 标的 值 能 不 断 
址 测量 即 可 ，、 根 据 式 410.6-47) 可 求 出 
det {Yo, Fs 3s -Fy 
We ee rT» ***, a 


| 


R Ri 
a ge (10.6-5) 


其 中 A= det Cis > Fs Rn 为 此 行列 式 元 素 Fn 之 代数 余 于 式 ， 将 ut{0) 之 值 
代 人 式 (10.1-4), 去 掉 yo，yxwm，"*'， Yno 的 零 注 角 则 得 到 闭路 方程 式 : 
Hy() = Dy(7) 十 eat 


R 
—D +el( a 
六 


因 二 全 为 十 十 全 y,) 


A 
= {D+ Cy = ByG),7 = 0,T7, 27, "+ (10.6-6) 
式 中 
B= (D+ CC), 
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oR oR “7 CR 
C 一 工 | 2Ru oRa aR 
coRn eR Su caRis | 
由 此 可 知 ， 用 上 述 办 法 综合 的 闭路 系统 依然 是 一 个 为 线性 差分 方程 所 撕 绘 的 系统 。 由 于 
它 能 在 = 步 内 使 任何 初始 误差 归 零 ， 改 式 4G0 6-6) 所 措 述 的 闭路 系统 党 称 之 为 最 优 线 性 


离散 系统 . 
做 为 例子 ， 试 综合 受 深 对 象 为 串联 的 两 个 积分 环节 的 系统 ， 我 们 可 以 写 出 开 环 系统 

的 运动 微分 方程 式 

ey = Ys 1 Hy 

dr dr 
或 者 

y+ bu 
其 中 | 

0 
”又 可 以 求 出 相应 的 差分 方程 式 
Hy(NT) = Dy(NT) + culN7), 

式 中 


{1 

-|( 1 "} (Ts 2 
0 1 广 YT 

经 过 检查 可 知 c 和 De 是 线性 不 相关 的 ,根据 上 述 讨论 可 以 求 出 


{1 1 (yrT)r 
-re 人 1 了 Wi Q : ))-( (77) ) 
1 YT 一 7 了 
一 了 了 (YT) 人 ed 
(sO 


1 
L(yTYy T(t 
A 7 


yr 一 了 二 


再 根据 式 《10.6-5) 求 出 
Ra 一 一 7 了 ， Ray™ ye @ 二 二 7 小 


代入 式 (10.6-5) 即 求 出 控制 员 数 


“(0) TI Yo (10.6-7) 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 www. fi neprint, com. cn 


324 -第 十 章 ”离散 控制 系 统 


所 以 
3 -7 
C= 3 
_ 工 芭 《 + 二 7 ) 
1 2 
a 一 了 工 
1 LL 
工 了 
于 是 闭路 系统 差分 方程 
Hy 一 下?，etfa7T) mm Cy(oT), a 一 0， 1, 2,， (2 一 1)， 
或 者 ,写成 展开 形式 : 


hy py rnlCm— 1)T]+ riTyl(Cm — 1)T], 


ymT) 一 (ni D7] 一 地 ?ym 一 11, (10.6-8) 


不 难 检查 式 《10. 6-8) 是 最 优 系 统 ， 因为 无 论 y= (yio» yo) 为 何 ， 只 需 他 一 Z 便 有 
2T) 一 0 y(27) = 0, 且 此 后 mT) jmT) 三 9, w 之 2， 事实 上 ,根据 通 解 公 


式 有 
y(mT) = B"y,, 

但 是 

| 4 | 

od ET 

T 2 过 四 

六 以 ，m 2 时 ，y(mT) 三 0。 这 样 我 们 就 可 以 按 式 (10.6-7) 中 的 关系 式 得 到 待 求 之 控 
制 装置 , 


10.7 ”最 优 控制 函数 的 综合 “ 


前 节 内 我 们 讨论 的 线性 系统 , 曾 假定 控制 量 x 取 值 范围 没有 限制 ,这 只 是 在 某 些 情况 
下 ， 例 如 在 小 扰动 的 情况 下 才 有 意义 ， 岂 平 所 有 的 线性 理论 的 应 用 范 芒 都 大 致 如 此 .但 
是 ,在 实际 技术 问题 中 控制 量 * 不 受 限制 的 情况 是 比较 少见 的 。 当 控制 量 有 了 限制 之 后 ， 
系统 的 运动 状态 就 要 发 生 重要 的 变化 ,其 综合 方法 也 与 以 前 讨论 的 不 同 。 一 般 来 讲 ,系统 
的 限制 条 件 有 两 类 ,一 类 为 对 控制 量 的 限制 ,一 类 为 对 某 些 系统 状态 座 标的 限制 ， 这 两 种 
限制 不 是 一 回 事 ,在 设计 系统 时 应 考虑 这 两 种 限制 。 实 际 技 术 问 题 中 ,对 座 标 跟 制 往往 能 
利用 一 些 特殊 装置 自动 地 实现 。 如 晨 动 系统 常用 的 角度 限制 器 ， 速 度 限 制 器 与 加 速度 限 
制 器 等 等 ， 对 控制 量 的 限制 是 由 控制 器 本 身 的 特性 决定 的 ， 例 如 放大 器 输出 的 最 大 电 讨 
和 最 大 功率 ,已 经 由 它 的 结构 参数 所 确定 ,飞行 器 舵 的 最 大 转角 常 由 机 械 结 构 情况 和 飞行 
轿 的 气动 特 狂 所 确定 ， 从 控制 系统 综合 来 看 ,以 上 两 种 限制 都 应 该 考虑 ， 
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在 本 节 内 我 们 只 讨论 控制 量 有 限制 的 控制 六 轩 的 综合 问题 因为 在 这 方面 的 研究 工 
作 近 些 年 来 有 不 少 进 晨 271， 对 最 速 控制 系统 已 经 提出 了 一 些 工程 技术 上 可 以 采用 的 理 
论 结 采 和 计算 方法 . 现 讨论 前 面 提出 的 线性 差分 方程 


Hy = Dy + cr: (10.7-1) 
其 中 的 取信 范围 受到 下 列 条 件 的 限制 
el < M， (10.7~2) 


满足 式 (10.7-2) 的 控制 x: 叫 作 可 准 控制 。 

设 已 知 系统 式 (10.7-1) 的 初始 状态 为 yo 一 《yio，y2o。，……，jntjy 需要 求 出 一 个 可 准 控 
制 #(), tt 一 0, 了 ,2T,…, NT; 代入 式 (10.7-1) 后 ,系统 将 以 最 短 时 间 , 即 最 少 采样 局 
期 ,到 达 预 定 的 状态 。 当 然 , 预定 状态 不 同 , 最 优 控制 也 将 不 同 。 下 而 我 们 将 认为 预定 的 ， 
终点 状态 是 原点 . 

我 们 再 讨论 一 下 系统 的 能 控 性 问题 ， 在 本 章 第 二 节 中 我 们 曾 讨论 了 线性 系统 能 挖 姓 
的 充 要 条 件 。 那 个 条 件 是 在 控制 量 不 受 限 制 的 铺 况 下 得 到 的 ,在 控制 量 受 限制 的 条 件 下 。， 
情 次 将 发 生变 化 。 我 们 需要 重新 定义 系统 的 能 控 性 。 设 加 是 系统 的 初始 状态 , 如 果 可 以 
用 某 一 可 准 控制 uC ，|wC(| 委 M， 可 把 y。 引 到 原点 ,我 们 称 2m 为 可 控 点 ;如 果 状 态 
空间 中 有 一 个 区 域 完全 由 可 控 点 组 成 ,. 则 称 为 可 控 区 ; 如 果 全 部 状态 空间 中 的 点 都 是 可 
控 的 , 则 该 系统 称 为 全 局 可 控 。 万 控制 重 受 限制 的 情况 下 ， 弄 消 可 控 柱 当然 是 很 重要 租 ， 
因为 如 果 受 榨 量 和 控制 量 不 受 限制 的 线性 系统 是 完全 能 控 的 ， 当 制 制 量 受 限 制 时 就 不 一 
定 是 能 控 的 ，、 此 时 所 谓 最 优 控 制 问 题 就 不 一 定 有 解 。 下 面 我 们 介绍 全 局 可 控 性 的 充 要 条 
件 ， 设 式 (10.7-1) 为 常 系数 线性 系统 , 限制 条 件 为 式 (10.7-2), D 人 人 全 系统 为 


全 局 可 控 的 充 要 条 件 是 
《1) # 个 向 量 ce, Pe, Dic, Dric 线性 无 关 ， (10.7-3) 
《2) 矩阵 的 一 切 本 征 值 满足 不 等 式 


[| 委 1 一 1， 2 92。 (10.7-4) 

为 了 说 明 这 两 个 条 件 的 意义 ,我 们 再 把 式 《10. 人 

yNT) 一 Do 十 DMIex(0) 十 … 十 ex 人 ze 一 1)77， 

设 存在 自然 数 ,用 控制 s( 一 {a(0)，x(T)， ,ww((N 一 DT)} 可 把 2 引 到 原点 ， 
(NT) 一 0， 因为 加 为 非 赔 化 矩阵 ,上 式 可 改写 为 起 C10.6-1) 的 形式 、 令 

六 一 一 了 -ic 六 一 一 站 -ic -.…, ry = —D-Ne, {10.7-5) 
于 是 有 

Jz 呈 Hofi 十 zz 十 十 vv {10.7-6) 
式 中 % 满足 限制 条 件 | 中 | 专 M。 从 上 式 可 以 看 出 ,凡是 能 用 式 (19.7-6) 表 达 出 来 的 yy 
点 均 为 可 控 点 ,并 且 可 以 用 可 准 控制 在 不 大 于 NT 了 的 时 间 内 到 达 原 点 。 依 据 这 种 几何 概 
念 ,我 们 来 检查 条 件 式 (10.7-3) 和 (10.7-4) 的 充分 性 各 必要 性 。 

若 ce, De, Die,，…De 向 量 线 性 相关 ,那么 , 式 《10.7-5) 疝 量 序 列 中 任意 NN 个 线性 
相关 ，N 之 za。 由 定义 式 (10.7-5) 知 此 时 my mr 线性 相关 , 靶 存 在 * 个 不 全 为 堆 
的 常数 C1 C3， ，'*， Cn， 使 | 

CR Ch 二 :二 Crs = 0, (10.7-7) 


TPE et tr rm prea pp mp EE Sp 二 EE rp ee mr 一 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 www. fineprint, com.cn 


326 第 十 章 -离散 控制 系统 


由 此 可 知 ，r。 向 量 可 由 前 面 > 一 1 个 向 量 的 线性 组 合 表示 出 来 , 它 属于 前 "个 向 量 所 板 


成 的 子 空间 Rs， 其 中 m 二 wn、 不 难 检查 , 无 论 对 为 多 么 大 , 式 (10.7-7) 所 能 达到 的 点 均 
属于 KR，、， 由 于 子 空间 Rs 的 维 数 小 于 #, 那么 必 存 在 大 于 1 维 的 子 空间 Ri, ! 一 2 一 zz， 
! 之 1， 其 中 任何 点 均 不 能 用 式 C10.7-6) 表 示 出 来 ， 换 言 之 , 若 式 (10.1-4) 的 初始 状态 为 
R， 中 之 某 一 点 ,那么 无 论 用 什么 可 准 控制 都 不 能 使 系统 归 堆 .这 就 说 明 条 件 式 (10.7-3》 
是 全 局 可 控 的 必要 条 件 ， 
设 式 (10.7-4) 不 等 式 不 成 立 , 也 就 是 说 某 个 根 | 和 | > 1， 现 对 式 (10.1-4) 进 行 座 标 变 
换 , 令 P 为 某 一 非 赔 化 方 阵 , 令 
X= Py, dtP 0, 
代入 式 C10.1-4) 后 有 
Hx = PDPix + Pew. (10.7-8) 
选择 矩阵 了 使 了 PDP™! 成 为 约 当 标准 型 ， 用 几 表示 对 应 于 hh 的 约 且 块 , 它 的 行 数 为 
i， 用 d 表示 Pe、 则 方程 式 (10.7-8) 到 达 堆 点 的 通 解 可 以 写成 
Ko 一 Wop 十 Fy + wry, (10.7-6’}) 
其 中 
Pr 一 一 .三 了 六 一 一 三 了 = -Md, 


J ”一 Cs dd )， 


, /er 
ni 


FF Re 
Ji” 一 1 fm oe 


令 d 一 (dd,…， ds)， 其 中 至 少 有 一 个 d; 和 *0， 设 入 为 实数 ， 茶 一 个 向 量 坟 能 用 
a zs 的 第 了 个 分 量 xu 需 能 写成 : 


一 zd (各 十 也 十 … 十 关 世 十 -十 生字 小 
WE 和? 


由 于 || > 1， 则 右 端 之 和 满足 下 列 不 等 式 : 


[zl < < lui > -EM 


若 取 向 量 Xx， 它 的 分 量 *o > M1!， 则 用 性 何 可 淮 控 制 均 不 能 使 受 控 对 象 由 点 Xo 一 (xw， 
X03 “ . “Ril ** "Sy xn0) 在 有 限时 | 同 内 到 达 原 点 . 当 如 为 复数 时 ， 上 述 讨 论 变化 不 大 ， 
而 结论 相同 ， 这 说 明 , 为 了 使 式 (10.1-4) 为 全 局 可 控 , 条 件 式 C10.7-4) 和 (C10.7~3) 必 须 成 
i 

其 次 我 们 再 证 明 当 这 些 条 件 满足 时 ,对 任何 非 零 的 初始 误差 加 和 对 任何 自然 数 p 均 
能 找到 一 组 不 为 零 的 控制 参数 Hptls Wp+23 “3 tpi+ny 使 


Jo 一 gq upT pr 十 tp+toitz 十 "十 i fp» 
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or 


p=0,1,2,."*, EA < M, 4 > 0、 这 是 因为 对 任何 ? 诸 癌 量 Yoptls Fpt3° "3 Pptn 
为 线性 不 相关 , 可 以 构成 维 空间 的 基底 , 任何 一 个 向 量 均 可 以 用 它们 的 线性 组 合 表示 ， 
依 候 定 我 们 知道 ， 矩 阵 刀 的 特征 根 |%| < 1， 重 复 前 面 的 讨论 可 知 ,测量 mm+ 1 
2,……， = 的 长 席 不 随 ? 的 增加 而 羧 小 ,于 是 上 式 内 疝 量 举 的 长 度 总 大 于 荣 一 正 数 对 
于 任何 为 均 可 取 有 限 个 向 量 ,使 
P= 之 四， 
由 上 述 讨论 可 知 ,着 系统 式 (10.1-4) 满 足 式 (C10.7-3) 和 《10.7-4) 两 个 条 件 , 对 任何 和 
始点 加 都 可 以 找到 一 个 可 准 控制 x《aT), a 一 1,.2，，… ,NN 使 系统 在 有 限时 闻 内 归 零 ， 
参照 对 连续 系统 的 讨论 ， 在 解决 综合 问题 时 我 们 主要 应 用 等 时 区 的 概念 。 下 面 我 们 
就 来 研究 等 时 区 的 性 质 . 从 线性 离散 系统 的 运动 规律 式 (10.7-6) 可 知 , 当 六 为 有 限 数 时 所 
能 得 到 的 的 范围 总 是 有 限 的 ， 这 匙 因为 诸 向 量 的 蒜 数 w 受到 条 件 式 (10.7-2) 的 限制 . 
我 们 称 由 式 (10.7-6) 所 决定 的 一 切 y。 点 的 集合 为 等 时 区 , 记 为 GCNT)， 同 样 我 们 从 式 
C10.7-6) 的 几何 意义 可 知 ，GCNT) 在 N 守 n 时 构成 4 维 多 面 体 , 谈 标 原点 为 它 的 内 点 。 
当 N 一 1 时 ，G(7) 只 含有 一 个 通过 原点 的 向 量 ; 一 ro 一 一 D7'ew, 一 M < < 
M; G(27)》 为 包含 原点 的 一 个 平行 四 边 形 , 其 各 边 为 土 Mr, 和 土 Mr,; G(37) 为 包含 
| 原点 的 一 个 平行 六 面体 ,其 各 楼 边 为 土 M7,，， 士 Mr， 和 土 Mm; 依 此 类 推 ，GCn7) 为 
包含 原点 在 内 的 一 个 4# 维 多面 体 ,其 楼 边 分 别 为 鞋 Mr.。 土 Mt,，……， 土 Mr 
容易 检查 ，GCNT) 是 闭 凸 多 面体 , 若 y 属于 GCNT), y, 也 属于 GCNT)， 那 么 
它们 连 线 上 的 任 一 点 y 也 属于 GCNY)， 
因为 对 4, 0 委 1 委 1!， 有 


7 (1 Dy ty . 


Hm rr 


一 (1 一 1) 3 


5 生 二 了 
一 


es > ECE a jg]y。 


证 Rat st eM, PN 所 以 IQ _» a [-: 狼 就 还 明了 .y ;点 用 

可 淮 控 艇 在 NN 步 内 可 以 到 达 ， 当 N >.a 时 ,GKNT) 为 一 个 4 维 册 浸 荀 妹 , 它 的 表面 是 

有 限 个 平 贡 和 楼 线 组 合成 有 的。 技 等 时 区 的 定义 可 知 ; 潜 有 一 点 不 属于 . GCNT)。 那 必 ， 

吝 该 由 到 达 原 点 ， 如 果 可 能 的 话 , 所 费时 间 一 定 关 于 T。 若 ? 玫 属 玉 GCNT). 币 水 晨 

和 于 .GEV 一 1)7]， 则 自 泳 点 到 达 原 沾 至 少 需要 玉 步 , 人 
例 “一 个 系统 运动 的 方程 式 为 


dy 
ut : a 
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相应 的 离散 运动 方程 式 为 s0 0 
Hy(mT) = ymT) + TolmT) + rT (1 ~ Ty )almT), 


HyAmT) = ymT) + rTa(mT). 
当 Ym~1， 了 T= 二 1 时 有 


Hy(mT) = ymT)+ YmT) 十 pt Ts 


Hy(mT) = ymT) 十 wmT). 
由 此 可 知 


Dd 


技 定 义 知 ，GCNT) 是 由 下 列 一 切 向 量 组 成 的 凸 多 面体 ， 
y= Si ro pp 二 1 全 1， 过 二 N. 


10.7~1 内 画 出 了 N 一 1, 2, 3, 4 时 的 等 时 区 的 几何 形状 ， 当 N= 1 时 ，GCT) 为 由 
+ 和 一 六 组 成 的 通过 原点 的 一 段 直线 ; GC(27T) 为 $ 和 ra 所 决定 的 平行 四 边 形 ; 
GL3T)》 为 8， ?3 和 7， 所 组 成 的 平面 六 边 形 ; GK4T) 为 my -四 和 :yg 所 组 成 的 平 
面 八 边 形 。 榨 此 类 推 ; 可 以 画 出 任 吉 GCNT)》 来 ， 可 以 看 出 ,由 于 GCNT) 是 目的 ,所 以 
只 要 求 出 所 有 的 顶 感 用 直线 连接 即 可 流 . .从 上 便 中 ,我 们 得 到 肩 发 ; 欲 从 G[CN 一 1)T] 
中 得 到 GCNT)，、 只 需 在 GL[CN 一 DT] 中 的 一 切 边界 点 上 加 上 一 个 向 量 士 Mrw 经 过 
一 切 G[(N 一 DT] 的 边界 点 之 后 ; 便 柄 出 GKNT) 的 一 切 过 界 点 。: 不 难看 出 这 种 作 图 
法 ,对 任何 具有 式 (10.1-4) 形 式 的 系统 都 适合 ,这 一 事实 可 以 写成 
GCNTIOG[CN 一 1)7]. 
这 种 包含 关系 ,不 仅 是 终点 为 原点 时 才 成 立 ,市 对 于 一 切 满足 代数 式 (D 一 E)yo 十 cm 一 
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9, |wt 过 好。 的 系统 终点 状态 3% 均 丰 这 种 包含 关系 我们 称 等 区 为 显 
然 ; 当 系统 的 终点 为 原点 时 ,等 时 区 总 是 非 降 的 ， 
下 面 我 们 开始 研究 最 优 控制 系统 的 综合 方 
法 ， 所 谓 最 优 控 制 函数 的 综合 是 指 找 出 一 个 多 
元 图 数 信和 7) 将 其 代入 式 区 10.1-4) 
后 ,系统 从 任何 初始 状态 出 发 , 均 能 以 最 短 的 步 
数 自动 回 到 原点 。 一 般 来 讲 ， 这 一 ”元 最 优 控 
制 函数 难以 用 解析 式 表达 出 来 ， 而 是 分 段 取 党 
值 的 离散 函数 。 王 面 我 们 将 通过 对 等 时 区 的 详 
纽 研究 ， 求 出 景 优 控制 函数 之 什 在 状态 空间 的 

分 布 规律. 

设 系统 式 (10. 1-4) 的 初始 条 件 为 y， 若 存 

在 一 个 可 准 控制 函数 |a(D| <M, :二 0, 7， 
27，.…，NT, 它 能 使 系统 以 最 短 的 时 间 (最 少 
步 数 ) 到 达 原 点 ,就 称 nt?) 是 最 速 控制 瑚 数 . 我 
们 将 要 看 到 ， 在 绝 大 多 数 情况 下 与 连续 系统 相 
反 , 最 速 控制 函数 不 是 唯一 的 , 自 上 点 有 无 穷 多 
个 不 同 的 可 准 控 制 隐 数 均 能 使 系统 以 最 短 的 时 
局 到 达 原 点 、 此 时 我 们 可 以 任 选 其 中 的 一 个 做 
为 设计 的 依据 , 设 % 位 于 等 时 区 :GCNT) 内 ,四 9.71 
但 不 属于 GLCN 一 1)7T]， 那 么 按 等 时 区 芍 定 :: 

义 , 自 yy 到达 原点 的 最 短 时 则 为 NT 任何 可 准 榨 制 画 数 ， 本 着 能 在 N 步 内 使 描绘 点 
到 达 原 点 , 它 就 是 最 速 的 ， 其 次 , 若 me GCNT), N > 2,， 但 yy 不 属于 G[CN 一 1)7]， 
此 时 不 存在 任何 可 准 控制 wx(0) 使 %: 在 一 步 内 进入 :GICN 一 277]， 否 则 此 点 必 阁 于 
6Gf(Y 一 1)7]， 于 是 ,任何 可 准 控制 nC)，: 一 :0 T，…，(N 一 1)T， 如 果 它 能 使 系 
统 按 下 列 规律 变化 : 

WE GCNTY, yCT)IE GLICON — DT], ov， vO 一 D7] EGCT)s YNT) = 0 
0 .i dn . (10.7-9) 
它 一 定 是 最 速 控 制 。 因此 在 任何 中间 = #0 着 es 能 保 让 人 yo 进入 相 邻 更 小 的 适 

时 区 , 则 控制 函数 的 该 值 为 最 优 : 

z 由 于 等 时 区 形状 为 四 性 多 面体 ， 所 以 它 的 一 轨 信 点 足以 淡定 等 时 区 的 爹 休 ,又 因为 人 
' 何 一 杂 积 线 都 是 两 个 顶点 的 连 线 ,而 途 一 平面 都 是 两 各 积 线 组 成 的 平面 ,因此 为 了 得 到 等 
时 区 ,必须 首先 研究 如 何 得 到 它 的 顶点 。 设 加 是 等 时 区 GCNTY》 的 一 个 顶点 ,由 于 它 是 
凸 的 ,从 此 点 出 发 通 进 ' GCNT)》 的 任何 南 条 射线 的 夹 角 均 小 于 180°, 否则 不 会 是 等 时 
区 的 顶点 。 通 过 y 作 一 支 面 P, 使 CCNT) 完全 位 于 支 面 了 的 一 侧 , 而 且 GCNT) 与 
P 只 有 一 个 交点 3 如 图 10.7-2 所 示 , 过 % 点 作 卫 平面 之 外 法 向 量 中, 听 与 GCNT) 
不 在 同一 便 ， 而 为 顶点 ;所 以 对 GGN7) 内 任何 蜡 于 为 之 点 均 有 不 等 式 

(hs 7 — Wm) SO. . | C10.:7-10) 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 www. fi neprint, com.cn 


330 第 十 章 ”高 数控 制 系统 


设 自 % 点 到 达 原 点 的 最 速 控制 为 &z)， 面 自 y 点 到 达 原 点 的 控制 为 wo， 那么 根 
据 式 C10.7-6) 和 (10.7-10) 可 得 


图 ”10.7-2 图 10.7-3 


(4 > {file — DY] ~ [ua ~ DTI)r, ) > 0. 
因为 了 是 任意 选 的 , 若 令 
i[Ce— 1)TI, oN,. 
Te es 网 0 
此 村 有 i 
Cp, ro CN TI 0, . 
根据 前 面 的 讨论 可 知 ,老将 rw 一 一 -ve 代 人 上 式 司 有 
《一 (DY)rt cHal(N — DT]— 2 之 0. 
则 
&[CV 一 DT] 一 一 M sign (CD) e)， 
重复 上 面 的 讨论 ;使 和 点 到 达 原 点 的 最 速 控制 zs(z)、 在 任意 时 刻 + 一 0,，T， 2 了，，……， 
#T 满足 不 等 式 
—((D-"):p,, c(i[Cm 197T] = ulm = D7]) 之 0，. (10.7~11) 
式 中 [Cm 一 DT] — #[(m 一 D7] 0; 欲 使 不 等 2\(10. 7-10 成 局 ， 则 要 求 向 量 出 
满足 下 列 条 和 件 : 
(CD-"™)'g,, ce) 0, mel1,2,3,. .2N, | 
因为 《(D 一 )'@。， 是 式 (10.2~7) 的 解 ,我 们 可 愉 狼 上 南 讨 沦 的 问题 归纳 成 下 列 必 要 条 和 件 : 
设 训 #) 为 自 等 时 区 GCNTY 的 顶 成 3。 到 达 原 点 的 最 速 注 制 ,有 那么 必 存 在 一 个 非 零 向 量 
多 ,， 以 它 作 为 下 列 方程 式 的 初始 条 件 : 


HG(mT) = $m 一 17T] = Dp mT),. $00) = 一 内， (10.7~12) 
Cp mT), ec) 0, m= 1, 2， 3,。*-:, N, . 

那么 最 速 控制 可 表示 为 
gCmT) 一 一 M sign ($Cm 十 DTzy ve》 ys (10,7-13) 


式 (10.7-12) 和 《10.7-13) 说 明 由 等 时 区 GCNTX 任 滞 顶点 到 达 原点 的 最 速 控制 一 定 是 极 
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性 控制 :期 a(z) 的 值 只 能 是 士民 。 任何 其 他 控制 作用 均 不 是 最 优 的 为 了 以 遍 讨 论 方 
便 , 和 方程 (10.1-4) 一 起 讨论 它 的 逆 运 动 方程 式 ‘ 


HyCmT) = DiyCmT) 一 ralmT), | ee 
式 中 一 D-'e、 式 (10.7-14) 的 共 轩 方 各 为 。 
H*g(mT) = (DD)'P mT), (10.7-15) 


前 面 所 述 的 自 GUNT) 的 顶点 至 原点 的 最 带 控 制 ， 了 同时 也 将 是 方程 式 《10.7~14) 和 且 原 点 
到 GANT) 的 顶点 的 最 优 控 制 。 等 时 区 :GCNT) 同样 可 以 认为 是 在 NT 的 时 间 内 系统 式 
《10.7-14) 自 原点 所 能 到 达 的 一 切 点 的 集合 , 而 等 式 《10.7-6) 恰 恰 是 式 (10.7~14) 的 通 解 。 
这 样 ,必要 条 件 式 (10.7-12》 和 (10.7-13) 可 转变 为 系统 式 (10.7-14) 自 原点 到 达 等 时 区 
GCNT) 顶点 的 最 速 控制 的 必要 条 件 。 因 此 ,如 果 存 在 一 个 唤 , 使 共 槐 方程 式 
HB mT) = CD-DB mT), b= BNT), : 

的 解 满足 条 件 l z z 
(BmT), 1) 0, m = a 3 "ys NN, 
则 最 速 控制 必 为 + 

aC(mT) = M sign (Pim + 1)T1, 二 m == 0, 1,2 ,NN—1. 

我 们 再 厂 尝 等 时 区 GLNT) 内 部 一 点 y, 这 里 NN 这 并 设 证 不 属于 更 小 的 GE 一 
1)T]， 自 此 点 到 达 原 点 至 少 要 NN 步 .: 这 时 最 优 控制 ke) 不 是 唯一 共 Ri 而 是 有 无 穷 多 个 不 
相同 的 控制 能 在 NT 时 间 内 将 y 坊 对 至 原点 .为 了 说 明 这 一 事 夹 ,我 们 在 图 10.7-2 中 通 
过 点 作 一 任意 直线 与 G(NT) 边界 相交 于 击 和 pp。 自 pp 和 ps 两 点 到 达 碌 点 交 控 
制 分 别 为 mtkt 和 避 ( 切 ， 和 它们 是 不 相等 的 ， 令 ml on oa 分 别 表 未 月 Pi 和 户 点 
到 达 原 点 的 报 速 控制 : 则 

tfz) 一 hkz) 十 (1 一 a 0 委 < i 

必 将 y 点 于 NN 步 内 引 至 原点 ， 式 中 由 F 式 确定 : 

_2_ 一己 一 

1—2 ly—pll . 
因为 过 y 点 可 以 作 无 穿 多 覃 线 与 等 时 区 边界 相交 ;因而 这 种 控制 由 大 无 穷 多 个 ， 即 是 说 
育 y 点 到 达 烦 点 的 控制 不 是 唯一 的 、 录 果 3% 是 等 时 晓 的 项 点 网 自 为 到 达 厌 点 的 最 盖 控 
制 是 唯一 的 .显然 , 设 两 个 不 相等 的 最 速 控制 wk0 和 和 :#204) 都 能 将 和 % 所 在 台 步 内 控制 
到 原点 出 用 控制 

es a uC(#) wD 
也 能 使 y。 点 在 步 内 到 达 原 点 但 是 根据 必要 条 件 和 (9 和 wD 必 为 极 性 控制 :这 与 
土 述 假 定 争 质 ; 瑞 为 若 两 个 控制 不 相等 时 则 至 少 有 一 个 时 刻 二 者 符号 相反 ,此 有 时 族 闪 =0， 
这 其 是 极 性 控制 ,由 此 知 :mC#) 二 wz(z》 所 以 自 顶 点 至 原点 和 的 最 速 深 制 是 唯一 的 . 
在 一 定 条 和 梓 下 ， 蛋 人 下 面 


我 们 指出 一 个 充分 条 和 件 . 
设 受 入 对 象 的 差分 六 程 式 的 基本 解 矩 阵 忆 能 使 N 人 (N > 2) 
# 一 一 已 Te pf 一 一 门下 一 一 站 jy = —D"e (10.7~5) 
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中 的 任意 # 个 rm， rm rw， ……，zm。 线 性 无 关 , 那 么 自 等 时 区 边界 上 的 任 一 点 到 达 原 点 
的 最 速 控制 是 唯一 的 设 世 为 等 时 区 GLNT) 边界 上 的 任 一 点 ,如 图 10.7~2 所 示 ， 基 为 
GCNT) 风 边 界 是 由 若干 个 * 一 1 维 超 平 面 组 成 的 , 故 可 以 假定 点 是 位 于 =” 一 工 维 超 
平面 P 上 ,其 外 法 向 量 为 办 ， 对 GCNT) 内 的 任何 点 y， 包 括 起 平面 P 上 的 点 在 内 ， 
有 不 等 式 ey 
(@, yO— yy) 0. 

设 st) 与 v 人 sz 一 0,T 了 ,2T,.…',NT， 分 别 为 自 y 点 和 y 点 到 达 原 点 的 控制 ,与 
前 面 的 讨论 类 似 , 我 们 有 ， 


(ts Dulle— DT olle— DITY,) >0, 
或 改写 为 
2 Cbs rlle — DDT] — ve — DT) >0. (10.7-16) 


由 于 同 量 序列 式 (10.7-5) 中 ,任意 7 个 线性 无 关 , 歼 关系 式 (10.7~16) 的 左 端 诸 内 积 为 零 的 
项 数 不 多 于 7 一 1 个 。 否则 图 与 # 个 线性 无 关 的 向 量 正 交 , 则 自己 一 定 为 零 向 量 ,这 与 
作为 超 平面 P 的 外 法 向 量 的 假定 相 矛 盾 , 故 为 不 可 能 ,. 从 式 《10.7-16) 可 看 出 ,如 果 内 
积 《 凡 ra) 关 0， 那 么 自 边界 点 总 到达 原点 的 控制 必 为 

u[ Ce 一 IJ) 了] = M sign(@,， Fe). 人 "3 (10.7-17) 
只 有 当 让 述 内 积 为 零 时 , * 之 值 才 不 可 能 由 上 式 确 定 ，: 此 时 为 了 定 出 控制 十 数 xt?z) 之 
值 , 需 研 究 其 他 附加 条 件 。 假设 有 两 个 控制 wD) 和 a， 0 了 3T， NT、 它 
们 均 能 于 N 步 内 把 y 点 引 到 原点 ,我 们 把 两 值 代 入 到 式 C10.7~6) 中 ,两 者 相 碱 则 得 出 : 


3 (Ceo— DTI— we — DTDr oO (10.7-18) 


ute) AR wr) 吓 最 优 控 制 ， 它们 必须 满足 条 件 式 《10.7-177， 对 一 切 车 (Pi1, rs) I 0. 
则 有 
wl[toe— DT] = {Co 一 | 一 M sign (1, +.). ， 
故 式 (10， 7-18) 中 最 多 有 一 1 项 系数 不 为 零 ， 但 我 们 已 知 任 总 个 风量 Te A 
线性 不 幅 关 ,当然 * 一 工 个 向 量 也 线性 不 相关 , 这样 若 
> cr =0 


看 户主 


必 有 Ca 一 Cn: 一"… 一 Cs 一 0， 这 意 昧 着 对 任何 上 均 有 等 式 mC) 三 wtz)， 由 此 可 
以 看 出 , 自 边 界 点 到 达 原 点 是 唯一 的 . 

顺便 推出 ,我 们 在 上 画 唯 一 性 的 证 明 中 ,还 得 到 这 样 一 个 结论 : 自 边界 点 到 达 原 点 的 
最 速 控制 xs(z) 最 多 有 ”= 一 1 个 时 刻 不 为 极 值 土 M. 同 理 可 推 知 ,对 应 于 两 个 顶点 连 线 上 
某 点 的 最 速 控制 最 多 有 一 个 时 刻 不 为 极 值 。G427) 的 二 维 边界 线 上 的 任意 点 所 对 应 的 
最 速 控制 ,最 多 有 一 个 时 刻 的 值 不 为 土 半 ， 如 此 等 等 。 由 此 ,不 难 理解 ,任何 各 边 才 点 到 
达 原 点 的 最 速 控制 , 均 可 由 包含 此 点 在 内 的 边界 超 平面 GNT)》 的 顶点 所 对 应 的 最 速 控 
制 线性 组 合 而 成 、 即 
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&Y[zt) = Pw). | 1 之 之 0 
这 里 w(t) 为 第 个 顶点 所 对 应 的 最 速 控 制 。 
为 了 确定 自 GCNT) 的 边界 点 至 原点 的 最 速 控制 的 唯一 性 ， 需 指出 一 些 关 别 条 件 . 
这 些 条 件 满足 后 ,唯一 性 就 有 了 保证 . 我 们 在 这 里 指出 两 个 不 完全 等 价 的 判别 条 件 ， 
OS 


a 四 . 
Bn a | -4rbdr | (10.1-5) 


的 一 切 分 量 均 不 为 零 ; 则 序列 式 (10. 7-5) 中 任意 > 个 向 量 线性 无 关 . 

《2? 设 运 动 方 程式 的 矩阵 4 为 正规 矩阵 ; 即 4.4* 一 4'4。 若 斜 对 称 算 阵 (4 一 49) 
的 一 切 特征 根 中 至 少 有 一 个 ， 如 b， 使 记 : 工 不 为 2x 的 有 理 数 倍 ， 那 么 ， 向 是 序 列 式 
(10， 7-5) 内 任 取 个 向 量 都 为 线性 无 关 . | 

以 上 尖 个 条 件 的 证 明 因 为 与 综合 无 闪 , 在 此 不 再 入 述 , 

这 旦 我 们 再 指出 一 个 连续 系统 内 曾 有 过 的 美 似 事实 . 设 受 控 对 象 的 运动 方 和 为 


Y= =Ayth, lu <M,  ， ， 《10.7-197) 


式 中 和 矩阵 4 的 特征 根 均 为 实数 (区 括 零 根 在 内 ), 那么 有 如 下 必定 再， 自 等 时 区 的 任何 
顶点 到 达 原 点 的 最 速 控制 最 多 由 * 段 组 成 ,在 每 一 自 内 最 速 控制 x 取 值 +M 和 一 M ,在 
相 邻 两 段 内 符号 相反 ，; 如 图 10.7-3 所 示 。 和 前 面包 经 证 明 ， 自 等 时 区 的 顶点 到 达 原 点 的 最 
速 控 制 在 任 一 节点 十, 均 不 为 寒 ; i edi 7-13》， 当 式 〈10.7-19) 内 矩阵 
4 的 一 切 畦 征 根 2。, a 一 1, 2，.…，* 均 为 实数 时 ， 十 列 微分 方程 所 对 应 的 共 棋 差分 方 


程式 
HCmTY = DECmT). (10.7-20) 

的 尾 人 和解 四 (m7) 一 0 与 向 量 e 所 构成 的 内 积 为 
($mT), c) 一 > CaasC mT) eia, 0.7-21) 


上 式 内 Ces 0 二 1,2,.**,n 为 与 向 量 引 有关 的 常数 ， qmT)yG = 1, 2; 2 为 如 
的 单调 函数 ， 二 ,这 一 内 名 二 由 # 个 单调 曾 数 组 合 市 成 ， 亚 么 对 自 变 的 方 和， 
YT) = (BOCmT), €) = 0, 

最 多 有 = 一 1 个 实 根 ,两 个 根 之 间 的 qlmT》 的 符号 相同 。 故 由 式 《10. 7-13) 所 决定 的 控 
制 沙 数 ,最 多 只 变 导 # 一 1 次, 换言之，w(m7T) 最 多 由 » 段 常 值 组 成 ;至 于 每 段 内 的 孙 冲 
数 ， 则 由 初始 条 件 ws 所 单 值 决定 .根据 前 面 讨论 可 知 ， 欲 求 控制 肖 数 w(z)， 只 要 抽出 
u(z) 的 诸 变 号 点 的 位 置 邵 可 ， 

只 备 了 上 面 的 几 个 概念 后 ， 我 们 可 以 开始 研究 最 速 控制 函数 的 综合 问题 ， 综 合 的 任 
务 是 找 出 一 个 以 系统 状态 了 二 (ys 和 四) 为 自 变量 的 二 元 函数 Ee “Yas 
将 其 代入 式 (10.1-4) 中 ,就 得 到 一 个 差分 方程 式 : 
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Hy = Dy + cuCy), (10.7-22) 
若 系统 式 (10.1-4) 为 全 局 可 控 , 则 式 (10.7-22? 对 任何 初始 条 件 能 以 最 少 的 步 数 到 达 原 点 
求 出 这 个 多 元 函数 的 过 程 就 叫做 最 速 控制 函数 的 综合 。 与 带 微 分 方程 描述 的 系统 不 间 的 
是 ,对 任 取 的 初始 条 件 加 ， 最 过 控 制 一 般 没 有 唯一 性 ,这 给 综合 问题 带 案 了 一 些 困 难 。 但 
是 ,如 果 能 够 在 很 多 种 最 速 控 制 中 选 定 一 种 来 加 以 实现 ,综合 问题 也 就 得 到 了 解决 . 
最 速 控制 综合 方法 的 基本 思想 和 连续 系统 一 样 , 是 寻找 开关 曲 曾 ,在 状态 空间 中 , 求 
出 等 时 区 GCNT)， 当 NN 足够 大 时 , 它 将 包含 以 原点 为 中 心 的 足够 大 的 区 域 ,在 GCN7) 
中 按 控制 # 的 不 同 取信 ， 划 分 为 两 个 半 区 域 GYXNT) 和 G~CNT), 在 G+CNT) 中 
wx 一 十 MM 而 在 G-(NT) 中 = 一 M， 当 入 之 4 时 , 两 个 半 区 域 的 分 界面 将 是 #4 一 1 
维 超 平面 ， 显然 ,如 果 系 统 是 全 局 可 控 的 , 当 N 一 0 时 ;，GCNT》 的 这 种 分 界 曲 面 也 将 随 
之 扩大 ,最 后 能 将 整个 状态 空间 分 为 两 半 。 用 一 个 函数 f 表示 这 个 分 界 曲面 ,开关 曲面 .上 
的 点 应 满足 等 式 Ky) 一 0; 在 半空 间 G- 中 fly) < 0, 在 半空 间 G+ 中 JoD >>0. 由 
f(y) 一 0 所 决定 的 这 个 曲面 就 是 开关 曲面， 于 是 最 速 控 制 就 可 以 表示 咸 
Ay) = MsignfO). (10,7-23) 
对 于 给 定 的 离散 系统 ， 用 计算 机 来 求 出 开关 曲面 的 办 法 很 多 ， 如 果 第 阵 的 特征 根 
是 * 个 不 同 的 志 数 , 则 可 以 根据 本 节 中 前 面 讨论 过 的 性质 ( 任 一 最 速 控制 由 # 段 组 成 ), 应 
用 逆 轨 线 方法 求 出 整个 开关 曲面 。 计 算 过 程 如 下 : 
《1》 将 原 方 程式 中 的 过 程 过 转 ， 二 
. NT) =— Diy((N 二 197) 一 > ， 
或 者 本 
| CN 二 DTD= ~ D-iy(N 了 T》 一 _ Dp-iewCN 一 TY, (10. ds 
(2) $ # 尘 寸 衣 ， a 一 4， 求解 式 《10.7-24) 得 到 一 组 解 3C0)， y(—T), 
7( 一 2T));…*…，、y( 一 NT), .…。 用 直线 将 这 些 点 分 段 连接 起 来 ,得 到 一 条 由 原点 出 尾 的 
折线 , 记 为 Ti. 
《3) 仿 XK0) 一 0, 三 一 M 递 推 求解 式 (10.7-24), 卫 得 到 另 一 条 发 自 原点 的 折线 7 
(4) 将 Tt 和 Tr 上 任何 点 作为 初始 条 件 求解 式 《10.7-24)， 分别 取 # 为 一 MM 和 二 
M ,使 其 符号 与 第 一 次 取 号 相反 .当初 始 条 件 历 遍 三 和 IT? 后 就 得 到 一 个 二 维 曲面 ， 记 
为 mi。 当然 T; 是 由 于 和 TF 组 成 的 ,第 一 半 是 由 全 和 w 三 +M 生成 的 ， 第 二 半 是 
以 T+ 为 初始 条 件 ，x 二 一 M 生成 的 ; 
《5) 以 此 类 推 到 第 4 一 1 次 就 得 到 -- 个 > 一 1 难 超 昌 面 Tn、 用 某 一 满足 前 述 要 求 
的 = 元 函数 fCy) 一 0 去 通 近 T。,， 最 速 控制 函数 2?) 即 可 按 式 (10.7-237 确 定 ， 
由 于 这 种 方法 的 近似 性 ,在 原点 峙 近 可 能 发 生 振荡 .为 了 克服 这 一 -缺点 ;系统 设计 可 
以 分 为 两 种 工作 状态 进行 。 当 大 偏差 时 采用 式 (10.7-23) 所 确定 的 控制 规律 ,在 小 偏差 时 
采用 第 10.6 节 内 所 介绍 的 线性 控制 规律 这 样 就 可 以 避免 系统 在 原点 附近 的 振荡 现象 。 
上 面 讨论 的 方法 只 对 和 矩阵 D 有 纯 实 根 的 情况 有 效 ， 对 任意 矩阵 刀 的 最 速 控 揣 综合 是 比较 
复杂 的 ,没有 简便 的 方法 可 以 采用 。 本 章 后 的 参考 文献 [10] 申 介绍 了 一 种 较为 精密 的 方 
法 ,应 用 的 范围 可 以 更 广泛 些 。 
对 于 二 阶 系统 ,由 于 可 以 在 平面 上 作 图 ， 因此 用 等 时 区 的 方法 可 以 有 效 好 求 出 任何 
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统 的 开关 曲线 ， 我 们 再 回 过 来 讨论 本 节 前 面 举 的 例 , 我 们 把 图 10.7-1 中 的 四 个 等 时 区 画 
在 一 块 : 就 可 以 很 明显 地 找 出 开关 曲线 了 。 从 图 10.7~4 中 名 以 看 出 ,一 切 属 于 GCC47) 而 


肌 10. 7 一 村 


不 属于 GC3T) 的 点 y 都 可 以 用 wx 一 工 或 w=e 1 一 步 到 达 GG3T) 而 不 能 到 达 G(27)， 
GC47)》 的 一 切 边 界 点 一 步 以 后 只 能 到 达 G(32 的 边界 ， 证 不 属于 GC3T) 的 GC4T) 
每 尘 汕 则 可 以 于 -一步 后 进入 G(37) 的 内 部 ,但 不 可 能 进入 GCC2T). 由 7p 和? 
连 成 竺 拆 线 弄 ,; 由 一 n, 一 mm， 一 r 和 一 x4 过 戌 牌 折线 记 为 ,它们 和 谋 工 。 在 折线 
T 的 直面 * 都 必须 取 +1， 在 折线 T, 的 下 乒 x 应 取 一 1， 因 此 , 拆 级 Ri 正 泛 特 求 的 并 
关上 曲线 .这 里 有 两 个 问题 ， 一 个 问题 是 靠近 T 的 点 有 可 能 在 一 步 之 吴起 过 开关 组 而 进 
大 另 一 半 平 面 , 英 茜 进入 步 数 比 原来 更 多 的 等 时 区 ， 另 一 个 问题 是 :G(27 7)- 中 的 情况 , 这 
单 几乎 所 有 的 点 按照 规律 式 (10.7-237 剖 处 能 在 两 步 之 内 达到 原点 。 因此 对 平面 上 多 数 
点 来 说 ， 控 制 值 总 取 极 秆 的 控制 并 不 一 定 是 最 乏 控 制 . 为 了 实现 最 速 控制 必须 对 控制 规 
律 作 遂 当 殉 改 ;这 方面 的 详细 研究 读 老 可 容 夏 文献 E10J, . 

这 里 需要 指出 ,线性 断 续 系统 的 最 这 控 制 与 线性 连 缮 系统 不 同 ， 并 不是 所 有 时 刻 报 近 
控制 都 取 极 值 。 这 是 因为 线性 断 综 系 统 的 控 拥 只 能 在 采 祥 时 肇 变化 ， 并 且 这 样 的 取 值 要 
延续 一 个 采样 周期 ， 而 线性 连续 系 绕 的 控制 在 三 何 时 刻 都 可 变化 . 当 采 样 居 期 久米 意 小 
时 ,线性 断 续 系 统 的 最 速 控制 就 愈 来 愈 趋 于 线性 连续 系 绕 的 最 违 控 制 。， 


中 


10.8 对 国定 的 所 始 交 志 求 最 训 控 制 


在 上 一 当 , 我 们 主要 讨论 了 委 速 离散 控 抽 系 统 的 综合 方法 ,可 以 淹 出 让 要 在 于 分 析 开 
关 曲面 ， 然 后 根据 开关 上 曲面 来 设计 采样 系统 的 控制 装 团 ， 对 于 系统 可 控 区 内 尾 党 点 作为 
初始 状态 的 情形 , 很 明 灵 ,控制 装置 的 任务 是 对 于 尾 寒 初始 状态 都 船 决定 相应 的 控制 ,能 
使 系统 以 最 短 的 时 阅 妇 零 ， 这 种 方法 对 于 低 阶 系统 是 有 效 的 ， 而 且 也 必须 这 样 才能 解决 
问题 ， 对 于 阶 数 高 的 采样 系统 ， 按 上 述 方法 就 比较 复杂 。 在 第 八 章 我 们 曾经 讨论 过 有 一 
类 系 弹 , 初 怒 状 态 已 给 定 ， de 只 要 决定 与 初始 状态 
相对 应 的 控制 ， 即 具体 求 出 控制 量 x 在 :一 0, 7， 27，… 的 值 就 能 满 中 要求， 这 一 节 
就 来 讨论 关于 对 给 定 的 初始 条 件 最 速 控 制 的 种 综 合 方法 , 
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要 设 受 控 系统 的 误差 用 y 表示, 初始 误 莽 等 于 示 统 特 企 由 方程 (10 1-4) 描 给 ， 中 
制 量 .的 到 值 范围 受到 式 (10.7-2) 的 限制 , 要 求 选择 满足 限制 条 件 的 控制 ,使 系统 初始 误 
差 加 在 最 短 时 间 之 内 归 零 . 

这 里 仍然 从 等 时 区 人 手 。 前 面 已 经 谈 到 ,在 满足 某 些 条 件 情况 下 , 当 NN 之 ” (n 是 系 
统 阶 数 ) 时 ,等 时 区 GCNT) 是 一 个 维 吓 多 面体 , 它 的 边界 由 有 限 售 小 于 或 等 于 #* 一 1 
维 的 超 平面 组 合 而 成 ， 当 六 增 大 时 ，GCNT) 随 着 六 的 增 大 而 向 外 扩张 ,用 zCN, 由) 表 
示 等 时 区 GCNT) 边界 上 的 点 ，G(NT)》 过 该 点 支 面 的 外 法 向 量 等 于 少 ,由 zCN: ) 到 
达 原 点 的 控制 形 如 式 C10.7-17) 所 示 

xz[(a 一 1)7] 一 M dt res), 
其 中 cc 一 1,2,-…,N， | 
ZCN, p) = ub)r, 十 a i un Bry, {10.8—1) 
当 xzCN,y) 是 GCNT) 的 顶点 时 ， (由, r.) 到 09,0 二 1,2,……*',N， 当 zCN, 由 ) 不 是 
顶点 时 , 则 在 N 个 (四 ,rs) 中 至 多 有 + 一 1 个 等 于 零 , 这 时 候 与 其 相应 的 控制 是 绝对 值 小 
于 以 的 任意 实数 。 有 了 等 时 区 的 概念 ,那么 要 求 系统 的 初始 误差 加 雇 最 短 时 间 归 零 的 间 
题 可 以 理解 为 : 在 # 维 空间 中 给 定 一 点 yy、 男 外 有 一 个 随 着 NN 的 增加 而 内 外 扩张 的 下 多 
面体 GONT);: 使 YE GNoT), 而 JEGIGV ~— 1)T] 的 正 整 数 No， 就 是 使 系统 由 Jo 
归 零 的 最 少 步 数 ，Nez 就 是 归 零 的 最 短 时 间 ， 如 果 yo。 治 好 位 于 GCNoT) 的 边界 面 上 ， 
0 7-17) 确 定 ， a 
一 to 和 Dr + uo + 十 Hw Pry. 《1 2) 
其 中 物 表示 GT) 过 y。 点 的 支 面 外 法 向 量 ， 另 一 种 可 能 性 是 加 位 于 GCN,T 的 
内 部 ,这 时 候 最 优 控 制 不 是 唯一 的 。 进 一 步 分 析 就 会 发 现 , 问题 的 焦点 在 于 , 不 容易 根据 
3m 来 确定 使 系统 由 yo 归 零 的 最 短 时 间 NsT，、 以 及 yo 究竟 是 CGVT) 的 边界 点 猎 ? 还 
是 GCNoT) 的 内 点 。 为 此 从 直观 方面 来 加 以 考 丰 。 对 于 任意 给 定 小 于 N。 的 正 整 数 六 ， 
如 果 控 制 朋 的 限制 条 件 ]s| 扫 M 的 界限 放 得 宽 一 些 ,并 且 当 控制 组 能 取 较 大 值 时 , 系统 
可 以 在 :NT 时 间 内 ,由 y。 归 零 ， 反之 ,对 于 任意 大 于 No 的 正 整 数 ,即使 控制 重 的 取 值 
范围 缩小 一 些 , 也 能 使 系统 由 y。 在 和 WT 时 间 内 归 堆 ， 人 更 
确切 一 些 , 把 式 (10.7-22 的 限制 条 件 改 变 成 
jz| 委 aa ， ee 
其 中 。 江 足下 述 人 条 件 
0<a< 十 50， (10.8—4) 
在 «满足 式 《10.8-3) 的 限制 条 件 情况 下 , 相应 的 等 时 区 用 符号 Gs。NT)》 表 示 , 通过 。 的 
变化 就 可 以 把 等 时 区 GGVT) 加 以 放大 或 缩小 。 很 明显 Ga。CNT) 也 具有 GCNT) 所 其 
有 的 一 切 性 质 , 且 随 着 “ 的 变化 而 连续 变化 .引进 Go。NT)》 以 后 ,对 于 给 定 的 mm， 一 定 
可 以 确定 一 个 相应 的 m， 使 加 位 于 G.GCN7) 的 边界 而 上 ， 这 样 就 排除 了 m 可 能 是 
GLNT》 的 内 点 的 情形 , 由 于 进行 系统 设计 时 , 限制 条 件 是 预先 给 定 而 不 能 改变 的 , 即 公 
式 (10.7-2) 中 的 M 是 给 定数 ,所 以 最 后 确定 的 控制 仍然 不 能 超过 M。 这 就 需要 确定 适当 
的 最 短 归 堆 时 间 NoT。 很 明显 ，m, Ne 和 NN 之 间 有 如 下 关系 : 
如 果 N 二 No 网 ww 之 1 WN 之 No 则 mm< 委 1 (10.8-5) 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 www. fineprint, com. cn 


训 融 本 + 1 


10,8 对 固定 的 初始 杖 态 求 最 速 控 制 337 


由 ow 是 任 大 于 1, 就 可 以 用 来 决定 Wo: 为 了 确定 % 引进 滑 数 ， 
了 (多 ,ao) 一 《的 ， [一 加 FozN, HP)1). (10.8-6) 
上 述 闲 数 中 的 zCN, ) 表示 GCNT) 边界 上 的 点 , 它 的 表达 式 由 式 《16.8-1) 给 出 ”由 于 
GCNT) 具有 凸 性 ,因此 当 ye GCNT) 风疹: 
(多 ， 一 zCV， 9) iy 0, 


或 
(@, zxGV， 四 )) 一 ,Max (@, y). (10.8~7) 
又 由 于 GCNT) 包含 原点 , 所 以 上 式 左 端 是 一 个 非 负 的 量 ， 如 果 只 将 谍 满 足下 列 条 件 的 
(由 —y) < 0, | z (10.8-8) 


奢 么 ,F(a 一 0) 一 0， 而 f($, 0) 是 = 的 连续 单调 递增 外 数 ， 性 给 一 个 满足 式 
Cn 8-8) 的 纱 , 就 可 以 由 瘦 确 定 一 个 相应 的 el), 使 ”| z 
F(g, oC($)) = 0. UL 《lo.8-9) 
由 于 函数 也 表示 两 个 向 量 的 内 积 ， 所 以 有 两 种 情形 使 式 (10. -9 成立: 
CD 向 量 少 和 向 量 一 yo 十 cxzCN， 多 ) 正 交 . 
i 一 加 az $) = 0. 
我 们 感 兴趣 的 是 第 (2) 种 情形 ， 下 就 分 林 合 第 二 和 人 形 记 立 po 和 oop). 这 时 候 
一 mu 中)zCN， Bo), . (10.8-10) 
即 y% 是 GCNT) 边界 上 的 点 , 0% 。 所 具有 的 性 尖 可 以 这 拉 分 析 ， 对 任意 符合 式 (10.8-8) 的 
由 而 郑 我， 岂 么 由 公式 《10.8-1), 这 个 用 将 确定 GCNT》 上 的 某 一 点 aos( 吕 )， 根 据 
GN 的 下 性 ， 向 量 一 内 十 mzCNT) 与 多 的 夹 第 小 于 4/2。 于 是 得 到 
ECB, 0) = (8B 一 J 十 oztN, $)) >10, 0 
前 面 已 经 提 到 函数 F(g%, a) 是 “的 单调 增 函数 , 故 可 以 找到 一 个 eg，,0 < 一 的) 一 mm， 
使 FC%,a(%)) 一 0 成 立 . 这 个 结论 对 于 任意 满足 式 (10.8-8) 的 沙 都 成 立 ,只 要 峭 关 四 
那么 (站) 就 小 于 m， 因 此 得 出 由 使 (9 取 极 大 值 的 结论 ， 从 FC, 0) 一 0 


解 出 aC$)， 
CB, yo0) | 
8) 一 BN Gy _ (10.8 11) 
二 ci) 的 极 大 人 就 可 以 得 到 om， 即 
一 ma rr (By) 
oo) CC 的 ) ms ZN, By (10.8-12) 
这 里 儿 只 受到 (一 y0) 二 0 的 限制, 求 oat 四 ) 的 极 大 值 就 仅仅 是 多 元 冰 数 的 极 值 问 
题 :…: 


以下 我 们 林 直 接 求 a 四 的 家 大 信 , 而 加 楼 地 用 报 速 下 降 法 示 F( 由 , %) 的 极 小 值 . 
恶 步 逼近 的 步骤 大 致 是 , 先 取 一 个 办 ,由 啤 决定 mm( 四 ) :使 F( 扩 mi 人 (的 ))0、 然 后 
求 (中 ， om) 的 极 小 :这 时 候 a 是 固定 的 数 ， 可 以 知道 - 

grad Fl(@, oa) = 一 办 十 mZCN， $). 《10.8-13) 
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B= Bb KE—% + ozCN, 看)]， (10.8~14) 
其 中 外 是 正 数 , 只 要 适当 选择 入 ， 那 么 就 求 得 一 个 新 的 中， 并 且 可 以 证 时 此 俏 ; 仍 满足 
条 忻 式 (10.8-8), 且 , 
Flgs, om) < Fl, mn) = 0. 《10.8-15) 
因为 忆 是 上 的 单 增 函 数 ,由 内 就 可 以 确定 一 个 ex 办 ), 使 得 
Fl(@,, ei)) 一 0， 《10.8-167 
并 且 - 
op,) > mh). (10.8-17) 
可 以 看 出 , 使 F(y， c) 最 速 下 降 的 方向 实际 上 也 就 是 使 (四) 最 速 上 升 的 方向 . 求 得 
$; 后 , 青 以 它 代替 原先 的 内 继续 进行 ,最 后 中 近 到 内 ， 
按 上 述 步 踊 定 行 时 ,可 能 发 生 这 种 情况 ,到 第 i 次 逼近 时 ,，( 出 ,re) 中 有 a 个 等 于 0 
(1 必 o 必 4 一 1)， 其 原因 在 于 GCNTY 的 边界 面 由 有 限 个 小 于 等 于 # 一 1 维 的 平面 组 
成 ,因此 由 多 决定 的 控制 量 在 o 个 采样 点 的 值 只 能 确定 到 绝对 值 小 于 M 的 程度 ,过 到 这 
种 情形 时 ， 把 未 能 完全 确定 的 量 表示 成 ANI3 WN, "3 HNes 然后 求解 退化 线性 代数 方程 
TazGNy go) 一 0 (10.8-18) 
把 y 和 zsCN, $) 中 确定 的 项 移 到 等 式 的 另 一 并 且 用 让 表示 ,于 是 上 式 可 写成 
WNTN, 十 HTN, T+ uv 一 月. 《10.8>19) 
如 果 解 上 述 广 程 所 得 o 个 量 的 绝对 值 水 于 等 于 4。 这 就 意味 着 控制 是 可 准 控制 ， 在 o 个 量 
中 只 村 有 一 个 的 绝对 值 大 于 M ; 则 控制 不 是 可 淮 控 制 ， 当 出 现 这 种 榜 况 时 具 消 把 o 个 量 都 
取 为 0 (或 者 每 个 量 的 绝对 值 都 小 于 M 的 一 组 数 )， 然后 求 出 grad PC 和 ,ok 四))， 继 续 进 
行 . 有 一 点 重要 的 事实 是 信 得 注 意 的 ， 对 于 给 定 的 yo, 我 人 门 是 从 较 小 的 下 整数 训 开始 计 
算 的 ， 在 计算 过 程 中 ,没有 必要 求 出 om 当 第 i 次 下 近 , 只 要 oa 加) > 1， 就 不 必 继 续 下 
去 ,因为 青 往 下 其 信 会 更 大 . 由 关系 式 (10. 8-5) 知 ;一 旦 c> 1, 说 明 N 过 No, 此 时 自然 
把 NN 换 咸 叉 十 1 再 进行 ， 这 样 交替 的 侨 改 网 和 V， 当 六 一 RN 一 | 时 ， gs > 1 揣 N 二 
Ns 时, mo 二 1， 那么 NoT 就 是 使 系统 由 轴 归 零 的 最 短 时 间 ， 这 个 使 。 取 极 大 值 og 的 
加， 就 完全 决定 了 最 速 控 制 . 
以 上 内 叙述 了 从 初始 状态 ， 到 达 原 点 的 最 速 控 制 综 合 方法 ， 至 于 到 达 给 定 区 域 的 问 
题 ,完全 可 以 用 类 似 方 法 进行 ,这 里 不 再 加 以 讨论 ， 其 体 计算 方法 及 例题 读者 可 参看 文献 
[8]. 


10.9 具有 人 指标 的 最 优 控制 


前 面 几 中 ， 我 们 主要 讨论 了 最 违 控 制 的 一 些 特性 和 控制 装置 的 设计 , 即 所 谓 综 合 癌 
题 。 在 其 些 系统 中 速 虚 问题 并 不 是 特别 重要 的 ， 例 如 卫 尺 的 次 态 控制 或 某 一 慢 变 过 程 的 
控制 ,那里 有 关于 能 量 消耗 或 均 方 误差 方面 的 要 求 ,于 是 主要 雄 求 将 是 按 别 的 擂 标 达到 尽 
量 好 的 性 能 . 本 


J > fCxCiT), uiT)=min, (10.9-1) 
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式 中 x(iT)》 和 ai7) 县 一 这 村 统 9 相生 入 数 鬼 关 胡 向 有 和 检测， 它们 少 


足 方程 组 : 

We 一 CC 十 DE) 一 Asctz)， kr， (10.9~2) 
式 中 f= 《ff。); 我 们 先 假定 因 是 各 自 变量 的 连续 可 秒 函 数 ， 面 不 必 是 线性 函 
数 ， 


类 似 于 在 连续 系统 中 的 处 理 方法 ,我 们 引进 新 的 状态 变星 skT) 一 7 图 式 (10.9-17 
显然 有 
HD nt DT = fCxChT), atT)) + CT C10.9-3) 
现在 把 式 (10.9-3) 和 C10.9-2) 联 立 起 来 ,就 得 到 一 个 扩大 了 的 方程 组 : 
HxoCRT) 一 xoCRT) 十 fCxCRT), uCRT), 
Ha CAT) fix CRT), uCRT)), : 


和 


Hxs(RT) = fCx ChT), "7))., z (10.9-4) 
上 趟 内 符号 本 是 右 移 算 于 ， 有 
为 了 下 面 守 论 的 需要 ， 再 引进 一 个 +1 1 = (Corr yd, 
用 它 私 均 态 向 基 构 成 函数 


LCRT) = CBT), #CAT)) . 
-wh4ZDDCuCtD ACT 3 dtTDxGtT， (CRT)7)，《〔〈10.9-5) 
并 要 求 向 量 (KT) 满足 方程 组 : 
PeiCkTJ 一 0， 一 0, 1) 22 C10.9-6) 
Ox ' 
H* 是 左 移 算 子 ， 将 上 式 展开 后 有 
H* RT) 一 pl 一 DT) 一 hhT), 


HAT = pH DD- $AT)E (zhT), uCkT)), 
CT 一 和 (一 DT 一 光一 三 dtT2 5 2 CRT) aC), 
C10.2~6°) 


所 亩 最 优 控制 问题 ， 是 指 对 给 定 的 初始 条 件 ao) 一 为 一 x93 za zi)， 求 控 
制 函 数 TT) = C&AT), (RT)， "3 RT)), ™ = 0， 1， ~“**y 鸽 系 统 式 (10. 9-2) 在 
有 限 冉 人 间 内 归 和 零 , 假定 Re 了 表示 测 尖 怕 点 的 史 合 。 那么 果 化 榨 制 应 全 xoC NoT) 达 最 小 
值 ， 
用 第 九 蔡 内 曾 用 过 的 方法 ， 可 世 抠 极 大 导 原 理 移植 到 离散 系统 的 情况 中 来 ， 类 似 在 
第 9.6 节 中 的 讨论 ,可 以 得 到 最 优 控制 所 必须 满足 的 极 值 条 件 . 用 谍 XT》), 和 总 (XT) 分 别 
表示 最 优 轨迹 和 与 其 对 应 的 最 优 控 制 ， 那 么 , 必 存在 一 个 非 零 向 量 函 数 性 (677 大 一 0， 
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1,“…，N。 满足 式 (10.9-6), 使 在 每 一 时 刻 均 有 
HCC(XT), $AT), 让 (天 了 )) J J H(zCKT), PUD, 2 
R= 0,1,2,..., No, C10.9-7) 
二 式 内 如 是 控制 a 的 被 刀 许 的 取信 集合 ;而 且 , 沿 最 优 轨迹 恒 有 
LCECRT), BRT), ERT) cont 0 
KK=0,1,2,.…., NN. > (C10.9-8) 
这 就 是 极 大 值 淹 理 对 离散 系统 的 应 用 。 它 的 证 明 留 给 读者 ， 实 际 上 这 个 证 明 与 第 九 章 中 
. 的 证 明 完全 类 似 , 只 须要 注意 到 三 点 ， 首 先 , 这 里 对 最 优 轨迹 可 以 用 点 变 分 , 而 不 是 象 在 
连续 系统 中 那样 在 小 区 阅 内 变 分 : 第 二 ,系统 式 《10.9-4) 的 变 分 5. 满足 方程 式 : 


HrART) = 六 人 ZXiK&T 7) 一 0 1， 


“了 


ea 号 。。 


它 与 $C(&T) 之 间 有 关系 趟 ， 
CBCETY, BOTY 一 bonst; (10.9-9) 
第 三 ，$CN,T) 是 一 切 变 分 后 的 轨 线 终点 构成 的 锥 体 的 外 法 向 量 ， 
注意 到 上 述 事实 和 式 (10.9-6)) 的 第 一 式 知 J 为 常数 ， 又 因 式 (10. 9-7) 是 一 个 线性 
齐 次 方程 组 , 故 可 取 和 一 一 1。 于 是 ,决定 最 优 控制 的 全 部 问题 变 为 两 点 边 值 问题 : 
Hx CkT) = FCxX(KT), ukT)), x(0) = x,, 
HgCKT) F(x(RT), ukT)IP RT), pONT) I ob, 


F(x(KT), aCKT)) 是 由 3 “构成 的 《Cs +ID xc+D 阶 方 隆 


I，0 0 0， 
bj Of . OF, 
Ox Ox Oxr! 
a 3 
on Of of, 
DOr, Oxrn Ox, 


最 后 mtr》 应 满足 极 值 条 件 式 (i0.9-7)， 如 果 从 某 些 其 它 考虑 能 决定 边 值 条 件 各， 那 
么 问题 就 完全 解决 了 . 实质 上 在 第 10.7 节 中 我 们 对 最 速 控制 问题 就 是 用 等 时 区 的 概念 来 
确定 和 的， 

最 后 ， 我 们 应 用 上 面 得 到 的 条 件 ,具体 讨 沦 一 下 具有 二 次 型 指标 的 线 任 离散 系统 的 最 
优 过 抽 问 题 ， 设 到 这 终点 的 时 间 MT 是 给 定 的 ,而 且 终 上 是 不 国 省 的 ,失色 区 是 


No—I No~1 


一 (xCiT), OxCGT)) + > CaCi 7), RuCiT)) 


十 CxCNoT), SxCNoT)), 《10.9-10) 
式 中 Q;, RK,S 都 是 正定 种 阵 。 记 xoCNoT) = 1» 于 是 有 
xzo(KT)7 一 xoCkT) + CxCKT), OxCRT)) + (utkT), RualkT)), 
roC0) = CxCNoT), SxCNoT)). 《10.9-11) 
受 控 对 象 的 方程 式 是 / 
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Hx(kT)} = Dx(RT) 十 CuCkT), x(0) w= ox. (10.9-12) 
构造 溢 数 
了 (TD 一 bolxo CRT) + (Cx, Qx) 十 (ns Re)] + (BCATI, Dx(kT)) 
+ (BAT), CulkT)). 《10.9-13) 


我 们 着 到 ,函数 CT) 在 每 一 时 刻 都 是 严 的 二 次 型 。 注 意 到 各 一 一 有 
HRT) 一 glx, 多 ) + (PHTY, CuCRT)) — CuCkT), RuaCkT)). 
由 最 大 值 条 件 知 ,五 的 最 大 值 正 是 外 对 应 的 极 值 。 于 是 由 极 值 条 件 


z el 2 yy 10.9-14) 
立即 可 以 求 出 最 优 控制 与 kT》 之 疗 的 线性 关系 : - ee 
utT) 一 二 RCIWCtT)， 站 C10.9-15) 


式 中 cr 是 C 的 转 置 矩 阵 ， 把 uCXT)》 的 值 代入 式 C10.9-12)， 并 同时 按 式 C10 9-6) 忆 
出 BOTY 所 应 消 届 方 和 区 ,最 后 全 得 多 最 优 人 系统 的 结构 四 


HXxCRT) = Dx(XT) + 一 > CCRCBRT), KK0) 一 xz 


HE*WgCkT) 一 D'ORT) 一 vo = (10.9-16) 

我 们 看 到 ， 为 了 具体 地 求 出 最 优 控制 , -在 这 两 个 联 立 的 方程 组 中 ， 必 须 也 只 须 求 浊 

(tT) 在 另 一 端点 的 边界 条 件 NoT) 一 徊 ， 这 就 是 两 点 按 入 问题 。 在 这 个 具体 问题 

中 ,应 该 存在 .-% 和 加 之 间 的 一 一 对 应 关系 , 如何 去 求 出 这 种 关系 的 表达 式 ,就 是 虹 优 控 

制 的 综合 问题 。 这 需要 其 它 的 补充 知识 , 例如 , 像 第 九 章 中 所 作 过 的 那样 ,把 综合 问题 转 

化 成 一 个 黎 卡 担 抵 阵 方程 的 求解 问题 ;或 者 应 用 等 损耗 区 的 概念 去 求 出 aa 篇 之 间 的 
关系 ,等 等 . 最后 ,还 可 以 用 数字 计算 方法 去 迭代 表 近 , 求 出 使 7 达 极 小 信 的 如， ， 
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在 这 _ 间 里 ,我 们 将 要 在 常 系数 线性 系统 里 再 引 进 一 各 新 的 因素 ， 这 稻 是 时 谐 、 所 谓 
时 混 r 的 法 义 是 ， 系 统 的 各 个 变数 之 闻 的 关系 不 能 够 用 这些 变数 在 局 一 时 刻 : 的 值 的 关 
未 来 表示 , 相反 地 , 这 个 关系 牵涉 到 某 些 变数 在 时 刻 .: 的 值 ,同时 也 这 不 到 某 些 变数 在 时 
刻 :一 z 的 值 ， 那 些 在 时 刻 : 一 r 取 数 值 的 变数 与 那些 在 时 刘 * 取 数 年 的 变 才 比较 ,在 
时 间 上 的 请 后 (时 带 ) 就 是 r。 如 输 气 管道 中 压力 波 的 传 援 过 程 是 时 弱 环 节 的 一 个 例子 ， 
因为 压力 波 在 管道 中 是 以 有 限 速度 传播 的 ， 管 道 始 端的 压力 波 要 经 过 时 便 * 才 传 到 管道 
末端 .此 外 ,还 存在 某 钼 高 阶 系统 ,它们 很 难 用 一 般 的 简单 的 微分 方程 来 描述 ,有 时 就 在 系 
统 方程 中 引进 时 河 量 z, 把 它 作为 时 诺 系 统 来 近似 研究 ， 以 达到 化 简 的 目的 例如 对 单 
位 阶 路 函数 的 反应 如 疼 11.0-1 所 示 的 系统 , 有 时 可 以 认 
为 它 是 一 个 时 滞 环 节 与 怪 性 环节 的 串联 ,时 话 r 与 第 3.1 
节 所 讲 的 一 阶 线 性 系统 的 时 闻 常 数 是 完全 不 同 的 、 时 潍 
系统 (有 时 嫌 作 用 的 每 统 ) 的 运动 状态 是 用 常 系数 的 微分 
差分 方程 描述 的 ， 这 当然 比 以 前 所 讨论 过 的 只 用 微分 方 
程 找 述 的 系统 要 复杂 得 多 。 兽 有 很 多 人 研究 过 有 时 瑞 的 
系统 , 警 如 说 : 卡 兰 德尔 (Callander)。 哈 尔 和 全 (Hartree)， 
” 波 特 尔 (Porter) 中 以 及 米 诺尔 斯 基 CMinorsky)"9, 崔 泊 金 
《Hpnxag)09 等 等 ， 闪 元 勋 等 曾 对 此 类 系统 作 过 综合 性 
研究 2、 但 是 ,我 们 要 讨论 的 问题 的 范 畦 是 更 狭小 的 。 我 
们 只 希望 知道 : 如 果 反 馈 控 制 系统 有 一 个 固有 的 时 滞 
r， 那 么 ,应 该 怎 梓 分 析 这 个 系统 的 适 动 状态 ? :我们 特别 
希望 把 第 4.3 节 的 力 氏 方法 加 以 修改 ， 使 这 个 方法 也 能 。 .一 
应 用 到 时 语系 统 上 来 ， i 
以 下 我 们 在 研究 一 般 理 论 的 同时 ， 还 要 通过 时 灌 系 
统 的 一 个 特例 的 处 理 来 说 明 这 种 理论 … 这 个 特例 就 是 剩 用 反馈 控制 的 方法 使 火 衡 守 动机 
中 的 燃烧 过 程 稳定 .很 多 学 者 研究 过 光 簿 发 动 梦 中 燃 钳 过 程 的 不 稳定 现象 、 但 是 下 面 关 
于 燃 绕 时 话 现 象 的 分 析 是 根据 的 克 洛 科 (Crocco) 的 研究 结果 中 ， 这 个 观点 遇 然 已 经 证 明 
不 能 用 在 所 谓 “ 高 频 振荡 ”, 但 对 火箭 发 动机 的 所 谓 “低频 率 振荡 “ 却 是 适用 的 ， 我 们 为 了 使 
计算 简单 起 见 ,假设 只 用 用 一 种 流体 燃料 


11,1 凌 找 中 的 时 逢 


流体 所 笠 愉 灶 入 炬 关 站 加 妆 到 到 将 匀 的 帮 民 所 村, 江 吉 一 和 时 间 (就 是 凡 光 时 
洪 ) 然 后 就 迅速 地 燃烧 而 变 为 热 烘 气 ， 假 设 to CD) 是 时 刻 :时 由 于 燃烧 而 产生 的 热 燃 
气 的 质量 速率 (所 谓 “ 质 量 速率 "就 是 按照 质量 来 计算 的 时 间 变 化 率 )， 记 (2) 是 在 时 刻 
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时 喷 人 燃料 的 质量 速率 ，r (xz) 是 在 时 刻 + 开始 燃烧 的 那些 燃料 的 时 沾 ， 所 以 ,在 从 + 到 
1 十 dz 这 一 段 时 间 间 了 内 燃烧 的 燃料 是 在 从 t. a 到 :一 xz 十 di 一 z) 这 一 段 时 则 则 
隔 内 喷射 进来 的 。 因 此 ， 
ts 1) di ow s(t — Ta — Yt), (11.1—1) 
产生 出 来 的 热 燃 气 ， 有 一 部 分 被 用 来 充 加 在 燃烧 室 中 ， 从 而 提高 燃烧 室 中 的 压力 
P(t) ，、 另 外 一 部 分 通过 喷 口 被 喷射 出 去 .如 果 燃 烧 室 中 可 能 发 生 的 振荡 的 频率 相当 低 ， 
因此 ,就 可 以 把 燃烧 室内 的 压力 看 作 是 均匀 的 ,而 且 , 作 为 第 一 次 的 近似 呈 , 我 们 也 可 以 把 
流 过 陵 口 的 气流 看 作 是 似 稳 的 (所 谓 “ 似 稳 ” 的 意思 就 是 ， 在 任何 一 段 不 太 长 的 时 间 闻 隔 
内 判 可 以 看 作 是 平稳 的 )、 所 以 ,经 过 路 口 的 喷气 的 质量 速率 与 火箭 发 动机 中 的 热 燃气 的 
密度 成 正比 ， 但 是 ,对 于 “单一 燃料 ”( 也 就 是 只 用 一 种 燃料 ) 的 火箭 发 动机 来 说 , 热 燃 气 的 
渔 度 几乎 与 燃 谨 压力 无 关 , 而 热 燃 气 的 密度 只 与 于 力 成 正比 ,所 以 ,如 果 元 是 流 过 整个 系 
统 的 稳 态 质量 速率 ; 好 。 是 发 动机 中 的 热 燃气 的 平均 质量 ; 5 是 燃烧 室 中 的 压力 的 稳 态 平 
均值 .如 果 招 尚未 网 烧 的 液体 燃料 在 次 烧 室 中 所 占据 的 容积 忽略 不 计 , 我 们 就 有 


di 而 三 妈 十 4 (4 2). z (11.1-2) 
; 5 
现在 ,对 TE 我 们 分 别 引进 两 个 无 量 纲 变数 中 和 9， 它们 
的 定义 是 ， 
$= I ” 一 各 一 丙 ， 二 (11.1-3) 


所 以 由 和 了 就 是 压力 和 号 人 速率 对 于 稳 态 平均 值 的 相对 偏差。 利用 式 (1LI-3)， 并 且 把 
从 方程 (11.1-1 和 (11.1-2) 消 去 ,就 得 到 


= (1 2 {ole D+1]. 11.1-4) 


为 了 计算 oT ， 就 必须 引进 克 洛 科 的 压力 与 时 满 相关 的 概念 ， 假 定 液体 燃料 达到 燃 
烧 临 界 状态 的 质量 速率 是 j(p)， 那么 ,时 滞 + 就 由 下 列 公式 确定 
| fp)at 一 const, (11.1-5) 


可 以 拒 常 数 看 作 是 为 了 把 单位 质量 的 奔 人 的 冷媒 料 变 到 时 将 峰 并 的 快 态 所 必需 加 进去 的 
热量 .Kp) 的 物理 意义 就 是 ， 从 热 瞻 气 到 中 人 的 流体 如 料 的 传 束 率 ， 把 方程 (LI-9) 
对 + 微分 训 得 | : 
z 加 
[fp)] — TC) Ys (= 4) 0 [> 


现在 我 们 就 可 以 明确 地 引进 离开 均匀 稳定 状态 的 微小 扰动 的 概念 假设 压力 p 与 稳 态 什 
F 之 问 的 偏差 相当 小 、 那 么 fa 在 时 刻 * 的 值 以 及 flp》 在 时 刻 + 一 + 的 值 都 可 以 用 
附近 的 泰勒 级 数 表 示 . 如 果 不 邯 虑 级 数 中 二 次 和 二 次 以 上 的 方 宪 ; 则 有 


UL = HD +B (SE), 0 , 
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Cp) le — KB + (A ) = (冰冰 


以 上 方程 中 的 ?+ 是 杠 当 于 平均 压力 天 的 时 请 ， 所 以 是 一 个 常数 ， 把 《**) 的 两 个 关系 式 相 
除 ， 行 利 用 (*) 的 关系 就 得 出 下 列 近似 公式 : 


dr 1 (elogf 0 央 

1 一 至 一 1+ (Ce 80) — ge— 1. a 6) 

把 方程 (11.1-4) 和 (11.1-6) 合 并 起 来 ， 并 且 略 去 二 次 项 ,就 得 出 下 列 方程 : 
如 + p= pz —6) + np(ls) 一 ps 一 50]， (11.1-7) 

在 这 个 方程 里 z / | 
"一 (2 时 , 本 (11.1-8) 

log p/t=F 

| 0, 一 Mr, di 7 a (11.1-9) 


nO o£)- pO 
A «| = OD. 


0 是 发 动机 内 的 燃气 的 质量 的 平均 值 与 流 过 发 动机 的 燃气 的 平均 质量 速率 的 比值 ， 因此 
它 也 就 是 热 燃 气 从 被 煤 烧 产生 到 经 过 睦 口 喷射 出 去 的 平均 时 间 , 所 以 6。 就 称 为 “燃气 通 
过 时间”"。 在 以 下 的 计算 中 ,我 们 就 用 这 个 基本 的 时 间 常 数 作为 测量 时 间 的 单位 ， z 是 无 
量 纲 的 时 间 变 数 。 5 是 燃烧 的 无 量 纲 的 时 沼 常 数 。 

和 如果 # 是 一 个 与 5 无 关 的 常数 。 那 么 f(p) 就 与 加 成 正比 ， 这 就 是 克 洛 科 所 候 设 的 
1(p) 的 形状 。 现 在 ,我 们 把 问题 提 得 稍微 普遍 一 些 : f(p) 是 任意 的 ; # 是 由 方程 (11.1-8》 
计算 的 ,因而 也 就 是 天 的 函数 ， 如 果 把 f(p) 团 作 是 从 热 燃气 到 团 状 的 六 体 所 和 的 传 起 速 
率 , 那么 ,关于 传 热 的 物理 定律 指出 , ” 的 值 在 1/2 与 工 之 问 ,， 

ee 


11.2 时 请 系 统 的 运动 律 


在 上 一， 我 们 推导 了 火 削 发 动机 燃烧 室 中 压力 变化 的 运动 方程 (1 1-7), 这 是 一 个 
一 阶 常 系数 微分 差分 方程 ， 现 在 采用 常用 的 符号 * NI zs。 用 z 代替 时 滞 量 . 3， 
于 是 市 程 (11. Pn 


人 一 人 一 D9(D — np — tr) + pt — or). 
由 此 可 见 ,压力 变化 的 趋势 (方程 左 端 ) 不 仅 依赖 于 当时 的 压力 p Cz) ， 而 且 明 显 地 依 右 于 


过 去 的 历史 状况 p4 一 7 和 .At 一， > 0， 这样 ， 与 微分 方程 就 有 一 个 根本 的 差 
别 , 为 本 求解 方程 式 \《11.1-7) 初 值 不 能 只 给 在 初始 瞬时 :v= 而 必须 给 在 一 个 区 间 上 ， 
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例如 给 定 


p=, TER 
一 般 来 讲 , 时 潇 系 统 的 运动 都 可 以 用 一 院 短 分 差分 方程 组 来 找 述 ， 如 果 将 时 间 坐 标 穆 点 何 
右 移 动 一 +， 那 么 初始 条 件 就 给 在 区 间 0 撩 上 委 rz 上， 本 节 内 我 们 先 一 般 地 讨论 具 
有 一 个 常 时 澡 量 * 的 线性 常 系数 系统 ， 看 看 它们 具有 何 种 特 镍 ， 假 定 有 尾 一 个 具有 时 滞 
因素 的 线性 系统 ,其 运动 方程 为 


dy, 
> qiyi(#) 十 > busyilt w(t), ft> 7, 
j= 


= p(t 0 RiET, 


fm 1, 2, .+*.,n, 
号 成 向 量 和 和 矩阵 的 形式 即 为 
于 = Ay(?) + ByG— rt) +u(t), t> 7, (11.2-1) 
yD) 一 个 (人 0 魏 上 委 T， (11.2-2) 


其 中 (De(D 和 ults) 为 = 维 向 量 函数 , 4 和 B 为 + X # 矩阵，u(#) 称 为 哎 动 项 
数 、9( 门 称 为 初始 范 数 , 它 定 义 在 初始 区 间 [0, r] 上 . 当然 ,对 于 变 时 澡 的 情形 , 即 * 是 
f 的 函数 r(x) 时 ,方程 


才 一 Ay(?) 十 ByCs 一 "00)) + uls) 


的 初始 区 疗 由 初始 时 刻 刁 及 入 处 的 延迟 时 间 +() 而 定 . 四 了 个 定 在 坟 区 间 E; 
上 ， 例如 
yt) p(t), i1€ E, ; 

二 芒 由 4 一 为 及 加 十 zko) 的 点 组 成 ， 

”这 一 节 里 我 们 将 讨论 满足 方程 (11.2~1》 和 初始 条 柏 式 (11 2-2) 的 解 的 存在 性 孙 饰 
的 形式 问题 ， 为 了 便于 叙述 ， 我 们 先 定义 几 个 基本 福 念 。 首先 必须 指出 ， 初 始 条 件 式 
《11.2-2)， 即 函数 p(#) 实际 上 不 可 能 是 任意 的 。 锋 樵 它 它 代表 系统 的 官 始 状态 ， Ft) 
《0 忆 1 所) 必然 为 “ 尾 能 好 ”的 一 条 有 则 线 。 由 于 q(t) 移 性 笑 对 系统 在 r 九 所 的 运动 有 
很 大 影响 ， 下 面 我 们 将 指出 9 人 9 与 y() 之 则 的 某 些 简单 关系 ， 

如 果 函 数 f(:) 在 开 区 闻 二 < * < 之 上 有 天 阶 着 续 导 数 , 则 称 函 数 1(?) 是 CCt 
8) 类 的 , 记 为 1(#) € CtC4, #2)， 在 方程 (11.2-1) 和 《11.2-2) 中 和 如果 ut#) 是 6%0, 00)- 
类 溯 数 ，Y9(s) 是 CL0, r] 类 函数 ;那么 在 : 六 0 上 存在 唯一 的 连续 函数 y(t) ， 它 满 
是 初始 条 件 式 (11.2-2) 且 在 上 > z 时 满足 方程 (11.2~-1)， 如 果 和 GQ 属于 C0, 9) 类 
和 Cx2r, oo) 类 ， 那么 解 y() 就 是 Cr，co) 类 的 函数 。 如 果 初 始 困 数 p(t) 是 
Ci[0, r] 类 函数 ,而 且 在 :一 rz 时 有 


= 4d9(r) + B9(0) + u(r), (11.2-3) 


”那么 解 的 一 阶 导数 少 (9) a 即 y() 是 C40, co) 类 的 函数 包 z 
这 样 ,无论 对 那 一 类 初始 条 件 ， 和 对 增长 速 罕 不 快 于 某 一 指数 需 的 w(z) ， 我 们 就 可 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 www. fi neprint, com. cn 


11.2 时光 系统 的 运动 规律 人 


以 利用 拉 氏 变换 的 方法 对 方程 (11.2-12 求 解 ， 
利用 分 部 积分 可 以 得 到 


[zy — T)e df = er 人 >@ ear (11.2-4} 
Tr 0 
和 

| ye d= —gplr)e "++: | 了 ztJ edt 一 5 |'e0 gs 《11.2-5) 


将 方程 (11.2-1) 乘 以 -~*， 并 从 r 到 oo 对 + 积分 ,将 式 (11.2-4) 和 (11.2-5) 代 人 就 得 到 


DO | yO ed — ps) + qb), (11.2-6) 

其 中 
DG}= sE—A— Be", (11.2-7) 
pptGE DN YW 12-8) 
CD) 一 人 uls) ed1. (11.2-9) 

若 DG) 的 六 矩阵 存在 , 则 二 
> cdi = DOP taADl, 2-107 


行列 式 dxt D(s) 称 为 方程 (11.2- 的 特征 要 dt D(s) 一 1 0 称 为 特征 方程 ， 特征 方 
程 的 根 称 为 特征 根 . 

特征 方程 是 一 个 超越 代数 方程 ,在 复 3 平面 上 一 般 有 无 穷 多 个 根 , 记 为 外 呈 1 2， 
…), 而 特征 方程 在 任意 半 平 面 Re s > o lo 是 枉 滔 实数 ), 内 只 有 有 限 个 根 。 这 只 要 在 
该 半 平 面 内 以 原点 为 中 心 的 充分 大 的 加 内 部 分 利 表 特征 前 数 的 解析 性 质 ， 在 殴 外 部 分 利 
用 儒 软 (Rouchi) 定理 史 就 可 渔 出。 因此 总 可 以 找到 这 样 的 常数 <, 使 ， 


Rest es 大 一 1, 2 ……， (11.2-11) 
ie 以 通过 对 式 C11.2-10) 的 拉 氏 反 变换 得 到 解 了 (2) 
y(t) = 二 | erD-( TpC) + gC) lds, 1> 0， {11.2-12) 


这 里 ,积分 路 径 《C) 和 这 就 是 满足 初始 条 件 式 C11.2-2), 方 程 (1 1.2-1) 的 
解 的 一 般 形 式 . 四 

式 (11.2-12) 可 以 展开 为 级 数 形式 ， 以 原点 为 中 心 作 一 系列 辐 围 道 Ci, C3, *，, Cj， 
Cims*""， 使 . | 

(1) CIC Cirle GQ = 1， 2， )。 

《2) Ci 上 没有 特征 根 ， 

(3) 在 Ci 与 Ci 之 闻 只 有 有 限 个 特征 根 ， 
圆 C1 上 位 于 Res > ec 的 部 分 记 为 Cr， 贺 C! 上 位 于 Res 过 c 的 部 分 记 为 C7， 那 
么 

| po[PC + gle opp OIpC) + qe 


.poe Panereme rer emp Wn °° 。。 。 。 ese = eeeeoom comemesee eo momm ss。 。 
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十 .pop + gl) } eds, (11.2-13) 
可 以 证 明 , 当 :足够 大 时 
lm |o: D™'CO [pC) 二 OJ eds = ON, 1> mr (11.2-14) 
又 根据 留 数 定理 有 
工人 | DGD[pkGs) 十 qe = > ResD-I(CD)[P(G + qls) 1e’, (11.2-15) 
2mij 人 
和 
km | -DCDIPCD 十 9CD]erd 一 | DCDIPGD + qT eas, C11.2-16) 
因而 
le DA)TpC) + qs) eds = im 之 Res Dr [pols) 十 qls)) er, 
Xt HEC * 天 
利用 式 (11.2-12) 即 得 
y(t) 一 im 2 ResDr()TpG) + g(C)]eryz> nr (11.2-17) 
《四 天 ET 
而 le 十 qC)]le”* 在 $s 的 留 数 具 有 、 
cripx (2) 
的 形式 ,其 中 x 为 特征 根 ， px (2) 为 多 项 式 向 县 ,其 窒 次 小 于 & 的 重 数 . 办 此 y(t) 可 
表示 为 
人) = lim 之 etipi(#), 1 nt, : C11.2-18) 
. hd : 
它 在 任何 有 限 闭 区 闻 
加 I > 2 《11.2--19) 
上 一 致 收敛 。 如 果 所 有 特征 根 都 具有 和 负 实 部 ? 即 
Remx<C<0， (11.2-20) 
那么 ,极限 式 (11.2-18) 在 区 间 
0 > nt | (11.2-217 
上 一 致 收效 ， 式 (11.2-18) 可 进一步 表示 为 . 
y() 一 2 AOR (11.2-22) 


此 级 数 的 收复 姓 总 可 得 到 保证 . 
11.3 时 滞 系 统 的 运动 稳定 性 


这 一 节 我 们 将 一 般 地 讨论 常 系数 常 时 清 系 统 的 稳定 性 问题 ， 这 对 我 们 讨论 具体 问题 
时 在 方法 和 概念 上 会 有 所 帮助 。 现 研究 齐 次 方程 组 
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dx (z) 


i AxX{2) + Brrr tot 
xX =p tit+r. (11.3-1) 


这 里 仍然 沿用 李 雅 营 诺 夫 稳 定性 定义 做 为 研究 系统 稳定 性 的 依据 . 由 初始 函数 p(#) 所 
决定 的 一 个 特定 运动 《未 受 扰 运 动 ) m(?) 的 稳定 狂 定义 可 以 这 样 叙述 若 对 任何 正 数 
s > 0， 总 存在 一 个 正 数 6， 当初 给 苑 数 变 为 (4) 并 在 区 间 4 +h 十? 内 渍 是 ( 按 


欧 民 空间 的 向 量 范 数 ) 

I$ 0) 一 9 站 < 一 5 I (11.3-2) 
时 ,方程 (11. 3-1) 相 应 的 解 xi (9)( 受 扰 运 动 ) 在 th 上 都 有 “” : 

| C#) 一 x (a) < 8, (11.3-3) 


则 称 方程 (11.3-1) 的 这 一 特定 未 受 护 运 动 am (z) 是 稳定 的 ， 反 之 ; 落 对 某 个 e > 0, 找 不 
到 这 样 的 5 > 0， 则 称 未 受 扰 运动 x,(#) 为 不 稳定 . 特别 是 ; 当 运 动 为 人) -稳定 ; 且 
limx() wa Ko(#) ,. | (11. 3=4) 

时 , 则 称 xo(z) 为 浙 近 稳定 . 

稳定 的 几何 意义 可 由 图 11.3-1 说 明 . Re 1 所 决定 的 
特定 未 受 扰 运动 wu(r) ， 对 于 任意 
给 定 半径 为 s， 球 心 随 x (1) 迁移 
的 s 球体 ,可 以 在 g(z) 附近 指定 
一 个 以 5 为 半径 ，g(z) 为 球 心 的 
3 球体 ， 使 得 在 如 到 而 十 时间 
内 以 p(t) 为 球 心 的 5 球体 内 的 任 
何 一 条 曲线 作为 初始 轨迹 的 运动 ， 
在 任何 ? 关 时 刻 都 走 不 出 x%(z) “0 
的 < 球体 的 范围 时 , 则 称 运 动 x “外 +? : 
是 稳定 的 。 如 果 对 xz (2) 的 某 一 个 二 时 
s 球体 ,在 q(z) 附近 找 不 到 这 样 的 5 球体, 则 称 运动 和 (不 稳定 .在 xo(z) 稳定 的 
情况 下 ， 如 果 随 着 时 间 * 的 增长 ，x,(z) 无 限 趋 近 于 为 (z) ， 则 称 运动 和 (2 为 浙 近 稳 
定 . 

与 线性 微分 方程 类 似 ,线性 短 分 差分 方程 也 有 这 样 的 特点 : 加 么 全 体 解 稳定 ,要 和 
全 体 解 都 不 稳定 .因为 方程 (11.3-1? 由 任何 初始 函数 ?@O)， 力士 二 所 决定 的 ， 
一 个 特定 解 x,(z) ， 通 过 下 列 变换 : 8 
7 人 一 和 CO — wb), (11.3-5) 
y(z) 仍然 满足 方程 组 (11.3-1), 因 而 任 一 特定 解 xo(#) 的 稳定 性 问题 就 化 为 同一 方程 组 
的 零 解 一 -y(z) 一 0 的 稳定 性 问题 。 这 样 , 若 零 解 稳 定 , 则 全 体 解 都 稳定 。 反 之 , 若 零 解 
不 稳定 ， 则 全 体 解 都 不 稳定 。 因 而 也 就 有 系统 稳定 性 的 问题 .下 面 我 们 只 研究 零 解 的 稳 
定性 . 
这 里 还 要 特别 指出 运动 稳定 性 与 初始 区 间 [zos 十 +] 的 关系 。 对 于 线性 常 系数 党 
时 沸 微 分 差分 方程 C11.3-1) 来 说 ， 与 线性 常 系数 微分 方程 类 似 ， 稳 定性 与 初始 区 间 【4%， 
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十 5] 无 关 ， 因 为 发 生 在 任何 区 闻 [aa 十 7]、，(w 空 0) 上 的 扰动 网 (经 过 变换 
A 一 ?一 加 
后 就 可 变 为 在 区 间 [0, r] 上 的 扰动 
$+ 如 ) 一 FN), 
所 以 ,着 对 初始 区 间 [0， z] 上 的 扰动 ,运动 X04) 是 稳定 的 ， 那么 ,对 任何 初始 区 间 La 
4 十 7], 关 0, 上 的 扰动 ， 运动 也 都 稳定 ， 然而 ， 对 于 变 时 灌 系 统 则 不 然 ,着 运动 对 初始 区 
闻 Eu 止 的 扰动 稳定 ,而 对 初始 区 间 Eka > i) 的 扰动 末 必 稳定 . 这 样 ,稳定 性 定义 就 
需要 加 强 , 只 有 对 任何 初始 区 闻 EE， Cz > 人) 都 能 找到 相应 的 5Cs)， 满足 条 件 式 (11.3-3)， 
才 称 它 是 稳定 的 ， 反 之 ， 只 要 对 某 个 初始 区 间 Bi Ga 之 41)， 找 不 到 3Ce)， 满 足 条 件 式 
(11.3-3), 就 称 运动 不 稳定 。 
现在 我 们 再 来 讨论 线性 常 系数 常 时 灌 系 统 


和 Ay(2) + By — t+ ul), 1t> ot, (11.3-6) 


满足 初始 条 件 
- yD = 0 和 RtErT 《11.3-77 
的 运动 稳定 的 条 件 ， 这 里 ， 我 们 所 关心 的 仍然 是 渐 近 稳定 问题 。 与 遭 常 无 时 淆 的 线性 系 
统 失 似 ,系统 新 近 稳 定 的 充分 必要 条 件 是 特征 方程 det Dfks) 号 用 的 全 部 根 都 其 有 负 实 部 . 
这 一 条 性 的 必要 性 是 显然 的 ,因为 只 要 要 有 一 个 根 具 有 正 实 部 ， 例如 Resi 一 os > 0, 那么， 
由 展开 式 《11.2-22) 可 以 看 到 ，y(s) 中 包含 有 pi (2) co 项 .显然 ， 不 论 和 给 信 差 如 何 小 。 
随 着 * 之 增长 , 人 Go 总 将 无 限 增 大 , 即 
limly (dl 一 2. 


所 以 解 是 不 稳定 的 ,当然 也 就 不 新近 稳定 。 这 个 准则 的 充分 性 ， 我 们 可 以 这 样 来 说 明 ， 如 
果 初 始 消 数 gp (1) 是 定义 在 区 间 0 志 : 咏 7 上 的 C! 类 函数 , 设 
m — max po Ee 
那么 可 以 证 明 ， 
ty 一 lim ep (人 |‖< comecn Vs (11.3-8) 
这 里 co 为 某 正 常数 ，cwpk(f?) 是 D-(9D)PG) 在 特征 根 sx 处 的 留 数 ，PkG) 是 :的 
多 项 式 、 蓉 竹 次 小 于 s 的 重 数 , * 为 任意 实数 , 求 和 是 对 C， 圆 与 半 平 面 Re > 。 交集 
内 的 所 有 特征 根 进行 的 ， 如 果 所 有 特征 根 均 和 共 有 负 实 部 ， 那 么 可 以 选 。 < 0， 使 所 有 特 

征 根 都 位 于 半 平 面 Res < < < 0 内 ,这 样式 (11.3-8) 训 成 为 ， 
[yO < cea rt (11.3-9) 
因为 < < 0， 所 以 
yf < cm, s> 


对 于 任意 给 定 的 s。， 只 要 选择 mm 满足 


那么 y(t 就 满足 
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yO < a = e, > 
在 有 限时 间 内 ,jly CD] 是 有 界 的 ,而 且 泌 择 适 当 的 mm 可 重 


-未 全 | < es Oi 
| 坟 ， 在 ? 守 0 内 都 满足 


ly (01 <, 
所 以 大 统 是 稳定 的 . 再 利用 式 (11.3-9) 便 得 到 ‘0 
. limlly CO) ™ limcome" 一 0， 4 (11.3-10) 
因 和 系统 是 源 近 稳定 的 . es 
关于 第 11,2 和 第 11.3 节 的 详细 论述 ,读者 可 参阅 文献 [41, 那 里 还 讨论 了 买 为 一 般 的 
时 清 系 统 、 


\ 


11.4 萨 奇 (Satehe) 


吏 在 我 们 就 以 第 11.1 节 的 燃烧 过 程 为 例 ， 分 析 它 的 稳定 性 . 克 洛 科 把 燃料 由 人 速率 
是 常 数 时 的 燃烧 不 稳定 性 称 为 固有 不 稳定 性 . 如 打 罗 大 速率 是 一 个 与 燃烧 室 压 力 ?无 关 
的 常数 ， 那么 ， x 三 0， 因此， 根据 方程 (11. 1-77, 稳 定性 问题 就 由 下 列 齐 次 方程 限定 : 


了 SP + (1 — p(s) + npls — 8) = 9, - (11.4- 1) 
也 可 以 其 前 节 内 讨论 过 的 拉 氏 变换 的 方法 来 处 理 方程 《11.4-4?， 作法 和 六 前 各 章 中 处 下 
没有 时 潍 的 方程 的 方法 相同 。 事 实 上 , 安 索 夫 《Aisott) 了 世 用 过 这 个 方法 名， 然而 ,在 目前 
的 燃烧 的 稳定 性 问题 里 ,基本 方程 没有 驱动 项 :所 网 ,可 以 用 一 个 比较 直接 的 解法 ,这 个 解 
A 作法 是 这 样 的 : 设 


Pe > 
是 和 至 征 和 
fs 十 (1 一 2) ne ?ws 0, “(11.4+2) 
这 是 一 个 ， 的 旨 地 方 和 烘 烧 的 稳定 性 的 条 作 就 是 : 方程 411.4-12 的 根 : :的 实数 部 分 是 
负数 . 


-第 可 以 二 用 拉 氏 变换 方法 从 方程 CTL4-1 得 出 方程 (11 4-2) 来 ， pC; oo 
变换 是 :Br) ;对 方程 K11.4-17? 进 行 拉 兵 变换 ,就 得 到 


.2G) — C0) C1 7)PG) + ne-*#[@Cs) 十 I a 一 0. 


如 果 g(x) 的 初始 条 件 是 所 谓 的 零 初 冶 条 件 ， 也 就 是 说 : * <0 时 g(a) 一 0, 那么 就 

有 z 
[s+ (nt se Is) = 0. 

于 是 ,我 们 就 得 到 方程 (11.4-2》. 这 里 的 s 和 以 前 各 章 中 的 变数 * 具有 相同 的 “意义 "， 这 

两 者 之 间 的 唯一 区 别 、 就 是 这 里 和 的: 已 经 通过 式 (11.1-9) 的 6, 的 变换 成 为 无 旦 纲 的 量 

了 、 沁 可 以 看 到 这 样 一 个 有 趣 的 事实 ; 如 果 方 程 (11.4-1) 是 一 个 在 方程 右 端 有 豫 动 项 的 
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非 齐 次 方程 ,那么 , 对 这 个 方程 施行 拉 氏 变换 法 以 后 , 所 得 到 的 方程 仍然 是 非 齐 次 的 .如 
休 把 plz) 看 作 是 系统 在 单位 阶 路 消 数 作用 下 的 输出 ,系统 的 传递 图 数 就 会 是 


. 
Fls EE— 
(2) 5 十 (1 -po 十 pe- 


这 个 F(s) 又 是 一 个 超越 的 传递 水 数 的 例子 

克 洛 科 把 方程 《11.4-27 的 实数 部 分 和 虚数 部 分 分 离开 来 得 到 两 个 方程 , 根据 这 两 个 
方程 他 解 出 了 方程 的 复数 根 *。 然而 ,如 果 只 对 系统 是 否 稳 定 的 问题 感 兴趣 ,那么 ,根据 第 
11.3 节 关 于 稳定 条 件 的 结论 我 们 仍然 可 慷 成 功 地 利用 第 4.3 节 的 柯 西 定理 . 设 


GCC) = c2 一 (人 二“ 一 二 (11.4-3) 


天 EL 


于 是 ,系统 的 稳定 性 问题 就 归结 为 G(s) 在 复 5 平面 的 右 半 部 有 没有 零点 的 问题 ， 当 : 
在 一 条 包围 右 半 平面 的 闭合 曲线 上 转动 一 周 时 ,我 们 只 要 把 变数 6G(G*) 的 相应 的 变化 情 
况 加 以 考察 ， 就 能 够 回答 系统 是 否 稳 定 的 问题 ， 如 果 向 量 GC:) 旋转 的 总 图 数 是 基 一 个 
数 ,按照 柯 西 定理 这 个 数 就 是 GC:》 在 右 学 5 平面 上 的 零点 个 数 与 极点 个 数 的 差 . 既然 ， 
在 全 8: 平 两 上 G(s) 最 然 没有 极点 ,所 以 , GCs) 旋转 的 总 图 数 就 是 零点 的 个 数 。 因 此 ,如 
果 系统 是 稳定 的 , 那么 , 当 * 在 上 述 的 闭合 曲线 上 转动 一 周 时 。 G(s) 旋转 的 总 图 数 一 定 
是 零 、 所 以 ,可 以 用 描画 力 氏 图 的 办 法 来 回答 稳定 性 的 问题 ， 

但 是 ,对 方程 (11.4-3) 所 表示 的 G(s) 直 接应 用 上 述 的 方法 是 很 不 方便 的 ， 因为 时 灌 项 
ce- 的 存在 ,这 个 表示 式 是 比较 复杂 的 。 对 于 这 祥 一 些 有 时 请 的 系统 , 萨 奇 (Satche) 提出 
了 一 个 富有 创造 性 的 巧妙 的 处 理 方法 su: 不 直接 处 理 GG7 本身 ,而 把 它 分 成 两 部 分 : 

G(s) 二 EM) i B15), 《11.4-47 
其 中 


A Es 
一 3 (11.4—35); 


1 
gi(5) We 
有 n 


这 样 一 来 ,向 量 GCs) 就 是 一 个 顶点 在 gls》 
而 起 点 在 gxk7 的 向 量 了 。 如果 “在 虚 轴 上 . 
变动 ，gr《s) 的 图 线 就 是 一 个 单位 园 、 如 果 
f 在 大 的 半圆 周 上 、giCs) 就 在 单位 加 的 内 
部 ， 当 * 在 虚 轴 上 变动 的 时 候 ，8(27 就 是 一 
条 与 虚 轴 平行 的 直线 (图 11.4-1)。 当 : 在 大 
的 半圆 周 上 变动 时 ，8:(Cs) 就 在 左 方 描画 成 一 
个 大 的 半 敬 局， 这 个 半圆 周 与 :所 在 的 那个 
半圆 局 恰好 组 成 一 个 圆周 。 只 要 稍微 邯 虑 一 
下 , -就 可 以 想到 : 如 果 希 望 对 于 任何 时 证 9 
的 值 ，G(s) 旋转 的 总 圈 数 都 是 零 ， 那 么 ， 
gs) 图 线 就 必须 完全 在 8i(s) 图 线 的 外 面 . 
图 11.4- 这 也 就 是 说 ,对 于 本 质 上 稳定 的 系统 , 凤 绝 对 
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稳定 系统 "来 说 ,必须 有 

-一 2>1 或 者 二 >2 > 0. (11.4-6) 
现在 , 很 容易 看 出 把 G(s 分 解 为 gCs) 和 gz) 了 珊 部 分 的 作法 可 以 使 得 相当 的 两 杀 图 
线 都 比 原来 的 G(s》 图 线 简单 得 多 。 gu(s) 的 图 线 与 
gt) 的 图 线 组 成 的 图 线 就 称 为 萨 奇 图 、 

和 如果» > 二 gKs) 的 图 线 就 与 g2(s) 的 图 线 相 交 ， 
因而 就 有 一 部 分 82Cs) 点 在 图 11.4-2 的 单位 是 的 内 
部 ,但 是 ,只 要 相当 于 这 些 gs) 的 (5) 点 都 在 62(2) 
点 的 右 方 , GCs) 图 线 就 不 绕 原点 转 ， 系 统 仍 然 是 稳定 
的 . 如 果 对 于 同一 个 一 iw*, gz(s) 与 gx(s) 重合 , 则 
G(s) 图 线 就 通过 原点 ,系统 处 于 临界 稳定 状态 ， 这 时 ， 
必须 满足 条 件 


[gCi0*)| 一 1， 
arggr (iw0*) 一 afg82 Cao， 

再 从 式 (11， 人 -5) 就 可 求 出 临界 稳定 状态 下 的 “ * 和 6*， 
worm Vl z | C11.4-75 
上 一代 
二 (- 上 四 
E ] 一 六 , 
8 二 ee 了 [> co: ( 三 )|. 《11.4 8) 
所 以 当 8 一 6* 时 ，qplx) 有 一 个 闫 率 是 w* 的 振荡 解 ， 因 而 6* 是 无 一 纲 的 临界 时 滞 ， 


而 w* 是 无 量 纲 的 临界 频率 。 当 6 一 #*， 也 就 是 说 当 
1—# 


cos (BV 2n 17 >> 一 


时 ,系统 就 是 稳定 的 . 
115 “有 反馈 伺服 机 构 的 火 笠 发 动机 的 系统 动力 学 性 质 


现在 我 们 来 考虑 图 (11.5-1) 所 画 的 火箭 发 动机 系统 , 这 个 系统 包含 三 部 分 :火箭 发 
动机 ,供应 燃料 的 馈送 机 构 《燃料 泵 和 附属 的 传导 闭 置 ) 及 反馈 伺服 机 构 。 为 了 近似 地 表 
eda lebanon Mle 
间 ) 有 一 个 附 有 弹 筑 活塞 的 容器 ,在 喷嘴 附近 还 有 另外 一 个 由 伺服 机 构 控 制 的 容器 . 

器 (测量 仪器 ) 测量 了 燃烧 室 的 压力 ， pt ee 
信人 号。 如 果 设 计 者 已 经 把 燃料 的 馈送 机 构 和 火 篇 发 动机 本 身 的 设计 完全 确定 ， 不 允许 再 
加 以 更 改 ， 现 在 的 问题 就 是 ， 是 否 可 以 设计 一 个 使 整个 系统 稳定 的 合适 的 放大 器 ? 因为 
关于 燃烧 的 时 清 还 没有 确切 的 知识 , 所 以 , 在 进行 实际 设计 的 时 候 ,我 们 就 必须 设法 使 系 


1》 者 对 于 性 何 噩 值 ,系统 都 是 稳定 的 , 则 称 系统 绝对 稳定 。 
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有 弹簧 的 容器 
! 


何 服 机 构 


图 11.5-1 


统 无 条 件 地 稳定 ,也 就 是 说 ， 对 于 任何 的 时 洲 5 的 值 系统 都 是 稳定 的 。 
假定 加 。 是 流出 燃料 泵 的 燃料 的 瞩 时 质量 速率 ;po 是 燃料 泰 的 出 口 处 的 届时 压力 ， 
燃料 流动 的 平均 速率 一 定 是 元 .平均 压力 是 加 。 燃 料 泵 的 特性 可 以 用 下 列 方程 表示 : 


Po fh 一 a 一旦. : z (11.5-1) 


如 果 质 量 的 流动 的 变化 的 时 间 速 率 比 弹性 波 在 液体 中 的 传播 速度 小 ， 但 是 比 燃料 泵 的 转 
速 的 缓慢 的 时 | 间 变 化 率 大 ,那么 ,相当 于 常数 转速 的 情况 ,燃料 泵 的 压力 -体积 曲线 在 稳 态 
工作 点 的 斜率 就 是 (这 里 所 说 的 “体积 ”就 是 流出 燃料 泵 的 燃料 按照 体积 计算 的 速率 ). 
对 于 兽 遂 的 离心 泵 来 说 ，o 差不多 等 于 !。 对 于 传输 泵 (输出 的 流量 几乎 是 不 变 的 泵 ) 来 
说 , c 非常 大 ， 对 于 等 压 泰 或 者 简单 的 增 压 装置 来 说 , “ 等 于 零 ， 

-假设 为 ， 是 喷嘴 与 弹簧 容器 口 之 间 的 燃料 流动 的 肝 时 质 长 这 率 ; x 是 容器 的 弹簧 党 
数 ，p， 是 作用 在 容器 上 的 瞬时 压力 。 于 是 就 有 


加 一 六 到 pX 公 ， (11.5-2) 


这 里 的 P 是 燃料 的 密度 , 它 是 一 个 常数 ， 
宇 以 下 的 计算 里 ,于 庆 力 而 在 各 从 上 引起 的 压力 旗 基 是 牧 中 不 计 的 因此 ,压力 
差 po 一 p， 只 是 由 流动 的 加 速度 引起 的 ,也 就 是 说 。 
i drho 一 
Pn 2 本 了 3， ，_ 【《11.5-3) 
这 里 的 常数 4 是 导管 的 入 夫 面 的 面 积 ; 常数 ? 是 导管 的 总 长 度 ， St 如 果 p, 是 控 


制 容 吕 上 的 瞬时 压力 ， 也 就 有 z 
4 pn (11.5-4) 
如 果 控 制 容 占 中 所 容纳 的 质量 是 C， 那 么 
和 一 一 人， | (11.5-5) 


因为 控制 容器 与 交 料 吐 中 非常 接近 ， 所 以 ， 在 燃料 从 控制 容器 流 到 燃料 喷嘴 的 过 程 中 ， 由 
于 质量 而 引起 的 惯性 效应 是 可 以 忽略 的 . 因此 ， 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 www. fineprint, com cn 


11.5 有 反馈 伺 泊 机 构 的 火 复 发 动机 的 系统 动力 学 性 质 355 


六 一 上 上 由， (11.5-6) 

, J 2 pA : 
其 中 的 4 是 燃料 虐 嘴 的 有 效 开口 面积 。 因 为 在 稳定 状态 下 压力 页 与 FP 的 差 AP 是 
nk ep (1157) 


所 以 在 计算 中 可 以 把 _4; 消去 ， 方 程 (11.5-1) 和 《11.5-7) 就 描述 了 燃料 饿 送 系 统 的 动力 
学 性 质 ， 直 接 利用 消去 某 些 变数 的 计算 方法 ,就 得 出 wm, p， 与 C 之 疗 的 关系 式 ， 为 了 把 
这 个 关系 写成 无 量 岗 的 形式 ,我 们 引进 下 列 几 个 参数 : 


一 五 Fo 2A7. i 5 
4 ee 
以 及 
C 
i 0,” (11.5~9) 
这 里 的 9, 就 是 方程 (11.1~9) 所 给 的 燃气 通过 时 间 、 这 样 一 来 , 连 系 p, 4 与 £ 的 无 县 网 
方程 就 是 8 
人 d 1 ad’ 了 1 
1、+ag(P+ 二) 和 + iE Sot +a(P+ 圭 | 


+ |eE (p+i)+ + (P+i) + JE Be PE Cl} 
二 {c(e+ 二 ) 和 2 十 7145 年 ERAG 十 十) 二 十 二 ee ~ 0, (11.5-10) 


4 
这 里 的 x 就 是 方程 C11. Te 
伺服 控制 的 动力 学 性 质 是 由 下 列 各 种 天 素 的 综合 所 确定 的 : 测量 压力 的 仪器 的 特 
性 ， 放 大 器 的 反应 性 能 以 及 伺服 机 构 的 特性 ， 何 服 控制 的 总 的 动力 学 性质 是 由 下 列 算 子 
方程 表示 的 : | . ee 
a 
r (Ae (11.5—11) 


这 里 的 F 是 两 个 多 项 式 的 比 什 ,而 且 分 母 的 次 数 高 于 分 子 的 次 数 。 
亢 汐 (11. 和 ?7)。(11.5-19? 和 (11.5-11) 是 三 个 变数 9， his 的 三 个 为 和 既然 它们 
都 是 常 系数 的 方程 ,这 些 变 数 的 适当 的 形式 就 是 ， 
p= ac, go be Em ce Cli 
把 方程 (11.5-12) 代 和 信 汶 程 (11.1-7)， C115-10) 和 (C11.5-11》, 就 得 到 a， 5。 < 的 三 个 齐 次 
方程 。 所 以 我 们 有 
s+ (lin) 十 pcra] — be (0, 


plit ap(p+ 4):+ i782)e+{[ +e(P+ 4+) 
+ [og (P+ 二 + 小 + 全 we 人 + 二 + 二 /可 ?+ 本 Pei 


+s{e (p+ 二 ) 十 六 + loF (P+ i)a+ 1 pE2}e —o0, 


NT ry rr re ree tar op re re pe = 
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rtja—ec=0, 


TAR -作曲 hr h N ATR As -地 7 bb | 
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所 RIC5)》 的 网 线 仍 是 一 个 "单位 网 ”, 然 和 和 gaks) 就 氮 林 得 多 了 : 
oo- 全 + 
x 忆 PE 十 上 LE[it “(P+ 1)]a+ #7 :|aE (P+ >) 
+ | [过 


位 Pae- +8| Nn + 5] [aE(P + 1)( +£) 


(11.6-1) 
如 果 上 是 纯 咸 数 ，: 一 is， 那 么 ，gx(s) 的 图 线 在 * 轴 上 的 “ 鹤 距 ” 移 坐 标 就 是 方程 
C11.6-D 在 一 0 时 的 值 ， 也 就 是 


1+olP+ 二 ) 
1 一 = 


和 1+a(P+ 士 ) +CP/m 


因为 #, a 和 也 这 三 个 参数 都 是 正 数 ,所 以 现在 的 g2(0) 的 绝对 值 小 于 方程 (11.4-5) 所 给 
的 gXQY 的 绝对 值 ， 我 们 已 经 知道 那个 8XK0)》 的 值 是 与 系统 的 无 条 件 稳定 性 有 关系 的 
现在 我 们 就 看 到 ,由 于 有 了 燃料 镇 送 系统 , 人 gz(s) 图 线 更 接近 于 gs) 


的 单位 圆 画 线 。 璧 如 说 ,如 果 不 考 臣 馈 送 系统 ,那么 , 当 * 一 py 时 、gz(s》 图 线 就 刚好 与 


相当 地 发 动机 本 身 的 单位 回 图 线 相 切 ， 但 是 ,如 果 把 馈送 系统 也 考虑 进去 ，gxs) 图 线 就 
与 单位 加 相交 了 ,而 且 , 当 时 沸 5 超过 某 一 个 有 限 的 数 人 时 ,系统 就 失去 稳定 性 ， 因 此 , 针 
送 系统 的 影响 是 不 利于 系统 的 稳定 的 。 从 方程 (11.6-17 可 得 出 对 于 * 的 大 的 岁数 值 的 渐 
近 表 示 式 (11.6-32 ,考虑 了 这 个 表示 式 就 会 使 我 们 更 加 确信 上 途 的 事实 ， 
x fi 1fL-e ?2 i 
gCiw) E +( 2 2 E ol > 1. (11.6~3) 
因此 , 对 于 * 的 大 虚数 值 来 说 ，g(s》 源 近 地 趋 近 于 一 条 平行 于 座 轴 的 直线 ， 这 条 直线 在 
昌 宙 的 左 广 与 的 下 是 


gaC0) i {11.6-2) 


1—n, 2P 
a jm z 
所 以 ,还 是 可 以 看 到 ,馈送 系统 的 作用 是 使 g2Cs》 图 线 更 接近 单位 区 .~ 
这 样 就 很 明显 ， 如 果 参 数 > 差不多 等 于 1/2; 或 者 大 于 1/2, 就 不 可 能 把 系统 设计 成 
无 条 件 稳定 的 ,因为 在 没有 反馈 何 服 机 构 的 情况 下 ， (CD 图 线 与 zx?) 阅 线 总 是 相交 的 、 


11.7 有 反馈 伺服 机 构 时 系统 的 部 定性 


如 果 方程 011.5-13) 中 HG) 在 有 半 3 平 面 没 有 寺 表 黄 训 , 那 从 nD 
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的 萨 奇 图 就 可 以 判断 方程 (11.5-13) 在 右 半 3 平面 有 没有 零点 ， 
这 时 
BS) 一 ce 


gL) 一 一 (二 二 上 =* {+ PEs + iEl1+a(p++)]a 


+ je 下 1)+J|s+ [+e(P+ 二 ) /ao， (11.7-1) 


这 里 的 HCs) 就 如 式 《11.5-14) 所 
不 。 

当 :在 图 11.4-1 所 画 的 路 线 上 
转动 时 ，gi(s》 的 图 线 仍然 是 一 个 
单位 圆 。 内 此 ,如 妇 相 应 的 px) 图 
线 完 全 在 单位 末 的 外 面 , 方 各 
《11.5-13) 就 不 会 在 右 半 3 平面 上 

有 根 ， 换 名 话说 ， 如 果 在 设计 何 服 
控制 部 分 的 传递 函数 Cr) 的 时 候 ， 
使 gs) 图 线 完全 在 单位 加 的 外 面 
(图 11.7-1), 那 么 ,对 于 任何 的 时 汪 
信 ; 系 统 都 是 稳定 的 - 

。 作为 一 个 例子 ,我 们 取 
1 


J | 
图 11.7-1 De i 


CC 一 1 
kx 的 数值 相当 于 燃料 泵 是 一 个 离心 泵 的 情形 。 如 果 没 有 何 服 控制 sa) 就 是 - 
3 《2 十 1)(23 十 39 斗 9 士 6) 本 
2 士 32 十 6 十 6 
主要 的 兴趣 在 于 : 取 纯 虚数 im -a 是 实数 ) 时 的 gCs) 的 变化 情况 . 因而 
So -+ (6 — 21o + $01)(6 一 3407) + w21 一 Bor) C6 — oo) 
(6 一 3607) + ox6 一 o2) 
i 21 80)6 ~ 300) — (6 — 21lo + 40 M6 wo) 
《6 一 3 十 wa6 一 wi) “ 
图 11.7-2 中 夯 出 了 这 条 图 线 的 w > 0 的 部 分 。 可 以 明显 她 看 到 ,如 果 时 沾 的 值 足够 大， 
系统 就 会 不 稳定 ,从 另 一 方面 来 者 ,如 果 考虑 了 伺服 控制 ,而 且 假设 gs) 能 够 相应 地 变 为 
2 人 十 2) 十 3 
(+6). 
那么 ,正如 图 11.7-2 所 画 的 那样 ,新 的 gx(:) 图 线 就 完全 在 gCs) 的 单位 加 图 线 的 外 面 ， 
因 厕 ， 现 在 的 系统 就 是 无 条 和 件 稳 定 的 。 根 据 方程 (11.6-~17 和 (〔〈11.7-17) 直 按 如 以 计算 ， 就 


fx) 一 一 


gzCs) WE 


“3 
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知道 色情 部 分 的 传递 通 数 Fks} 应 当 是 
FE — 一 4 875 《rz 士 1.0$28)(2 十 0.71647 十 2. a 

s+ 2)(s + 3)(s #0.53323Cs 十 0.4668+ 十 .3. 11) 
所 以 ,反馈 部分 具有 第 3.3 节 讨论 过 的 积分 线路 的 那 种 特性 . 如 果 测 量 燃 烧 室 压力 的 传 感 
名 的 反应 性 能 和 带动 控制 容器 的 何 服 机 构 的 特性 都 已 经 给 定 了 ,那么 ,我 们 就 可 能 设计 出 
ead pst en 人 人 


就 可 以 使 燃 晓 过 程 得 到 稳定 , 
作为 第 二 个 例子 ,我 们 取 i , 
-= 二 PB j=—'4, E=1, r= 0, 
2 2 4 


因为 a = 了， 所 以 燃料 泵 的 出 口 压 力 是 一 个 常数 ,即使 燃料 流出 的 速率 发 人 竺 谈 北 的 丢 
姓 证 也 不 会 变动 。 这 就 相当 于 简单 的 增 压 装 置 的 情形 。 如 果 没 有 反馈 伺服 机 构 , 则 
L121 二 2) 


We 
人 下 十 28 十 种 十 4 


当 是 统 中 灶 ， : 
z Rip3 人 2 
医 《# 一 260°)° + (4 一 wi)? | 

002 4 4 NG 

2 《4 一 20272 十 o24 一 oy? 
| 这 条 & 的 图 线 被 夯 在 图 41.7-3. 上 ， 很 明显 ,如 果 没 有 何 家 控 制 ， 而 且 时 名 的 信也 


2 i 2 


0 


11.7-2 


. P= 这， J=4, E =}, op 
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大 ,燃烧 就 会 是 不 稳定 的 ， 事实 上 ,这 个 系统 的 稳定 性 能 还 不 如 前 一 个 例子 的 系统 好 :. 也 
就 是 说 ， 对 于 比较 小 的 时 滞 值 这 个 系统 就 会 变 为 不 稳定 的 ， g; 图 线 在 w 一 2 点 附近 的 
部 分 是 特别 有 趣 的 , 在 w 二 2 附近 8: 图 线 与 中 的 单位 贺 图 线 非 常 接 返 ， 如 果 时 洲 8 
的 值 又 能 使 得 在 四 宇 2 时 ，g.(iw) 与 ia) 也 相当 接近 gi(iw) 之 gz(iw)， 那 么 ,在 
o<2 处 就 会 发 生 一 个 几乎 不 衰减 的 振 功 。 这 个 临界 的 5 值 显然 小 于 那个 由 g; 与 单位 贺 
在 w 关 0.65 的 实在 的 交点 所 确定 的 时 沼 8 的 临界 值 ， 

为 了 实现 无 条 件 的 稳定 性 ,必须 把 g, 图 线 移 出 单位 区, 璧 如 说 ， 各 果 希 望 反 gz 也 变 
为 与 第 一 个 例子 中 的 那个 图 线 完 全 相同 的 “稳定 ”的 图 线 ， 


一 ? 4 们 士 2)7 十 3 
5 十 和 


计算 的 结果 表明 : 传递 函数 FCs) 就 必须 是 
《5 十 十 9， .8126)(n 一 0.043375 十 2. 6506) 
4 人 7 二 217 十 3 十 4) 

所 以 , 反馈 部 分 必须 具有 二 重 积 分 线路 那样 的 特 福 。 而且, 传递 函数 在 于 2 有 两 个 纯 感 
数 的 极点 。 因 为 我 们 在 原 有 的 系统 中 忽略 了 导管 的 摩擦 阻尼 的 作用 ， 所 以 在 这 里 才 对 放 
大 器 发 生 了 这 个 不 现实 的 要 求 . 在 任何 一 个 实际 的 系统 中 ， 导 管 的 摩擦 阻尼 作用 必然 会 
把 所 需要 的 传递 函数 F(s) 中 的 这 两 个 纯 虚 数 极点 消除 挤 ， 并 且 把 它们 变 为 两 个 复 共 二 
的 极点 . 

必须 强调 指出 ， 利 用 反馈 伺服 视 构 来 稳定 燃 妙 过 程 的 作法 的 优点 就 是 .由 于 反馈 何 
服 机 构 的 可 变化 性 很 大 , 对 于 任何 的 时 滞 # 或 了 的 值 。 我 们 都 可 以 使 系统 无 条 件 地 稳定 . 
既然 我 们 没有 关于 时 滞 的 准确 的 数据 ,所 以 ,这 个 实现 无 条 件 稳定 怪 的 可 能 性 对 于 工程 实 
球 来 说 确实 是 十 分 重要 的 。 不 但 如 此 ， 如 果 要 求 在 参数 * 发 生 和 任何 的 变化 的 情况 二 系统 
都 是 稳定 的 ,我 们 也 可 以 用 以 上 这 种 伺服 稳定 的 方法 进行 设计 。 由 于 物理 学 的 理由 , ”可 
以 取 1/2 与 1 之 间 的 一 个 值 。 我们 来 处 理 最 坏 的 可 能 性 a 伴 1, 并 且 在 这 种 铺 形 下 进行 设 
计 , 使 系统 是 无 条 件 稳 定 的 .这 样 设计 出 来 的 系统 对 于 所 有 可 能 的 = 的 值 ,当然 都 是 稳定 
的 ， 因 些 , 即 使 不 知道 系统 的 确切 的 参数 值 ,我 们 也 还 能 保证 反馈 伺服 桃 构 的 稳定 作用 ， 


F821) = 


F(s} = 一 4.875 


11.8 “利用 萨 奇 图 判断 时 滞 系 统 稳定 性 的 一 般 瘤 则 


在 以 前 的 伺服 稳定 作用 的 讨论 中 ,我 们 都 假定 方程 (11.7-1) 的 多 项 式 HCs) 在 右 半 4 
平面 上 没有 零点 和 极点 。 然 而, 事实 并 不 一 定 是 这 样 的 。 所 以 ， 首先 我 们 应 该 研究 HCs) 
在 右 半 平面 的 零点 和 极点 的 个 数 ， 

我 们 把 方程 (11.5-14) 篇 号 为 

HO) 一 了 7 + FOOIG) = 1+ (Cs) 
其 中 z 
1 六 1 1 1 
Hols) = 7 Es 十 记 El1 十 a(P 十 工 | 十 L JEP} 


+ |oE (P+ ti) tire (pri)|s+t [rele+i)+e), 
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a PEs+ = LE(P+ 2 e+JE+olp+ +)|. 


媒 定 HC) 在 右 半 5 平面 有 ?个 零点 和 4 个 极点 ,由 HG) 的 表达 式 可 以 看 到 , 它 的 4 个 
极点 一 定 都 是 FCs》 的 极点 ,于 是 Es) 在 右 半 8 平面 上 也 就 有 4 个 极点 。 另 方面 ,为 了 
得 到 g(s) 和 gs), 就 要 用 有 (57 :去 除 方程 (11.5-13) 中 的 EC:)， 这 样 作 的 结果 就 在 右 
半 s 平 面 引 进 了 4 个 零点 和 ?+ 个 极点 ， 因 此 ,如 果 要 求 FCs) 在 右 半 3 平面 上 没有 零点 ， 
G(s) 就 要 围绕 原点 顺 时 针 方向 转 一 g 十 《9 一 +) 一 一 + 图 ， 也 就 要 求 gXs) .围绕 单位 
加 .gC:) 以 类 时 针 方 向 旋转 一 ”图 。 于 是 , 就 需要 确定 HCs》 在 右 半 5 平面 上 的 竺 点数 
+r。 因此 只 票 画 H(s) 的 分 子 多 项 式 HC:) 的 乃 氏 图 就 和 通 了 ， 当 ， 沿 着 图 11.4-1 的 曲线 
转动 一 周 时 , 防 (*) 围绕 原点 顺 时 针 方向 转 的 轿 数 就 是 8(s) 在 右 半 8 平面 的 零点 数 ， 所 
以 ,为 了 解决 一 般 情况 下 的 稳定 性 问题 , 萨 奇 图 和 力 氏 图 都 是 要 用 到 的 (图 11.8-1)。 


(b) 稳定 的 全 坷 图 a ta 
到 11.8-1 《 实 线 表示 正 的 ,虚线 表示 负 的 吕 ) 
显然 ,这 里 所 讲 的 把 萨 奇 图 和 态 氏 图 结合 起 来 的 稳定 桩 准则 ,对 于 任意 一 个 同类 的 时 
浴 系 统 都 是 适用 的 ， 这 一 类 系统 的 稳定 性 判 气 可 以 化 为 这 样 一 个 问题 , 即 确 定 特 征 方程 
Els}== 0 
是 否 有 大 于 零 的 实数 部 分 的 和 根 . 这 里 的 E(s) 包含 有 “因数 的 项 . 正 像 前 面 讨论 过 
的 那样 ,用 ECs》 里 的 ee” 的 系数 H(s) 去 除 E(s) 便 得 到 


7 COs) =ig(s) 一 gs), 


其 中 

gs) = : 
当 :在 图 11.4-1 所 画 的 右 半 圆 的 路 线 上 转动 时 ，gi(s) 和 gCs) 的 图 线 就 构成 了 萨 奇 图 ， 
gi(s*)》 的 图 线 是 单位 圆 ， 用 HCs)》 除 EC 可 能 在 萨 奇 图 中 引进 若干 个 正 实 数 部 分 的 零 
点 。 为 了 判明 这 个 情况 ,我 们 必须 画 出 HCs》 分 子 的 力 氏 图 然后 ,根据 GCs) 围绕 原点 
沿 顺 时 针 方向 转 的 圈 数 就 可 以 确定 BC 一 0 在 右 半 $ 平 面 上 的 根 的 个 数 ， 
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函数 g(s*》 里 包含 有 反馈 部 分 的 传递 函数 ， 反 馈 部 分 中 的 放大 器 是 可 以 由 设计 者 良 
由 处 理 的 。 由 于 系统 的 其 他 部 分 的 原因 ，8g(*) 里 也 可 能 包含 有 * 的 超越 函数 。 因 为 , 反 
饥 部 分 的 放大 器 的 传递 函数 通常 都 是 两 个 多 项 式 的 比值 ， 所 以 很 难 把 来 源 于 超越 函数 的 
损害 稳定 性 的 不 良 影响 完全 补偿 掉 . 可 是 ， 在 萨 奇 图 中 g,(s》 轩 线 上 最 危险 的 部 分 就 是 
最 接近 : g:(*》 的 单位 贺 图 线 的 那 一 部 分 ， 然而， 接近 单位 圆 的 gx(*) 点 通常 都 是 相应 于 
小 的 :和 值 , 所 以 在 gCs) 的 危险 的 部 分 上 超越 事 数 可 以 展开 为 :的 泰勒 级 数 ， 我 们 可 以 
只 取 丽 数 的 少数 几 项 作为 超越 函数 的 近似 值 H， 并 且 根 据 这 个 近似 的 结 沫 来 设计 及 局部 
分 的 放大 器 . .这 样 一 来 系统 在 危险 部 分 的 损害 稳定 性 的 不 良 影响 就 可 以 被 放大 露 补偿 
掉 。 不 宣 而 喻 ;最 后 还 必须 根 狂 放大 器 的 设计 特性 用 已 有 的 稳定 性 准 由 尽 验 系统 的 性 能 . 
以 上 所 讲 的 方法 是 马 伯 尔 (Marble》 和 柯 克 梧 (Cox) 所 提出 的 ， 如 朵 想 知道 详细 的 沦 还 ， 
读者 可 以 去 参阅 原著 


11.9 频率 法 的 稳定 性 准则 


这 一 节 我 们 力图 把 乃 氏 法 更 直接 地 应 用 到 时 语系 统 中 来 ， 希 望 利用 无 时 滞 的 开 环 频 
率 特 姓 来 判断 有 时 沾 的 闭环 系统 的 稳定 性 问题 ， 这 种 方法 是 建立 在 图 11.9~1(e) 结构 图 
的 基础 上 的 。 由 第 三 章 关于 传递 函数 的 知识 可 以 知道 ,任何 一 个 时 灌 系 统 ,不 论 时 淆 环节 
位 于 系统 的 主 通 路 (图 11.9-1a) 还 是 位 于 反馈 线 上 (图 11.9-1b)， 它 们 的 闭环 传递 函数 的 
分 母 (特征 方程 ) 是 相同 的 、 例 如 图 11.9-1(a) 的 洁 环 传递 函数 为 : 


sy) = FD NC)e™ 
$4) 一 了 证 FC)e™ Dls) 十 NoCDe 


“ 攻 11.9-1 、 
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9、 频率 法 的 稳定 米 准 则 i 省 


其 中 Fls) 一 Fs) FCs》 是 无 时 灌 开 环 传递 函数 ，NoCs)，Dols) 分 别 为 FAs) 的 分 子 
多 项 式 和 分 母 多 项 式 .而 图 11.12Cb) 的 闭环 传递 函数 是 


本 + Fi(s) Ni(s)Dals) i 
er TF Pr DO Me™ Fs) = FCS) Fas), 


可 见 图 11.9-1Ca) 和 图 11.9-1Cb) 的 闭环 特征 方程 相同 ， 因而 黄 者 的 稳定 福 是 等 价 的 . 这 
样 ,我 们 就 可 以 从 结构 图 11.9-1(c) 出 发 来 沽 虚 有 时 涪 的 闭环 系统 的 稳定 性 ， 


第 4.3 节 所 介绍 的 无 时 沸 系 统 的 稳定 判 据 准 则 是 利用 开 环 传递 函数 的 倒数 2 


来 判别 的 ， 当 然 ， 也 可 以 利用 传递 函数 FCs》 本 身 的 图 线 来 判断 。 由 于 大 部 分 实际 系统 
传递 函数 分 母 的 险 数 大 于 分 子 的 阶 数 。 仅 在 个 别 情况 下 两 者 相等 ， 因 此 , 当 ; 绕 贺 4.3-1 
的 曲线 撤 畏 时 、 Fw 图 线 的 主要 部 分 由 类 束 特性 ,Fw(io》 所 决定 ， 由 于 .一 io 一 
ECiw)?， 歼 可 以 直接 利用 开 环 频率 特性 FoCiwo),0 & .< oo， .来 判 听 闭环 的 稳定 性 。 
如 果 开 环 的 传递 函数 在 右 半 平面 无 极点 ， 于 么 有 水 稳 定 的 充 要 条 件 必 开 环 频 率 特性 在 复 
平面 上 不 包围 《一 1, i0) 点 ， 

从 时 沸 系 统 的 典型 结构 图 (图 11. 9-16) 可 以 着 出 ,有 时 淳 的 开 环 频率 特性 FiCiw) 可 
以 由 无 时 活 的 开 环 频率 特性 FoCiw》 求 得 ， 因 为 

Peiw) 十 Flite ty 

即 对 任何 辐 定 的 自 变数 ww， 向 量 FtCiw》 可 由 Fiw》 硕 时 针 方向 转 以 rw 角 而 得 到 ， 
玉 此 ,可 以 直接 利用 无 时 滞 的 开 环 频率 特性 来 判断 有 时 灌 的 闭环 系统 的 稳定 性 、 

首先 我 们 讨论 无 时 洁 的 开 环 系统 稳定 或 中 性 稳定 时 ， 时 灌 系 统 的 猎 定 情况 ， 此 时 与 
无 时 冲 网 条 颖 类似 ， 阿古 时 清关 伙 罗 外 鬼才 区 辽 休 汪 入 人 9 洲 系 统 几 站 特 经 从 gw< 
oo 发 内 不 包围 〈 一 1,i07 涉 。 

我 们 米 考 罕 特 竹 L + FICig)s Fi) 7 而 Nliw) 和 
DuCia》 分 别 是 开 环 无 时 滞 系 统 频 率 特性 的 分 子 与 分 母 ;于 是 。 

二 Fri0) 一 + Bie) 。 -ry we DD, 

Dsm 
ed 若 要 求 有 
时 少 的 六 还 系统 稳定 ,那么 当 o 由 0 变 至 十 oo 时 , 开 环 时 谐 系 岳 糊 吾 特 性 F;Gio) 应 该 
不 包围 《一 1,i0)》 点 .如果 RiCiw)》 不 包围 《一 1, 2) 点 香 通 过 该 点 。 那 改 系 统 就 处 于 
临界 稳定 状态 ， 临 界 时 让 时 间 re 和 系 界 频率 qu 应 直下 区 两 于 定 ， 

Go 一 1 
arg 上 了 Arg》] 一 KAD 天 二 了 = 0， 洒 。 2， ，(《1it:9-17 
从 上 述 讨论 修平 可 以 得 出 结论 : te es 实 
际 上 并 非 完全 如 此 ， 有 时 ,利用 具有 时 谐 的 元 件 还 可 以 改善 闭路 系统 的 稳定 神 ， 例 如 , 设 
有 一 个 闭路 系统 当 没有 时 清 元 件 时 不 稳定 如 具有 图 11.9-2 那 种 频率 特性 的 系统 ， 显 然 
它 的 闭路 系统 是 不 稳定 的 因为 频率 特性 包 图 了 (一 529) 点 ， 此 时 如 果 在 系统 中 的 主角 


”1》 “一 " 宦 示 共 覃 复数 。.: 
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1 .9 一 2 


路 或 反馈 带路 内 增加 一 个 时 港元 件 ,使 频率 特性 曲线 几时 针 旋 转 一 个 角度 ,当时 灌 = 选择 
恰当 时 ,可 以 使 原来 包围 《一 1,i0》 点 的 频率 特性 曲线 转 到 此 点 的 外 部 ;于 是 增加 了 时 灌 
元 件 的 闭路 系统 就 一 变 而 为 稳定 系统 了 . 在 工程 实际 问题 由 ， 就 有 人 利用 时 少 元 件 的 这 
种 性 能 去 改善 系统 的 稳定 性 ,试验 的 结果 也 是 很 成 功 的 . 

关于 时 汗 系 统 的 线性 综合 方法 , 即 控制 装置 的 设计 ,也 可 以 用 频率 特 伺 去 进行 比较 
成 功 的 方法 可 参 活 文献 [22]. 
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第 十 二 章 分 布 参数 控制 系统 


在 第 一 章 里 ,我 们 曾经 讲 过 ,有 很 多 受 控 对 象 的 运动 规律 不 能 用 党 贡 分 方程 来 描述 ， 
例如 ,弹性 滩 型 的 运动 体 、 大 型 加 热 炉 ,水 轮机 和 汽轮机 ,物理 学 中 的 电磁 场 , 流 场 ,等 离子 
体 约束 ,湿度 场 忆 及 化 学 中 的 扩散 过 程 等 等 ， 这 些 物理 曙 的 变化 规律 ,必须 用 以 微 分 方程 
才能 准确 地 加 以 描述 。 而且 在 工程 技术 上 ,常常 要 求 对 这 些 物 理 量 加 以 控制 ,使 其 变化 规 
律 满足 技术 上 的 要 求 。 受 控 对 象 如 此 ， 控 制 装置 或 执行 机 构 也 有 类 似 的 情况 。 如 液压 和 
气动 执行 机 构 是 目前 应 用 比较 广泛 的 元 件 ， 当 油 路 和 气 路 结构 比较 复杂 县 路 线 过 长 对， 
在 其 运动 规律 中 也 要 考虑 流体 (工作 体 ) 本 身 的 状态 变化 , 而 这 种 状态 同样 是 由 偏 微 分 方 
程 描述 的 ， 前 一 章 讨论 过 的 具有 有 时 清 的 系统 ， 如 果 时 兆 是 由 于 运动 在 某 种 场 内 传递 而 造 
成 的 话 ,那么 时 沼 系 统 就 是 分 布 参数 系统 的 一 个 特例 。 - 

由 此 看 来 ， 工 程 实 本 向 我 们 提出 了 不 同 于 集中 参数 系统 的 一 种 控制 系统 。 在 这 种 系 
统 中 ,一 部 分 环节 的 运动 用 偏 微 分 方程 描述 , 而 另 一 部 分 环节 则 用 常 微 分 方程 描述 , 或 者 
全 部 环节 都 用 偏 微 分 方程 来 描述 ， 我 们 把 这 种 动力 学 系统 称 之 为 分 布 参数 控制 系统 ， 如 
弹性 体 的 振动 控制 , 装 有 流体 的 刚 竹 容器 的 网 动 控制 \ 温度 场 的 深 制 , 以 及 热 核 受 榨 反 应 
中 的 等 离子 体 约束 的 控制 等 等 ,都 是 典型 的 分 布 参数 控制 系统 . 

从 工程 技术 角度 来 说 ,对 于 这 类 系统 ,我 们 自然 会 提出 ,什么 是 系统 的 稳定 性 ,什么 是 
它 的 过 渡 特 性 , 如何 进 行 系统 分 析 , 怎 样 设计 一 个 满足 实际 限制 而 又 能 达到 既定 指标 的 控 
制 装置 ,使 系统 满足 规定 的 技术 要 求 等 ， 对 于 集中 参数 控制 系统 ,这 些 方面 的 理论 和 实践 
都 较 成 熟 , 但 对 分 布 参数 系统 来 说 , 尚 处 在 发 展 阶段 ， 五 十 年 代 , 当 分 布 参数 系统 的 理论 
还 没有 建立 起 来 时 ,人 们 曾 用 集中 参数 的 理论 去 逼近 ,如 用 带 有 时 请 环节 的 常 微分 方程 去 
讨论 特殊 类 型 的 分 布 参数 控制 系统 中 ， 姥 使 这 种 比较 简单 的 分 布 参数 系统 ， 就 已 经 表现 
出 了 它 的 复杂 性。 以 线性 常 系数 分 布 参 数 系统 来 说 ,我 们 将 会 看 到 ,第 三 章 用 过 的 传递 函 
数 方法 对 它 还 是 可 以 应 用 的 ， 但 是 ,其 传递 淫 数 已 不 再 是 有 理 分 式 , 而 是 亚 纯 函数 。 系 
统 的 特征 方程 也 不 是 多 项 式 而 是 整 函数 , 它 的 特征 根 也 不 是 有 限 个 而 是 无 穷 多 个 、 显 然 ， 
分 析 这 种 系统 比 集中 参数 系统 复杂 得 多 .至 于 线性 变 系数 系统 和 非 线性 系统 就 更 为 复杂 . 

近 十 几 年 来 ,由 于 理论 和 实 歇 的 发 展 , 特别 是 在 分 布 参数 控制 系统 的 研究 中 , 由 于 广 
泛 应 用 现代 偏 微分 方程 和 泛 函 分 析 的 理论 成 果 ， 不 仅 为 分 布 参数 系统 建立 了 比较 严格 的 
理论 基础 ,同时 也 提供 了 比较 有 力 的 工具 , 从 而 使 分 布 参数 系统 的 研究 有 了 很 大 进展 , 成 
为 现代 控制 理论 中 一 个 重要 分 支 ,并 越 来 越 引 起 人 们 的 广泛 重视 。 

目前 ,在 分 布 参 数 系统 理论 的 研究 中 ,其 些 方面 是 和 集中 参数 系统 平行 进行 的 ， 在 某 
种 意义 上 , 它 是 集中 参数 系统 理论 的 推广 ， 如 分 布 参数 系统 的 镇 定 问题 、 最 优 控制 问题 、 
能 深 性 和 能 观测 姓 问 题 ,以 及 分 布 参数 系统 的 辨识 和 滤波 问题 等 等 ,都 取得 了 类 似 于 集中 
参数 系统 的 结果 . 但 是 ,由 于 分 布 参 数 系统 描述 的 物理 现象 的 复杂 性 , 它 具 有 无 穷 多 个 自 
由 度 ,这 一 事实 本 身 就 决定 了 分 布 参 数 系统 有 其 固有 特点 ,而 这 些 特点 是 集中 参数 系统 所 
没有 的 ， 
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在 这 一 章 里 ， 我 们 仅 就 分 布 参数 系统 的 基本 特点 和 典型 分 布 参数 系统 的 构成 ,以 及 系 
deeolil nar onlieni Aan dis NN 
可 徐闻 本 意 所 附 的 文献 ， 

应 该 说 明 , 十 几 年 来 ， 关于 分 布 参数 系统 的 研究 工作 很 多 ， 这 当然 是 很 好 的 事情 ;但 用 
来 解决 工程 实际 问题 的 研究 还 不 够 多 。 而 且 偏 微分 方程 理论 本 身 也 还 有 很 多 空白 ， 尤 其 
是 从 控制 理论 的 角度 提出 的 新 问题 还 需要 进一步 深信 地 研究 ， | 


“不 


124 分 布 参数 环节 的 数学 措 术 


具有 分 布 参 数 特性 的 物质 运动 ， 其 运动 状态 不 仅 依赖 于 有 时间 ， 而 且 还 依赖 于 空间 变 
量 。 例 如 横 亲 振动 的 弦 , 它 的 横 同 位 移 nk:，x)， 既 是 有 时间: 又 是 弦 上 不 同 点 位 置 * 的 小 
数 . 不同 的 时 间 , 驴 的 位 移 是 不 同 的 ; 即使 同一 时 间 ; 注 纺 的 不 同 点 * 处 的 位 移 也 不 局 . 
在 工程 上 ,所 有 具有 分 布 参数 特性 的 对 象 和 元 件 ， 都 有 着 同样 的 性 质 。 描述 这 类 对 象 的 和 运 
动 方程 是 侦 答 分 方程 或 积分 方程 

“全 曙 , 一 邻 受 控 的 均匀 加 柱 体 的 执 特 运动 。 设 其 长 为 疡 材料 的 势 切 模 量 为 G, .质量 
答 腾 费 p. ‘着 * 时 刘 * 点 处 的 握 角 为 ks, > 则 轨 柱 体 的 扭转 振 动 ， be bie 
方 稳 措 述 : 


中 绩 一 


Ore, z)》 _ gas) jo, 与 0<i<i 0< :<o， C121-1) . 
\ Dr 2 Ox 


其 中 fst, x*》 是 控制 作用 . 
再 如 ,一 个 均匀 各 向 同性 的 物体 ， 它 在 三 维 空 间 占 有 的 区 域 为 刁 ， 其 边界 为 08. 设 
它 的 热传导 雏 数 为 克 ，、 比 热 为 <。 密度 为 p。 用 #1 x yz) 表示 物体 在 Cx, y, *》 
版 处 : 时 刻 的 注 度 ， 那 en 二 
Ek 直 + . 的 ) ti :9), i 
(x, ys 4) EQ, 0 i 00, - | (12.1-2) 
其 中 下 一 jz x, y, 2) 为 可 调 的 热源 ， | 


加 时 不 如 热源 ， 即 ft, x, y, #) 0, 而 且 物 体 的 外 部 环境 不 随时 间 变 楷 。 这 时 ,不 
管 初始 湿 应 如何 :经 过 一 下 时 向 之 后 , 徐 体 内 部 入 度 趋 于 平衡 ,此 时 热量 仍 在 流动 * 只 是 流 
出 和 度 信 物体 热 扩 的 代数 和 竺 于 零 , 物体 内 部 的 温 琉 x(i, zy， ys) 已 与 + 无关, 在 这 种 
情况 下 ， 它 满足 所 谓 拉 普 拉 斯 方程 

= 0， Gs yD el. 《12.1-3) 

上 六 这 此 方程 都 是 奥 开 的 信 微 分 方程 ,而 且 御 是 编 作 的 , 即 在 方程 中 对 来 知 加 族 及 其 
导数 都 是 线性 的 。 当 方 亟 中 所 有 系数 首 是 常数 时 : 虹 作 常 系数 方程 . 济 果 机 嫉 远 数 [和 式 
(12.1-1) 中 的 f(z; #)1 不 为 老 时 ， 财 作 非 齐 次 方 稳 .， 否则 岂 作 齐 次 方 稳 , 如 式 《12:t-3). 
对 线性 二 阶 方程 , 按 其 特点 又 分 为 双 曲 型 ,抛物 鸟 和 粮 贺 列 三 种 . 许多 邹 市 多 数 添 前 是 由 
这 些 方 程 搞 述 的 * 所 以 我 们 称 微 介绍 得 详细 一 点， 
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方程 《12.1~1) 是 双 曲 济 方 程 中 的 一 种 。 这 类 方程 含有 对 时 间 + 的 二 阶 偏 导数 项 , 即 
加 速度 项 自然 界 中 波 的 传播 ， 物 体 振动 等 的 运动 方程 大 都 属于 这 一 类 。 它们 表现 出 对 
时 间 具 有 可 逆 的 性 质 ， 同 是 双 曲 型 方程 ， 可 以 措 述 完全 不 同 的 物理 现象 ， 比 如 一 维 双 曲 
型 方程 


当 2 一 地 T 是 张力 ,P 是 质量 密度 时 , 它 描述 了 弦 的 横向 振动 。 但 是 一 个 充满 气体 的 
细 长 管子 受到 小 扰动 时 , 管 中 气 体 压力 ?也 满足 租 同形 式 的 方程 ， 

CR 

Br az 
只 是 系数 的 物理 意义 不 同 了 ， 此 时 一 季 ， ps pe 分 别 是 初始 时 刻 气体 压力 和 密度 ， 
i 一 于 是 比 热 比 ，c，。 是 定 压 比 热 ，c。 a 


省 和 (12 1-2) 是 抛物 型 方程 中 的 一 种 . 这 类 方程 中 ,含有 对 : 的 一 阶 偏 导数 项 , 即 吉 
度 项 ， 它 描述 着 自然 界 中 的 热传导 过 程 ,气体 扩散 以 及 电磁 场 传播 等 物理 过 程 。 峙 ;在 
量子 力学 、 统 计 物理 、 概 率 论 等 理论 研究 中 也 会 遇 到 这 类 方程 。 这 类 运动 过 程 在 时 间 上 ， 
通常 没有 可 逆 性 ， 和 双 曲 型 方程 类 似 ,同一 方程 描述 完全 不 同 的 物理 现象 ， 比 如 ,导电 线 
图 所 围 圆柱 体内 的 磁场 电 ， 就 用 方程 《12.1-2) 来 描述 

BH ;16 HH ,OH 

-i (7 和 

其 中 2 呈 pr ，*c 是 光速 , 严 是 磁 导 率 。a 是 电导 率 ， 


双 曲 型 和 抛物 型 方程 , 措 述 了 运动 的 动态 过 程 , 而 式 (12.1-3) 这 类 椭 贺 型 方程 , 则 措 
述 了 运动 的 稳 态 过 程 ， 诺 如 稳 态 下 的 热传导 问题 ,在 固定 外 力作 用 下 , 膜 的 平衡 问题 以 及 
不 可 压缩 理想 流体 无 旋 流 动 的 速度 势 ,静电 场 的 电位 等 等 ,都 属于 衫 加 型 方程 ， 

从 工程 技术 上 说 ,所 谓 分 布 参 数 受 榨 对 象 和 元 件 , 即 分 布 参数 环节 ， 就 是 指 其 运动 方 
程 是 由 上 述 各 类 偏 微 分 方程 描述 的 ， 这 些 描述 运动 过 程 的 方程 式 也 叫 发 展 方程 . 如 果 方 
程 和 边界 条 件 都 是 线性 的 , 则 这 个 环节 就 叫 作 线 性 环节 . 

例如 ,在 飞行 控制 中 , 一 个 细 长 体 飞行 器 ， 有 时 不 能 完全 看 成 刚体 而 必须 考研 绊 性 所 
动 。 此 时 帮 为 弹性 体 ， ie 其 运动 并 程 就 是 m 


ma 下 十 CD 到 人 十 Ble) BE + i BIC) Ke, #), . 
0 (12.1-4) 


Dr 2 
其 中 mts) 是 架 的 质量 密度 ,是 杨 玫 模 量 , EJ(x) 是 x 处 的 弯曲 刚度 ，C(x) 是 介质 对 
梁 横 向 振动 的 蛆 尼 系 数 ，B(x) 是 局 部 升力 系数 ,Kt, *》 是 控制 作用 。w = wkz, *) 是 滩 
在 x 点 处 : 时 刻 的 横向 位 移 ， 显 然 , 这 样 的 受 控 对 象 就 是 分 布 参 数 对 象 . 
和 集中 参数 系统 一 样 ,为 了 进行 系统 分 析 , 首 先 要 分 析 分 布 参数 环节 的 动态 特性 和 静 
态 特性 ,因此 就 必须 对 描述 环节 的 方程 求解 ， 但 是 这 个 闽 题 要 比 集中 参数 环节 复杂 得 多 ， 
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一 个 用 常 激 分 方程 措 述 的 对 象 ,只 要 初始 状态 给 定 , 它 的 运动 就 唯一 确定 了 。 对 仿 笋 
分 方程 描述 的 对 象 ; 为 了 确定 它 的 解 , 也 必须 给 出 初始 状态 , 即 初 始 条 件 。 对 双 曲 型 方程 
要 给 出 初始 位 移 和 初始 速度 ,比如 方程 《12.1-1), 它 的 初始 条 件 可 以 是 


/ A DN 一， C12.1-5) 
对 抛物 型 方程 要 给 出 初始 位 置 , 比 如 ,方程 (12.1 一 2) 的 初始 条 件 相 为 
Bt a ys | ‘em Bs ?> 2), 《12.1- 6) 


但 是 ， 只 有 初始 条 件 ， 对 偏 微分 方程 来 说 ,往往 还 不 能 唯一 确定 它 的 解 。 比 如 ,局 样 作 
所 转 振动 的 圆柱 体 ， 它 可 以 是 两 端 周 定 不 动 和 的 ， 也 可 以 是 一 端 固定 不 动 而 另 一 端 是 自由 
的 .这 两 种 不 同 的 边界 情况 ， 贺 柱 体 的 振动 规律 显然 不 一 样 . 同样 ，~… 个 传 热 介质 的 边 
界 , 如 方程 (12,1-2) 中 的 69 , 它 可 以 是 绝热 的 , 也 可 以 和 外 界 有 热 交换 ,在 这 两 种 边界 条 
件 下 ,介质 的 热传导 规律 也 不 一 样 。、 因 此 ,为 了 使 方程 的 解 确定 ,除了 初始 条 件 外 ,还 必须 
有 所 谓 的 边界 条 忻 , 这 是 不 同 于 集中 戎 数 系统 的 。 例如, 上述 圆柱 体 的 扭转 振动 ， 当天 六 


国定 时 ;过 界 条 件 为 
rt, xz) 0 有 Se “a 72127) 
如 果 = 一 0 一 端 因 定 ，* 一 ! 一 端 是 自由 的 , 则 边界 条 件 为 | 
和 9- Wk ee ee (12.1-8) 


边界 条 件 有 反映 了 在 物体 运动 过 程 中 ,加 在 其 边界 上 的 约束 ， 不 局 的 约 率 条 件 ,其 运动 
规律 也 不 一 样 。 当 初始 条 件 和 边界 条 件 都 给 定 以 后 ,方程 的 解 才 能 唯一 确定 ,这 在 数学 中 
叫 作 售 微 分 方程 的 定 解 问题 ,而 初始 条 忻 和 边界 条 件 叫 作 定 解 条 件 。 给 写 了 运动 方程 , 它 
描述 了 物体 的 一 般 运 动 ， 在 方程 和 定 解 条 件 都 给 定 的 情况 下 ,方程 的 解 裕 撕 述 了 网 体 的 一 
类 特殊 运动 。 

对 上 述 三 种 不 同类 型 的 方程 在 形式 上 有 着 完全 相似 的 三 种 边界 条 件 5a， 以 方 
程 (12.1-27 为 例 ， 第 一 类 边界 条 件 是 ， 


wkKtz Ty ?ys | ， = pi(t, ys 5 C2, | ed . (12.1-9) 
它 事 示 在 物体 边界 上 ，x(z, x， y, sz》 的 变化 规律 是 已 知 的 ， 
第 二 类 边界 条 件 是 加 
2 = pts xy yy 2) xs ys #) EOQ, (12.1-10) 


其 中 = 表示 边界 曲面 68 的 外 法 线 方向 。 这 个 条 件 表明 ,在 物体 边界 898 的 法 线 方向 上 ， 
u(t，x， yz) 的 变化 规律 是 给 定 的 ， 
,第 三 类 边界 条 件 是 - 


[2 + kults xy y =)| | = pst xy ys 2) (xs ys 5)E DG，(12.1-11) 


其 中 不 是 已 知 和 常数。 这 个 条 件 是 式 (12.I-97 和 (12.1-10) 的 线性 组 侣 ; 它 表 朋 在 物体 这 
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界 89 及 69 的 法 线 方 向 上 ,两 者 合 在 一 起 a1, +，y， x) 的 变化 规律 是 已 知 的 ， 

如 果 pi 一 一 = 0， 则 岂 作 齐 次 边界 条 件 ,否则 叫 作 非 齐 次 边界 条 件 。 

在 受 控 对 人 象 的 分 析 中 , 我 们 能 够 过 到 的 有 三 种 问题 , 即 初 值 疗 题 , 边 信 问 题 , 混合 问 
题 ， 

所 谓 初 值 问题 ( 柯 西 问题 ) 是 指 只 有 初始 条 件 就 可 定 解 ， 这 类 问题 描述 的 是 相当 于 空 
同 变量 的 变化 区 域 为 无 限 大 时 的 动态 过 程 。 它 往往 出 现在 双 曲 独 和 抛物 型 方程 中 ， 如 无 
限 长 圆柱 体 的 扭转 振动 ,无 限 大 介质 中 的 热传导 ,无 限 长 电力 线 的 传输 等 ， 所 谓 无 限 大 的 
区 域 ,是 指 当 物 体 的 体积 很 大 , 而 所 要 研究 的 问题 是 在 较 短 时 间 里 , 较 小 范围 内 的 变化 规 
律 ， 比 如 大 气 中 某 个 局 部 范围 短期 内 温度 变化 的 情况 , 那 时 边界 条 性 产生 的 影响 很 小 , 以 
至 可 以 忽略 ,这 时 不 妨 把 整个 物体 看 成 无 限 大 ,而 把 边界 条 御 去 掉 , 于 是 就 变 记 了 只 有 初 
始 条 件 的 初 值 问题 . 

边 信 问 是 是 在 定 解 条 件 中 只 有 边界 条 件 ， 没 有 初始 条 件 . 类 问题 多 过 的 是 运动 的 
粮 态 过 程 ， . 边 信 阐 题 往往 出 现在 椭圆 型 方程 中 . 

混合 问题 是 在 定 解 条 件 中 既 有 初始 条 件 也 有 边界 条 件 ， 这 类 问题 撕 述 了 空间 区 域 为 
有 限时 的 动态 过 程 ， 它 大 多 出 现在 双 曲 型 和 抛物 型 方程 中 ， 如 有 限 长 弦 的 横向 振动 ， 有 
限 体积 内 物体 热传导 ,有 限 长 电力 线 的 传输 等 等 ， 从 控制 观点 看 ,我 们 首先 感 兴趣 的 是 动 
态 过 程 ,然后 才 是 稳 恋 过 程 ,因此 ,我 们 讨论 的 重点 是 混合 问题 . 

以 上 所 讲 的 分 布 参数 对 象 ,其 空间 区 域 和 边界 , 在 运动 过 程 中 始终 保持 不 变 , 这 叫 作 
辐 定 域 分 布 参数 对 象 ， 与 此 相反 ， 当 空间 区 域 和 边 
界 在 运动 过 程 中 随 着 时 间 而 变化 时 ， 电 作 可 变 域 分 
布 参数 对 象 ， 比 如 ， 带 有 烧 必 天 面 的 再 和 人 飞行 器 的 
烧 凶 问题 中， 我 们 研究 瑚 入 飞行 器 烧 包 部 分 最 简单 
的 一 维 模 型 ， 设 序 为 工 的 嵌 俐 板 ,在 * 一 0 处 有 热 
输入 为 0(:)，O(s) 可 表示 为 宇 泌 飞行 器 再 人 大 气 
层 速度 vtz) 的 函数 ; 即 8(2) 一 9Cv(2)). 在 * 一 ! 


qs)) 


A 处 并 直板 被 绝热 ， 如 左 图 。 
在 加 时 飞行 器 开始 再 人 飞行 ， 由 于 气动 加 热 , 在 x = 0 处 到 间 时 达到 了 嫉 蚀 板 的 
熔点 和 在 而 < 委 上 安国 这 段 时 间 肉 ，、 烧 蚀 板 内 的 温度 分 布 可 用 一 扒 热 传导 方程 描述 
Oult, x) 
Oz 


z 
pn 和 32， Ox (12,1~12) 


初始 条 件 是 呈 
1 — wr 21-13) 


边界 条 伴 为 。 … i 
,一 二 270D), a | =0, (12.1-14) 


一 ! 


Ou( ft, YX) 
Ox x 
其 中 天 是 涩 传导 系数 ， 

由 于 板 的 一 端 是 绝热 的 , 随 着 时 间 * 的 增 大 , 热 重 不 断 积累 , 当 : > 各 时 板 开始 焙 解 ， 
这 时 板 的 这 措 和 内 部 温度 都 将 发 生变 化 、 用 .SGt) 表示 板 的 固体 部 分 的 边界 , 用 其 ?2 x》 
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表示 板 内 温度 分 布 , 当 上 之 4 时 ，2(t, x*) 满足 下 述 方程 
2 5) -- 一 一 人 2 Se *) ,Sr lt (12.1-15) 
初始 条 件 为 
.0- S10) = 0, His x) ae (所 +), (12.1-16) 
迹 界 条 件 是 el | 
5 是 ga tes 


(2) 
dS(t) _ Gu( i。 x) > 
a 好 Ox We 9C2(8)), 


| 一 10， (12.1-17) 
Ox ml 


其 中 。 是 板 的 审 度 , % 是 熔 解 热 ， 


， 看 这 个 例子 中 ， 分 布 参数 对 象 的 区 域 和 边界 痢 是 随 荐 时 间 而 变化 的 . 大 此 , 它 是 可 变 


域 的 分 布 参 数 对 象 ， 但 是 ， 经 过 适当 的 变换 可 以 把 可 变 域 的 分 布 参 数 系统 变 成 一 个 国定 
域 分 侣 参数 系统 砚 合 一 个 集中 参数 系统 ,对 于 后 者 研究 起 来 就 比较 方便 。 今后, 我们 主要 
讨论 固定 域 的 分 布 参数 对 象 。 

下 面 ,我 们 再 说 明 一 下 偏 微分 方程 解 的 含义 ， 在 定 解 河 题 中 , 解 函 数 的 类 别 与 具体 问 
题 的 性 质 有 关 , 需 要 每 次 具体 确定。 例如 它 可 以 是 指 这 样 的 函数 , 它 以 及 出 现在 定 解 条 件 
中 它 的 偏 导数 ， 都 在 所 邯 卡 的 区 域 上 连续 ;而 在 方程 中 所 出 现 的 它 的 导数 在 区 域内 部 连 
续 ,他 们 都 同时 满足 方程 , 当 区 域内 部 的 点 以 任意 方式 移 于 边界 时 ,他 们 满足 定 解 条 件 . 以 
方程 (12.1-2) 为 例 。 运 动 方 程 和 定 解 条 件 如 下 : 
Or 1 f Ou Bar Ow 
Be 人 Tay 6s 


-), (x, y» 2%) € 0Q, 0 一 :< oo， 
Ulfy Xs Ys z)| ,= pC, y; 2)» (x y, EQ0, t= 0 


(2 十 tj)| 。 一 由 (tx ys (x, Ys zj EDG@，! 之 0. 


它 的 解 Ko xz )。 二 是 指 它 在 2 和 89 上 以 及 :之 0 时 连续 ,at 在 90 和 :之 0 时 连 
Ou Ou pw Da 、 

续 . 其 次 ， 恕 ， 书 和，-6 和 -6 在 2 和 :> 0 处 违 续 , 招 这 个 wm 7s) 代 到 方 

程 (12.1-2) 中 使 其 成 为 恒等式 ， 当 + 一 0 时 ，w(zs zy ys #) 说 (xs ys #) 对 任意 的 点 

(x， ys s*) EL 处 处 成 立 ， 当 (x, y> 2)€ 他 并 以 任 疮 方式 趋 于 边界 a0 上 任性 点 (xo, Yo» 


az 时 ,对 :之 0 都 有 [如 十 和 |] 一 kts xos gm 成 立 ， 这样 的 解 通 常 叫 作 方程 的 


古典 解 ， 古 典 解 的 存在 往往 对 初始 条 件 要 求 比较 严格 ， 而 实际 中 给 定 的 钾 始 条 件 营 背 不 
能 满足 这 些 要 求 。 因 此 ,古典 解 有 很 大 的 局 限 人 性， 为 了 满足 实际 问题 的 需要 ,要 用 广义 解 
代替 古典 解 , 它 在 较 广 的 范围 内 给 出 了 定 解 问题 的 解 ， 这 样 就 比较 接近 工程 实际 问题 的 
特点 .关于 广义 解 的 定义 和 求解 方法 ,将 在 本 章 第 12.6 节 中 讨论 ， 
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12.2 ”分布 参数 环节 的 传递 函数 


分 布 参数 环节 是 由 贪 微 分 方程 描述 的 ,为 了 分 析 这 种 环节 的 特性 ,需要 求解 情 微 分 方 
程 . 在 给 定 了 定 解 条 件 后 , 解 偏 微分 方程 的 方法 很 多 ,但 在 控制 理论 中 常用 的 是 拉 普 拉 斯 
变换 法 积分 离 系 数 法 ， 特 别 是 拉 普 拉 斯 变换 法 ， 还 可 以 使 我 们 去 定义 分 布 参数 环节 的 伟 
递 通 数 . 

我 们 首先 定义 分 布 参 数 系统 中 过 到 的 拉 普 拉 斯 变换 ?. 

设 二 元 遂 数 yz +)， 在 + 之 0 时 是 逐 段 连续 的 函数 . 在 : 过 0 时 为 零 、 对 任意 固 
定 的 *， 作 为 上 的 函数 ?> xz》 的 增长 速度 小 于 ce%，0 < m < 2 我们 定义 

Yls, +) = | Ge x)e-dt, Res 00， 《12.2-1 ) 


式 中 * 为 复数 。Re， 是 :的 实 部 ，Y(r， xz) 称 为 函数 ?(f x*) 的 拉 氏 变换 。，Y(Cs, x) 在 
Re 4 < os 上 的 慎 可 用 解析 延 拓 方法 确定 、 今 后 把 Y(c:z) 叫 作 ?Cos 的 象 函数 ， 而 
yi x)》 为 YCs,*) 的 原 浮 数 。 容 易 验证 ;第 二 举 所 讲 的 拉 氏 变换 性 质 ， 入 这 时 也 是 正确 
的 。 例 如 , 当 yC0, xz)7 一 9(z) 时 :中 则 有 - : 

| esd = y(t xe | 十 4 全 ys; x) ed 


中 At 
pw) 十 YYCr x), . 
即 2 的 象 函数 为 一 pCz) 十 :YG5; x), 
队 紫 而 外 ,还 有 以 下 人 性质: 
(1) YC, 0) 一 下 yCts 0)e-nde, 


YG D 上 y(t 站 cr-adt。 


C2) 车 2 对 任意 固定 的 z， 作 为 的 函数 其 增长 速度 不 大 于 er，8 > ou 
出 


Ce 2 


| dye 2 2 stg — | y(t re dt 一 2 Res > p, 
0 


Res < 8 的 值 可 用 解析 延 括 方法 得 到 ， 这 就 是 说 ,在 上 述 条 件 下 ， 各 人 全 的 象 函 数 为 


OY(s, x) 
Ox 


(3 当 .Res 之 oo 时， 
lim YC xz) 一 人 lim y(t, Ye。 
Rey 扎 o0 的 值 可 用 解析 延 拓 方法 确定 ， 


13 在 一 虎 首 堵 空间 绅 的 拉 和 将 拉 斯 变换 的 严格 定义 请 参 肝 Hitle， 互 & Philips, R. $,, Functional Analysjs and 
Semi-groups, Amer, Math, Soc., 1957, 
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a 


设 ， Y(5， 是 古 pe 和 的 象 孙 数 ， 则 ytz, *) 可 用 拉 攻 反 交 换 求 得 


了 十 jp 


ylis 1) = | YEs, r)eds, 7 > mo, (12.2-2) 


mE rin 


在 常 微 分 方程 中 ， 应 用 拉 氏 变换 将 原 函 数 的 微分 方程 变 成 了 象 函数 的 代数 方程 . 在 
偏 微分 方程 中 ,应 用 拉 氏 变换 后 , 仍 是 象 函 数 的 偏 微 分 方程 , 但 自 变 量 的 数目 将 减少 一 个 
《有 时 变 成 了 象 函 数 的 常 微分 方程 ). 然后 我 们 应 用 边界 条 件 将 象 函数 的 微分 方程 解 出 ,再 
进行 拉 氏 反 变 换 就 得 到 了 方程 的 解 .这 个 解 由 两 部 分 组 成 ,一 部 分 是 由 初始 条 件 引起 的 运 
动 , 电 作 自由 运动 。 另 一 部 分 由 外 加 作用 引起 的 运动 , 叫 作 强迫 运动 、 当 把 外 加 作用 看 成 
输入 ,而 把 它 引 起 的 运动 看 作 输出 , 这 时 输出 输 和 人 象 函数 的 比 , 仍 是 一 个 以 * 为 自 变量 的 
项 数 ,我 们 把 这 个 函数 叫 作 分 布 参数 环节 的 传递 函数 ， 和 集中 参数 环节 不 同 的 是 ,这 个 传 
递 函 数 不 再 是 有 理 分 式 , 一 般 地 说 , 它 是 * 的 超越 函数 ,而 且 还 是 空间 夷 量 的 落 数 。 

我 们 举 几 个 例子 ， 说 明 拉 氏 变换 法 的 应 a 
用 . : 

例 1， 求 初始 位 移 为 p(x), 初始 速度 为 
(4), 在 zx. 0 点 处 受 集中 力矩 wz) 控制， ) 
两 间 由 的 网 柱 体 扭转 派 动 的 传递 函数 《 见 。 w9) 
图 12.2-1). . 

加 柱 体 扭转 振动 方程 及 定 解 条 件 为 °° 


re *) — t,o0Sr<l dt< oo， 
22 x 


Br{(1, +) _ Or(z, x*) 
Ox | Qe Ox | 3 


Or(t, x) eg 加 
0s = pW et 于 | 和 (12.2-3) 


对 上 述 方程 进行 拉 氏 变换 , 则 得 到 
一 PR(s, z) ~— sx) 一 be), 


dR(s, J 


花 


一 dR(Gs, x)| 一 _ 
,= 5009), 2 | 0, : C12.2-4) 


. [tl 


把 x 者 成 参数 ,这 就 是 常 微分 方程 的 两 点 边 值 问题 , 它 的 通 解 是 
Rs, 1) = eer 十 cc 一 本 二 (x — se) + pa, (C12.2~5) 


ci ca 是 任意 常数 ,利用 边界 条 件 ; 得 到 “， <“ 应 满足 的 方程 式 
UD) = 
5 1 了 -i 1 | 3 
0 一 Oe 0 和 ,oh -tt — se) BE)]at, (12.2-6) 


人 ~ 


解 出 Oy C3 代 到 式 (12.2-5) 中 , 便 得 到 
了 一 


4 ch 
R(s, xD) 一 一 | 


3 
a 
i 

#3" Sh—s 
a 


i 
Us) 十 25g ， sh 一 5 ' 中 一 人 一 zx 一 人) 
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[sp FG + Gs Dp) 二 AD 
+ {chG + — Op + pCO. a 


我 们 可 以 看 到 ,第 一 项 是 由 控制 作用 wx 人 引起 的 输出 ， 其 余 是 由 初始 条 件 引 起 的 输 
出 。 当 初始 条 件 为 将 时 , 畏 出 为 


i—* 

4 "ch 5 | 
RG 要 一 一 一 一 一 一 一 7ZGD)， (12.2-8) 

js* Sn—s | 

并 
由 此 ,环节 的 传递 函数 为 
nt — 
Rls, x) ‘ee a 
光一 WO 一 一 了 。 7 (12.2-9) 
”hs | | oe 


例 2， 研究 一 维 热传导 问题 一座 墙壁 ( 见 图 
12.2 一 2), 它 的 遭 度 为 !， 高度 和 宽度 庆 为 是 无 RE 
墙 的 热传导 系数 为 天。 热 容量 ( 即 密度 和 比 热 之 积 ) 是 
<， 塘 的 左面 (x 一 0 处 ) 的 温度 是 一 个 已 知 的 时 间 函 
数 wu( 六 ， 它 是 控制 量 。 墙 的 右面 (x 守 1 处 ) 是 绝热 
n * ”的 、 墙 的 初始 溢 度 为 堆 ， 我 们 感 兴 趣 的 是 墙 在 x 二 
图 12.2-2 z 处 的 温度 随 a() 的 变化 规律 
设 墙 内 各 点 的 温度 为 ?(p x*)，y(z, x) 应 满足 拓 物 型 方程 


cs 2) OV) rl 0<t<m, 
Bi dx 


y(t, zt) | 一 wu(#), 于 = 0， 


x=! 


(ts | 一 0。 《12.2-107 
应 用 拉 攻 变换 方法 , 可 以 得 到 
CsY(s, YX) 二 上 一 — a 4 2 ， 
YC, 0) = UG), ra -0 1) 


令 Pe 购 方程 的 解 为 
ee hp x) _ 
YY x) hn UCs). 《12.2-f23》 
当 二} 时 , 便 有 


YCs, 21) = 人 六 3 
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而 传 北 汗 数 为 
YG 


J Er 


例 3， 考虑 一 个 电力 线 传输 问题 。 有 一 半 无 限 长 的 电力 传输 线 ,每 单位 长 度 的 电 了 
为 六， 电容 为 C， 假 定 导 线 上 的 电感 和 电 漏 为 零 ， 传 输 线 端点 接 人 一 电压 源 ， 其 电压 
e 一 ci) 可 以 入 为 改变 ， 把 它 作 为 控制 量 ， 电 力 传输 线 上 各 点 处 的 电流 Ke x) 及 电压 
u(t, x) 应 浦 是 方程 


W(s) 一 (12.2-13) 


Bit x) 二 Brxft 2 ， 


Or Ot | 
-2 2 一 Ri #) (Cro ld 
初始 条 件 和 边界 条 件 为 
i(0, xX) = 0, «(0, +z) = 0, 
Ht 0) = els), lim «(1, XX) oO, {12.2-15) 
应 用 拉 氏 变换 法 ,由 式 (12.2-14) 和 (12.2-15) 可 得 到 
dils, x) 一 CHU(Cs, x 
a C UC Ed ), 
~ RIG, #), 
| UtCs, 07 = EC), lim 1UCs, x7< coco， . 12.2—-16) 
解 方程 组 便 得 到 
Ulss x) 一 EG)e ee 
IGs, x) 一 |/ Ese ce (12.2-17) 
若 感 兴趣 的 是 传输 线 土 某 点 x 二 x， 处 的 电压 UGs, xD， 则 传递 浮 数 为 
WEs, xi my 2 A YCRe x 、 (12.2-18) 


例 4。 我 们 再 来 考虑 一 个 二 维 机 可 的 理论 问题 中, 第 十 四 章 里 将 要 用 到 它 。， 假 定 在 
均匀 的 以 水 平 速 度 依 流动 的 气流 里 ， 有 一 个 摔 长 
为 的 机 要 ( 见 图 12.2-3》 

着 气流 在 x 一 0 氮 的 垂直 方向 上 发 生 了 一 
个 扰动 速度 v(r)， 那 么 , 沿 卷 枝 驴 方向 * 便 有 抗 
动 的 分 布 升力 产生 ， 记 扰动 升力 密度 为 f(z, x)， 
它 满足 气体 动力 学 中 的 俩 繁 分 方程 。 流 过 机 村 的 
气体 是 分 布 参数 的 .把 升力 密度 有?, x》 对 x 从 
0 到 “ 积分 ;所 得 到 的 合力 就 是 升力 


y(o) 一 | ee 


v(t) se 
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机 杜 每 单位 面积 所 受到 的 升力 和 还 压 头 py pV? 之 比 称 为 升力 系数 col?)， 这 里 Pp 是 气体 
密度 。 西 尔 思 (Sears) 证 明了 ou, 当 扰动 速度 为 正 蓄 函 数 时 


vf) 一 amV e's, (12.2-19) 
升力 系数 的 稳 态 解 Cest (7) 为 
co (2) 一 2rome "p(kR) 一 去 PR vs (12.2-20) 
(居民 二) 十 NRIKOCIR) 三 
pK) RC) +H RoCik) {12.2-21) 
这 里 ,和 六 分别 是 零 阶 和 一 阶 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 ，K。 和 Kt 表示 第 二 类 变态 的 贝 塞 


尔 函 数 . 
如 果 把 v(z) 当 作 输入 ，c.(#) 作为 输出 ,那么 还 节 传 递 函数 为 . 
ny = C5) 
: W{s) Te 
取 :二 iw， 代 到 上 式 , 使 得 到 了 环节 的 频率 特性 
WOay PCR). : iy 


用 拉 氏 变换 法 解 偏 微 分 方程 时 , 一 般 来 说 , 应 该 检查 它 的 原 函 数 是 若是 方程 的 解 ,是 
否 满 足 初始 条 件 和 边界 条 件 ， 更 详细 的 步骤 , 读者 可 参看 书后 的 文献 [17,2,3]. 

由 上 边 的 例子 可 以 看 出 ， 对 线性 常 系 数 的 分 布 参数 环节 ， 传 递 函数 方法 是 可 以 应 用 
的 ,但 这 时 传递 函数 是 超越 函数 , 而 且 还 依 囊 于 空间 变量 ， 在 对 象 的 不 同 点 上 , 传递 特性 
是 不 一 祥 的 ,这 也 说 明了 分 布 参数 环节 的 特点 . 

在 结束 本 节 之 前 ， 背 讨论 一 下 解 线性 偏 微分 方程 的 分 离 变 量 法 ， 这 个 方法 的 物理 依 
所 就 是 登 加 原理 .大 家 知道 电子 学 中 的 振荡 巡 路 和 力学 中 的 简 谐 振动 ， 它 们 的 特点 是 运 
动 可 以 表达 成 一 个 时 间 * 的 函数 和 一 个 空间 变量 * 的 函数 之 积 ， 而 较为 复杂 的 振动 就 
是 这 些 不 同 频 率 谐 波 的 又 加 。 基 于 这 样 的 想法 ， 在 解 线 性 偏 微 分 方程 时 ， 认 为 它 的 解 
u(z, +) 是 两 个 单 变量 的 函数 之 积 即 wb x) 一 了 QDX(Cs), 然后 利用 初始 条 件 和 边界 条 件 
求 出 TQ) 和 X(x)， 从 而 也 就 得 到 了 wz, x)， 

我 们 考察 例 ! 中 圆柱 体 的 扭转 振动 。 作 用 在 x 二 0 处 的 力 挎 xz)， 可 以 用 集中 力矩 
的 形式 反映 在 运动 方程 中 ,这 时 有 


Oy#, 1) rr) 
Te 四 ea au{(t)}o(x), 


| 一 0， | == 0 
Ox = Ox 一 上/ 


r(0, x+) 一 pr), 2 


其 中 8(x) 是 狄 拉克 函数 ?， 此 时 边界 条 件 是 齐 次 的 ， 


1) 引进 8Cx) 消 数 以 后 ,就 意味 着 (4, *) 对 x 不 是 连续 可 微 的 , 也 就 是 说 (t,x) 是 广义 解 ， 关 于 使 用 广义 梢 
数 的 合法 性 的 定义 和 征明 请 看 第 12.6 节 ， 


| 一 sr)， 《12.2-237 
下 0 
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首先 解 齐 次 方程 


Or +) ,120+ a (12.2-24) 
Or Or 
寻求 形式 为 rtar) 一 了 (2)X(x) 的 解 , 代 到 式 (12.2-24) 中 ， 有 
FAX = TR (12.2-25) 
或 写成 TR 
7X) 。 i . 
Xlx) TD 
两 个 不 同 自 变量 的 函数 值 想 等 ,只 有 当 它们 共同 为 茶 一 常数 时 才能 成 立 ， 即 - 
,RCx) _ TO) _ 
4 Xey 一 让 = — 1s . (12.2-26) 
其 中 和 是 常数 。 于 是 X(x) 应 满足 方程 式 . 
gx) 十 MX) 一 0. “27 
把 解 rG,x) 一 TC)XCx) 代 到 边界 条 件 中 ,又 得 到 


XC0) = 0, XO = 0， . (12.2-28) 
于 是 方程 (12.2-27) 的 遂 解 为 


Xlx) = cusin 二 ee 
为 了 使 XCs) 能 满足 边界 条 件 式 (12.2-28), 只 有 当 2 一 0，2。 一 sze, 一 1,2,…， 才 
有 可 能 ;而 相应 的 解 X。(x) 为 
Xo(*) = 1， X We n= 1, 2, + 
我 们 把 %。 ee 虽 作 圆柱 担 转 振动 的 固有 频率 ， 而 Xx) 风 作 有 报到 Xolx), 


X.(s)，n 一 1, 2，.… 构成 了 工 , 空间 一 组 直 交 基 ， 
对 非 齐 次 方程 (12.2-23) 的 解 -Cz, x)， 应 用 又 加 原理 , 先 把 rz, x》 依 上 组 直 交 基 展 
成 级 数 


ra PD DL P(Xe), : 12.2-29) 
式 中 Pol 和), Pi(D) 也 作 广 义 坐 标 ， 把 式 (12.2-29) 代 到 式 (12.2-23) 中 , 便 得 到 
B+ DE BCX = — DP (FE) Xe) ~ eu A122-30) 
利用 固有 振 型 的 正 交 性 
| a | 


一 二 六， 
2 


把 方程 (12.2-30) 两 端 乘 以 Xa(x) 并 从 0 到 ?积分 ， 则 得 到 广义 座 标 满足 的 无 限 维 方程 
组 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 www. fi neprint, com cn 


378 第 十 二 章 分 布 参 数控 制 系统 


(7) 一 -所 nu(2), 
fg 下 本 _ 22- ri 这 
io 一 (se) PC 和 一 1,2， (12.2-31) 
在 解 式 C12.2~29) 时 , 将 方程 (12.2-23) 中 的 初始 条 人 忻 代 入 ， 并 利用 振 型 正 交 性 ,两 端 滋 以 
Xmlx)， 从 0 到 ! 积分 后 , 便 得 到 
PC0)= 二 Le (x)dx, 


PA0) 一 全 | pO Xa) 2 m1, 2 
PC0) = L plx) adr, 
-0) 一 全 2 | bz)Xu(z)dry aa 一 1， 2 (12.2-327 


在 式 C12.2-32) 的 初始 条 件 下 , 解 无 穷 维 方程 组 (12.2-31)* 求 出 P(D)，Pu(e),a 一 1,2，.. 
再 代 到 式 (12.2-29) 中 ,就 得 到 解 *Czs x》. 
若 初始 条 件 为 零 , 则 PC0) 一 0, .C0) 一 0。 PC0) 一 0 PB,(0) 一 0 一 1， 2 ,， 
这 时 可 解 出 广义 坐标 为 
PC 一 一 所 |G — uar, 


D 


P (一 一 纪 | am in 区 G — ed nl ,ay 2 
XT .0 


代 到 式 (12.2-29) 中 ,有 
r(fy x) = -后 ‘ (fC— _ tr)uCr)ar 十 > cos 了 pa Sin eC — ru(r)ar 


因 二 1 #7/ 0 


一 一 和 Ke — rulr)ar — 2 1 1., os * | 0 — tur )dr, 


《12.2.-34 7 
将 上 式 两 端 进行 拉 氏 变换 
RSs, XxX)= 一 二 il 十 2 Si 1 oosszx U(s), 
0 Wa I 
! 
由 此 推 得 传递 函数 为 
RG) 一生 | 工 直 2 一 | 一 -os2 

WC x) 一 一 一 一 一 DC 仁 二 *|. (12.2~35) 


7 六 二 工 2 二 GT i 
i 


mh 于 FH Te 天 人 人 莆 TEN YIC 
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12.3 ”分布 参数 控制 系统 的 构 三 和 特点 


二 两 节 我 们 讨论 了 分 布 参数 环节 的 一 些 特点 ,在 这 一 节 里 ,我 们 要 讨论 由 分 布 参数 环 
节 组 成 分 布 参数 控制 系统 的 一 些 特 点 ， 

如 同 集中 参数 控制 系统 一 样 ， 分 布 参数 控制 系统 的 主要 组 成 名 分 是 受挫 对 象 , 观 全 器 
和 控制 器 ， 观 测 器 测 得 受 控 对 象 的 运动 状态 ， 并 将 测 得 的 信息 送 到 控制 器 。 控制 顺 根 据 
深 制 要 求 ,把 观测 信息 经 过 变换 ,处 理 和 加 工 然后 形成 控制 信号 , 青 将 它 加 在 腾 控 对 象 上 ， 
使 其 按 控制 作用 而 运动 

以 图 12.2-1 所 示 的 系统 为 例 ， 恨 定 要 求 控制 弹性 圆柱 体 的 担 转 运动 ， 使 x 一 xs 处 的 
扭 角 保持 为 零 .为 此 ,只 要 在 x 一 ** 处 放 一 个 传感器 , 当 xs 处 出 现 扭 角 , 传 感 器 敏感 出 来 


后 便 立 即 产 生 信 号 ,并 把 该 信号 送 到 电动 机 ， 


0 rltxp) 


使 其 产生 扭矩 , 即 控制 作用 .这 个 控制 信号 经 
放大 后 ,加 在 区 柱 体 x 一 0 处 ,控制 圆柱 体 以 
消除 在 *r 处 产生 的 扭 角 . 《 见 图 12.3-1). 
在 这 个 例子 中 , 受 控 对 象 就 是 贺 柱 体 , 受 
控 量 是 rC:,x,)， 观 测 器 就 是 传感器 ,而 电动 ee 
机 和 放大 器 构成 了 控制 器 ， 
受 拱 对 象 的 动力 学 方程 为 


rl x) = 2 Srl, #) x%): 
B22 Da 2 (2)8 (x), | 


Br | = 一 0， rt #7 22 | 
0 de 


元 u(t) 是 控制 作用 ， 尼 由 信和 和 和信 加 经 放大 后 
又 动 电 术 产生 的 所 转 力矩 其 动力 学 方 各 为 


T 2 + a = — kr £2); 


pe 
zt Xo) = | ft 6x — ro)dr = Sr(i, x), 


其 中 5 是 测量 算 子 ，#(x) 是 犹 拉 殉 驴 数 ， 
这 样 ， 整个 闭路 控制 系统 的 方程 就 为 


Orl#, x) x) a 0 2 *) alu(#)3 (x), 
Or . 
Br(, 2 一 0 Xx) 
Ox ' km Dx zr 


7 2 PE ”012.3-1) 


一 0 


这 就 是 一 个 其 有 反馈 控制 的 分 布 参数 控制 系统 . 
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所 谓 分 布 参数 控制 系统 ， 就 是 措 系 统 中 至 少 售 有 一 个 分 布 参数 环节 的 系统 如 果 系 
统 全 部 由 分 布 参数 环节 组 成 ,就 叫 纯 分 布 参数 控制 系统 、 对 这 类 系统 ,理论 研究 工作 比较 
多 ,但 由 于 技术 实现 上 的 困难 ,实际 应 用 中 还 很 少见 到 ， 

目前 ,在 工程 实际 中 , 经 常 遇 到 的 分 布 参数 系统 ， 往往 是 分 布 参数 环 书 和 集中 参数 环 
节 互 相 未 合 而 成 的 控制 系统 ,而 且 多 数 是 受 控 对 和 象 为 分 布 参 数 环节 ,而 控制 器 是 集中 参数 
环节 ,如 上 例 所 述 的 系统 ， 

我 们 再 来 考察 一 个 典型 的 分 布 参数 控制 系统 ， ee 1-4) 拱 述 的 漳 性 梭 ， 


其 运动 方程 为 ; 
Ow Du -0 Ow 
mx) 7 E+) + BCs) 5 + 去 BC ) 3 : 
ee, si 0<: < 一 oo， - C1292 
边界 条 件 是 两 端 自 由 的 , 即 
ow) 二 2| 一 0 
Bax: | ”Bx le 
Ow | ) | | WN | 
全 EJ(x 和 一 0， 字 E71(e)9 0, (12.3-3) 
初始 条 件 为 a 
| _ rs 网 a “12.3-4) 


为 了 实现 反馈 控制 ,必须 测量 受 控 对 象 的 运动 状态 , 如 运动 的 位 移 、 速 区 .加 吉 度 ， 角 
度 , 角 速度 等 , 并 用 它们 来 形成 反馈 信号 .为 了 测量 这 些 状 态 , 可 以 在 梁 上 安装 各 种 传 感 
器 ,如 加 速度 表 , 速率 陀螺 等 惯性 元 件 。 在 实际 工程 问题 中 , 不 可 能 测 出 对 象 所 有 点 上 的 
状态 ,只 能 测 出 有 限 个 孤立 点 土 的 状态 或 者 某 个 区 域 上 的 平均 状态 .我 们 研究 两 种 反锁 信 
号 , 即 “ 容 态 " 反 馈 和 速度 反馈 §。 姿 态 是 指 位 移 和 偏 角 ,而 速度 则 指 它 们 对 时 间 * 的 一 次 微 
商 , 如 位 移 速 度 ,角速度 等 ， 传感器 的 输出 可 以 表达 如 下 ,， 设 a(x)，i 一 1, 2 是 定义 在 
10, 站 上 两 个 确定 的 函数 , 它 由 传感器 的 安装 位 置 确定 。5,，i 一 1, 2 表示 状态 测量 的 线 
性 算 子 (有 界 或 无 界 ), 它 决定 于 被 测量 状态 的 性 质 。 这 样 , 姿 态 传感器 的 输出 就 可 以 表示 


成 
de 1 一 | Sin(ts x)a (x) dr, (12.3-5) 


速度 传感器 的 输出 为 

4 六 27， = | 2 +) TL) (Cx)dx 一 呈 | SCs x) ats) dr. (12.3-6) 
例如 , 当 和 一 名 一 / Co : 

1 A ,A 
攻 A x e| 2 xo 十 |， 

8 由 才 ) 一 天 A Al. . 
0, x€ [% 一 全 ,+ 全 | ro € (0, 71), i 二 1, 2， 
其 中 AR 这 时 9 4 分 别 是 x 点 附近 小 区 域 入 上 的 平均 位 移 和 平均 速 
度 ， 而 当 马 一 归 一 一 一 一 《无 界 算 于 ) 时 ， 4 492 就 是 za 点 附近 小 区 域 A 上 的 平均 饥 角 
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和 平均 角速度 ， 特 别 是 当 ar(x) 一 8(x 一 xo) 时 ，gs 4 就 是 对 象 在 点 的 姿态 和 速 
度 ,这 就 是 点 测量 ,而 前 者 吧 作 分 布 测量 . 

传感器 的 输出 41, 4 要 经 过 放大 网络 变换 和 计算 机 处 理 ， 完成 这 些 任务 的 装置 就 
是 控制 器 , 它 是 由 常 微分 方程 描述 的 ， 设 xfz) 一 (rn(Di ro， "ra( 外 ) 是 控制 器 的 
个 输出 信号 ， 足 ， 到 是 诸 通 道 对 量 测 量 9, 9; 的 放大 系数 ， hk; = Ck bs Ee Ri)s 
i 一 1， 2。 则 控制 器 的 动力 学 方程 为 


人 = Jx(p) + haga 站 十 天 gx(eis 让 (12.3-7) 


J 是 a Xn 阶 方 阵 . 
控制 器 的 输出 x(:) 经 过 执行 机 构 功 率 放大 后 , 变 成 为 受 控 对 象 上 某 一 点 或 菜 一 区 
域 上 的 控制 力 (或 力 短 ) f(t, x) 


fs, #) = (> il:) 


i 二 1 


多 = (gs E29 -3 Bn) 是 诸 通 道中 的 功率 放大 系数 ， blx) 是 定义 在 [0， 1] 上 的 
天 , 它 由 控制 力 ( 或 力 答 ) 的 作用 点 成 区 坊 决 定 ， 例 如 , 取 


》 1， ze| = 全 ,十 全 ， 
2 

blr) = A A . 

0, .| + 全 |， xc € 0, 1), 


则 5Cx) 表示 控制 力 加 在 x。 点 附近 的 小 区 域 A 上 .特别 当 58(x) 一 SGx 一 xc) 时: 则 它 
表示 是 在 x。 处 的 点 控制 ,而 前 者 叫 作 分 布控 制 ， 
于 是 ， ny 


m2) 52 十 Ca) Pe 十 BC 如 + EI) = (5D wd) 6s), 


Ox’ AL 
wn sD hy 
Or’ ” Or 


Ox 如 Ow 
Ox? lta 对 Or Es Ox? le 


= (0, 


r= 


3. 
ar 


| 一 p(w)， 站 | 一， 


2 5 JXCE) 十 RiqiC aa, 2) 十 ,qa 1)s 
got) = | Su(#, xIar(w)ax, 


Pe x) 


9 人 aa， 1) 一 | 3 


系统 的 方块 图 示 于 图 12.3-2 中 。 

这 是 一 个 用 常 油 分 方程 措 述 的 控制 器 作 线 性 反馈 的 分 布 参数 控制 系统 ， 对 这 个 系 
统 , 后 面 我 们 还 要 详细 讨论 ， 

一 个 分 布 参数 控制 系统 ,如 果 组 成 系统 的 所 有 环节 都 是 线性 的 ， 则 ml 作 线性 系统 ， 这 


q(x ) adr, {12.3-8) 
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里 再 强调 一 下 ,对 线性 分 布 参 数 环节 , 不 仅 指 描 述 它 的 方程 是 线性 的 , 同时 它 的 边界 条 件 
也 必须 是 线性 的 .对 线性 系统 来 说 ， 源 加 原理 总 
是 成 立 的 ， 反 之 , 当 系 统 中 含有 非 线性 环节 时 ， 
叫 作 非 线 性 分 布 参数 控制 系统 ， 

在 线性 系统 中 ， 如 果 所 有 环节 对 时 间 变 量 : 
都 是 常 系数 的 ， 则 叫 作 线 性 常 系数 系统 ,而 当 
环节 的 系数 随 着 时 间 * 而 变化 时 ， 就 叫 作 线性 变 
系数 系统 ， 如 前 面 所 述 的 圆柱 体 扭 角 控制 系统 


图 12.3-2 


(12.2-1) 就 是 线 件 常 系数 系统 . 
一 般 来 说 , 开 环 分 布 参数 控制 系统 ,可 用 妨 微 分 方程 组 下 示 如 下 ， 


i 2 = Litalts XR), Hf XY) ‘H(t, Xx) ft, x), 和光 A =* LZ2y"" "33 


其 中 x 一 《x， x2，"……， xs) 6 8, 0 是 空间 变量 的 变化 区 域 , 其 边界 为 90, 0 是 mm 维 欧 氏 

空间 中 的 某 一 连通 区 域 . Pty XR) fo ls 2 是 系统 的 控制 量 。Li 1 到 1，2， 
…, #， 是 偏 微分 算 子 , 令 (ty Xx) 一 《人 ty 了) 2) 克 )) 

Ks, x) = (FCs x), Fx), ft A 上 = CL La .…， 工 ,那么 上 述 方程 可 

以 写成 向 量 形式 / 


LU, x), fs, x)), x EQ | (12.3-9) 
系统 的 初始 条 件 为 z 


边界 条 件 为 四 
Mi C2 Xs alls X= 0 jl, 2 ED9， 
如 令 M=(M,, Me My»), 划 边 界 条 件 可 写成 向 量 方 程 
CC x )) = 0, x E00, . (12.3-11》 
其 中 M i, 了 王 ]，2， 是 韦 微 分 算 子 .。 
如 果 系 统 是 线性 的 , 上 将 是 线性 算 子 , 这 时 式 (12.3~9) 将 变 成 


2 于 = LO¢,X UC, x) + DG, X) 我 1 x), x LO, 《12.3-12) 


UG, x) Tm = Ux), 《12.3-107 


边界 条 件 为 
MU(, Xx) = 0, x EO0, 《12.3--13》 
其 中 工 和 和 对 分 别 是 > X ps。，N x ” 阶 矩 阵线 性 微分 算 子 ，D4i， x) 是 # X + 阶 抢 阵 ， 
在 这 些 方 程 中 ，UK:, x) 噶 作 系统 的 状态 ，fFCz, x) 也 遇 作 系统 的 输入 在 一 般 情 
况 下 ,系统 状态 不 能 直接 测量 到 ， 测量 元 件 历 能 给 出 的 量 往往 是 系统 状态 的 一 个 函数 ， 这 
对 观测 害 方 程 可 以 表示 为 
VCr x) = SU, x), (12.3~14) 
其 中 We sz) 友 作 系统 的 输出 。 5 是 测量 算 子 . 
一 个 分 布 参 数 系统 ,就 其 控制 和 测量 方式 来 说 , 较 集中 参数 系统 有 更 太 的 页 活性 各 多 
样 媳 。 这 并 分 布 敌 数 搞 制 | 系 综 的 一 个 备 要 时 占 ” 寺 加 。 为 了 妨 制 一 个 铅 估 上 内 请 洞 麻 的 全 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 www. fineprint, com cn 


了 和 


12.3 分 布 参 数控 制 系统 的 构成 和 特点 383 


布 , 我 们 可 以 在 物体 内 部 有 限 个 点 (或 区 域 ) 上 进行 控制 ， 也 可 以 在 物体 边界 的 有 限 个 点 
人 目前 ， 分 布 参数 
控制 系统 , 按 其 深 制 方式 ,常见 到 的 有 以 下 几 种 、 . 

一 种 是 点 控制 。 这 种 控制 的 特点 是 控制 作用 集中 加 在 分 布 参数 对 象 的 有 限 个 孤立 点 
上 ,如 前 面 所 说 的 弹性 梁 的 点 控制 , 就 是 控制 力 .1C4, x) 集中 加 在 梁 上 一 点 x。 处 。 再 如 


温度 场 的 控制 ， 在 式 (C12.1-2) 中 ,如果 f:， 7+, ys 2) 一 > pi(pDaCz 一 xn ?一 Js 5 一 37; 


(xi yis 31) EQ 一 1 2 ,29 是 集中 可 调 热 源 . 这 就 是 在 0 内 有 限 个 孤立 点 
上 各 用 轴 扩 来 近 古 内 光 泊 谋 分 布 交 
在 点 控制 的 情况 下 , 系统 方程 中 出 现 5 冰 数 ， 这 种 函数 不 同 于 一 般 的 函数 ， mi 
函数 ,在 第 12.6 节 中 我 们 将 讨论 这 种 系统 的 分 析 方 法 . 
另 一 种 控制 方式 是 分 布控 制 ， 即 控制 作用 分 别 加 在 受 控 对 象 的 有 限 个 区 域 上 ， 甚至 在 
整个 受 控 对 象 上 。 如 弹 姓 采 的 分 布控 制 ， 控制 作用 是 加 在 点 附近 的 小 区 域 人 上 . 同样 ， 


在 注 度 控制 中 如果 榨 制作 用 到 成 jCij x y， 2) Owe, ys ,wits ys %#) 是 


定义 在 9, 上 的 函数 ,QiC2， 这 就 是 温 疼 分 布控 制 加 
第 三 种 方式 是 边界 控制 ,控制 作用 只 加 在 受 控 对 象 的 边 友 上， 反映 在 系统 方程 中 , 控 
制作 用 将 出 最 在 边界 条 件 里 ,对 式 (12.3-9) 的 边界 条 件 式 《12:3-11) 将 变 成 以 下 形式 : 
M(CUGC, x ), foolt, x )) = 090, x € 00, | (i2. 3-15) 
其 中 foolz, x 人 ) 是 边界 控制 输入 ， 而 对 式 C12. 3-127 的 线性 系统 其 这 界 条 件 式 《12 3-13) 
将 变 成 
M UC, x’) = foolt, x), x E00. : 人 《12.3-16 1) 
所 以 对 线性 系统 来 说 , 变 成 了 非 齐 次 边界 条 件 问题 
控制 作用 加 在 边界 上 的 方法 ,可 以 是 点 控制 ; 世 可 以 是 分 布控 比如 ， 在 加 柱 体 
角 控 制 系统 中 ,就 是 在 边界 x 一 0 处 加 的 控制 作用 ,因而 是 点 控制 。 再 如 前 面 说 过 的 温度 


场 控制 ,如 把 边界 30 分 成 两 部 分 39,, 90,, 在 . 80, 上 2e = 0, 在 82, 上 ,和 | = 


WC xy yx) (zy ys 2) 6 00;; W(1,x, ys) 是 锭 制作 用 ;这 就 是 边界 分 布控 制 

相应 于 上 面 的 几 种 控制 方式 ， 也 有 相应 的 测 重 方式 ， 这 就 是 点 测量 ,分 布 测量 和 边界 
测量 . 

在 点 测量 的 情况 下 ， 测 得 的 是 分 布 参数 对 象 的 一 个 让 有 限 个 下 站 上 的 动态 
例如 弹性 深 的 点 测量 ,温度 场 的 点 测量 等 等 . 

如 果 观 测 吾 能 够 测量 到 受 控 对 象 的 一 个 或 有 限 个 区 域 其 至 是 焉 个 区 域 上 各 点 的 运动 
状态 , 那 就 是 分 布 测量 ， 在 实际 工程 问题 中 这 种 测量 是 很 难 实现 的 . 

ed the dit 

， 这 种 测量 可 以 是 点 测量 也 可 以 是 分 布 测量 ， 

分 布 参数 控制 系统 在 控制 和 测量 方式 上 的 这 些 特点 ， 相 应 地 带 来 了 系统 分 析 和 设计 
上 的 复杂 性 。 如 点 测量 点 控制 的 分 布 参数 系统 分 析 问题 ， 就 是 一 个 比较 复杂 而 困难 的 河 
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是 . z z 
下 面 ,我 们 再 简单 地 讨论 一 下 分 布 参数 系统 分 析 的 传 北 函 数 方法 . 
研究 一 维 空间 变量 的 分 布 参数 榨 制 系统 ,其 运动 方程 为 ， 了 
dng} 于 一 api(x)] ~ > 个 人 于 + apD8(2)， 
0 之 + 之 1， 
0 三 1 之 00， (C12.3-17) 
初始 条 件 为 
y(C0，x)》 = oz)， | = g(r), *, di 一 pra(x), C12.3-18) 
Oz =0 . Ft tO 
边界 条 件 为 | 
帮 一 1 
; oy 拓 夺 | f 一 的 二 
如: “Ori a nail i 1 2 «kh CsI) 


其 中 cn ey 都 是 常数 ,有 是 方程 中 yC1,x) 对 zx 偏 导 数 的 最 高 次 项 ，y(z, *》 对 * 的 去 
阶 导 数 就 是 y(t, x》 本 身 ， 这 是 齐 次 边界 条 件 ，u(1)8(#) 一 项 是 控制 器 的 输出 并 且 以 集 
中 力 的 形式 作用 在 x 一 0 处 ,控制 器 的 动力 学 方程 为 


5 人 二 一 十 十 out) = fe) — ys a (12.3-20) 


其 中 B41 王 0; 1,2,…-,m 是 常数 ， (9) 是 系统 的 输入 ， y(z, xs) 是 受 控 对 象 在 + 一 xs 
处 的 状态 .mm 个 条 好 条件 为 
du d* 1 | 
#0) = poo， | fi09 "”"y Im li 

整个 系统 是 一 个 点 测量 ,边界 点 控制 的 分 布 参 数 反 馈 系 统 . 

用 高 阶 方程 化 成 方程 组 的 方法 , 可 以 把 它 它 化 成 式 (12， So. 《12.3-13) 的 形式 .， 但 我 
们 直接 对 式 (12.3-17) 和 (12.3~19) 帮 拉 氏 变换 、 

在 式 《12.3-17) 两 边 作 拉 氏 变换 后 ,得 到 象 水 数 的 大 阶 微分 方程 

ano¥)[s"Ys, x) 一 ae 一 一 和 es) 

= > oa] 二 rt [YG, x) CO— px) 一 一 it*)] 十 UNSCx). 


iti=r 


一 fn 0 


(12.3-21) 
同样， 四 3-197 两 边 作 拉 氏 变 次 ,得 到 


3 ea oo 2, ,4 (12.3-22) 


『 一 眉 『 一 用 


将 方程 (12.3-21) 整 理 后 ,5 ps 
Pils, 2 


二 Pls, *) 呈 


志士， “。 十 Pols, tr)Y 


一 5 Oi(x, 5 pis)) 十 i 
式 中 
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Pls, #) 上 > pgoifz)， 


F191. 


Qs oo Pi) = DB soul) OP, 


= 
当 cx 一 0 时 ， 就 是 p, 本 身 ， 


在 边界 条 件 式 (12.3-227 于 ,求解 方程 


人 了 (yi dt-1y 
Pits, 0) 十 Pllss DD) 十 .…，* 


十 Polss ，x)Y(ryx) 一 CCx — &£)., 《12.3--23 》 
设 式 (12.3~23) 对 应 的 齐 次 方程 的 基本 解 组 为 YCs, *)，'……，Yk(r xz)， 而 系统 的 脉冲 过 
渡 济 数 为 G(x, 7 5)， 则 式 (12.3-23) 的 通 解 为 


大 * 
Ys, xz) 本 A,Y'i(s, x) + | cc， 1s #)5(7 一 t)dn 


类 
2 AiYilss #) + Glr, 8, 1) 当 +>§ 时, 


i | 《12.3-24》 
b> AiYils, x), 当 x 过 时 ， 
i=t 


式 中 4; 为 任意 常数 ， 根 据 志 个 边界 条 件 式 《12.3-22)， 可 以 得 到 4; 应 满足 的 代数 方程 ， 
从 方程 中 和解 出 4; 再 代 到 式 (12.3~-24) 中 ,这 时 得 到 的 Y(:, x》 便 是 方程 (12.3~23) 在 边 窜 
条 件 式 《12.3-22) 下 的 解 。 这 个 解 有 明确 的 物理 意义 , 它 是 在 x 一 处 哉 一 集中 力作 为 
控制 量 对 环节 的 响应 y(z, x) 之 间 的 传递 函数 ， 我 们 用 .9Y C(x，5，、s) 来 记 它 ; 邑 
大 
AiYi(s, rz) + Glx, Sr x* > $8, 
Hx £3 5) = 《12.3-257 


天 


AiY {ss, xj < .如 
i=0 


.YCx, 5 s:》 就 是 方程 (12.3-23) 的 格林 函数 ,一 旦 知道 了 格林 沙 数 ,方程 (12.3-21) 的 解 
就 可 以 很 容易 地 给 出 ， 它 是 


(Ce 一 | 9 (ss 5 [DQiC&, 4 pA8)) + VC)8C8)| 上 


有 ~ 
— Ws WU) + DN Hes AE ss PAE (12.3-26) 
r= 


式 中 W(x,s) 一 9 (x, 0, 人) 它 的 物理 意义 是 在 * 一 0 处 加 集中 力作 为 控制 量 对 环 
节 旷 应 y(t *》 之 间 的 传递 函数 ， 由 式 (12.3-26) 看 出 ，y(4, *》 由 两 部 分 组 成 ,第 一 部 
分 W(x， DUCs) 是 控制 作用 引起 的 强迫 运动 , 而 第 二 部 分 则 是 由 初始 条 件 引起 的 自由 


运动 
按 第 二 章 已 经 讲 过 的 常 微分 方程 拉 氏 变换 解法 ,求解 控制 器 方程 ,其 解 为 
上 +) 一 Ylss x Nas) 一 
UCs) DC [FC ) YC » el 十 Ds) 3 (12.3 27) 
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式 中 DCO) = Borr 二 + Bi + Brts + bm Noo) = Bons™ 十 《Bo 十 二 Ho) 十 
*， 十 (Boum -is0 十 bwim-20 十 十 gmtloo)。 


国有 
D(s) 


Yls, #) = W(x, | 二 BS [FOO 一 Ye D+ mo) 


十 3 "| (zx, 二 ， D9 (CE 4 pis ))aE, C0805) 


在 该 式 中 , 令 光 一 Yg3 便 有 .. 
YD) We D6 OY e+ 2 


。 色 fo Ce 5 sO(E, 1 PAE As, (12.3-29) 


解 出 YCs, xz》 得 到 


W(xses 了 一 一 一 > 


Wx p+ 了 FH re 放 sONE, $y Ps 
Hs. ~ (12.3~30) 
WG DR ”7 Ws 


当 系 统 的 初始 条 件 为 雪 时 ， 式 (12. We SR 


Wx, 5)—— 了 
Wr 《12.3-31) 
1 十 W(xs, De | 


由 此 
ee 0 


FO) 1+ W(xs, 0 


DC 
这 就 是 闭路 系统 输出 对 输入 的 传递 郴 数 ,， 
把 式 (12.3-31) 代 到 式 (12. es ee 三 0 得 到 


《12.3-32) 


UO 5 (12.3-33) 


1+ Wn OF 
将 式 C12.3-33) 代 回 到 式 (12.3~26) 中 《此 时 DG ef))》 三 0), 便 有 
Wx, :) pr 


YCs, i A | 
+ Wr OF . 
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由 此 


ys) CT 5 


FO wD 


: DB) 
这 就 是 系统 状态 对 输 和 的 闭路 传递 函数 ， 
我 们 注意 到 系统 输出 对 输入 的 传递 函数 


.Yls, xx) 
ols, je : FC9) 


《12.3-34 ) 


是 闭环 传递 曙 数 ,而 


K(s, #0) 一 WC 


DG) 
是 开 环 传递 函数 ,它们 之 间 的 关系 是 


~» Kb, xe) . 
Qs, ze 1 + Ks, ze) 


这 和 第 三 章 中 式 (3. 7-7) 完 全 一 致 
对 本 节 式 (12.3 3 -1 的 系统 ,分 布 参 数 对 象 的 传递 函数 由 趟 (12.2- 下 > 知道 为 


sch /= 2 


Wx, 了 cs 一 


5 


i s* sh—;s 
控制 器 的 传递 函数 为 
1 
DCs) Ts 十 1 
所 以 系统 的 闭环 传递 函数 为 


—akch -一 4 
$ls, x) 一 a 
并 了 十 1 下 二 :一 skh LE 
最 后 ， 我 们 特别 指 出 一 类 经 常 遇 到 的 分 布 参数 系统 ， 在 这 类 系统 让 ， 分 在 参数 环节 的 
传递 函数 是 驼 续 函数 ， 所 谓 亚 纯 函数 就 是 除去 极点 外 再 没有 其 它 奇 点 并 在 所 有 其 余 点 上 
解析 的 复 变 函 教 。 亚 纯 函 数 一 定 能 表示 成 两 个 整 函数 之 比 ， 整 函数 是 在 复 平 而 上 处 处 解 
枚 的 复 洗 艇 分母 整 函 教 的 零点 就 是 亚 纯 函 数 的 极点 : 因为 整 图 数 至 多 有 可 数 多 个 堆 
点 ,所 以 亚 纯 函数 也 至 多 有 可 数 多 个 极点 ,而 且 没 有 有 穷 诊 点 ， 亚 纯 函 数 可 以 看 成 有 理 分 
式 的 推广 , 整 函数 可 以 膨 成 多 项 式 的 推广 。 亚 纯 函 数 和 有 理 分 式 有 许多 类 似 的 性 质 .. 
当 分 布 参数 系统 传递 函数 为 亚 纯 肖 数 时 ,我 们 把 这 种 分 布 参数 系统 叫 作 正则 系 绕 。 
对 于 前 面 讨论 的 这 美 系统 ,如 果 是 正 刚 素 绕 , 殷 据 式 (12.3-253, 格 林 函 数 可 以 写成 
Bx, £, s) 
(ns 二 1) At 
式 中 BCx, 8, s) 和 4(s) 都 是 :的 整 隙 数 , 而 


Ws OO (es 05 Dm 
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由 式 (12.3-31) 知 道 
Blr,, 0， 了) 


_ A(YD(Cs) Bres O07) 
Yss Ee 加 Pa Blrs, 0， 5) Pee ACDC) 十 下 Cs 0， 的 FCs), 


ACIDCs) 
我 们 把 方程 
DBE) = ACGYIDG) + BOx 0 m0 (12.3-35) 
ML 作 系 统 的 特征 方程 ， 居然 静 (s) 是 个 整 函数 .以 后 会 看 到 , 这 个 丈 函 数 的 零点 ( 即 特 
征 根 ) 分 布 ,决定 了 这 个 系统 的 稳定 性 ， 


12.4 分 布 参数 控制 系统 的 稳定 性 


对 于 分 布 参数 控制 系统 的 动态 性 能 ， 首 要 和 基本 的 要 求 是 系统 的 稳定 性 ， 也 就 是 要 
求 系统 在 各 种 不 利 因 素 的 影响 下 ， 仍 能 稳定 地 工作 而 不 发 散 。 这 一 点 和 对 集中 参数 系统 
稳定 性 的 要 求 是 一 祥和 的 ， 但 是 ,由 于 分 布 参数 系统 有 无 穷 多 个 自由 度 ,其 稳定 性 问题 要 比 
集中 参数 系统 复杂 ， 例 如 ,对 线性 集中 参数 系统 , 只 要 系统 所 有 的 本 征 值 都 有 负 实 部 , 那 
么 系统 一 定 是 渐 近 稳定 的 ， 但 对 分 布 参数 系统 来 说, 即使 系统 的 本 征 值 都 有 负 实 部 ,系统 
也 不 一 定 浙 近 稳 定 ， 且 前 ,关于 分 布 参数 系统 稳定 狂 的 研究 ,仍然 是 个 十 分 重要 的 问题 . 

分 布 参数 系统 的 稳定 性 包括 两 个 方面 的 问题 ,一 个 是 系统 稳定 性 的 准则 是 作 改 , 另 一 
个 就 是 按 给 定 的 准则 如 果 系 统 不 稳定 时 ,如 何 能 使 系统 稳定 , 即 所 谓 系 统 的 镇 定 问题 。 我 
们 先 来 说 明 分 布 参 数 系统 稳定 人 性 的 概念 ， 

我 们 知道 、 稳 定 福 概念 的 一 个 中 心思 想 就 是 未 受 扰 运 动 U (:) 和 一 切 相对 于 U (4#) 
的 受 扰 运 动作 比较 ,也 就 是 说 ,把 系统 的 预定 工作 状态 和 一 切 受 到 扰动 后 的 工作 状态 作 比 
较 , 由 此 来 研究 系统 在 受到 扰动 后 ,是 否 仍 能 保持 在 预定 的 工作 状态 上 ， 为 了 要 作 这 种 比 
较 ,就 必须 有 一 个 用 来 权衡 系统 所 处 的 两 个 不 同 状态 是 “接近 ”还 是 “远离 ”的 尺度 ， 这 个 
尺度 就 是 两 种 状态 的 “距离 *”。 对 于 集中 参数 系统 来 说 ,这 种 尺度 就 是 第 二 章 中 式 (2.4-3》 
所 规定 的 网 氏 空间 中 两 点 的 距离 。 由 于 分 布 参数 系统 有 无 穷 多 个 自由 讼 ， 我 们 自然 会 想 
到 ,应 该 在 无 穷 维 空 间 来 研究 这 个 问题 。 第 二 章 中 所 讲 的 距离 空间 ， 希 尔 伯 特 空间 等 就 是 
我 们 所 需要 的 这 种 空间 ， 

我 们 先 从 一 个 具体 系统 的 稳定 由 问题 研究 起 ， 然 后 就 一 般 系 统 的 稳定 人 给 出 严格 定 


义 . 
给 定 系统 的 状态 方程 为 
yes #) = F(t, x, y, oy, 。 
Oz" 2» 3 3 Bi > 。 > 
Cy) C12.4-1) 
当 系 统 的 边界 条 件 和 初始 条 件 给 定 后 ,系统 的 解 就 唯一 确定 了 
这 个 系统 的 状态 是 由 = 个 双 变 量 画 数 (fy xz)，82C2 世 2 i xz) 及 m 个 单 


D1 
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变量 范 数 w (7)， ,a 四 ud 描述 的 . 固定 任 一 时 刻 4， 系统 状态 是 ”人 个 * 的 范 


数 和 mw 个 数 , 即 Cs Dos 人 入 习 | 
t me Oz 4 


Ii 


,| .要 想 在 欧 氏 空间 来 描述 这 种 状态 显然 是 不 行 的 ， 但 我 们 可 以 仿 恨 区 


di™ 

科 安 闻 的 情况 , 把 ”个 单 变量 x 的 函数 oa.(*)，…antx) 各 个 数 - 名 , ，-…… ;Bm 看 成 
一 个 向 量 (或 点 》 多 > 并 记 作 下 一 《oa (xs) ， “as wn(#), 让 :02 Bn)s 其 中 or}, t= 
1 :2 03 Bs 1 = 1,2,.**>m 仍 叫 作 疝 量 的 分 量 ， 我 们 规定 ， 当 且 仅 当 x 中 所 有 分 
量 都 恒 为 怜 时 ,hu z 为 零 向 量 ， 两 个 向 量 #1 和;; 当 且 仅 当 它 们 对 应 的 分 量 都 相等 时 , 则 
称 二 和 z; 是 相等 的 .把 所 有 这 种 向 量 的 全 体 记 作 允 ,对 允 中 任意 两 个 向 量 5 一 《ew(*)， 
Cl%), 人 "Geis), Bis Ps: ‘Bn1) 和 3; 一 (s(x), 0 7) >"""y tax(%)s Bas P23: ** Do) 
定义 一 个 正 的 实数 和 它们 对 应 ， 


_ pts 2) 一 [> Cmax [en(*) 一 - gx) | > (max dao; Et 


-22|) 十 ，…: 十 (ma 3X 


m1 


don(x) dal) . 


pe n—l dx"! 


十 《Bu pz 十 十 (Ba 一 po . (C12.4-2) 


我 们 把 pC ，*) 岂 作 5 中 的 距离 ， 它 有 以 下 三 个 人 性质 

《i)》 pz 21) 之 和， 当日 仅 当 3 一 32 时 okzis 21) 一 0， 《 非 负 人 性). 

(2) pz1, zz) = plZ;, 31), 《对 称 性 )， 

(3) plZ1, %) SE pz £23) 十 PKzzy 32)， (三 角 不 等 式 )， 在 多 上 峰 予 虹 离 P 以 后, 多 
了 员 作 耻 离 空间 ， 当然 , 式 (12. 4-2) 并 不 是 史上 赋 工 的 唑 一 方法 ， 可 以 根据 其 体 问题 的 需 
要 而 赋予 不 同 的 距离 . 

如 同 欧 氏 空间 中 两 个 点 间距 离 一 样 , 式 (12.4-2) 定 义 的 距离 2 就 表示 了 邹 中 两 点 &， 
za 的 “接近 ”或 “远离 ”的 程度 ,. 如 果 x1 和 ;很 接近 ,和 见 oC#) 一 ez(s) 一 12 7 
pi 一 Pa 一， 2，-…， 1 都 很 小 时 ,那么 2 就 很 小 ， 友之， 如 果 距 高 2 很 小 , 那么 这 些 
差 值 也 就 很 小 ,从 而 Zi; 和 加 2 就 很 接近 ， 当 5 一 0 时 ， Zz! 和 | 2; 就 完全 相等 了 , 距离 P 好 
比 一 把 尺子 ,用 它 可 以 度量 空间 中 任意 两 点 之 间 的 相对 距离 。- 

在 允 中 给 定 一 个 点 和 和 一 个 小 的 正 数 s, 一 切 和 z 的 距离 小 于 8 的 点 z 的 全 体 ,四 

作 点 z1 的 8 邻 域 ， 它 是 一 个 议 五 为 球 心 6 为 半径 的 小 球 ， 凡 在 这 个 小 球 内 的 点 和 zi 的 

距离 都 小 于 E. 

如 果 距 离 空间 多 We z 是 t 的 函数 , 即 z 的 每 个 分 量 都 是 : 的 函数 , 记 作 z (C2) 
Can CEs zy Cis) )， 那 么 当 + 训 化 时 ,点 s5() 便 从 
宇 间 9 中 一 个 点 变 到 另 ”个 点 我 们 拒 由 于 t 的 变化 而 使 f(z) 变化 所 历经 的 点 集合 ， 
员 作 驴 中 的 “曲线 ”着 z() 的 每 个 分 量 对 : 都 是 连续 苑 数 , 就 说 曲线 z(#) 对 + 也 是 连 
续 的 . 
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假如 我 们 任意 固定 一 个 时 诸 ?。 并 令 yCt, x) 二 a(x)， 0 = cp), + 
和 一) w(t) 一， 到 系统 式 (12.4-1) 在 + 时刻 的 
状态 便 对 应 于 距离 空间 9 中 一 个 点 z 一 (a(x)，…an(x), Bi，。……'s PB)， 称 三 为 系统 的 
捞 绘 点 . 当 : 连续 变化 时 ,系统 状态 也 随 之 变化 ,从 而 描绘 点 z 在 9 中 对 应 地 描绘 出 一 条 
“曲线 区 把 它 叫 作 系统 的 运动 轨迹 , 记 作 x (#) 。 办 此 ,系统 式 (12.4-1) 是 在 : eh 初始 条 
件 为 Zo mt (qolx), bs “人 ms Hn "* “nt30) 时 的 运 荔 , 入 在 空间 23 中 对 应 一 条 从 
zo 出 发 的 运动 轨迹 二 (9 训 

“现在, 我们 来 建立 系统 式 (12.4-1) 的 稳定 性 概念 . 

设 系统 在 := 时 从 本 出 发 的 运动 轨迹 为 502) ， 它 是 系统 的 预定 工作 闫 态 , 称 它 为 末 
受 搞 运动 ,如 果 有 系统 在 := 时 受到 了 某 种 干 枕 ,使 初始 条 件 不 再 是 加 ,而 是 多 二 (名 (x)， 
(sy， 贡 。K(z) 2 -0)， 力 关 多 ,那么 ,受到 干扰 后 的 系统 工作 状态 。 便 是 
一条 在 上“ 一 刁 时 ,从 为 出 发 的 运动 轨迹 #(z) 。 它 称 之 为 相对 于 z (2 的 受 扰 运 动 ， 

如 果 任 部 给 定 一 个 正 数 E, 总 存在 一 个 正 数 6, 它 只 和 ?ms 有关, 对 任意 po(zo， 铝 ) 一 
5 的 去 , 使 所 有 上 > 为 都 月 p(zta ,多 (z)) < s， 我 们 就 说 未 受 拢 运动 #( 妇 是 稳定 的 . 此 
外 ,如 果 当 1 一 oo 时 , 若 有 pCz02) ,多 (2) ) 一 0, 则 称 未 受 扰 运动 z(#) 是 渐 近 稳定 的 . 当 

8 只 和 & 有 关 而 与 无关 时 , 则 叫 作 一 致 新 近 稳 定 ， 

反之 ,对 任意 的 正 数 s, 找 不 到 这 样 的 5。 那么 未 受 扰 运动 z(:) 就 是 不 稳定 的 

未 受 扰 运 动 x(#) 是 空间 儿 中 一 条 从 5 开始 的 连续 曲线 ,我 们 沿 这 曲线 的 每 个 点 
z(z) , 作出 它 的 6 邹 域 ,局 时 对 zw 点 作出 它 的 5 邻 域 如 果 系 统 在 如 时 从 zo 的 5 邻 域内 
任意 点 出 发 ,其 运动 轨迹 在 任意 时 刻 * > 和 时 的 状态 ,总 位 于 末 受 扰 运 动 周一 时 刻 : 的 状 
态 x(z) 的 6 邻 域 内 ， 那么 未 受 扰 运 动 z(s) 是 稳定 的 。 这 就 是 运动 稳定 性 的 定义 在 距离 
襟 间 允 中 的 几何 解释 . 

可 以 看 出 ， 分 布 参数 系统 稳定 性 的 这 种 定义 ， 实质 上 是 集中 估 数 系统 李 蕉 兽 计 夫 和 定 
性 定义 的 推广 . 


我 们 来 讨 论 一 个 例子 。 式 (12.3- 1 给 出 的 分 布 参数 系 ,其 状态 是 Ri x); 2 x 


ult). 人 Sz mlx), esx), 4 0 Sx 7. 定义 距离 
p21 £2) ee {Cmax Fankx) 一 ou(x) | + Cmax|onl#) ~ 一 cnlx) | 十 《ui 一 oa) 计 主 ， 


则 所 有 的 z 构成 距离 空间 9。 系统 的 运动 描述 了 9 中 一 条 曲线 zCD) 一 (ri, 2， 

Orlzt, x \ 和 

“GD ). 
现在 看 一 下 系统 办 解 的 稳定 性 ; 即 C1。 x) = 0 于 te 切 二 0，u(s) 三 0 的 稳定 

性 , 它 相当 于 零 初 始 条 件 下 系统 的 解 (平凡 解 ). 现 给 任 一 非 零 初始 条 件 +C0,x) 一 m(s) 


2 x) Ee mm it， #(0) = 1 BN 2 一 (gokx)， pitx), Wo)， -由 mo 出 发 的 系统 运动 
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记 为 z(D = (ri zx)， rn *) (7y) ), 这 时 零 解 的 稳定 性 就 是 ,对 任意 给 定 的 正 数 s， 
总 存在 正 数 5, 它 只 和 6 有 关 , 对 任意 的 有 , 只 要 人 max | pO! P+ Cmax| pls) | wy < 


ee 二 的 上 一 se， 则 零 解 是 稳定 的 .此 


5， 就 有 {CmaxdrG, x*)| 六 十 (ma 


等 


) +2eO } 一 0， 则 系统 


Or(rt, +) 
OF 


外 , 当 + 一 00 时 ,还 有 [Cmax| rCt, *)| + (oa 


是 渐 近 稳定 的 ， 

如 果 系 统 的 任务 是 保持 圆柱 体 在 x = xz 处 的 扭 角 为 符 , 这 时 受 扰 运动 和 未 受 扰 运 动 
就 不 必 作 全 局 性 比较 ,只 要 对 z(o 中 的 一 个 分 量 r(t, *s) 和 和 振 状 态 作 比 较 就 能 反映 出 系 
统 工作 性 能 了 ,这 时 稳定 性 可 以 定义 如 下 :对 任意 给 定 的 正 数 &, 总 存在 正 数 8, 它 只 和 # 
有 关 , 对 任意 2 只 要 {Cmax| qo(x)1 7 十 Cmaxj p(x) | 六 十 z 主 < 383， 就 有 |+Ct。 zx)| 


< s， 我 们 就 说 系统 的 零 解 是 稳定 的 。 此 外 , 当 :一 co 时 ,还 有 |r(i, xo)| 一 0， 那么 
系统 就 是 渐 近 稳定 的 ， 

下 面 ,我 们 讨论 一 般 分 布 参 数 系统 的 稳定 性 定义 ， 

在 第 12.3 节 中 , 我 们 曾 指出 ， 一 般 分 布 参数 系统 可 以 用 偏 油分 方程 组 表示 成 式 
《12.3-9) 的 形式 ， 稳 定 任 问题 只 考虑 系统 的 自由 运动 就 骨 了 , 即 可 令 所 zx) 兰 0 这 有 时 
给 定 系统 的 状态 方程 为 

2 ee (12.4-3) 


边界 条 忻 和 初始 条 件 分 别 由 式 C12.3~11》 和 《12.3-10) 确 定 。 我 们 假定 系统 的 解 存在 而 且 
是 唯一 的 . 

设 系统 的 状态 空间 为 多 , 在 其 上 定义 的 距离 为 p, 它 具 有 前 面 说 过 的 距离 的 三 个 性 
质 , 因 此 乡 就 是 距离 空间 . 在 讨论 稳定 性 的 问题 时 ,只 要 有 了 距离 就 够 了 .但 在 讨论 分 布 
参数 系统 其 它 问题 时 ,仅仅 有 了 距离 还 不 够 , 还 必须 要 求 状 态 空间 有 更 多 的 性 质 , 这 时 一 
般 的 距离 空间 不 便于 作为 系统 的 状态 空间 ,通常 是 巴 拿 赫 (Banach) 空间 或 希 尔 伯 特 空间 
等 作为 系统 的 状态 空间 ,选取 什 么 样 的 函数 空间 作为 系统 的 状态 空间 这 与 研究 分 布 参数 
系统 的 具体 问题 有 关 . 

对 系统 式 《12.4-3), 在 给 定 边界 条 件 式 (12,3-117 和 初始 条 件 Uz, xl 一 Cox) 
后 ,方程 的 解 便 决定 了 系统 的 一 个 特殊 运动 ,用 gz xX，UoCx), nm) 表示 这 个 解 , 它 是 允 
中 的 一 条 曲线 ,用 Tu 表示 “Tu,C9-. 允 中 任意 点 如 到 Tw, 的 距离 定义 为 

of Tu) peU, UU). 《12.4-4》 


项 给 定 另 一 初始 条 件 已 (x)， 系 统 式 (12.4-3) 在 这 个 初始 条 件 和 边界 条 件 式 (12.3-11) 下 
的 解 BCz, x 宁 (x), 1) 也 是 9 中 的 一 条 曲线 , 记 作 TB， 定义 Tu, 和 Tz, 的 距离 为 
plToo TE) = sup pCU, To,), (12.4-5) 
Uerb, 
现在 来 定义 系统 式 (12.4-3) 的 运动 Ct, x， UCx), 0) 的 稳定 性 ， 如 果 对 任意 给 定 的 正 
数 8, 总 存在 一 个 正 实数 8, 它 依赖 于 8 和 hm 当 任 意 给 定 的 习 (x) 使 pCUh, Tw,) < 5(e， 
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4%》 时 ,总 有 po(T0 Tu,) 过 6 成 立 ,我 们 就 说 未 爱护 运动 Bl1, x, Uo(x), 4) 是 稳定 的 . 
此 外 ,如 果 当 + -> oo 时 ,还 有 pTo, Ty) 一 0, 我 们 就 说 未 受 扰 运动 Br x, U(x), 26》 
是 新 近 稳 定 的 .如果 只 和 6 有 关 而 和 和 无 关 时 , 则 叫 作 一 致 渐 近 稳定 ， 

当 给 定 了 正 数 s, 找 不 到 上 述 的 88, 加) 时 ;, 则 未 受 扰 运动 B(i, x, Uolx) io 叫 作 
不 稳定 的 . 

运动 稳定 性 的 这 个 定义 和 我 们 对 系统 式 (12.4-1) 所 作 的 定义 实质 上 都 是 一 致 的 . 

需要 强调 指出 和 的 是 ， 未 受 扰 运 动 的 稳定 性 显然 与 距离 的 具体 选择 形式 有 关 。 同 …- 
个 系统 ,未 受 扰 运动 在 这 样 规定 的 距离 下 是 稳定 的 ,而 在 另外 规定 的 距离 下 却 可 能 是 不 稳 
定 的 . 因此 ,对 具体 系统 所 选择 的 距离 2 必须 能 反映 系 绕 的 工作 性 能 和 工程 实际 的 需要 ， 

如 果 系 统 是 线性 的 , 则 式 (12.4-37 变 成 了 如 下 形式 : 


= L(t, x OU(t, x), : (12.4—6) 


其 中 L(z, r)》 是 矩阵 微分 算 子 . 

和 集中 参数 系统 一 样 ,对 于 线性 系统 ,任何 一 个 末 受 扰 运 动 的 稳定 性 等 价 于 系统 零 解 
的 稳定 性 (所 谓 零 解 就 是 系统 在 零 初始 条 件 下 的 解 , 它 在 任何 时 刻 的 状态 都 为 零 )， 从 而 
系统 要 人 么 全体 运动 都 稳定 ,要 么 全 体 运 动 都 不 稳定 。 因 此 , 对 线性 系统 来 说 , 提 系 统 是 否 
稳定 是 有 意义 的 . z 

但 对 非 线性 系统 来 说 ， 一 般 存 在 稳定 和 不 稳定 两 类 运动 。 系 统 可 能 在 这 种 预定 状态 
下 是 稳定 的 ,而 在 另外 预定 的 工作 状态 下 却 是 不 稳定 的 ， 因 此 , 对 非 线性 系统 ,应 严格 区 
别 某 个 运动 的 稳定 性 和 整个 系统 的 稳定 性 。 

在 给 出 了 系统 稳定 性 准则 以 后 ， 如 何 判断 一 个 系统 的 运动 是 否 稳定 呢 9 对 集中 参数 
系 线 有 李 雅 普 诺 夫 函 数 直 接 方法 ， 这 个 方法 不 要 求解 系统 的 运动 方程 而 是 构 遗 一 个 李 
雅 营 诺 夫 函 数 ,根据 这 个 函数 的 性 质 去 判别 系统 运动 是 否 稳定 ， 无 论 线 性 或 非 线性 系统 ， 
常 系数 和 变 系 数 系统 ,这 个 方法 都 可 以 应 用 。 但 是 在 应 用 中 ,一 个 很 大 的 困难 就 是 不 容易 
找到 李 雅 普 诺 夫 函数 

对 于 分 布 参数 系统 ,把 集中 参数 系统 的 李 雅 普 诺 夫 方法 推广 到 分 布 参数 系统 上 来 ,也 
有 许多 工作 ， pel se 

对 系统 式 (12.4-3)， 当 初始 条 件 (x) 给 定 后 ， 令 在 边界 条 件 式 (12.3-11) 下 的 解 
8(1, x， UsCx), 4) 是 未 受 扰 运 动 ， 它 是 多 中 一 Ce ru, 表示 它 . To, 的 > 邻 域 是 
指 凡 是 pCU, rw ) < > 的 纺 中 点 如 的 集合 , 记 作 NCTo,, +r)。 任 给 一 初始 条 件 UCx)， 
在 这 个 初始 条 件 下 ;系统 式 (12.4-3) 的 运动 8Ct, x, D.CX), 2) 对 BCz, x, Ulx), 1) 是 
受 扰 运 动 , 记 BG, xy 如 (xz)，n)》 对 应 男 中 的 曲线 为 了 5. 

未 受 扰 运 动 BC1, x， 以 (x), 5) 稳定 的 必要 和 充分 条 件 是 ， 存 在 一 个 实 泛 范 F(r， 
UKx))， 它 对 所 有 上 守 0 和 NCTu,, r) 中 的 点 Kx) 都 有 定义 ,并且 

(1) 对 任意 充分 小 的 正 数 sa， 当 pCU, Pu) > 6 时 ,总 存在 一 个 正 数 ,使 得 对 所 
有 的 : 裕 0, 都 有 VG, UCx)) > ex。 

(2) 当 pCU, ru ) 一 0 时 ,对 + 之 w% 一 致 地 有 

limV(l, UCx)) = 0, 
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《3) 泛 图 FC5 Ux)) 在 Ta 上 的 最 大 值 , 即 
JP Ux), 0) 一 sup VG, UCx)) 


Ur'erd, 
对 所 有 : 大 和 是 不 增加 的 ， 
以 上 是 系统 运动 稳定 的 必要 充分 条 件 ， 在 这 些 条 件 下 ,如 果 还 有 
(4) 函数 Gt, 她 Kx) nm) 对 于 Tw 的 8 邻 域 NCTw,, 5) 内 的 所 有 避 (Cx)， 当 
1 一 oo 时 ,P(t 种 , ) 一 0， 那么 (1) 一 (4) 是 运动 8(1, x, U(x), 4) 渐 近 稳定 的 必 
要 充分 条 件 。 此 外 
(5) 如 果 对 To, 的 8 邻 域 NCTv,， 5) 内 的 所 有 上 (x), 对 6 一 致 地 有 lim. V's, 


他 Kx),am) 一 0， 则 《1) 一 (5) 是 运动 W(1, x， U(x), 1) 一 致 浙 近 稳定 的 必 要 充分 条 
件 . : 
这 一 事实 的 详细 证 明 , 可 参阅 文献 [331]， 从 上 述 我 们 可 以 看 出 ,问题 的 关键 在 于 找到 
实 认 了 (t，C5XCzx))， 对 于 一 般 的 分 布 参数 系统 ,找到 这 个 实 泛 函 VCz, UCx)) 是 比较 用 
难 的 ,但 对 某 些 特殊 系统 ,VCz, UCx)) 是 可 以 作出 来 的 ， 作 为 上 述 结果 的 应 用 ,我 们 讨论 
下 述 的 线性 系统 : 
本 = LUG, x). C12.4-7) 


系统 的 状态 空间 另 一 LXAQ) X LXAQ) X，… X L208), LXQ) 是 希 尔 伯 特 空间 ,全 是 
个 Lx8) 空间 的 积 空 间 , 它 仍 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 。 工 是 多 中 矩阵 线性 算 了 于 ，99 中 的 沙 
数 (也 班 缚 中 的 元 〉》U1, x》 的 范 数 定义 为 


UC; OF = UG, x), UG, x) = {ve, x Ul, Se ， (12.4-8) 
式 中 7 表示 向 量 的 转 置 。(,，. ys 表示 多 中 的 内 积 。 由 范 数 式 (12.4-8), 可 以 给 出 乡 中 任 


意 两 个 元 的 距离 
AU, UU) = IU ~ Ul, U, Ue ®. (12.4—9) 
由 于 式 (12.4-7) 是 线性 系统 ,我 们 可 以 只 考 旧 零 解 的 稳定 性 ， 为 此 ， I 
实 记 谤 ， 


VG, U(x)) = | UG, x UG, x)aQ = Us, x), Ult, x)29， (12.4~10) 
容易 验证 ,上 述 的 (1) 一 C2) 条件，V(, 避 x)) 都 自动 满足 。 如果 VLz, Ux)) 对 上 的 导 


数 小 于 或 等 于 零 , 即 
PFC UCx)) = 和 《Us, x), UCt, x)25 一 《LUCs, x), Ul, xX))s 
+ UC, x), LUC, x)>s < 0, (12.4-11) 


其 中 UCz, x》 是 非 零 初始 条 件 上 C(x》 下 ， 方 程 (12.4-7) 的 解 .条 件 式 (12.4-11) 说 明 
PC4, Ux)) 对 + 是 不 增 的 ,因此 C3) 中 的 ，V'C,D(x), w) 也 是 对 1 滨 w 不 增加 的 ,这 样 ， 
条 件 (3) 满 足 ,所 以 系统 式 (12.4-7) 是 稳定 的 ， 式 (12.4-11) 有 明确 的 物理 意义 .在 很 多 实 
际 系 统 中 ，V(:, UCx)) 代表 系统 的 能 量 , 当 条 件 式 (12.4-117 满 足 时 ,表明 这 种 系统 只 有 
能 量 的 转换 和 耗 枢 ， 出 没有 能 量 的 增加 ， 所 以 它 是 称 定 的 系统 。 线 性 算 子 L， 在 满足 条 
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件 式 (12.4-11) 时 , 册 作 道 获 算 子 ， 

以 上 关于 系统 运动 稳定 性 的 准则 , 并 没有 和 系统 的 具体 结构 建立 直接 联系 因此, 它 
适用 的 范围 比较 大 。 在 芳 虑 到 基体 系统 的 特点 上 时， 我 们 还 可 以 有 其 它 稳 定性 判定 准则 ， 
下 面 我 们 就 线性 常 系数 系统 的 稳定 性 作 进一步 的 讨论 。 

我 们 知道 ,一 个 线 狂 常 系数 集中 参数 系统 


ax - Ax(l1), x0) =— x 
Gz¢ 


的 解 为 x(5 二 cx，<4 是 系统 的 基本 解 和 矩阵， 它 是 R。 中 的 算 子 函数 《和 气 阵 函数 )， 
具有 以 下 性 和 据 ，e4| 一 ECR。 中 恒 等 和 矩阵)，e4* ch 二 edt 堆 ， eh (e441 一 
ee 一 [ce 表示 4 的 道 短 阵 ]， 这 就 是 说 < 对 具有 群 的 性 质 ， 这 个 系统 
的 稳定 性 完全 取决 于 算 子 《矩阵 )4 的 本 征 值 在 复 平面 上 的 分 布 .。 例 如, 4 的 本 征 值 均 有 
负 实 部 村 ,这 个 系统 一 定 是 新 近 稳 定 的 ， 

”对 于 线性 常 系数 分 布 参数 系统 ,在 一 定 条 件 下 : 也 有 类 似 的 性 质 ， 考 虑 下 述 线性 分 布 
参数 系统 


2 x) < 一 LUCt, XX), Uz, Xx) | 一 CX). (12.4-12) 


L 的 定义 域 记 作 DCL). U(x) € DCL). 

系统 式 (12.4-12) 的 解 ULi, x), 一 般 来 说 ,不 是 群 而 是 半 群 。 在 第 二 章 里 已 经 讲 过 ， 
当 工 是 多 中 有 界 算 子 半 群 TC) 的 生成 算 子 时 , 式 (12.4-12) 的 解 可 以 内 示 成 

UG OO = TO UD UD, UA EDCY, (124-13) 

这 时 系统 式 C12.4-12) 的 稳定 性 完全 取决 于 的 本 征 信 在 复 平面 上 的 分 布 %， 类 似 于 集中 
参数 系统 ,对 于 系统 式 (12.4-12) 有 以 下 事实 成 并. 

对 于 系统 式 (12.4-12), 假如 工 是 有 界 算 子 半 群 的 生成 算 子 , 工 的 本 征 值 都 有 负 实 部 ， 
并 且 所 有 本 征 值 负 实 部 的 上 确 界 Y 小 于 零 , 即 y < 0， 那 么 系统 式 (12.4-12) 是 渐 近 稳定 
的 。 如 果 世 的 本 征 值 都 是 单 重 的 ,并 有 耳 都 有 负 实 部 ,那么 系统 式 (12.4-12) 是 稳定 的 . 假如 
至 少 有 一 个 本 征 值 上 共有 正 实 部 ,那么 系统 式 (12.4~12) 一 定 是 不 稳定 的 ， 

作为 例子 , 我 们 讨论 第 12.3 节 中 蒂 有 常 微分 控制 器 的 分 布 参数 反馈 系统 式 
《12.3-8)0 

受 控 对 象 的 和 运动 方程 为 

ma 二 CO E+ BE) SE + BIO = — (Dg). 


2 
Dx bp f=] 


取 工 ; 空间 作为 受 控 对 象 的 状态 空间 , 即 一 切 在 《0, 1!》 上 平方 可 积 复 值 询 数 的 全 休 , 按 通 
常 的 函数 相 加 和 乘 以 复数 的 运算 ,构成 线性 空间 ， 若 在 其 中 引 人 内 各 


《9， 史 > 一 | PC 由 Cr (12.4-14) 
和 范 数 


1) 关于 一 般 算 于 的 本 征 利 概念 ,我 们 将 在 第 12.5 节 中 详细 介绍 ， 
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lipl| = Cp, 9) ~ |9p(z) pa (12.4-15) 


则 工 ; 是 一 个 完备 可 分 的 复 希 尔 伯 特 空间 。 记 这 个 空间 为 LX0, 站 ， 该 空间 的 隧 数 吗 作 
空间 中 的 元 . 

受 控 对 象 的 状态 u(t, x*)， 当 上 给 定 后 是 的 国 数 , 它 是 5x9, 六 中 的 一 个 元 ， 因 

此 , ulz, x) 可 以 看 成 是 自 变 量 为 上 取 值 于 LX0，, 1) 中 的 函数 ,今后 记 作 wu(z)。 于 是 ,上 

述 方程 可 以 写成 

dt 


2 
Ey a .yp Ry (12.4-16) 
at’? At 


ph 0 


4 的 定义 域 D(4) 是 由 LC0, 1) 中 具有 下 述 性 质 的 函数 u(x) 所 组 成 : 2 全， FEJ(e) 


dri > ds adr: 


x 人 二 EJCx) 人 和 2 都 是 绝对 连续 函数 且 属 于 LiC0, 1)， -和 ;EJ(x) 下 ee 也 


属于 LX0, 站， 并且 EJ(#) 2 人 | 二 0, 上 RJ(z) 到) | 一 0， 此 外 设 
xi dx adx’? zx 


Eel 
| 
Bx ” 
8 的 定义 域 DC(8》 是 由 2(0, 人 ) 中 那些 绝对 连续 函数 旦 其 导数 仍 属 于 ,C9,D 的 函 
数 nlx) 所 组 成 ， 设 C(x) 是 有 界 施 数 , 刚 算 子 C 是 定义 在 全 空间 5L2(0, 六 上 的 有 界 算 
子 ,; 向 4 B 是 无 沉 算 于 。 

在 式 (12.4~16) 中 5 是 L260, 站 中 的 元 ,《*，') 表示 只 ,中 的 内 积 ， 如 记 Gx = (x， 
8)5， 那 么 G 就 是 一 个 从 Rs, 到 52(0, 7?) 由 的 线性 算 子 , 叫 作 反馈 算 子 . 

控制 方程 为 


B= B(x) 


= Jx + hg 十 由 ,9;， 
六， 大 是 RR, 中 国定 的 常 向 量 , 7 是 wx X 4# 阶 方 阵 , 它 是 R, 到 KR, 中 的 线性 算 子 ， 利 用 
LX0,) 中 的 内 积 符号 ,可 以 把 测量 方程 q/,，9; 写成 


上 _ - 二 
Rigm,s) = A, | Siu(t,x)alx)dxr = Su, adR, = S14, 


Kg a 人 一 页: | ae 一 入 全 ,2) 妃 > sr 《12.4-177 
式 中 os a 是 LXA0, 上 ) 中 国定 的 元 .显然 ,Su 5 是 从 LX0; 1) 到 .R。 中 的 线性 算 子 ， 
册 帮 测 莉 算 子 ， 因 此 ,控制 器 方程 可 以 写成 

,a 
ct dz 


整个 系统 的 方程 为 
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md CM +t But Au= — Cx, 


dr at 


Ue (12.4-18) 
di Aat 


式 中 mm 二 m(x*) 是 梁 的 质量 密度 ， 在 式 (12.4-1) 中 ,如 果 带 有 权 me>0， 即 
CP, Pn = |, m(x)p(x) br)ax, 
则 两 者 定义 的 范 数 等 价 。 此 时 将 式 (12.4-18) 第 -一式 中 的 首 项 系数 变 为 1 ,从 而 得 到 


ds CA Ba A — GK, 
dr 人 
Ix rtSU + Se (12.4-19) 
dr 
现 把 式 (12.4-19) 化 成 方程 组 , 令 一 4， 风 一 24，y 一 x 一 Suus 则 上 述 方程 变 为 
du 一 ，， 
py 23 
好 8; 
人 一 《A4 二 Bw Cuw— GyY— GSu, 
£ , 
dy _ : 
村 一 Jy 十 (Si 十 J S20, (12.4 20) 
t 


式 中 ui» #1€ Led, I) ,ye RR:.。 积 空间 区 二 工区 0， i) x L2(0, 2D) X R, 是 一 个 希 尔 位 特 
空间 , 取 9 作为 系统 式 C12.4-20) 的 状态 空间 ,二 述 方程 组 可 以 写成 


-BY, (194315 
他 
式 中 Y= (ws tp J)E 习 ， 
0 “0 
多 一 |-(4+t+B)- GS 一 一 | (12.4-22) 
$1 十 735; 0 J 
用 是 邹 中 的 线性 算 子 。 式 (12.4-217) 就 是 系统 的 状态 方程 ， 状 态 空 间 必 中 的 元 了 = Cu 
ww y) 的 范 数 为 
Yl = {lls, + be + ly 于， C12.4-23) 


在 这 个 空间 中 任意 两 点 了 一 (sb sy) 和 2Z 二 (ws wz) 的 距离 就 是 
pCY, 2) 一 jy — 2Z1 = {lm — ll, + Hw — walls, + ly — zt. 

根据 前 面 的 讨论 ,系统 式 (12.4-21) 的 稳定 性 问题 ,完全 取决 于 算 子 饮 及 其 本 征 值 的 
分 布 ， 关 于 这 个 系统 的 稳定 性 问题 在 第 12.5 市 中 还 要 详细 研究 ， 

在 应 用 传递 函数 方法 研究 线性 集中 参数 系统 稳定 性 时 ， 传 递 图 数 的 极点 分 布 完 全 决 
定 了 系统 的 稳定 性 ， 根 据 极 点 是 否 在 堪 半 平面 ， 提 出 了 各 种 稳定 性 判 据 ， 这 种 方法 也 可 
以 相应 地 推广 到 线性 和解 系 ST 我 们 以 第 12,3 市 讲 到 的 正则 系统 为 例 来 说 明 
这 个 问题 . 

式 (12.3-30) 系 统 的 输出 为 
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Hx 5)—— 2 
0 
Ylssxs) FCs) 
1 十 全 (ro Te 


W(xs,s) ， 3 本 HH xo, 上， 5 人 (E&, sy pCE) NaE 
十 ge ee 


1 十 Wx, s) 一 - ee 了 


在 讨论 稳定 性 时 , 令 FCD 二 0, 将 W(xs, 5) 一 代 到 上 式 便 得 到 


NC B Cess0,5) + DO) | aCe»5, QE, sp E) dE 
mT A TB 
它 是 由 初 值 引起 的 自由 运动 yo xs》 的 象 消 数 ， 设 它 满足 第 12.2 节 中 有 关 拉 氏 变 换 的 
一 切 性 质 ,这 时 ylz, 2 可 由 反 涂 公式 求 出 


, (12.4-24) 


Ps wy er | YCs, ro) eds. (12.4-25) 
2 J7 一 ro 
根据 式 (12.3-35) 知 . , 
DO) = AIDG) + Blxs, 0, 1)=0 (12.4-26) 


是 系统 的 特征 方程 ， 

可 以 证 明 , 解 (12.4-25) 的 稳定 性 取决 于 特征 方程 式 (12.4-26) 特 征 根 的 分 布 ， 

如 果 正 则 系统 特征 方程 (12.4-26) 的 特征 根 都 有 负 实 部 , 且 负 实 部 都 小 于 茶 一 负数 
7 二 0， 那么 系统 一 定 是 渐 近 稳定 的 . 

同样 ,利用 位 移 定 理 还 可 以 证 明 , 如 果 正 则 系统 的 特征 根 至 少 有 一 个 具有 正 实 部 , 那 
么 系统 一 定 是 不 稳定 的 . 

这 种 根据 特征 方程 的 根 在 复 平面 上 的 分 布 来 判别 运动 的 稳定 性 ,和 前 面 所 讲 的 
根据 算 子 本 征 值 在 复 平面 上 的 分 布 来 判别 运动 的 稳定 性 ， 这 两 者 完全 是 一 回 事 ,特征 
根 就 是 算 子 本 征 值 。 事 实 上 ， 当 用 拉 氏 变换 法 解 方程 时 ， 设 方程 的 解 . yl:, x) 的 象 孜 数 


a se, Bls) 一 0 是 系统 的 特征 方程 , MC:, x) 是 包括 系统 初 值 在 内 的 关 
于 : 的 整 函数 ， 如 果 这 个 系统 在 希 尔 伯 特 空间 邹 内 化 成 如 下 微分 方程 ; 
A Be E) 一 Ay(t, *), 
Of 


yl, x) | 0 = pl), 《12.4-277 
其 中 4 是 根据 方程 边界 条 件 决 定 的 微分 算 子 。 假定 它 是 2 中 有 界 算 子 半 群 T(z) 的 生成 
算 子 ,根据 半 群 的 性 质 , 这 时 方程 (12.4-27) 的 解 为 
ts x) = TO p(x)., (12.4-28) 
将 式 C12.4-28) 两 边 进 行 拉 氏 变 换 , 便 得 到 


| De Tr) a 一 | eT {dtptls) 
={s— A)M'p(Y), LI2 4 
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这 里 利用 了 半 群 竹 质 ，(; 一 4 一 |”。-" 了 (Gz) ddr2W， 由 此 得 到 


Yls, +) = (st — A ppt), 
或 者 
M(s, *) i 一 ! 三 
Ap (12.4-30) 
下 一 节 我 们 会 看 到 ，(s 一 4)7' 是 算 子 4 的 预 解 式 , 它 的 极点 就 是 4 的 本 征 值 (我 们 这 里 
仅 指 具有 紧 预 解 式 的 算 子 )。 而 式 C12.4~30) 左 边 的 极点 就 是 钨 G) 的 零点 , 也 就 是 特征 
根 . 
和 集中 参数 系统 一 样 ,如 令 传递 函数 中 :一 ie， 得 到 的 便 是 系统 的 频率 特性 ， 上 述 
按 特征 方程 根 的 分 布 判别 系统 稳定 竹 的 方法 ,也 可 以 使 我 们 建立 频率 判 据 , 如 乃 村 斯 特 准 
则 。 同 样 , 也 可 以 建立 头 似 于 路 斯 - 便 尔 维 茨 的 准则 .所 有 这 些 , 这 里 就 不 详细 介绍 了 . 


12.5 带 有 常 微分 控制 器 的 分 布 参数 系统 


在 第 12.4 节 中 ， 曾 把 带 有 常 微分 方程 控制 器 的 弹性 肥 控 制 系 统 式 (12.3-8) 化 成 积 空 
间 多 == LK0, 2) X Li(0,7) X R。 中 的 微分 方程 (也 叮 发 展 方程 


一 二 YY，, (12.5-1) 
dz 
其 中 
0 | 0 
咏 一 | 一 (4 十 了 二 63 ~C 一 和 |， 
《3S, 十 .192) 0 J 
多 是 允 中 的 线性 算 子 ， 


用 双 曲 型 方程 描述 的 弹性 腊 、 板 等 一 类 受 控 对 象 的 运动 ， 最 后 也 都 能 化 成 类 似 的 方 
程 ， 不 同 的 只 是 空间 变量 不 是 一 维 而 是 多 维 的 。 因 此 ， 没 有 必要 把 问题 限制 在 一 个 空间 
变量 的 情况 ,我 们 可 以 讨论 更 广泛 一 些 的 问题 , 为 此 ,在 关 维 殉 氏 空间 R。 中 , 取 一 有 界 开 
连通 域 9， 其 边界 为 G8， 和 第 12.4 节 中 所 讨论 的 情况 一 样 , 作 LzC8) 空间 , 即 一 切 在 0 
上 平方 可 积 复 值 潍 数 的 全 体 , 在 其 中 定义 内 积 


《9 中 > 一 | pp BC)ap, pé, (12.5-2) 
和 范 数 
2 于 
oj = Cp, p> 一 人 ece) [ap} ,PELQ, (12.5-3) 
则 Lx8) 就 是 一 个 可 分 的 希 尔 伯 特 空间 ， 显 然 ; 当 & 是 Ri( 直 线 ) 上 的 (0, 门 时 , L989) 
就 是 前 面 用 到 过 的 L,(0, 站， 
作 积 空间 史 一 L,(8) X L098) Xx R。， 它 仍 是 希 尔 伯 特 空间 ， 允 中 任 一 元 Y == 


《ui zy) 的 范 教 定义 为 
HY ls = {all + Nal + ys. (12.5-4) 
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研究 控制 系统 
ep i 
dz 人 
四 (12.5-5) 
at dz 
其 中 


GX = (xX, gb, 
V2 0 


Si 他 ,ah,, (12.5~6) 


Kt 一 u(t, p) 是 受 控 对象 〈 梁 、 板 、 膜 等 ) R 4A4,B,C 都 是 LKQ) 中 的 线性 算 了 于. 
ai(p), 1 二 1,2, blp) 都 是 LxX8) 中 国定 的 元 ， 

控制 系统 式 (12.5-5) 同 样 可 以 化 成 多 中 的 微分 方程 

dY 
. z 全 一 天 2， (12.5-7) 

其 中 YE9，, 有 是 9 中 的 线性 算 子 ， 

在 受 控 对 象 的 方程 中 , 算 子 4 的 一 些 属性 是 比较 重要 的 。 一 方面 , 受 控 对 象 的 边界 条 
件 能 单独 决定 4 的 定义 域 D(A4); 另 一 方面 , 算 子 8,，C，, 5;, i 二 1, 2 的 定义 域 一 般 都 
大 于 DC4), 即 DCB) 二 DC4)， DCC) 沪 D(A), DG(5;) 刁 DC4), :一 1, 2, 今后 把 4 叫 作 
主 算 子 . 

算 子 4 通常 是 闭 笛 定 的 无 界 算 子 。 不 失 一 般 竹 , 还 假定 它 是 自 伴 ,正定 算 子 ， 它 的 道 
《如 果 存 在 的 话 ) 是 紧 算 子 ， EN 比如 ,两 端 自由 


的 弹性 梁 , 其 主 算 子 4 就 是 措 述 弹性 恢复 力 六 EJ (x ) 一 二 一 项 加 上 边 界 条 件 所 确定 的 


算 于 。4 的 定义 域 DC4) 就 是 DC4) 一 Ee Li05 Dsu5 ts BIC) des 0-EJ(e) dss 


畦 二 [0 = 中 
容易 验证 4 是 上 自 伴 算 子 , 钊 《dt v》 一 一 《9， dp >， Yus rE DOA)., 但 不 是 正定 的 ， 因为 当 
# 一 外 《常数 和 w 一 x 时 ，An 一 0，《4du, az> 一 0， 这 就 是 说 ，“ 二 区 和 ww 二 + 构成 
了 4 的 零 子 空间 .以 后 我 们 会 看 到 ， 它 们 恰好 是 弹性 扰动 的 零 阶 振 型 ， 对 应 的 是 刚体 运 
动 ， 


是 绝对 连续 函数 , 目 22 EJCs)aws€ LX0, 1), EJCx)is | ， 一 0， 
x 一 ! 


利用 泛 消 分析 中 商 空间 的 办 潜 忠 ， 引 以 去 挥 4 的 零 子 空间 ， 从 而 使 其 变 为 正定 算 子 . 
泛 沙 分 析 中 还 证 明了 ,在 这 种 情况 下 , 4 也 是 自 伴 正定 \ 具 有 紧 预 解 式 的 算 子 . 
今后 还 假定 DCB)DC41), DCC)DDC44) ,D(C5D) 太 >DC41), 1 = 1,2. 并且 C， 
BA-:, S14 , 1 二 1, 2 都 是 定义 在 全 空间 LX0) 上 的 有 界 算 子 。 在 实际 问题 中 ,这 些 
条 和 件 通 常 是 能 满足 的 。 下 面 的 所 有 讨论 都 在 这 些 假定 下 进行 、 以 后 不 骨 重 复 . 
现在 把 方程 组 (12.5-5) 化 成 更 对 称 的 形式 .为 此 , 设 # 王 w= 人 py 一 而 一 由 
y 一世 一 Sa 朵 
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Lp Aty, 
dt 
人 == —Aig— BA-ig— Cb ~ GSA"igp 一 Gy, 
t 
Y=]y + (5 +5)4-ip, (12.5-8) 


令 厂 一 《外 ， py), 


0 A 0 
ff 一 [a — BA-1— GSA-: 一 C -eo 
(Si 十 159).4- 0 J 
则 式 C12.5-8) 可 以 全 成 向 量 形式 


Fa 一 .oz 于， (12.5-9) 
t 


再 令 


0 0 0 
一 二 0 —6 


(ad & nD 
出 ,x 二 6 十 十 于 ， EB 是 n Xs 阶 对 角 类 阵 


C1 


~“.. 0 


E!= a ,0 ae 


由 是 4 的 最 小 本 征 值 . 

不 失 一 般 福 可 设 4 是 自 伴 正定 算 子 *，_eyr。 是 反 自 伴 算 子 , 即 .err 一 一 ex 1， ex? 
是 .sz。 的 伴随 算 子 。 到 和 .9 是 乡土 的 有 界 算 子 : 因此 有 Dk.ez ) 一 D(ay 0)， 显然 ， 
算 子 ,ez 二 多 是 由 受 控 对 象 和 控制 器 的 结构 决定 的 , 而 7” 是 把 受 控 对 象 和 控制 器 耦 
合 起 来 的 反馈 算 子 ， 

现 用 分 离 变 量 法 求解 方程 (12.5-7), 令 UC) 二 《mye*, wze*, ye*) 是 它 的 某 一 非 零 
解 , 代 到 方程 中 消去 非 零 因子 c*， 便 得 到 

NWt = ty 


hg = CO—Au— Bu— CH — GY — GSMis 


1) 如 果 4 不 是 正定 算 子 ,可 以 在 式 (12.5-5) 中 用 4 十 xz 代替 4, w>0， 再 令 8 一 ol 代替 B, | 是 恒 等 算 于 .。 
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jy = Jy 十 (S 十 JS (12.5-10) 
即 有 
1Y = BY, (12.5-11) 
式 中 Y= 《was zzy 隐 让 。 
同 理 , 如 设 8 (iD) 一 (gpiel yp:ex ze: 是 方程 (12.5-9) 的 非 零 解 , 代 到 方程 中 消去 


cai ， 便 得 到 

pr = Aigy,, 

19; = —Aig.— BA-ig,— Cp — Gz— G84 -ig, 

hz 一 Jz 十 (31 十 161) A ig, (12.5-12) 
即 有 


AW = ef W, C12.5-13) 
其 中 于 = 《gpi, gq;; 2). 

可 以 看 出 ,用 分 离 变 量 法 求解 方程 时 , 如 果 U (2) 一 Gs za Yer (8() 二 (gs pz 
z)e*) 是 方程 (12.5-7) CC12.5-9)) 的 解 , 那 么 1 和 对 应 的 (xm #2; ?DC 1; 2)) 必 是 方 
程 (12.5-11)CC12.5-13)) 的 解 . 反之 ,如果 4， 《us ts Ji pl 3))》 是 方程 (12.5-11) 
((12.5-13)) 的 解 ,那么 也 (一 (yx yy)eMCCpy 9 Z)e*) 必 是 方程 (12.5-7) (12.5~9》) 
的 解 . 2 和 《my sz yp pz; 2z))》 不 是 别 的 ,就 是 算 子 绍 (uy ) 的 本 钙 值 和 本 征 元 ， 

设 妃 为 希 尔 伯 特 空间 , 工 是 互 中 的 线性 算 子 《有 界 或 无 界 )， 对 于 复数 1， 如 果 互 中 
有 非 零 元 x 存在 ,使 jz 一 Tw 成 立 ,或 已 一 T) 一 0, 那 么 2 则 作 算 子 了 的 本 征 值 ,而 * 
叫 作 对 应 于 4 的 了 的 本 征 元 .如 果 对 于 $4,《% 一 了 ) 有 有 界 送 算 子 (1 一 了 站: 存在, 则 4 出 
作 工 的 正则 点 ， 这 时 非 齐 次 方程 人 2 一 7)u = 了 有 唯一 解 二 以 一 TI 4 一 了 TT) 
也 叫 作 了 的 预 解 式 , 它 使 (2 一 了 C4 一 了 7 二 (4 一 TG 一 7) 二 了 成 立 , 了 是 电 中 
的 恒 等 算 子 ， | 

当 % 是 了 的 本 征 值 时 ,对 应 于 4 的 本 征 元 可 能 是 一 个 , 也 可 能 是 有 限 多 个 ,甚至 是 无 
穷 多 个 。 这 些 本 征 元 之 间 是 线性 无 关 的 ,它们 张 成 互 中 一 个 子 空 间 , 吗 作 本 征 子 空 间 ， 这 
信子 空间 的 维 数 叫 作 4 的 几何 重 数 。 显然 ;本 征 元 构成 本 征 子 空间 一 组 基底 ， 

设 1 是 工 的 木 征 值 ，m 是 对 应 于 1 的 了 的 本 征 元 ,此 外 ， 如 果 及 中 还 有 ”一 1 个 元 
Ciy Ha "* “Ha—l 使 得 

CT 3 2 no 一 0， 

(7 eS ha 一 Ho 

《了 一 和)8 = tn (12.5~14) 
成 立 , 则 和 级 4s- 问 作 对 应 于 的 工 的 广义 本 征 元 《了 世英 根 元 )， 它 们 也 是 线性 无 
ee s| 同 ). 

根 如 2 的 几何 重 数 为 m， 而 所 有 根 于 空间 的 维 数 为 x 那么 mr 十 # 就 器 作 7 的 代 
数 重 数 6 

在 线性 算 子 谱 理 论 中 ,一 个 算 于 有 三 种 谱 , 即 点 谱 ,连续 谱 , 剩 余 谱 。 所谓 点 谱 就 是 算 
子 的 本 征 信 。 一 个 算 子 可 能 三 种 类 型 的 谱 都 有 ,也 可 能 只 有 其 中 一 种 , 黄 至 有 的 算 子 根本 
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没有 谱 点 ， 

我 们 前 面 说 过 的 具有 紧 预 解 式 的 线性 算 子 就 只 有 一 种 庶 ， 即 点 庶 ， 在 数学 物理 方程 
中 遇 到 的 大 多 数 微 分 算 子 , 如 染 , 板 , 膜 等 的 主 算 子 都 是 这 种 类 型 的 ， 它 只 有 纯 点 谱 并 以 
无 穷 远 点 为 唯一 聚 点 ,每 个 点 谱 ( 本 征 值 ) 对 应 的 本 征 子 空间 都 是 有 穷 维 的 ,而 县 在 一 定 条 
件 下 ,这 些 本 征 元 构成 空间 的 某 2%20, 邯 空间 中 任何 元 都 可 按 这 个 基 展 成 伟 氏 级 数 。 

本 征 值 和 本 征 元 有 了 明确 的 物理 意义 ， 以 梁 的 主 算 子 4 为 例 , 零 是 它 的 本 征 德 ,对 应 有 
两 个 本 征 元 wu 二，w; 一 *。 其 它 本 征 值 就 是 梁 的 固有 振动 频率 ， 对 应 的 本 征 元 就 是 恩 
有 振 型 ， 零 本 征 值 对 应 的 是 刚体 运动 ，a 一 大 对 应 质心 的 平移 wz 一 x 则 对 应 于 刚体 
的 旋转 . 

现在 回来 讨论 方程 (12.5-11) 和 (12.5-13), 可 以 证 明 .ex 和 狗 的 本 征 值 问题 是 等 价 
的 ,就 是 说 ,sx 和 绍 有 相同 的 本 征 值 ,而 且 对 应 于 同一 本 征 值 的 代数 重 数 也 是 相同 的 ,在 
本 征 元 和 广义 本 征 元 之 闻 有 一 一 对 应 关系 中 , 设 办 是 .ez 和 络 的 本 征 值 ,， m; 是 和 的 代 
数 重 数 , ,sz 的 广义 本 征 元 为 {@@;}y56， 细 的 广义 本 征 元 为 【7;};56， 则 它们 之 阅 有 以 


下 对 应 关系 | 
一 此 0 一 0 1 2 m1 


4 0 0 
=| 0 i } (12.5-15) 


0 0 EE 

1, E 分 别 是 LX0) 和 Ru 中 的 恒 等 算 子 . 

” 茎 然 .wf 和 绍 的 本 征 值 问题 是 等 价 的 , 那么 我 们 只 要 研究 一 个 算 子 的 本 征 值 问题 
所 得 到 的 结论 对 另外 一 个 也 适用 ， 下 面 我 们 以 .ex 为 主 来 讨论 本 征 值 问题 ， 

算 子 .or 一 a760 十 芒 十 F 二 ot1+ 针 ,其 中 .of 一 eV 贸 ,wey 是 由 受 
控 对 象 和 控制 器 结构 决定 的 .在 没 加 反馈 算 子 . 前 ,它们 是 分 开 的 , 设 .er 是 具有 紧 
预 解 式 的 算 子 , 它 只 有 点 谱 、 复 平面 上 的 点 ,或 者 是 它 的 本 征 值 ;或 者 是 它 的 正则 点 ,而 它 
的 本 征 值 和 本 征 元 一般 说 来 ,可 以 事先 求 出 . 

当 系统 闭合 后 ,由 于 :多 的 作用 ,有 可 能 使 of 的 正则 点 变 成 .or 7 的 本 征 信 ， 也有 可 
能 使 .er; 的 本 征 信 变 成 .er 的 正则 点 。 设 计 控 制 回 的 且 的 之 一 就 是 为 了 使 or, 的 本 征 
值 经 过 反馈 算 子 多 闭合 后 ,使 本 征 信 朝 着 我 们 需要 的 方向 变化 , 比如 .ex: 的 本 征 值 上 
有 正 实 部 ,系统 不 稳定 ,但 适当 设计 控制 器 ,使 .or 经 扰动 后 ， 新 的 本 征 值 具有 负 实 部 。 从 
而 使 系统 稳定 ,这 就 是 系统 的 镇 定 问题 . 

为 了 书写 方便 ,把 .er 改变 一 下 形式 ， 令 


0 AY 
, PP 一 一 入 一 B4 一 C 让 
/i 
a = (, ,) 
再 设 a: 一 (0， 01), t= (0, as), & = (0, 5), 


0 :. 0 . | 
es= | ， 1 ) i= 1,2, 
Sisi™ 7 了 


旭 
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则 .2 变 成 
' 一 《ES: - ,AR,, 8 六 8 
网 :wh + CS . , qh 0 让 
Ta， G,, 1 = 1,2 是 工区 只) ~ Lf) 中 的 线性 算 子 ,而 7 一 1]，2， b 是 LOG) xX L, 
《2&) 中 国定 的 元 ， 算 子 I 完全 由 受 控 对 象 决定 ，5,;, i 一 1, 2 是 由 测量 算 子 决定 的 ,而 
J 是 由 控制 器 决 定 的 . 
这 样 , 把 三 维和 矩阵 算 子 变 成 了 二 维 虐 阵 算 子 . 显然， .er: 的 预 解 式 是 
/RCT), 0 
CA DE 王 ( nD gC) 
其 中 Rs, To = 一 To)!, RI 一 (2 一 站- 
定义 以 下 复 值 请 数 , 它 对 下 面 讨论 谱 扰动 是 很 重要 的 . 
W(X) = (RMR g), W221) = (RCM)R,, g), 
HI(1) = 《SRON, TB, ai7>， Hi(4) -ee 《SRN, rE, et， 
K(1) = 1+ WODHON) tT AWANHA, (12.5-16) 
先 看 一 下 .er: 的 正则 点 经 了 抗 动 后 的 变化 情况 ， 
设 % 是 .ey 的 正则 点 ;如果 KC4) 半 0， 则 4 仍 是 wy 二 1 十 :多 的 正则 把 但 车 
KC4) 一 0， 那 么 4 了 eg 的 本 征 值 ,相应 的 本 征 元 为 
= {RG, TB, RIOQOCHIk, + Hk)}, . (12.5-17) 
此 时 ，1 人 1， 和 而 代数 重 数 是 天 (1 一 0 的 零 氮 重 数 ， 设 2 是 KK(%) 的 tw; 重 


稚 点 ， 人 6 各 | 一 07 一 0, 1 2,… ma 一 1, 则 对 应 的 广义 本 征 元 为 


® DR， To)b, 


> (= 2 < (CEB 2)E, 十 HPIR)), (12.5-18) 


式 中 HE(X4) = ue ,se=]1,2. 


再 看 一 下 .ey 的 本 征 慎 经 .89 扰动 后 的 变化 情 锅 ， 设 入 是 Po 的 本 征 值 了 的 正则 
点 。 对 应 罗 的 TT 本 征 元 为 1. 二 是 下 的 本 征 值 , 对 应 的 本 征 元 为 喇 ，I 是 严 的 伴随 
算 子 。 再 设 的 几何 重 数 、 代数 重 数 都 是 1。 这 时 41 是 .er 的 本 征 信 ， 而 对 应 的 本 征 元 
为 《qr，0)、 其 几何 ,代数 重 数 也 都 是 1， 由 于 丸 是 了 的 正则 点 ,所 以 式 人 t2,3-16)? 中 定义 
的 函数 Fh)，WxA%1) 都 有 曾 义 。 青 定义 冰 数 

Wh) 一 WAMMKB YI > 二 .2 的 Sr 2， (12,5~19) 

这 时 ,经 反馈 算 子 了 闭合 后 ,可 能 有 以 下 几 种 情况 ， 

(1) 如 果 <8, 中 )》 半 0，WCAD) 六 0, 则 轩 是 ey 一 .or 十 .及 的 正则 点 

(2) 如 果 《pp, 只) 关 0， 玫 (1 王 0， 则 叉 是 .oz 的 本 征 值 ,日 几何 重 数 不 变 ， 

(3) 和 如果 《8B, 田 ) 一 0， 则 1 是 .oz 的 本 征 值 ,共生 当 三 GD 关 0 时 ,4 的 几何 重 

数 不 变 , 而 VC41) 一 0 时 ， 久 的 几何 量 数 可 能 为 2, 且 至 多 为 ?， 
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这 个 事实 对 控制 器 同样 也 是 适用 的 , 设 % 是 了 的 本 征 信 ，To 的 正则 点 ， 对 应 于 mm 
的 了 的 本 征 元 为 z, 名 是 J* 的 本 征 值 ;对 应 的 本 征 元 为 yr, J™ 是 了 的 伴随 矩阵 。wi 的 几 
何 \ 代 数 重 数 都 为 1 。 显 然 , oj 是 ev 的 本 征 值 ,对 应 的 本 征 元 为 《0, zz)， 同 样 定义 殉 数 

Hle) = Hi(a)(Ri, Ji) + oH 0) Rk,,-y,). (12.5-20) 

这 时 ,ey :的 本 征 值 w 经 他 反馈 闭合 后 ,可 能 有 以 下 几 种 情况 : 

《1) 如 果 (zi 8&8) 半 0，H(o) 交 0, 那么 a 是 .mr 一 zt 十 2 的 正则 点 。 

《2) 如 果 《zi, g) 在 0，H(lar) 一 0， 则 中 是 .sx 的 本 征 值 , 且 几 何 重 数 不 变 ， 

《3) 如 果 《〈zm， g) 一 0，oi 一 定 是 .ez 的 本 征 值 , 若 Hla1) 0 时 ，w 的 几何 重 数 

不 变 , 而 HC@) 一 0 时 ，c: 的 几何 重 数 可 能 变 为 2， 且 至 多 为 2. 

以 上 是 受 控 对 象 ez 的 某 个 本 征 信 在 反馈 闭合 后 的 变化 情况 . 根据 上 面 押 述 不 难得 
到 ,er 全 部 本 征 值 经 人 反馈 后 的 变化 情况 ， 

设 T 卫 的 全 部 本 征 值 为 {1}?--。， 对 应 的 本 征 元 为 tj: 和 =-。，{ 闻 --。 是 T 的 本 
征 值 列 ,对 应 的 本 征 元 列 为 {四 上 =-。，{41)?=-.。 是 了 的 正则 点 ， 这 时 和]j7=-= 是 .ez 
的 本 征 值 ,而 对 应 的 本 征 元 为 【C91, 0)}7--。， 

其 次 设 7 的 本 征 值 为 {a13?-, ， 对 应 的 本 征 元 为 {z= ， {a1}?=: 是 J* 的 本 征 值 ， 
对 应 的 本 征 元 为 {y1}3 =1 3 fo =1 是 T 的 正则 点 ， 些 时 for =t 是 .oz 的 本 征 值 ,对 
应 的 本 征 元 为 {(0,z1)}1:: 。 所 以 .er 的 本 征 值 为 1 =--。 和 {e431=1。 由 以 上 的 事实 
扣 以 看 到 ,当下 述 条 件 同时 成 立时 

(Bb, Bi) < 0, 1 一 +l, 士 2; 

Wh) 半 0, 7 二 土 1, 土 2,……*， 

(z1, 8) < 0, {= 1,2,..*,n, 

Ha) 0, 1 =1,2,..,n, 《12.5-217 
算 子 .er 和 .oy 没有 共同 的 本 征 值 ， 反 之 ,只 要 有 一 个 条 件 对 某 个 ! 不 成 立 , 那 时 .sz 和 
uy 1 必 有 闪 同 的 本 征 值 ,这 个 本 征 值 就 是 ;所 对 应 的 那个 或 ws， 因此, 当 式 (12.5~21) 
成 立时 , ,er 的 本 征 值 只 能 由 .ev 的 正则 点 经 9 反馈 而 来 , 它 就 是 前 面 说 过 的 KC 和 ) 的 
零点 。 由 此 可 以 推出 , 当 式 (12.5-21) 成 立时 , 复数 是 .er 的 严重 本 征 值 的 必要 充分 条 


件 是 
K(71) 一 0， 
全 区 (5E) 一 0, 了 一] 2 .nm 一 1 C2022) 
de! ltée 


下 面 ,我 们 来 讨论 方程 (12,5-7)》 和 (12.5-9) 的 定 解 和 稳定 性 问题 。 为 此 ,我 们 先 说 明 
一 下 .ez 的 本 征 子 空间 的 几何 结 钩 , 它 对 研究 系统 运动 的 特点 是 非常 有 用 的 ， 

设 丸 是 .er 的 本 征 值 ,几何 重 数 为 1, 代 数 重 数 为 m1, 对 应 的 本 征 元 和 广义 本 征 元 为 
{8B4}750, 本 征 子 空间 记 为 Wi。 天 是 .er* 的 本 征 值 ,具有 入 一 样 的 几何 ,代数 重 数 , 对 
应 于 .exr* 的 本 征 元 和 广义 本 征 元 为 {7950， 本 征 子 空间 记 作 MY， 按 定义 有 

Bi = hi i of Ey = LP ipis 7 一 0, 1 3 ”5 一 1， (C12.5=23) 


HE i 


不 难 证 明 {Bi; 7 了 50。 和 { 亚 让 和 是 双 直 交 的 , 即 
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《区 让， V1 = ee ae ) 
如 果 本 一 【的 后， 有 一 9， 时 217， 按 下 述 方法 规范 化 ; 
|®ll = 和 本 十 下 3 村 十 ll 二 王 1, 
《® i;, 1; pbs BE) + 《Cpls G1) + Ca ZH) 一 1。 
则 {@4]750，{ 轨 sy}75o 是 归 范 双 直 交 基 ， 
这 时 ,在 本 征 子 空间 M, 上 的 投影 算 于 01, 即 29 一 M， 为 


a 


一 DC, Pi)D,. 《12.5-24] 
在 MY 上 的 投影 算 子 97, 即 079 一 MF¥ 可 以 表述 成 
i 
一 DC, i). (12.5-25) 
Tc 一 0 


由 于 MICDKe)， 当 把 ,sx 限制 在 M; 上 时 ， 即 对 任意 的 K€ MM RH 一 .zi 则 .oo 
也 作 .ez 在 对 土 的 缩 , 它 可 以 表示 为 


LO = gf 0 = 40 Ds (12.5-26) 
其 中 Di 是 短 零 算 地 ， 
my 
Di = > 《'…， Vii Bi;, 
i=0 
. 同样 ,oz 在 Mr 上 的 缩 ey? 为 . 
和 oz 一 oO 一 人 2F 十 Ds. (12.5-27) 
其 中 DF 为 


mr 


Dr = >, 《2 
7 二 0 


特别 当 1 是 单 重 本 征 值 时 , 册 有 
@ = ,VD Di = 10, 


OF = 《3 $yB,, Dr 一 0: | (12.5-28) 
A = hk PD, 
et? = hh , Pry. , (12.5-29) 
容易 算出 ，.ex 的 预 解 式 弦 (4, .ex) 在 站 上 的 缩 为 
RL, oz)0i 一 一 和 一 十 二 … + os 《12.5-30 1) 


前 耐 我们 曾经 说 过 ， ns 现在 我 们 讨论 
一 下 ， 算 子 .ex 的 本 征 元 在 什么 条 件 下 构成 9 中 的 基 ， 首 先 来 说 明 .er 的 投影 算 子 列 
101}7=-。 构成 9 中 基 的 概念 。 如 果 投 影 算 子 列 190177=-。 使 得 允 中 任意 元 F 者 有 

> QF = FE, a (12.5-31) 


{=-w 
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这 里 ,级 数 是 按 儿 中 范 数 收敛 《也 虽 强 收 僵 )、 也 就 是 说 
>3 01 二 1( 强 )， 


式 中 了 是 史 中 的 恒 等 算 子 ， 我 们 就 称 (021?=-s 构成 儿 中 基 . 由 式 412.5-2427 和 (12.5-317， 
对 习 中 任意 元 王 都 可 依 .ex 的 本 征 元 和 广义 本 征 元 展 成 售 氏 级 数 


有 一 > (CF, weil. | (12.5-32) 


?三 一 为 


特别 是 当 m; = 1 时 (对 所 有 的 门 ， 式 (12.5-32) 就 变 成 
了 一 3 《了 ,i)®,. 


这 里 人 相当 于 欧 氏 空间 的 坐标 轴 , 而 (F, 8 就 是 向 这 个 轴 上 的 投影 这 种 展开 是 肉 
一 的 . 

由 上 上 所 述 , 如 果 .ez 的 投影 算 于 列 构 成 多 中 基 ， 那么 .ez 的 本 征 元 和 广义 本 征 元 也 
构成 多 中 的 基 ， 在 什么 条 件 下 ， .ex 的 投影 算 子 列 构 成 多 中 的 基 昵 ?在 文献 [24] 中 曾 证 
明 过 一 个 重要 的 命题 ,我 们 下 面 令 述 的 事实 是 这 个 命题 的 具体 应 用 . 

如 果 式 (12.5-5) 的 算 子 4 是 自 伴 、 正 定 \ 有 紧 预 解 式 的 线性 算 子 ,{M3 刀 =， 是 它 的 本 征 
值 并 按 大 小 顺序 排 成 的 髓 然 列 ,每 个 本 征 值 都 是 单 重 的 , 且 满 足 条 件 lim (pe 一 pt) 一 
0 ， 这 时 .et 二 yo 十 贸 十 3S( 久 和 洲 是 驴 -上 的 有 界 算 子 ) 也 是 具有 紧 预 解 式 的 团 
算 子 。 .er (ex 一 )》 的 本 征 值 《477?=-。 C70?=-w)》 对 应 的 .ee ) 的 本 征 子 空 闻 为 
{M1?=-s《{M?}?=-a)， 这 时 在 本 征 子 空间 fj7--。(C4 -=-。) 上 的 投影 筑 子 
10117=-»《{ O71?7-=-。) 在 多 中 攀 成 基 , 而 且 除 有 穷 个 外 ,所 有 的 0,(07) 都 是 一 维 的 。 对 
9 中 任 遍 元 下 都 可 展 成 级 数 

本 mi 
F= > OF = > (> 《F, Wi ) + > <F, Vi)®,, 


1 IN, i=0 I1 >No 


Fa= > OT -2 (> 《F, Dy) ) + D2, (F, DY,, (12.5-33) 
二 一 由 ?ly f= lI>No 
其 中 No 是 91 的 维 数 不 为 1 的 投影 算 子 的 个 数 . {9 了 C0, [7 ?7 一 土 1 土 2，…: 
分 别 为 .er 和 wy * 对 应 于 i 及 % 的 广义 本 征 元 ， 
如 果 在 式 (12.5-33) 中 ， 下 E D(C,ey)，ey 了 FE 罗 ， 则 有 


.AF= >， (5 CF, ny ) + >) Ca Fs VDD, 


It SN, “i=0 lil>No 
Rh 


| {aR > ws Dy ) 
了 oo ‘f=>0 


(CF, 和; ® 
名 20， 


Ce ih mr 
=- 3 Cp Vd + FF, is) ) 
li leNG “ j= 


十 2 AF,Y)D,. 


1 !>No 
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这 里 利用 了 关系 式 oy) 二 /以及 .ez 本 王 4 二 下 + 因此 ，,.ez 在 其 定 . 
义 域 Der) 上 ,可 表示 为 


pd 辐 > @ bp 《5 WyD,; + 六 a js) 


li < 


t 2, bk, ED,. z (12.5-34) 


IT 


根据 式 (12.5-30)，.ex 的 预 解 式 可 以 表达 如 下 : 


_ D i 
a) 2 6 一 机 . Ce + 《4 一 | 


+ 5 (12.5-35) 


TIN, 4 一 4 


有 了 以 上 这 些 准备 之 后 , 现在 我 们 来 讨论 方程 C12.5-9) 的 定 解 和 稳定 性 问题 ， 先 从 
本 征 运动 研究 起 ， 独 定 系统 式 412.5-9) 的 初 值 Wo = 《po， dos y.) E Mi, 这 时 ,可 以 证 明 久 


WE) 一 U(r) Wo = co， 十 ztD; + 2 十 .….. 十 Le | W, (12.5-36) 


(mr — 1)! 

是 方程 (12.5-9) 的 唯一 解 
从 解 WW (1) 的 结构 可 以 看 出 ，W (1) 6 M,， 这 就 是 说 , 当 ye Mi 时 ,由 Wy, 出 发 的 
系统 运动 将 永远 保持 在 本 征 子 空间 M, 中 ， 我 们 把 它 岂 作 本 征 运动 ， 其 次 ,U/C0) 一 91. 
可 以 验证 UiCr) 构成 有 界 单 参数 群 , 即 UAt 十 中 一 Ui) UD), 一 0 之 1y: 之 二 oo， 
由 本 征 运动 U,C) W。 的 表达 式 可 以 君 出 ， 如 果 本 征 什 具有 仙 实 部 时 ， 本 征 运动 
是 浙 近 稳定 的 ， 因 为 对 :> 0， 有 
UG) Woll < er 0 


a i 
< cid + 这, | wl 
抒 一 1 日 


思 具有 负 实 部 时 ,不等式 右 边 当 1 一 oo 时 趋 于 雷 , 所 以 
Im | Un) Wl = 0. 


如 果 4 是 纯 感 数 且 mi 二 1，、 这 时 本 征 运动 为 
Ul Wo, = eviOWo, WoE Mi, 
不 难看 出 ,本 征 运 动 UV,(1)W。 蚌 稳定 的 (但 不 源 近 稳定 >。 这 是 由 于 
OLA ed 

但 如 果 mi > 1， 本 征 运动 就 是 不 稳定 的 . 

如 果 4 具有 正 实 部 ,从 式 (12,3-36) 中 可 以 看 出 ,本 征 运动 一 定 是 不 稳定 的 ， 

综 上 所 述 , 本 征 运动 稳定 与 否 完全 取决 于 本 征 值 是 否 具有 人 负 实 部 , 当 实 部 为 零 时 , 则 
取决 于 妃 的 代数 重 数 大 小 . 

现在 讨论 方程 (12.5-9) 对 任意 初始 条 件 达 ,& D(ar ) 的 解 ， 首 先 ， 我 们 相册 ， 对 .ex 


2 十 itD; 十 …' 十 


| Hl 


中 的 主 算 子 4， 除了 满足 式 (12,.5-33) 黑 开 所 要 求 的 条 件 外 ,还 满足 条 件 5 Cpin— Fn) 
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< o 时 ，.ex 一 定 是 强 连续 单 参数 有 界 算 子 群 U(z) 的 生成 算 子 、 而 U4) 就 是 .ez 的 
ee 


1 = 二 = 1 二 No — 1)1 


十 by et}, (12,5-37) 


lfI>No 


这 里 ,级 数 是 按 男 中 算 子 范 数 收敛 的 。 (rz) 有 以 下 性 质 : 
(1) UO) 一 UK(0) 一 bp3 01 = 1( 强 ) 


《2) U(z) 是 算 子 群 , 即 UCz 十 2) 二 UO) UG), 
《3) 对 任意 WE€ D(x )， 


U(#) HW, = 2 el (9, 十 1Di 十 '… 十 Ce ] We . 
+ ng z (12.5-38) 
> 
是 方程 (12.5-9) 的 唯一 解 , 旭 
dU 国 Wo __ 


= UO) 三， PC0) 环 ,一 Wo. 


由 式 (12. es Ler 的 本 征 值 列 {24)?--。s 本 征 元 和 广义 本 征 元 列 
te fn]， 那么 方程 (12.5-9) 的 解 就 可 解析 表达 成 式 (12.5-38) 的 形式 ， 这 为 我 们 研究 
系统 的 稳定 性 带 来 了 很 大 方便 ， 

最 后 ,我 们 讨论 系统 式 (12.5-9) 的 全 局 稳定 性 : 

(1》 如果 .er 的 一 切 本 征 值 都 有 负 实 部 ,而 且 对 所 有 本 征 值 加 ， 都 有 Rex; 所 «< 0， 
那么 系统 是 渐 近 稳定 的 (充分 条 件 )。 这 个 结论 和 第 12.4 节 已 讨论 过 的 结论 完全 一 致 

(2) 如 果 .ex 的 本 征 值 都 位 于 左 半 平面 (包括 虚 轴 ), 而 所 有 纯 虚 数 本 征 值 都 是 单 重 
的 , 那么 系统 式 (12.5-9) 是 稳定 的 。 但 不 一 定 浙 近 稳定 。 假 如 至 少 有 一 个 纯 虚 数 本 征 值 ， 
它 的 代数 重 数 大 于 1, 那么 系统 一 定 是 不 稳定 的 . 

(3) 如 果 至 少 有 一 个 本 征 值 具有 正 实 部 , 则 系统 一 定 是 不 稳定 的 

这 些 结论 的 详细 证 明 , 可 看 文献 [9], 

由 上 所 述 可 以 看 出 ,系统 的 稳定 性 完全 取决 于 算 子 .的 本 征 植 在 复 平面 上 的 分 布 . 

值得 指出 的 是 ,在 实际 问题 中 ,系统 全 局 稳定 性 并 没有 象 在 理论 分 析 中 所 斌 予 的 那 种 
重要 意义 .一 个 实际 系统 高 于 某 一 频率 《本 征 值 ) 的 振 寻 ,事先 就 能 预料 不 会 出 现 ， 这 种 
与 线性 模型 不 一 致 的 地 方 ,不 是 实际 观测 数据 的 不 对 , 而 是 模型 的 缺点 。 比 如 , 弹性 梁 的 
振动 控制 中 ,材料 的 内 阻尼 在 方程 (12.3-2) 中 就 没有 考虑 ,但 实际 上 是 存在 的 ,尽管 它 很 
小 ,但 对 高 阶 振 型 却 有 较 大 影响 ， 在 工程 实际 中 ,重要 的 往往 不 是 考察 反馈 系统 的 全 局 稳 
定性 ,而 是 某 玫 个 低频 本 征 运动 的 稳定 性 。 这 时 ,我 们 前 面 所 述 的 结论 可 直 楼 应 用 于 工程 
计算 ， 计 算 步骤 大 致 如 下 : 

C1》 首先 计算 未 加 反馈 时 , 受 控 对 象 和 控制 器 的 本 征 值 , 即 .ex, 的 本 征 值 和 本 征 元 ， 
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特别 是 对 系统 功能 影响 最 大 的 前 几 个 固有 频率 和 振 型 ， 

《2) 吉 反 馈 算 子 .7 使 系统 闭合 后 ,研究 这 些 本 征 值 是 否 发 生变 化 , 判别 的 方法 可 按 
前 模 讲 过 的 谱 扰 动 方 法 。 如果 本 征 值 没 有 变化 , 那 就 必须 改变 反馈 方法 和 和 参数， 比如 ,为 
了 使 闭合 后 系统 是 稳定 和 的， 这 时 反馈 算 子 的 选择 必须 使 闭合 后 系统 本 征 值 具 有 人 负 实 部 . 
要 想 作 到 这 一 点 ,可 以 改变 放大 系数 部, 号 , g， 控 制 器 矩阵 /的 参数 ,也 可 以 改变 观测 答 
的 位 置 (相当 于 改变 a, a,) 和 控制 作用 位 置 5. 

C3) 如 果 反 馈 作用 的 结果 ,使 .sz 的 正则 点 变 成 了 .ex 的 本 征 值 ， 这 时 可 按 式 
《12.5-22) 求 出 这 个 本 征 值 和 本 征 元 . 

在 文献 [8] 中 讨论 弹性 振动 的 镇 定 问题 时 ， 泗 经 找到 了 闭合 后 系统 本 征 信 具 有 负 实 部 
和 反馈 算 子 的 直接 关系 ,通过 这 个 关系 设计 控制 器 ,可 以 达到 使 系统 稳定 的 目的 . 


12.6 ”点 测量 ,点 控制 的 分 布 参数 系统 


对 于 点 测量 点 控制 的 分 布 参数 系统 , 由 于 在 系统 方程 中 出 现 了 广义 函数 ,致使 对 系统 
的 研究 遇 到 了 一 定 的 数学 困难 ， 以 上 节 讨 论 的 带 有 常 微分 方程 控制 器 的 分 布 参数 系统 为 
例 ,在 点 测量 和 点 控制 的 情况 下 ，a:(p),，i 一 1, 2; &b《p) 都 是 8 函数 或 它们 的 导数 。 正 
如 我 们 知道 的 那样 ， 这 类 函数 并 不 包括 在 L228) 空间 内 ,因此 , 在 系统 方程 中 出 现 的 一 
些 项 ， 如 (x, 8)2 就 不 在 LX8)》 空间 内 。 同 样 ， 当 asCp) 二 6(p 一 p:) 时 , 测量 算 子 
《Sa a1》 在 LXQ8) 中 也 没有 意义 。 这样 ,整个 系统 在 LX(Q)》 空 间 内 进行 讨论 就 失去 了 
严格 的 理论 基础 ， 

二 面 ,我 们 介绍 一 种 处 理 这 个 问题 比较 可 行 的 方法 ,其 结果 是 ,前 夯 得 到 的 一 些 结论 ， 
都 可 稍 加 改变 后 推广 到 点 测量 和 点 控制 的 情况 外， a 

这 种 方法 的 基本 思想 是 选择 含有 3# 陋 数 的 空间 , 即 有 限 阶 广义 函数 空间 《 阴 范 空间 》 
作为 系统 的 状态 空间 . 这 个 空间 比 LX8) 空间 要 大 ,包含 着 LXKQ)， 然 后 把 原来 定义 在 
LX8) 空间 中 的 线性 算 子 4, B,C, 5: 延 拓 到 阴 范 空间 ,从 而 把 整个 系统 放 在 阴 范 空间 
中 去 研究 ， 这 样 ,在 系统 方程 中 出 现 5 函数 及 其 导数 就 是 很 平常 的 事 了 。 同 时 , 阴 范 空间 
又 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 , 它 和 工 (9) 空间 一 样 ,有 着 耻 晰 的 几何 结构 。 

一 般 的 广义 函数 空间 ,由 于 对 基本 空间 函数 变 求 太 严 ,而 且 这 个 空间 的 内 部 结构 也 比 
较 复 杂 ， 所 以 在 应 用 中 造成 一 定 的 油 难 . 一 个 有 效 的 方法 是 根据 受 控 对 象 的 特点 ， 把 
LXQ) 空间 适当 扩大 ,使 它 包 含 系统 方程 中 出 现 的 给 定 阶 广 义 函 数 , 同 时 又 能 保持 希 尔 伯 
特 空间 的 优点 ， 吉 田 耕 作 〈Yesida)、 利 售 斯 〔Lions)、 别 列 赞 斯 基 (Bepeaaucktid) 等 人 提 
出 的 阴 范 空间 2%%'259, 答 恰 具有 这 些 特点 ,比较 适合 于 我 们 的 目的 。 

我 们 从 主 算 子 4 出 发 ,构造 所 需要 的 阴 范 空间 ， 

设 4 是 Lix98) 中 闭 稠 定 算 子 ， 对 其 定义 域 DC4) 中 的 元 *， 了 研 予 图 象 范 数 : 

[el 一 Aw， a = (uu)o 十 《4U， Au)o)s, (12.6-1) 

容易 验证 ，DCA》 在 这 个 范 数 下 构成 希 尔 但 特 空间 。 记 成 Hi 人 DD) jh 是 Hi《A) 中 
的 范 数 . 为 了 区 别 , 今 后 把 L2(Q) 记 泪 BH,， 其 上 的 范 数 记 作 lj， 

范 数 式 (12.6-1) 还 可 等 价 定义 为 
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ul = C1 + AAIa, (1 十 AA sam (TH, THY?, Yu € DCA), (12.6-2) 
其 中 T 了 一 (1 十 4344) 《1 二 44) 是 本 中 自 伴 正定 算 于 ,这 时 《1 十 4*4)# 也 存 
在 ,而 且 它 租 逆 算 子 同样 存在 , 记 R 一 7 一 《1 十 4*4A) 了 T 把 Huk4) 等 距 映 到 PP 
中 ; 抽 有 也 容易 验证 , 了 的 值 域 是 幕 个 空间 Ho 一 LXB8)， 因 此 ,了 是 Hin《4) 到 有 上 的 
等 中 算 子 ,而 是 Ho 到 H(A4) 上 的 等 距 算 子 ， 

由 于 DCA) 在 可 中 稠 ,所 沁 HnC4) 也 在 瑟 中 种、Hi《A2CHo 对 Hi(A) 中 
的 元 x 有 两 种 范 数 ,一 种 是 lsl+:， 另 一 种 是 把 2 看 成 Hi 中 的 元 时 , 它 还 有 范 数 上 ls, 从 
式 (12.6-12) 可 羽 看 出 

Hullo < lll, Yu € Hu A), (12,6-3) 
对 HFH, 中 的 元 fF 可 以 推出 
《fg2o = Rf, Rey+, 、 (12.6—4) 

现在 我 们 看 一 下 ，H+( A) 的 对 偶 空 间 是 什么 。H+r《4) 的 对 侦 空 间 就 是 一 切 定 义 在 
Hn(A) 上 有 界线 性 泛 遂 的 全 体 ， 按 这 个 定义 ,对 任意 j€ 8,， 线 性 泛 范 fw) = (fw)o， 
因为 [fs9| 一 | zj 安利 jl < holalinys 所 以 Kw) 是 Hr.4) 上 的 有 界线 性 泛 
小 . 这 就 是 说 , 了 属于 H(A) 的 对 伺 空 间 , 即 甩 是 HCA4) 对 侦 空 间 的 子 集 。 fn) 一 
《fx70 作为 再 HK4) 上 的 有 界线 性 和 了 国 , 其 范 数 为 


He sop Kh el ,en, (12.6-.5) 


4 e+ Null 
了 后 我 们 会 看 到 , 按 这 个 范 数 完备 化 后 ,得 到 的 就 是 Hix 4》 的 对 偶 空 间 ， 
在 HH 中 我 们 引入 另外 一 种 内 积 和 由 它 产生 的 范 数 , 即 对 任意 f, ge Ho,， 定义 
‘fs $7 ee (Rf, Rg)os 《12.6--67) 
贝 于 KR 是 H, 中 自 伴 正定 算 子 , 式 (12.6-6) 满 足 内 积 的 一 切 要求 。 由 它 引出 的 范 数 仍 记 作 
| :||-;， 


fl 一 Re Ho, C12,6-7) 
对 六 中 的 元 ,我 们 引出 的 两 种 范 数 式 (12.6-57 和 (12.6-77, 其 实 是 相等 的 , 即 
= sup Ll wl 一 人 RH 和 (12.6-8) 


seHrits) julin 


末 为 对 任意 jE Ho, 
P Le sp | ad sup, (Rt, Tel & liRlho 


Ww me jal tt 
另 一 方面 ,出 于 RY € Hit A), 令 « = RY, 则 有 


[fa ,HRI Det | RFile, 
zj RY |}R#ii, : 


SU 
EN 


由 此 推 得 
Se 站 之 lIRfllo, 
.综合 两 个 不 等 式 , 便 得 到 
lH = ei Lm et = | Rf. 
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按 这 个 范 数 完备 化 H,, 得 到 的 空间 记 作 H_:C 4), 它 是 一 个 完备 的 项 尔 伯 特 空间 , H_,( 4) 
就 是 Hi《4》 的 对 侦 空间 . 

对 于 Hi(4》 中 任意 元 ac, 《cy uw》。 是 定义 在 Hi(4) 上 的 有 界线 性 放 淫 ， 反之， 
Hu(4) 上 的 有 界线 性 泛 函 alx》 也 必 可 唯一 地 表示 成 


on) 一 《Gy #70, Yu € Hn A), (12.6-9) 

中 «EHCAY. | 
由 于 (4) 是 经 完备 化 后 得 到 的 ,所 以 HuSH_(A), 而 H(A4)SH6， 因 此 三 
个 空间 有 如 下 关系 : 
.| Hn(AYEHEHL(A), | (12.6-10) 


其 中 本 叫 作 基本 空间 ，Hx:《4》 叫 作 阳 范 空间 ，H-_,C4》 叫 作 明 范 空间 . 

为 了 进一步 说 明 这 三 个 空间 的 关系 ,我 们 把 算 子 了 ,R 加 以 延 拓 ， 首 先 看 工 的 延 扼 . 

对 于 中 任意 元 f， (fs Tu 是 Hu(A4) 上 有 界线 性 泛 隐 ， 这 是 因为 | (ff, Tw)ol < 
上 sl 一 dally:。 模 据 上 面 所 说 的 事实 , 它 一 定 能 表示 成 《f,Tw》4 一 《cr #》。 的 形 
式 , 而 a € 及 -A4)。 如 令 or 二 T*f， 则 有 《fTwu)o。 一 AT+f wjo 这 里 和 是 工 的 样 随 算 
子 , 它 把 H, 映 到 H(A4) 上 ,不仅 如 此 , 它 还 是 等 距 算 子 , 即 对 任意 f€ H,，。 有 fi 一 
17? 州 -,。 事 实 上 ,由 于 Hn 4) 在 Fo 中 筒 , 对 FE Ho, 必 有 Hn《4) 中 的 元 列 {x,} 存在 ， 
使 iimjiss 一 J = 0， 且 Emo 二 上 le。 对 x,。，Tus€ Ho 下 述 极限 等 式 成 立 : 


im Tx, 一 TH = 了 aa 一 Teun = tim TC, 一 xm) 一， 
= limlls, 一 «nl = 0, 
所 以 有 limTas 一 ?Jim 上 Tw 二 7? 提 -:。 但 是 HY。l- 一 | 最 后 得 到 | 一 


T+ 州 -.， 这 就 说 明 T+ 是 等 距 肌 到 H_,(4) 中 。 另 外 ，T7+ 的 值 域 必 充满 整个 空间 ， 
H_(4)， 如 果 不 是 这 样 ,存在 日 (4) 中 一 元 a、 它 不 在 T+ 的 值 域内 ,这 时 ,由 于 《a， 
uw)。 是 HnC4) 上 的 有 界线 性 泛 函 ,根据 黎 斯 (Riesz》 有 界线 性 泛 函 表现 定理 中 知道 : 

《55 Ho es (vos 2 (Tss Tw)o 于 全 CT #0 
所 以 有 a 一 7+Tv。, 这 时 & 又 在 Y+ 的 值 域内 ， 因 此 出 现 了 矛盾 ,T+ 的 值 域 是 全 空间 
HA4)， 这 就 表明 T+ 是 有 到 H(A4》 上 的 等 距 算 子 .今后 记 T+ 一 了，7 就 是 了 的 
延 拓 ， 的 逆 算 子 只 = T-! 也 是 等 虐 算 子 , 它 是 RR 的 延 拓 , 是 HA) 到 H,。 上 的 等 距 
算 子 . 本 

综 上 所 述 ,三 个 空间 的 范 数 关系 如 下 : 
ell-: = llRell, = IRRell,,, Ya € HCA), 
z bad = Tal = TTw) 1:, Ya Hn A), (12.6-11》 
这 三 个 空间 的 关系 , 可 表示 为 
T 了 


这 样 , 我 们 由 算 子 4 出 发 ,构造 了 阴 范 空间 , 它 确实 是 包含 IL2C0) 一 H。 的 一 个 希 尔 
伯 特 空间 ， 但 这 个 空间 是 否 包 括 6 函数 及 其 导数 呢 ? 下 面 来 回答 这 个 问题 
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假如 BC47 中 (也 就 是 DC4)》 中) 的 函数 wp), 在 和 88 上 有 直到 4 阶 连 续 导 
数 。 6 图 数 及 其 导数 的 定义 是 
《te dp 一 如) 一 | u(p)lp 一 如)42 一 区 如)， 


《wy 89(p — po) Yo 一 | up Mp — podp = CC—1)mu po), (12.6-12) 
其 中 


ed 
-| 
人 xfg、 * "OxYn 


可 以 证 明 , 如 果 H(A4) 包含 在 1 阶 索 波 列 夫 《CofoneB》 空 间 ? 内 ,只 要 4 < 一 pe 7 


是 空间 变量 的 维 数 ,那么 式 《12.6-12) 定义 的 5 消 数 及 其 导数 一 定局 于 H_,( 4)， 这 就 是 
说 号 -4) 是 含有 广义 函数 的 空间 。 对 于 梁 、 板 . 膜 等 一 类 受 挖 对象， 全 主 算 于 4 出 发 构造 
的 阴 范 空间 FH_x(4)》 确实 包含 有 3 函数 及 其 导数 . 
如 果 RR 是 正定 的 紧 算 子 ,并 且 有 格林 函数 KCp, s) 时 ,5 函数 及 其 导数 作为 H_( A) 
中 的 元 ,它们 的 阴 范 数 还 可 以 用 格林 聘 数 表示 如 下 : 
aCp 一 pl = V KCpo, po), 


AG 一 pe) V KB po, fs 4™= 0,1,2,...,4<i1— (12.6-13) 


up) 一 4 一 4 十 9 十 …' 十 9n"， 


其 中 


2g 日: ?天 《 户 9 7) | 
Ke ) 3 一 一 一 人 一 一 人 
po» po) ps0 a 


在 把 LX8) 空间 扩大 到 H(A4) 后 , 它 包 含 了 所 需要 的 广义 函数 ,因此 ,用 H_;(4》 
作为 状态 空间 就 解 史 了 由 于 点 测量 ,点 控制 时 出 现 8 消 数 及 其 导数 所 带 来 的 困难 但 是 ， 
在 空间 这 样 扩大 以 后 ,还 必须 解决 系统 方程 中 诸 算 子 4, B,C 等 的 延 拓 问 题 , 因为 这 些 
算 子 都 是 在 工 :0) 空间 中 的 某 些 子 集 上 定义 的 ， 

首先 讨论 有 界 算 子 的 延 拓 ， 设 工 是 H. 一 LQ) 上 的 有 界 算 子 ,在 瑟 上 工 和 刃 可 交 
换 , 即 RL m= 上 RR， 我 们 的 目的 是 把 工 延 拓 到 H(A4》 寺 ,使 其 成 为 H_:(4)》 中 的 有 界 
算 子 . 容易 验证 ，TLR 就 是 工 的 这 种 延 拓 ， 实 际 上 ，、 民 是 尺 的 延 拓 ， 对 凡 Ho 中 的 元 
Rf 一 RI, 而 了 是 T 的 延 拓 , 对 凡是 Hi《4) 中 的 元 w， Tw 一 Tnx， 因 此, TLRI = 
TLRf 二 TRLf 一 TRLf = Lf, 这 就 是 说 对 凡是 H, 中 的 元 f, 恒 有 TLRI = Lf， 对 
H_( 4》 中 的 元 , 工 没 有 定义 ,但 TLR 却 有 意义 , 当 a € HC(4) 时 ，TLRo€ HL(4)， 
所 以 TLR 确实 是 工 的 延 拓 . 不 仅 如 此 ，TLR 还 是 H(A4》 中 的 有 界 算 于 ,而 且 依 

H_(4) 中 的 算 子 范 数 和 工 依 Ho 中 的 算 子 范 数 是 相等 的 .也 就 是 说 TLR 是 工 的 有 界 
保 范 延 拓 .事实 上 ,根据 式 (12.6-11) 有 
] 7 工 吕 | -一 up 1 TLRea||., = Ti [LRe'l, 


-es if = [Zlo, 


— 


1) 关于 索 波 列 夫 空间 可 看 文献 [25,26]. 
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其 中 f= Ro. 

这 一 事实 说 明 ， 在 召 上 定义 的 与 尺 可 交换 的 有 界 算 子 , 可 保 范 延 招 到 BH-,(4》 中 ， 
但 在 豆 上 的 一 般 有 界 算 子 。 这 一 事实 并 不 成 立 ， 对 于 一 般 情 况 有 以 下 事实 成 立 : 

设 工 是 定义 在 环 上 的 任意 有 界 算 子 ， 工 ”是 它 的 伴随 算 子 ， 如 果 L*DCT)D(T) 
《DCT) 是 算 子 工 的 定义 域 ), 那么 工 一 定 可 以 延 拓 到 站 -4)》 中 , 并 成 为 及 -xA) 中 的 
有 界 算 子 中 

再 看 Ho 中 投影 算 子 的 延 拓 问题 。、 设 P 了 是 中 的 直 交 投影 算 于 ，{p;};=: 是 投影 子 实 
闻 PH。, 中 的 直 交 基 , 如 果 {qaCDCT)， 那么 P 在 HA4) 中 有 有 界 延 拓 己 ， 

P= > (RR. , Toi)op. (12.6-14) 


事实 上 ,对 任意 JE HH,， 
Pi 一 《Rf, Toi)op: 一 之， 《Rf, TO)op! 


> (fF, piops 二 到 ， 
:二 1 E 
而 对 和 任意 a € 太 _,( A), Pr 有 意义 ,所 以 忆 确 实 是 P 的 延 拓 ;也 不 仅 是 Hi( 4) 中 的 有 界 
| 延 扼 , 而 且 还 是 五 -4) 中 的 投影 算 子 ,因为 


Pio = PD (Ra, Topi7ogi 


f=1 


二 (Rae, Tp;)o 和 ‘Roi, Top;)op: 


一 3 (Ra, Tpi)op: = Pa, 


二 1 


闻 Pie 一 Pa 但 一 般 说 来 ，P 已 不 是 直 交 投影 咎 子 了 . 如 果 了 和 及 可 交换 ， 那么 P 的 延 
拓 户 仍 是 H(A4)》 中 的 直 交 投影 算 子 . 


类 似 上 边 的 讨论 ,还 可 以 推出 , 在 H。 上 的 任意 有 穷 维 线性 算 子 玉 一 2) 《*, pi 
只 要 {wr}?-1CDCT), 那么 K 在 H-4) 中 有 有 界 延 拓 大 ， 
Ke 一 > Ra, Thi)ogi, (12.6-15) 


f=1 


其 中 a€E H..(4)， 关 仍 是 有 穷 维 算 子 。 
如 果 {qi;}, {yi} 是 丽 。 中 规范 双 直 交 基 :, 即 
0 :1}, 


《qi di = Bi dy 一 | 
i :=1, 


这 时 ，{Tqpi}, {Twi} 是 HCA) 中 规范 双 直 交 基 ， 这 是 因为 . 
To;, Ty;)-; = (RTo;, RTY;), = qi, $i) 一 
于 是 H(A4) 中 任意 元 4a， 均 可 按 双 直 交 基 {Tq;}, {Ty py 


“一 > (a, TY;) a Ty 一 > (a, Roi)oTpiy (12.6-16) 
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右 端 级 数 按 五 -47 中 范 数 强 收 伍 。 显 然 , 这 个 级 数 在 ,中 是 没有 意义 的 

以 上 是 存 界 算 子 的 延 拓 问 题 。 下面 再 讨论 一 下 Ho 中 无 界 算 子 向 有 (4》 中 扩张 的 
问题 . 

设 邓 是 天 中 的 称 定 算 了 于 ，DCM) 汪 DCA4), 对 的 值 域 PBCM)CH,， 如 何 把 MM 扩张 到 
H_( A》 中 成 为 H(A) 中 的 稠 定 算 于 ,这 就 是 无 界 算 子 的 扩张 问题 . 

如 果 RM 在 DC(M) 上 是 有 界 算 子 ,由 于 DCM) 在 部 中 稳 ; 故 RM 可 有 界 延 拓 到 


H。 上 ， 记 这 个 延 托 为 RM， 即 凡是 “e DC(M)， 都 有 RNn 一 RMu， 而 对 于 属于 HH 不 
在 DCM》 中 的 元 ，RM 都 有 定义 ,对 凡是 DCM) 中 的 元 4, Mr 二 TRMu 是 恒等式 ， 
但 RM 有 延 拓 及 旭 , 工 有 延 拓 了 ,这 时 可 把 于 扩张 到 有 Cd) 中 本 一 TR 洒 ， 叶 就 是 


M 的 一 种 扩张 . 因为 对 凡是 ue DCM)。 都 有 RMu = RMu，RMu&e Hus(A4)， 所 以 
TRM4 二 TRM4 一 Ma。 而 对 孔 中 不 在 DCM》 里 的 元 ， 及 都 有 意义 ,因此 于 是 定义 
在 H, 上 而 值 域 RC( 及)CH_CA) 中 的 算 子 ;又 因 Hi 在 H.C4) 中 稠 ,所 以 股 是 HC A》 
中 的 笛 定 算 子 ， 形 确实 是 对 的 一 种 扩张 ， 

”特别 是 当 M 一 4 时 ,4 在 HJ(4) 中 的 扩张 为 胡 一 了 4 4 在 Hn(4) 上 和 
R, 了 可 交换 ,在 焉 中 是 自 伴 算 子 , 4 的 扩张 和 在 日 -A4) 申 也 是 自 伴 算 子 ， 也 就 是 说 ， 
上 是 4 在 H_,(4) 中 的 自 伴 扩张 ， 实 际 上 ,对 D(4) 中 的 元 xy hn 一 T4Ru 一 7T4Rz 一 
TR Au 一 A4u。T4R 是 定义 在 H, 上 其 值 域 呢 (A)CH-(4A), 所 以 态 确 实 是 4 的 扩张 . 
另外 ,对 任意 fg€ Ho, 有 | | 

《ff TARE): = Pi, ARE), 一 (AR}, Rg)», 
— 《TARI,8). 

因此 ，、 有 = 了 4R 是 昌 .(A) 中 的 自 伴 算 子 , 妨 是 4 的 自 样 扩张 ,不 难 证 明 .4 的 这 种 扩 
张 A， 有 一 个 非常 重要 的 性 质 ， 就 是 4 和 不 有 完全 相同 的 本 征 值 , 4 的 本 征 信 并 不 由 于 
扩张 而 有 变化 *. 

下 面 , 我 们 用 阴 范 空间 作为 系统 的 状态 空间 来 讨论 系统 式 (12.5-9) 的 定 解 各 稳定 性 
问题 在 方程 (12.5-9) 中 | 

SAW tt BHTNW, 

.are 是 基本 空间 一 LXQ) X Li2) X Rs 二 HX 咸 xX R。 中 的 反 御 伴 算 子 , 它 的 定 
义 域 Dey0) 二 DCA) x D(A1) Xx R,C9， 而 其 什 域 呢 C ey-5%. 在 Der) 上 
引进 图 象 范 数 后 ,构成 阳 范 空间 , 记 作 Sy Dn 一 H(A#8) X H(A44) X R,， 急 4 的 对 
偶 空 间 记 作 多， 多 一 H_:(Ai) X H(A41) x R,， 这 三 个 空间 的 关系 是 


Dr CC DECDHD_ 0). | (12.6-I 7) 
由 驴 j 到 多 。 的 等 距 算 子 了 为 
(1 十 4) 0 0 
T= 0 (+ A)t 0 i 《12.6-18》 
0 0 (E+ BB) 


而 出 和 到 9 上 的 等 虐 算 子 R 二 77! 为 
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《1 AY 0 0 


R= 0 《1 + A 0 (12.6-19) 
0 0 (E+E)t 


按 前 面 讲 过 的 方法 ,把 7 了 ， RR 分 别 延 拓 , 记 作 了 ,RR, 则 民 是 久 _, 到 9 上 的 等 上 距 算 子 , 而 了 
是 Do 到 D_ 上 的 等 距 算 子 ， 

反 自 伴 算 子 .ar 在 多 ,中 有 反 自 伴 扩 张 ; 记 作 eyo, 它 和 ey。 有 相同 的 本 征 值 . 

算 子 多 是 名 中 的 有 界 算 子 ， 根 据 前 面 讲 过 的 对 有 界 算 子 的 延 折 ，: 天 中 的 算 子 
B41, (BA-1)* 一 A471B*, 4-1B*DCA1)CD(44), 所 以 B41 可 有 界 延 拓 到 三 Cd 的 
中 , 同 理 对 算 子 C, 只 要 C*D( 4i)SDCA3), 那么 C 也 可 有 界 延 丘 到 H(A), 从 而 多 
可 有 界 延 拓 到 9, 中 成 为 9_, 中 的 有 界 算 子 , 记 作 均 ， 

反馈 算 子 学 ， 其 中 控制 算 子 G 《+:,，g)b, 在 点 控制 时 ,b&b 一 6Cp 一 pp)， 只 要 
8(p 一 吉 ) EE H(A1)、 那 么 G 是 从 Rs 到 日 (43) 中 的 有 界 算 子 . 

至 于 测量 算 子 $4 -3p 二 《4gp, a1) 是 一 1, 2 p& 晶 ， 在 点 测量 时 , a:(p) 一 
5Cp 一 名 )， 如 果 驴 4"tp EE Hi( At)， 那 么 S4 可 有 界 延 拓 到 H(A#) 上 . 

这 样 , 反 馈 算 子 可 有 界 延 拓 到 9-, 上 , 记 作 宁 ， 

综 上 记述 ,我 们 把 原来 的 系统 状态 空间 由 9 扩大 到 9 它 仍然 是 希 尔 伯 特 空间 ， 且 
含有 所 要 求 的 广义 函数 ， 把 9_, 作为 系统 式 (12.5-9) 的 状态 空间 ，.ar, 在 罗 . 有 自 伴 扩 
张 .oz。 它 和 ,er。 有 相同 的 本 征 值 ， 而 算 子 多 , .9 都 可 有 界 延 拓 到 9, 中， 这 样式 
《12.5-9) 在 允 - 中 就 成 为 

全 二 .YW 一 (十 新 十 交 ) 玩 ， (12.6-20) 
.ez 的 定义 域 是 DC ) = Ho xX Ho xX R,, 

方程 (12. 6-20) 的 本 征 值 问题 和 定 解 问题 ， 与 分 布 测量 、 分 布控 制 时 方程 (12. 5-9) 是 完 
全 类 似 的 ,重复 上 节 的 讨论 ,可 以 证 明 以 下 事实 : 

如 果 4 是 自 伴 正 定 有 紧 预 解 式 的 算 子 ， 它 的 本 征 值 列 {成 } 都 是 单 重 的 ， 且 满足 
imp 一 po- 一 co， 而 84,C 是 孔 中 的 有 界 算 于 ，C*D(4 切 DC4D，Sd 是 
Po 到 R, 中 的 有 界 算 子 , 且 对 Ho 中 的 元 $:A~ip€ H(A3),i = 1,2, a(p) € H(A4)， 
G 中 bE H(A1)， 那么 ，. 乡 在 多 ,中 的 本 征 值 除 有 穷 个 外 都 是 单 重 的 , 且 它 的 本 征 元 
列 {C@4)354}?=-。 与 伴随 算 子 .zy* 的 本 征 元 列 {C 玉 1;)?E}?-_。 构 成 9_, 中 的 双 直 交 基 ， 
对 任意 所 € 多 _,， 可 展 成 下 列强 收 敏 级 数 ， 

di pa $3 《W, 1) -0 ) 下 bp 《W, Vy,, 


lftN, If>No 


We (Sw, Bi 二 > (se mi (12.6-21) 


So “= ll>No 
这 里 右 端 级 数 按 多 -, 中 的 阴 范 数 收敛 ， 如 果 4 的 本 征 值 还 满足 写 Cpes 一 pa) < oo， 
同样 可 以 证 明 .er 是 9-, 中 强 连 续 单 参 数 有 界 算 子 群 他 (?) 的 生成 算 子 ， 它 是 一 切 本 征 
运动 群 之 和 


MT 
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D0) 一 > Uls) 


se a 人 了 4 一 1 
一 2, cx 人 十 tDi 直 "十 (QD,) | ) 


Mien Let 


二 本 ci 人 ， (12.6-22) 


ul>N, 
上 式 右 端 按 算 子 阴 范 数 收敛 . 市 


m1 


6 一 2， 3 Bi, Db, 一 六 《4 由 i417 ij, 
i=0 


了 一作 
ns 本; 分 别 是 .之 和 .这 * 对 应 于 和 矶 的 规范 广义 本 征 元 ， 

方程 (12.6-20) 对 任意 初 值 访 ,€ 8。 X H, x R。 有 唯一 解 WG) 一 DOV 

解 站 () 形 。 和 分 布 测 量 、 分 布控 制 时 《12.5-9) 的 解 UCz)W。 有 两 点 不 同 : 一 个 是 
W,€ Ho x Ho x Rs Th WE D(AI) x DC XRD X DOAE) x R,CH,XH, xX 
R,. 这 就 是 说 ,点 控制 、 点 测量 时 、 系 统 方程 有 解 的 初 值 范围 要 比分 布控 制 、 分 布 测量 时 
大 . 另 一 个 是 UCO)WoE Ho X Ho XxX R, 而 UW Ee H(AL) x H(AY) x R, = 9, 
也 就 是 说 分 布 测量 ,分 布控 制 时 系统 方程 的 解 在 工 ; 空间 中 ,而 点 测量 ,点 控制 时 , 这 个 
解 在 阴 范 空间 9-, 中 .UCDW, 叫 作 方程 的 古典 解 ,而 CV。 则 叫 作 广 义 解 ， 当 初始 条 
件 W,E DCAi) x D(A43) x R,， 而 且 方 程式 内 不 含 5 函数 时 ， 古 典 解 和 广义 解 是 一 至 
的 . 否则 ,古典 解 不 存在 ,但 广义 解 是 存在 的 ， 

在 点 测量 ,点 控制 情况 下 ,线性 系统 稳定 社 问 题 和 分 布 测 量 、 分 布控 制 时 的 情况 一 样 ， 
完全 取决 于 系统 本 征 值 在 复 平面 上 的 分 布 ,这 里 就 不 再 重复 了 . 

下 前 ， 在 工程 技术 中 应 用 的 振 型 分 析 方法 ， 是 分 析 分 布 参数 系统 一 种 比较 有 效 的 方 
法 。 我 们 上 边 所 讨论 的 结果 检 好 为 这 种 方法 建立 了 严格 的 理论 基础 。 这 种 方法 不 仅 对 分 
布 测量 ,分 布控 制 的 系统 是 有 效 的 , 对 点 测量 、 点 控制 的 分 布 参数 系统 也 是 有 效 的 ， 同 时 
还 可 以 看 出 ， 在 对 分 布 参数 系统 作 有 穷 维 蕊 近 时 是 有 严格 理论 根据 的 。 依据 实 际 问题 的 
精度 要 求 ,对 无 穷 维 系统 作 有 穷 维 通 近 时 ,除去 还 近 误 差 外 ,再 没有 别 的 误差 。 


12.7 分布 参数 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 


在 第 4.10 节 和 4.11 节 中 ,我 们 介绍 了 线性 集中 参数 系统 能 控 福 和 能 观测 性 的 概念 . 
文献 [33] 是 最 早 把 集中 参数 系统 能 控 性 和 能 观测 性 概念 推广 到 线性 分 布 参数 系统 ， 并 且 
得 到 了 类 似 于 集中 参数 系统 的 完全 能 控 性 和 完全 能 观测 性 的 条 件 ， 

系统 能 挖 性 概念 是 系统 控制 能 力 的 表现 , 它 反映 了 系统 状态 和 输入 《控制 ) 之 间 的 关 
系 。 由 于 分 布 参 数 系统 的 状态 空间 是 希 尔 伯 特 空间 ， 所 以 我 们 将 在 这 种 空间 中 来 讨论 这 
个 问题 ”， 设 给 定 的 分 布 参数 系统 为 

人 全 = AU(#) + BF(), | (12.7-17 


其 中 U() 是 系统 状态 ， 设 系统 状态 空间 9 是 一 可 分 的 希 尔 伯 特 空间 ,对 任意 周 定 的 /， 
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U(?) E99，A4 是 负 中 的 线性 算 子 ,其 定义 域 为 D(A)。F(s) 是 系统 的 控制 ,也 就 是 系统 的 
输入 , 它 的 取 值 也 是 一 可 分 希 尔 伯 特 空间 , 记 作 $。B8 是 从 $s 到 多 中 的 有 界线 性 算 闻 ， 
在 第 12.3 节 中 我 们 曾经 说 过 ,分 布 参数 系统 的 控制 F(z, x) 不 仅 是 * 而 且 也 是 空间 
变量 zx 的 函数 。 当 * 固定 后 , 它 是 x 的 函数 , 即 空间 9 中 的 元 .所 以 控制 f(D 是 自 变 量 
为 1:,0 筷 1 甩 7T, 了 < 之 吕 ， 取 值 于 $e 的 函数 。 在 讨论 能 控 性 问题 时 , 先 限定 控制 FG) 
的 类 别 : 要 求 对 9r 中 每 一 个 元 v, 《F(z)，sz》 是 + 的 可 测 函 数 《 勒 贝 格 意义 下 )， 并 和 且 


IPCDlar 对 每 个 有 限 的 都 是 有 穷 信 . 也 就 是 说 ,对 每 个 控制 PCD) ,FPC 是 一 可 积 


水 数 ， 这 种 控制 的 全 体 构 成 了 在 9r 上 的 工 空间 ,今后 记 作 LC(C0, 7), 9:). 

在 系统 式 《12,7~1) 中 ,假定 4 是 身 中 强 连 续 有 界 算 子 半 群 SC 的 生成 算 子 , 当 给 定 
U(0)EDC4), 在 (0, 7) 上 F(z) 是 强 连 续 函 数 时 ,方程 (12.7-17 有 唯一 解 , 并 可 表达 
为 


UG) = SGUVOO)++ | SC 一 r) BFCr)dr, . 《12.7-2) 


其 中 第 一 项 SCD)UC0》 只 与 初 值 有 关 ， 而 第 二 项 是 由 控制 F(z) 决定 的 ， 在 讨论 能 控 姓 
间 题 时 ,主要 和 这 一 项 有 关 ， 整 个 解 式 (12.7-2) 表 示 了 在 给 定 初 信 0(0) 和 控制 F(z) 的 
情况 下 ,系统 状态 的 演化 过 程 ， 但 这 里 对 初 值 0(0〉 和 控制 F(z) 的 要 求 比较 强 ,事实 上 
当 UC0) 不 在 D(A) 内 或 者 控制 FO)E LCC0,T)， 9r) 时 , 解 式 《12.7-2) 仍然 是 存在 
的 ,这 时 它 在 下 述 意 义 下 满足 方程 (12.7-1): 对 D(A4*)《4* 是 4 的 伴随 算 子 ) 中 每 个 元 
v， 都 有 


-人 《Pt vw) = (U(D, A*v) + 《FQ), B*v), (12.7-3) 
以 及 
limeD7(z)。27 = 《U0(0), v). (12.7-4) 
而 且 满 足 式 《12.7-3) 和 (12.7-4) 的 解 式 (12.7-2) 是 唯一 的 . 
这 就 是 说 解 式 C12.7-2) 在 两 种 意义 下 满足 式 (12.7-1), 一 种 是 当 U(0) € DC4), F(#) 
强 连 续 时 ,这 时 解 UC#) 岂 作 强 解 ,而 在 式 C12.7-3) 和 (12.7-4) 意义 下 的 解 叫 妮 解 。 在 讨 
论 能 控 性 问题 时 , 式 C12,7~1) 的 解 是 指 它 的 弱 解 ， 
现 假 定 初 值 为 零 ， F(#)€ L.(¢0, 7), 多 z)， 定义 算 子 
KF = 1sGz — r)BF(Cr)ar, 《12.7-57 


它 是 从 LiCC0, 7)。9r) 到 另 中 的 有 界 算 子 。 用 w(CT) 表示 算 子 K 的 值 域 , 它 是 系统 式 
(12.7-1) 在 所 有 FC &《 LC0, 了 ), 95》 控制 作用 下 , 从 初始 零 状 态 出 发 , 在 了 时 刻 系统 
能 够 到 达 的 所 有 状态 ,这 和 集中 参数 系统 的 等 时 区 很 相似 。 显 然 ，w(T) 是 9 中 的 子 空 
间 , 当 Ti 之 Ti 时 ，w( 了 T,) 己 oT;)， 这 就 是 说 ， 当 了 增 大 时 ，w《7)》 也 变 大 ， 把 所 有 
wlT) 会 起 来 , 它 仍 是 多 中 的 子 空间 , 用 w 一 【J】w(T) 记 这 个 子 空间 (这 里 U 表 示 集合 


的 并 ?, 则 中 是 作 系统 的 能 达 状 态 集 ， 
系统 式 《12.7-1) 叫 作 完 全 能 控 的 ， 是 指 它 的 能 达 状 态 党 下 在 状态 空间 3 中 稳 ， 即 
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避 一 $, 5 表示 w 的 闭 包 ， 这 就 是 说 ,对 多 中 任意 状态 了 了, 总 可 以 找到 能 达 状 态 集 % 中 的 
状态 已 ， 使 二 和 ?非常 接近 ，l7 一 Ui < s, s 是 任意 小 的 正 数 . 确切 地 说 ， 对 多 中 任 
意 状态 Y 和 任意 小 的 正 数 6s。 总 存在 有 限 的 时 | 间 TCT 依赖 于 和 se),， 以 及 控制 F(2) 
《 LCC0, T), Ds) 使 


UCT) = | sz — BFC)ar ee wT)Cow, 


并 且 有 7 一 V0《T 首 过 8 成立. 

值得 注意 的 是 ,分 布 参 数 系统 完 全 能 控 性 只 要 求 能 达 状 态 集 在 多 中 稍 , 而 不 是 w= 
史 ,， 这 和 集中 套数 系统 是 不 一 样 的 . 
” “下面 ,我 们 进一步 讨论 系统 完全 能 控 的 判定 准则 . 

首先 我 们 注音 到 , S(2)8B 是 多; 到 多 中 的 有 界 算 子 , 记 这 个 算 子 的 值 城 为 弦 (5(#)B)， 
# 不 同时 , 索 (S(7)B) 也 不 相同 ， 把 所 有 鹏 (SB) 合 起 来 , 记 作 宠 一 US(CDB)， 


了 六 站 
它 仍 是 锋 中 子 空间 ， 现 在 我 们 来 说 明 , 如 果 弦 在 另 中 称 必 有 名 在 多 中 稠 ,从 而 系统 是 完 
全 能 控 的 ， 
我 们 反 证 , 设 家 在 允 中 黎 , 而 。 在 允 中 不 移 , 看 看 会 出 现 什 么 矛盾 。 如果 中 在 多 中 
不 秋 , 必 存在 钨 中 的 元 y， 它 各 直 交 , 也 就 是 对 每 个 有 限 的 了 ,yy 直 交 于 we 了 )、 即 


z Cf sr — +)BF(T)dr, y) 一 | sc — Tt)BF(T), yyar 一 0 
但 (SCT 一 TY7BFKr)，y) = 二 《FC(r), B*S*CT 一 7)y)， 所 以 有 
|， (S(T — BFC), yydr 一 | Fy, B*S*(T — ryYar = 0. 


现 选 择 一 个 特殊 的 控制 FPCr)， 
F(t) = B*S*(T — rt)y, 
它 显 然 属于 L.((0, Ts Dec), 代 到 上 式 则 有 


7 
| |B*S*CT — cylidr = 0, 


因而 有 B*S*CT 一 ty 二 0, 0 忒 7 所 T， 对 圈定 的 r, B*5*(T 一 7)y6 ,由 于 它 是 
零 元 , 故 必 和 9 中 所 有 元 * 直 交 ，, 即 

《B*S*CT — ry, x) = 0, 
或 者 

Cy, SCT — T)Bx) = 0. 
这 个 等 式 对 于 所 有 有 限 7 和 Ss 中 所 有 元 * 都 成 立 ,也 就 是 对 所 有 + 之 0 有 

《7 SC Br) 一 0 (12.7-6) 
这 说 明 , 算 子 5()8,: 关 0 的 值 域 史 在 5$ 中 不 称 , 因 而 和 原来 假定 统 在 乡 中 稠 相 矛 盾 . 
所 以 必须 有 在 9 中 称 . 

这 个 事实 上 反 过 来 也 是 对 的 ,就 是 说 , 如 果 % 在 允 中 称 , 那么 弦 也 一 定 在 多 中 稠 。 因 

此 ,ao 在 罗 中 笛 和 受 在 罗 中身 是 等 价 的 , 这 样 ， 我 们 就 可 以 用 家 是 否 在 允 中 币 来 判别 
系统 是 否 完全 能 控 。 
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应 用 类 似 的 方法 还 可 以 证 明 , 系统 式 《12.7-1) 完全 能 控 的 必要 充分 条 件 是 ， 对 每 个 
1 > 0， 如 果 允 中 有 某 个 元 x， 使 
| SCT)B B*S*CT )xdr 一 0， (12.7-7) 


则 必定 有 x = 0. 

分 布 参 数 系统 完全 能 挖 性 的 这 两 个 准则 、 可 以 看 成 是 集中 参数 系统 完全 能 控 性 的 相 
应 推广 . 当 邹 是 有 穷 维 空间 时 , 这 时 算 子 天 是 有 穷 维 算 子 ,系统 完全 能 控 性 就 是 要 求 天 的 
值 域 w 一 儿 ， 即 玉 是 不 降 秩 的 。 这 时 上 述 两 个 能 控 狂 准则 就 简化 为 线性 集中 参数 系统 
的 能 控 性 准则 . 

下 面 ,我 们 青 介绍 一 下 系统 能 观测 性 的 概念 。 在 线性 系统 式 (12.7-1) 中 ,由 于 测量 手 
女 的 跟 制 ,往往 不 能 直接 测量 到 全 部 状态 Co, 直接 测量 到 的 系统 输出 , 通 芝 是 状态 U (2) 
的 兆 数 . 它 可 以 表达 成 

yt = CUG), (12.7—8) 

yt 岂 作 系统 输出 或 叫 状态 的 观测 值 , 它 属于 希 尔 伯 特 空间 人 $e.，C 是 由 鲜 到 9c 上 的 有 
田 算 村 《5 可 以 是 无 界 算 子 , 这 里 为 了 说 明 方 便 , 假定 C 是 有 界 的 )， 

系统 能 观测 人 性 概念 ， 友 映 了 答 出 和 状态 之 间 的 关系 。 就 是 说 能 和 否 根据 系统 的 输出 
7(z) 来 唯 -确定 系统 的 状态 。 比 如 , 当 控 制 FQ) 一 0 时 ,系统 的 运动 是 初 值 引起 的 , 这 
时 方程 (12.7-1) 的 解 是 VQ) 一 SC0)， 能 观测 到 的 系统 输出 是 y(2) = C5CD000)， 
如 果 测 得 到 在 [0, 7] 时 间 内 系统 的 输出 yC(), 我 们 能 否 根 据 y(r) 唯一 确定 初 信 UC0)， 
因为 一 旦 U(0) 确定 ,系统 的 状态 UC) 也 就 确定 了 显然 ,这 一 点 和 算 子 Cs(z) 的 性 质 
有 直接 关系 ， 

首先 需要 定义 算 子 CS(9 的 零 子 空间 9 9 一 {x|xeE CS = 二 0,1 之 0} 容 
易 检 查 它 确 是 多 的 子 空间 ， 显 然 , 凡 29 中 的 元 无 法 根据 输出 来 唯一 确定 ,因为 9 中 不 同 
的 元 输出 都 是 零 , 在 输出 和 状态 之 间 没 有 一 一 对 应 关系 

给 定 线性 系统 式 (12.7-1》 和 (12.7-8), 系统 叫 作 完全 能 观测 的 是 指 子 空间 多 是 空 


集 , 即 
9, = {x|ze 多 CS 一 0 时 一 由 (12.7-9) 
其 中 由 表示 空 集 . 
现在 我 们 看 一 下 ， 如 何 判断 一 个 线性 系统 是 完全 能 观测 的 : 对 之 0, 若 CS)w 一 
0, 则 它 必 和 8$c 中 所 有 元 7 直 交 ， 
Cy, CCS) 一 0， (12.7~10) 


但 《y,，CS(#)4》 一 《SNCY7 Ww), 所 以 对 1 守 0， 有 《5S*(2)C*y, 给 -1 根据 定义 , 完 

全 能 观测 性 要 求 x = 二 0。 由 此 推 得 ,对 : 之 0， 如 果 算 子 S*G)C* 的 值 域 弦 (S*(7)C*》 
在 血 中秋 的 话 , 必 有 w= 二 了， 因此 ,我 们 得 到 完全 能 观测 性 的 第 一 个 准则 是 

(多 (Ss*() c*) (12.7-11) 

在 多 中 笠 . 

.和 讨论 能 控 性 问题 时 一 样 , 式 412.7-117) 又 等 价 于 下 面 这 样 的 事实 ,对 上 > 0， 如 果 儿 
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中 存在 某 个 元 Hy 使 
| srC)c*csCrYwar = 0， (12.7—12) 


则 一 定 有 《== 0. 
这 就 是 完全 能 观测 性 的 第 二 个 准则 ， 
下 面 举 个 例子 来 说 明 完 全 能 观测 性 和 完全 能 所 性 的 物理 意义 
在 第 12.5 书 中 ， 讨 论 带 有 党 微分 控制 器 的 分 布 参数 反馈 系统 时 ， 曾 经 得 到 过 , 算 子 
-oy 和 ef 没有 共同 本 征 值 的 充 要 条 件 是 式 (12. a 
‘BbB,p R01= +t1, +2,...…, 
于 (1 闪 0, 7 一 士 1， 士 2，， 
《zi 8) 送 0,7 一 1，2， 7， 
Hla) < 0,1=1,2,...,#. 
这 组 条 件 和 系统 能 挖 性、 能 观测 性 有 密切 关系 . 
现 把 第 12.4 节 中 式 (12.4-19) 化 成 (12.7- 了 的 形式 、 邻 坝 二 #5t; 二 轴 ,， XX 二 ZU 
(Wi, #2, ss)》， 则 有 


四 — Ul) + WBF), (12.7-13) 


0 { 0 \ 0 0 0 
一 4 一 下 — 人 © 0 I|， 当 = 二 | 10 0 bo | 。 
0 0 J .\k, k, 0 


Fi) 一 (f(D), f(D), f(D) 是 系统 的 输 人 ， 有 天, 户 是 连续 的 实 值 水 数 ， 


一 


假定 测量 方程 是 
| VO) = CUC), (C12.7~14) 
其 中 : 
《S ,a1) 0 0 
| 0 《3S: * ,42) 0 
0 0 (', &) 
VD 是 系统 回潮 ， 


我 们 指出 ,在 式 (12.5-21) 条 析 中 
(Bb, di) a 0, 1= +1, +2, +, 
Hlg) < 0, 1 一 1 2 2， (12.7-15) 
是 系统 式 (12.7-13) 完 全 能 控 的 必要 充分 条 件 ， 而 
(zi 8) 关 0，7 一 1，2， np 
W(X) 0, I= +t1, +2,...， {12.7-16) 
是 系统 式 (12.7-13),《12.7-14) 完 全 能 观测 的 必要 充分 条 件 ， 为 了 更 明显 地 看 出 它 它 的 物理 
意义 ， 我 们 讨论 式 (12. 7-13) 和 《12.7-14) 的 一 个 特殊 情况 : 


— + As = bf(#), (C12.7-17) 
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重 央 方程 是 . 
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= Deni oop) (  ) er 


检 于 闪 


Dae) ( ea, 


On 


令 cn | ca rd4r 一 gs(t)， 则 上 式 变 成 


KF — Dol po) ( oe ). (12.7-26) 
由 此 可 以 明显 看 出 , 如果 《〈， ys》 一 0， 无 论 控制 (1) 如 何 选择 。 这 时 算 子 天 的 值 域 中 
不 含有 【《 ”生成 的 子 空 间 ， 因 此 ,天 的 值 域 在 9 x 59 中 不 簿 , 从 而 系统 不 是 完全 


能 控 的 . 
完全 类 似 : 条 件 式 (12.7-227 说 明 , 当 且 仅 当 所 有 振 型 p。, ”一 1, 2;……， 都 能 测量 并 
有 输出 的 时 候 , 系 统 是 完全 能 观测 的 。 比如 ,对 某 一 振 型 pn,《5qm, a》 一 0, 这 时 系统 不 
是 完全 能 观测 的 。 基 为 在 这 种 情况 下 ,根据 系统 输出 确定 不 了 初 值 ( 只 考虑 非 强 迫 运 动 )， 
设 系 统 初 值 为 0(0) = 《x.(0), wx0))， 和 未 统 的 输出 为 
Vl) = CS UO). 
根据 式 《12.7-20) 和 (12.7-~25), 可 以 得 到 


VO CY elU(0), po), 
= > elUC0), po) C9, 


S wt 。 0 。 0 Ps» 

= 2° 《7(0)， 9:)( 外 0 

<- 一 2 cont TITKC0)， Pe) ( 

0 \ 

一 上 = | (12.7-27) 

eentosASgn 4 CUCO0), po) 上 | 

如 果 (Si ay = 0，, 不 论 初 值 (0) 如 何 ， 在 输出 F(9 中 ,不 含有 初 值 UC(0) 在 学 ~ 

张 成 子 空间 内 的 分 量 ; 因 此 根据 输出 了 (kz) 不 能 唯一 确定 初 值 ZC0)， 


ee 2 ) 


12.8 ”满足 给 定 积分 指标 的 控制 设计 


在 前 面 几 节 中 , 讨论 了 分 布 参数 系统 的 稳定 性 \ 能 控 性 以 及 能 观测 性 等 问题 , 它们 属 
于 系统 分 析 的 范畴 .从 这 节 起 ,将 讨论 给 定 了 系统 指标 要 求 后 , 如 何 设计 控制 器 , 使 系统 
性 能 满足 某 些 预定 的 要 求 ， 这 就 是 系统 的 设计 间 题 。 系 统 性 能 指标 通常 可 用 受 深 量 和 控 
制 量 欧 数 的 一 个 积分 来 表达 , 如 能 量 指标 ,时 间 指 标 等 都 可 用 积分 形式 来 表示 。 和 集中 参 
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数 系统 一 样 ,在 给 定 了 系统 性 能 指标 后 ,如 何 寻 找 使 性 能 指控 达到 极 小 (或 极 大 ) 的 控制 问 
题 : 即 所 谓 的 最 优 控制 问题 ， 实 际 的 工程 系 绕 , 受 控 量 和 控制 量 由 于 受到 结构 和 技术 实现 
上 的 限制 ,它们 只 能 在 一 定 范围 内 变化 , 这 种 控制 受到 约束 的 最 优 控制 问题 , 将 在 下 一 节 
里 讨论 . 
在 这 一 节 里 ， 银 定 控制 量 的 取 值 不 受 限制 。 这 种 控制 没有 约 东 的 最 优 设计 问题 信 有 
-实际 意义 ， 比 如 , 当 受 控 对 象 偏离 预定 状态 很 小 时 , 用 来 修正 这 个 偏差 的 控制 量 往往 也 很 
小 ,在 这 种 情况 下 ,可 以 认为 控制 量 不 受 任 何 约 束 ， 
在 控制 不 受 约 东 的 情况 下 ,可 用 变 分 法 求 出 最 优 控制 . 


设 给 定 系统 的 运动 方程 为 
于 —f (t,x, Kf » Ee Fls, *)), 0<r<l, {12.8-—1) 
边界 条 件 是 
u(t, 0) = 0, u(t, 1D) = 0, (12.8-2) 
初始 条 件 为 
u(0, x) = g(x), (12.8-3) 
其 中 F(z, x) 是 系统 的 控制 ， 
系统 的 积分 指标 是 
J[F{, +)] 一 jh OQ(f, *» ts Se, F)dxd, {12.8—4) 
式 中 工 是 给 定 的 正常 数 . 
| 我 们 的 目的 是 找 出 控制 规律 F(:, xz)， 它 使 受 控 对 象 在 上 一 了 时 刻 到 达 状 态 wx(7T， 


z) 一 uw*(x), u*(x) 是 事先 给 定 的 状态 ,同时 使 性 能 指标 了 达到 极 小 .这 里 对 控制 尺 (ts x》 
不 加 约束 ,只 要 求 它 是 * 和 * 的 连续 函数 。 假定 f, 8 分 别 对 各 自 的 自 变 量 有 一 至 二 阶 连 
续 偏 导数 ， 设 使 指标 了 达到 极 小 的 最 优 控制 存在 ， 记 为 六 (1, x)， 而 相应 的 最 优 轨迹 记 
为 aCz, x*)， 现 对 控制 上 CG, x) 作 一 个 微小 变动 (控制 变 分 )， 


外 Ki x) = Pl, x) + EF (1, x), (12.8-5) 
这 时 ,在 人 (1, x) 的 作用 下 , 受 控 对 象 的 运动 也 发 生 相 应 变化 ， 
ult, x) = #(t, 4) + ult, x). (12.8-6) 


控制 的 变 分 3F (1, x) 一 各 (ty z) 一 上 (4, x) 引起 了 受 控 对 象 运动 的 变 分 ，5u(， 
zx) 一 (t,x) 一 t,x)， 它们 是 通过 方程 (12;8-1) 联系 起 来 的 ,使 了 达到 航 小 的 控制 
F(z, x) 是 了 在 方程 (12.8~1) 约 束 下 的 条 件 极 值 问 题 。 根 据 变 分 学 中 拉 格 朗 日 张 子 法 ,可 
以 把 这 个 条 件 极 值 变 成 无 条 件 极 伪 问 题 ， 令 


Raeny 亿 > 于 > F)+ Px, 2) [Ce So Fe|， (12.8-7) 
Ox Or? £ 


8 
其 中 g(x, 2 是 拉 格 朗 只 乘 子 ， 是 待定 的 未 知 函 数 .。 这样 ， 寻 求 最 优 控 制 了 G1, x) 的 问 
题 ,就 变 成 了 使 
Oe Ef Radidx (12.8-8) 
取 极 小 的 无 条 件 航 值 问题 。 
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记 到 ms 6 5 rry 4 = gy 而 tx, Orry HR, 分 别 表示 rs 可 
Ey x i 
的 变 分 ， 略 去 高 阶 小 量 ,指标 1[F(:, x)] 的 变 分 为 


二 1 (K — Rdsdz 
一 |e 人 )+ wn (有) 一 人 


一 o( 1 下 二 F) 一 dx 有 [os 5 3 #)— By 并 | auaz 


-| | RE 十 or 


士 h(xr, DE Ou 二 w(x, 1) Giver 


去 等 


te ) 5 Of oF — yl, 02] Pn 


-| [age Gu + Bt 十 由 (xz 人 二 


网 用 珊 -a Biirs 
a0 
中 (xy， le + [2 SF 
十 (Cx, i2 5 oF | didx » (12.8-9) 


式 中 和 的 各 阶 偏 导数 都 在 点 (1， #2Ct。 x*)， ae 过 ， 记 (2, x)) 上 取 值 ， 因 为 


dx | 0 Or 一 2 vc, f) P08] 一 -| ecr， 1) pn Oxs 
Oiirr x Ox Os 


所 以 有 | 
| | blx, 1) pr Onsetdtdx 


|， [2 Br 区 1 Burdidx 
+ 1 Bx Ge De -| da 
四 | | ax [wc, 1) 中 Bixdidx 


十 | vr, 1 -of 856. | 
0 Br 


若 令 


由 (0 弛 一 0， 史 (7 = 0, (12.8-10) 
则 有 


Yri 
| | px, 1) 0f Bii,rdidx 
0 Jp Di 


一 一 二 -8 | ecr， z) | | dtdidr, 《12.8-13 ) 
JU Ox Bn 


XE 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 www. fineprint, com.cn 


12.8 满足 给 定 积分 指标 的 控制 设计 425 


把 式 (12.8~11) 代 到 式 (12.8-9), 便 得 到 
6I[F(lt, x)] -| w+ px, 3 bu 


十 | ee 9 (gz, £) > 人 Oty 


Oi, 
一 px, A) 6a, | eax 量 直人 [2 
+t Hx, £7 | 8Fdtdx, : | 
另 一 方面 ,由 于 
让 -让 (# 《 pC x, ) BE ))as. ~- 巡 ([92 一 名 (wc | 司 
- 辫 [ 给 - 妆 (ooD 让 用 mw 
从 而 有 


ME op 总 jnu 


0 J0[L gz， 


一 一 | | [32 一 ec 1) |) Budtadx 
了 如 人名 -总 (0 训 昌 }e 
Ss eu 
十 | 32- 2( vlx, £) 3) Ou | Adr 
-加 译 [ 总 -- 训 (eo 六 
其 中 第 二 项 积分 为 零 , 是 因为 边界 条 件 是 固定 的 ,所 以 swkt x)|:o = 0, 6u(z, x)|:= 一 


0 . 把 上 式 代 到 式 (12.8- 12) 中 , 则 有 
1 [F(t, x)] = | | [SQ ou + br, D5 下 64 


一 gee Dal) 


一 (x, 1)6n, | didx 十 | | [me 十 由 (x, 2) 各 BFaidx. (12.8-13) 


此 外 
1 px 16didxr 一 | [plx, £)Bu] | ex 一 1 ,2 i 


二 一 EL Op(x, 纺 Budtdr, (12.8-14) 
0 Oz 


其 中 第 一 项 积分 为 和 堆 ， 是 因为 6wCi, x)|i=o 二 0，6u(ft, x) | 一 0 《初始 条 件 和 终 问 条 
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件 是 固定 不 动 的 ). 
将 式 (12.8~147) 代 到 式 (12.8-137 中 ,使 得 到 
BI1[ Fi, #)] = | | 人 人 忆 (0 
一 -一 2 | blrx, |)- 中 了 Budtdx 
二 r f 全: + ox; DE SFadtdx. (12.8-15) 


我 们 这 样 选择 gCx, 局， 使 它 清 足 方程 


O00 0 (00. 0 6 _ 6f _ 80 
a Ox (CG -mn Ea 1) |) | $x, 1) 0 (12.8-16) 


及 边界 条 件 式 (12.8-10)、 于 是 式 (12.8-15) 的 第 一 项 为 零 ,而 : 
SI [FC#, zy] = 人 [9 pd | pF didx. (12.8-17) 


当 上 (1, x》 是 最 优 控 制 ，i《1, x》 是 对 应 的 系统 的 最 优 轨迹 时 , 应 有 81[FCt, x)1 一 0， 
于 是 得 到 


| [29 十 bx, 2) ol | Fdtax = 0. (12.8-18) 
由 于 控制 了 不 受 约束 ，5F 可 二 汪 二 0 网 
2 3 - 
aF 十 bx, #) 3 0 (12.8-19) 


才能 得 到 满足 ， 这 个 方程 就 是 使 7 达到 极 小 的 最 优 控制 所 应 满足 的 必要 条 件 ， 

我 们 把 方程 (12.8-1)、(12.8-16),，(《12.8~19) 以 及 边界 条 件 和 初始 休 件 (12.8-2)， 
《12.8-3),《12.8-10) 写 在 一 起 ,构成 一 组 联 立 方程 式 ， 

2 和 一 开启 x, Hs Se F )， 
0)“ 呈 0， ff 人 2 1 一 0， . 
u(Q, x) 一 0 ulT, x) = u*{x), 

OpCx, 2) 00 _ x js x 0 a 090 
d(x, 2) -已 人 2 [vss D2 |]) WD 圳 


aQr OR 
$0, 1) = 0, gL, a 
l 5 + lr, 2) 让 一 四 《12.8-20? 


00 gf 人 二 一 
注意 到 ,4 十 $x, 人) 二 [0 + xs Df], 如 果 令 日 二 8 十 gx, 51， 则 有 


BH 
一 一 0， 12.8-21 
Fr 《 ) 


这 就 是 说 ,最 优 控制 疡 应 使 互 达到 极 值 .。 由 式 (12.8-21) 解 出 兰 , 它 是 fx zy cy 让 :x3 由 
的 函数 ， 把 去 代 到 方程 (12.8-20) 中 ， 解 出 wz 和 由， 盏 代 回 到 六 的 表达 式 中 , 六 就 是 待 求 
的 最 优 控 制 ， 
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现在 讨论 一 个 例子 . 设 受 控 对 象 方程 为 
Oaulf, x 1 Ou(1, x 
2 一 和 + F(t, +), ere z 
ult, 0) =0, ut,D=0 
u{0, x*) = pl%), {12.8—22) 
式 中 u(t, +z) 是 受 控 量 ，F(z, x) 是 控制 量 。 这 是 一 维 热 传导 问题 。，Flz, x) 的 物理 意 
文 束 是 单位 时 间 内 在 单位 长 度 上 加 入 或 传 测 的 热量 ， 它 是 连续 取 值 未 受 约束 的 深 制 量 
今 要 求 在 给 定时 间 T 内 ， 使 对 象 由 : 二 0 时 的 温度 分 布 uC0, x) 一 p(x*) 下 降 到 零度 ， 
uC(T, x) == 0, 并 使 性 能 指标 


I BU Vl | WC a 12.8-23) 


达到 极 小 值 ，> 了 代表 了 在 受 控 过 程 中 ,加 和 或 流出 热量 的 总 和 ， 
从 问题 的 物理 意义 上 看 ,这 个 最 优 控 制 是 存在 的 。 另 外 、J 是 一 个 正定 泛 沙 ， 极 小 值 
总 是 存在 的 ， 现 按 前 面 说 过 的 方法 , 找 出 这 个 最 优 控 制 ， 
方程 组 (12.8-20), 这 时 可 改写 成 

On 二 Ow 
Bi Ox? 
ualt, 0) = 0, ult, DD = 0, 
u(0, +) = p(x), uCT, x) = 0, 
a 
Qt "a 
$0,2) = 0, pl, 1) 0, 
2F(#, x) + lx, 1) = 0, (12.8-24) 


+ FO, xr), 


由 式 (12.8~24) 可 得 
z F(t, x) 一 和 pz, £). 


代 到 第 一 个 方程 后 得 


Ox 2 Hy 
—=4 
Ot Ox? 
应 用 分 离 变量 法 可 以 求 得 (x, 人): 
由 (xs £) = 了， 人 sin < xs (12.8-26) 


n=1 i 


式 中 Znp3 关于 工 ， Ry 是 待定 第 数 。 将 式 (12. 8-26 ) 人 到 式 人 412.8-257 中 ， 
Bu oow _ 1 (a “(12°8- 
B Ox — ec se in xs (12.8 27) 
同样 用 分 离 变 量 法 求解 式 (12.8-27), 得 到 
_ din Tx el ha (sz , ,x 
ulz, *) by ne ; —x >3 Te h (加 1* sin ， X。 (12.8-28) 
利用 边界 条 件 和 初始 条 件 可 以 确定 出 5, co,z 一 1,， 2 ….。 由 区 0,x) mp(x) 一 


1 > bx), (12.8-25) 
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六 bn sin 1 FA 和 时 | 加 得 到 


再 二 1 


上 
2 kx) sin 了 xda i 《12.8-29) 


再 由 x《T, x*) = 二 0 得 到 


| n=1 i 41 2282 
由 此 推 得 


bs 一 


一 if 2x 27 
e 区 242712z20， 


sha’ (=) T 机 
i 


得 到 px, 2 以 后 , 便 可 以 最 后 求 出 最 优 控制 才 (t, x); 


1 二 2，-…，， {12.8-—30) 


和 
3) hr, 2) 之 yr 
i 


af HT IT 
e me) aninb, (i nn 
i sin 


了 让。 (12.8—31) 
这 是 开 环 分 布 最 优 控制 。 


12.9 分 布 参数 系统 最 优 控制 


在 上 一 节 中 ,我 们 讨论 了 深 制 为 时 间 的 连续 函数 ,并 且 是 在 没有 约束 情况 下 的 最 优 控 
制 问题 。 但 在 工程 技术 中 , 经 常 遇 到 的 分 布 参数 系统 , 其 控制 并 不 总 是 连续 的 (比如 系统 
中 含有 继 电 元 件 时 )。 特 别 是 由 于 技术 实现 上 的 限制 ,控制 通常 是 有 约束 的 ， 例 如 第 12.2 
节 例 1 中 受 控 的 弹性 圆柱 体 , 控制 是 加 在 x 一 0 处 的 外 力矩, 这 个 力矩 由 于 电动 机 功率 
上 的 限制 其 大 小 也 要 受到 限制 ， 同 样 ,在 例 2 中 , 受 控 对 象 是 金属 板 , 控制 作用 是 在 一 端 
人 为 改变 的 温度 ， 这 个 温度 也 只 能 在 有 限 范围 内 变化 .对 这 类 控制 有 约束 的 问题 ， 上 一 
节 的 结论 不 能 应 用 、 而 且 由 于 控制 有 约束 ,古典 变 分 法 不 能 用 来 解决 这 类 问题 .比如 上 世 
的 式 (12.8-18) 中 ,由 于 控制 受到 约束 ,8F 就 不 能 任意 选取 ,因而 也 就 推 不 出 式 (12.8-19). 

对 于 控制 有 约束 的 分 布 参数 系统 的 最 优 控 制 问题 ， 近 年 来 有 大 量 的 研究 工作 021, 
在 这 一 节 里 ,主要 介绍 这 方面 的 基本 思想 和 方法 。 

首先 讨论 用 式 (12.3-9) 描 述 的 分 布 参数 系统 最 优 控 制 问题 ， 设 系统 状态 方程 为 


2 = LCUC, x), Fols, x)), x€ 0, (12.9-1) 


式 中 Uz, x) = (a(t XX)，w(t， XX),，*', Wnt,X)》 是 系统 的 状态 向 量 ， 对 固定 的 总 
zi XH) E $1, 1 二 ]，2，-…… 2 曙 是 希 尔 但 特 空间 ， 于 是 系统 的 状 态 空间 男 一 多 X 
9: X .… X 多 , 仍 是 希 尔 伯 特 空间 ; fo Xx) 到 《及 (5 xX), 蚊 (1, 开 ) pv folt, <)) 是 系 
弱 的 控制 向 量 , 它 满足 给 定 的 约束 条 件 。 满足 约束 条 件 的 控制 向 量 的 全 体 , 则 作 可 准 控 制 
类 , 记 成 YC([0, 0》X 80)， 如 果 指 定 上 的 变化 区 间 为 [as 4]， 则 可 准 控 制 类 记 成 
Ft hh] X 0) LOU, x), folt, x)) = (LOU x), folt, Xx) LAUC, x), 
fol#s x))), LAUCG, x), fott, x)), i = 1,2,-…*,# 是 把 多 X .ZC(10,00) X80) 映 到 
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9; 的 微分 算 子 ， 整 个 系统 式 《12.9-1) 是 一 偏 微 分 方程 组 , 它 能 描述 相当 广泛 的 分 布 参数 

系统 式 (12.9-1) 的 边界 条 件 是 用 下 述 同 量 方程 给 定 的 

MCUC, 2 foolt, x )) = 0, x €00, (12.9~2) 
式 中 名 = (CM, My ,My), MAUG, x ), foolts 一 1，2， 是 边界 条 
件 微分 算 子 , 它 依 实际 问题 的 物理 意义 而 确定 ; foolz, 区) 二 (fooCts x ), foCtsX),，**， 
okt， zx ))》 是 边界 控制 向 量 ， 它 同样 潢 足 一 定 约束 条 人 特 ,， 满足 约束 条 件 的 边界 控制 的 全 
体 , 叫 和 作 可 准 边 界 控 制 类 , 记 成 .ZI10, oo》 x 89)。 当 指定 + 的 变化 区 闻 fw, 后， 可 
准 边界 控制 类 记 成 Zlw, t] X 808). 
系统 的 初始 条 件 是 
UG, xz) 一 xz) xEQ, (12.9-3) 
Ux) 是 允 中 的 元 ， 

为 了 今后 讨论 上 的 方便 , 反 0 上 的 可 准 控制 fo(1, x) 和 边界 80 上 的 可 准 控 制 
fioli， x 》 的 全 体 记 成 YA10, co》X 0), 8 一 8U80. 给 定 fo(i1,x)€ .Io([0,500) X 
28)， 意 味 着 在 Q 和 88 上 的 控制 都 已 给 定 。 当 指定 : 的 变化 区 间 [#1] 后 ; 这 个 可 淮 
控制 类 记 成 .YC[t6, 去 ] X 2). 

加 在 控制 ft, x) 上 的 约束 条件, 是 由 系统 的 实际 结构 和 技术 实现 上 的 限制 而 确定 
的 .例如 ,控制 量 的 幅 值 约束 , 可 以 写成 

[fsC2, x)| < 8 一 1，2， ,+ (12.9-4) 
281 > 0。 它 可 以 是 常 秆 ,也 可 以 是 :或 者 x 的 已 知 阔 数 , 
在 有 的 问题 中 ,对 控制 量 的 变化 速度 要 加 以 限制 ,例如 : 


Mi 4 i 1, 2 7) {12.9-5) 
or 
式 中 Ai 之 0. 
在 一 般 情 况 下 ,控制 约束 条 件 可 以 写成 
di SS Qi(t, x, Ut, x), fo(i, xX)) < gi i 二 1，2,。 ,i, (12.9-6) 

0 是 UCz, x)， 丰 (1, x) 的 泛 孙 ,gys di 是 常数 ,也 可 以 是 上 或 者 x 的 已 知 肖 数 ， 例 如 ， 
积分 不 等 式 约束 

| 人 (12.9-7) 


8 是 已 知 常 数 。 在 这 种 约束 形式 中 ,不 仅 对 控制 fg(1, x) 有 约束 ,而且 对 系统 状态 Ui， 
zx) 也 有 约束 : 

对 可 准 控制 关 .Yo10, co) x 机) 中 任意 控制 fa(t, x)， 给 定 初始 条 件 和 边界 条 件 
以 后 ,我 们 总 假定 系统 存在 唯一 的 解 ,而 且 这 个 解 连续 依 问 于 初 值 ,也 就 是 说 , 初 值 的 微小 
变化 ,对 应 解 的 变化 也 很 小 

系统 状态 演化 用 算 于 (i x， U(x)， ws falts x)》 表 示 , 即 系统 式 (12.9-1) 和 边界 
条 件 式 (12.9-27, 在 给 定 初 值 UsCx) 和 可 准 深 制 fz, x) 后, 系统 在 时刻 所 到 达 的 状 
态 UCi, x) = Bt, x, LN(x)。 1, fa(t， x))， 今 后 把 VCr, x)》 写成 UraCs, x UBCx)， 
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4), UraCt, x, UX), to) 一 Pt x, Uo), 1 fo(t, x)). 如 果 系统 式 (12.9-1) 是 线性 
系统 。 且 工 是 9 中 强 连续 有 界 算 于 半 群 的 生成 算 子 ， 这 时 @ 可 用 半 群 表示 出 来 ， 如 式 
(12.7-2) 的 形式 。 

在 有 控制 作用 加 (zx) 的 情况 下 , 系统 运动 是 强迫 运动 ,如果 fat, x) = 0， 则 是 


自由 送 动 . 特别 当 人 一 三 0， fa= 0, LUG, #),4, x) = 0, MCUCt, x)) = 0 时 


的 解 叫 作 系统 的 平衡 态 或 稳 态 ， 
系统 的 性 能 指标 ,可 用 一 个 泛 函 来 表示 


yy 一 | gn, , Uratz, > U(x), £0)) dd 


+ | ge x Uraks, x, Da， 4), fob, x))didD, (12.9-9) 


右 端 第 一 项 代表 终端 二 时 的 指标 要 求 ， 第 二 项 代表 在 整个 fa, 4] 过 程 上 的 指标 要 求 ; 
各 种 不 同 的 最 优 控制 问题 的 性 能 指标 常 能 表示 成 式 (12.9-8) 的 形式 . 

系统 的 终端 状态 , 可 以 是 自由 的 , 也 可 以 是 固定 的 。 在 后 一 种 情况 下 , 它 是 多 中 的 一 
个 子 集 , 用 多 表示 ，C 多 ,4 也 叫 目标 集 . 

现在 ,可 以 把 控制 有 约束 的 最 优 控制 问题 叙述 如 下 : 

对 系统 式 (C12.9~1), 给 定 边界 条 件 式 (12.7-2) 和 初 信 U(x) 以 后 ,要 求 找到 一 个 可 淮 
控制 falt, Xx) € Fo [nn a] Xx 2), 使 系统 从 U(x) 出 发 的 运动 Urgli, x Ux), f0,) 
在 4 时刻 到 达 目 标 集 5s, 并 使 得 7 了 对 所 有 其 它 可 准 控制 来 说 达到 极 小 值 (或 极 大 值 )。 这 
时 oCz, x) 叫 作 最 优 控制 ， 而 Cr (tf x, U(x), 1》 则 作 最 优 轨道 : 如 果 最 优 控制 
fo(1, x) 存在 ,那么 这 是 一 种 开 环 控制 . 假如 我 们 还 能 找到 最 优 控 制 fs(t, x) 和 系统 状 
态 U(z, x) 的 关系 , 即 f5C1, x) 二 FCUCt, x)), 这 时 最 优 控 制 是 系统 状态 的 反馈 ,因此 
是 闭环 最 优 控制 . 

以 上 是 分 布 参数 系统 最 优 控制 的 一 般 提 法 , 当 给 定性 能 指标 的 具体 形式 后 ,就 可 描述 
各 种 特殊 形式 的 最 优 控制 问题 . 

(1) 最 速 控制 。 给 定 系统 式 (12.9-1) 在 一 时 的 初 值 Ux) 和 系统 的 终端 什 
U(x)《 即 上 且 标 集 9 一 {Uslx)}》 以 后 ， 要 求 找到 一 个 可 准 控 制 f(t, zx)， 使 系 统 从 

U,《x) 出 发 到 达 U(x) 的 时 间 最 小 , 这 就 是 最 速 控 制 。 此 时 
0 giCts x, Ursls, x, UCx), 1), falts x)) dd = 1， 


J 二 一 名， (12. 4 
C2) 最 优 终 并 控制 ， 给 定 系统 式 (12.9-1) 在 时 的 初 值 Us(x*) 和 目标 集 9 攻 
定 .要求 找 到 一 个 可 准 控制 fa(:, x)， 使 系统 从 UsCx》 出 发 在 4 时 刻 的 状态 bot, 
x, Ux)，) 和 9 的 距离 最 小 ， 这 就 是 最 优 终 端 控制 ， 此 时 ，g 一 0, 而 g(t x: 
Urali., x, Uolx), a 被 距离 
ese jx5, plUftslt, x, UnCx), 1), $a) 
| Tea Ue) i) — Us lPaD C12.9-10) 


_ min 
fae gt, x Ualx)e Da 
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记 代 替 . 
(3) 最 小 能 量 问 题 . 给 定 系统 的 初 值 Ux), tt 固定 ,终端 状态 给 定 LAxz)， 要 求 
找到 一 个 可 准 控制 疗 (:, x)， 使 系统 从 (xz) 出 发 ,在 二 时 刻 到 达 Uslx》 并 使 消耗 的 
控制 能 量 最 小 。 这 时 go 一 0, 8 是 控制 在 (c， x) 的 非 负 函 数 , 且 不 依赖 于 Ura(i, x， 
tnkx)，t， 这 了 怠 是 最 小 能 量 问题 . 
以 上 这 些 问 题 ， 在 文献 [33] 中 最 先进 行 了 研究 , 那里 应 用 动态 规划 方法 , 得 到 了 最 
优 控制 所 满足 的 偏 微分 -积分 方程 。 这 个 方程 类 似 于 集中 参数 系统 的 哈密 顿 - 雅 各 比 
《Hamilton-Jacobi)》 方程 、 由 它 可 以 求 出 最 优 控制 ， 下 面 来 讨论 这 个 向 题 ,. 
给 定 系 统 式 (12.9-1), 初始 条 件 和 边界 条 件 由 式 (12.9-3) 和 (12.9-2) 确 定 ， 但 假定 边 
界 条 件 中 f6o(t; x) 一 0， 即 不 加 边界 控制 ， 只 考虑 在 2 上 的 控制 , 因此 ， 可 准 控 制 类 是 
.Z([wos 4] X 0). 系统 性 能 指标 为 


1 一 | ga, x Urals xs U(X), 1))d0 


十 | 和 光 ? Let pb UCx), 10) ， 天 pf， xX)) dtdo. (12.9-11) 


我 们 的 目的 是 找到 一 个 可 准 控制 ， 廊 (zx) EY《[4w, al X 8) 使 系统 式 《12.9-1) 
5 在 % 时 刻 从 状态 UCx)》 出 发 的 运动 为 VpoCts x，Uo《x), 6)， 把 它们 代 到 式 《12.9-12》 
中 , 使 了 达到 极 小 (或 航 大 ) 值 了 ， 求 最 优 控 机 Fo(z, x》 的 实质 ,就 是 在 有 约束 条 件 下 , 求 
泛 函 式 (12.9-11) 的 极 值 问题。 动态 规划 方法 是 解决 这 类 问题 的 有 力 工具 , 现 应 用 它 去 解 
决 上 述 最 优 控制 问题 ， 
引入 记 号 
CU ，7) 一 


min 
PA 


=, min {|, gol, xs Usoln xs Ux), t))dQ 
Forstliost XD (J 


人 giCts x Url, x, Ux), t), folt, x))did0}, (12.9-12) 
其 中 T= 一 1 z 
应 用 动态 规划 最 优 原 理 ,可 以 得 到 3 


8 UG xz) DD 一 min 1CUG, x), T) | yl 
oT in oad aU(, x) | LU, x), folt, Y)) 


+ gili, 革 ， UG, xX), (tp z)j22. (12.9-13) 


这 是 一 个 偏 微 分 -积分 方程 ,类 似 于 哈密 顿 - 雅 各 比方 程 , 它 的 初始 条 件 为 。 
HCUC, 2),0) 一 | go xz Las)40， (12.9-14) 


令 


P= (ps 如 Pat1) = ( built, py » Bu Ct, x) 
一 (gis 2 *" "3 Hn; “ i (Ls Ly bey gss X, Ui, x), fols, Xx))), 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 www. fineprint, com.cn 


432 第 十 二 章 分 布 参 数控 制 系统 


于 是 式 412.9-13) 的 右 端 可 以 写成 
(0 2 2 LCUG, x), fC1, 2)) + gl x, UC, x), folt, x))) 29 


SU(t, x) 
> Nb pq: | dO 
没 
ot 
HCU, p, fo,) — | 这 pgi|d0. C12.9-15) 


HCU, p, fo,:) 叫 作 哈密 顿 量 , 而 HH 一 》, piq; 岂 作 哈密 频密 度 ，p 由 作协 态 变量 ， 


i=1 


此 ,最 优 控制 Fo(1, x) 是 使 哈密 顿 量 玉 达到 极 小 的 可 准 控 制 。 记 
Ai, 万 ; 引 ) 一 ot UY p, fo, 人 
于 是 方程 (12.9-137 变 成 
OZ #), 7 一 让 Up 人 


初始 条 件 是 式 (12.9-14). 
系统 最 优 轨 道 是 下 述 哈 密 顿 典型 方程 的 解 : 
BU(:, x) _ 38HCU, p, 2#) 


Or Bpltsx) ~ 
Oplt, x) _ _5HCU, p. 71) 人 
Oz 5UC, x) ~ 1, 


方程 组 的 初始 条 件 为 

Li x) = Ux), 
至 于 终端 条 件 , 如果 《Kas z) 给 定 , 则 pl4, x) 是 自由 的 ,如 果 《Ka x) .是 自由 的 , 那 
公 pL, XxX) 为 


= go 人 三， x, Uz, *)) ， i Ogolt, x, Uli, x)) 
Ps) 上 Da 三， x) OunCti, *) 和 ): 


于 是 解 方程 组 (12.9-16) 的 问题 ,就 变 成 了 两 点 边 值 间 题 . 
综合 上 述 , 要 求 出 系统 式 《12.9-1),(12.9-12) 的 最 优 控制 fokt, x)， 首先 要 作 哈密 
量 RCU, ps fo, )， 然 后 , 求 出 使 玉 达 到 极 小 的 控制 万, 它 是 UV, p, * 的 阔 数 ,fo = 
FoCU, ps, !) 将 Fo 代 到 玉 中 得 到 应 局, p, :1)， 最 后 解 式 (12.9~16) 的 两 点 边 值 问题 ,得 
到 系统 最 优 轨道 UC:, x) 和 协 态 变量 p(t, x), 表 将 U, p 代 到 fo 中 ， 就 得 到 了 所 要 
求 的 最 优 深 制 . 
作为 一 个 例子 ， 下 面 求 线性 常 系数 系统 最 小 能 量 问题 的 最 优 控 制 ， 系 统 状态 方程 为 


了 = LUCs, x) + Dfols, x), C12.9-17) 
U = (us Hy """, Hn )» fo (fs ° ""*y 1 L 是 Xn 阶 捧 阵 线性 微分 算 了 于 ,D 是 nxr 
阶 党 值 短 阵 ， 
系统 的 初始 条 件 为 
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De x)| =, = Ux), (12.9-18) 
终端 条 件 是 
UC#, x) | 一 0， 《12.9-19》 
性 能 指标 为 
了 一 1 fsfodiaQ,. (12.9-20) 


要 求 找到 一 个 可 准 控制 Fos; x)， 使 系统 式 (12.9-17) 从 Us《x)》 出 发 在 4 时 刻 到 达 原 
点 而 消耗 的 控制 能 量 最 小 ， 
应 用 前 述 的 结果 ,注意 到 这 里 g, 一 0，g 呈 5fo， 因 此 相应 于 方程 (12,9-13), 有 


ICU, x), T) . 
oT sein nl 长 2 [LU + Dfa] tf3fo) dQ, (12.9-21) 


由 于 fo 没有 任何 约束 , 故 使 式 《12.9-21) 取 极 小 的 fo 为 


fo 一 -二 Dr 
由 此 
REA 
| 2 区 工 Dpr | dQ, 《12.9-22) 
有 
= LU= (gq q's 4"), 
哈密 顿 典 型 方程 为 


Ce 到 二 zDD'p(, x)， 
1 


Opli, x) LrpC, x), (12.9-23) 
Di 


式 中 L* 是 工 的 伴随 算 子 ， 
假定 工 是 9 中 有 界 算 子 半 群 T(z) 的 生成 算 子 , 则 式 (12. 9-23) 第 一 个 方程 的 解 是 


UG, x) = TOOU(x) 一 1 T(t — sDD'pls, x)ads; 
二 个 方程 的 解 为 
pi, x) = T*(CApox), 
这 里 pu(x) 是 p(t, x) 的 待 求 初 值 ， 
把 它 代 到 zx。x)》 的 表达 式 中 ;就 有 
UG, 2) = TOULz) 一式 | TC 一 DD' Tp x)ds 


= TCG)U(x) 一 py | TC 一 DD'T*Cs)ds pu x), 


fp 
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再 利用 终端 条 件 Un x) 一 0， 又 有 
27CU, = {" Ta ~ DD'T*()dspox). 


令 5 一 | T(4 一 sDD'T*(sY)ds， 并 假定 5 有 逆 , 则 有 


pox) 一 2571T(H U(X). 
这 样 , 协 态 变量 就 为 
plt, x) 一 278(t)S tT) UC x), 


将 它 代 到 最 优 控 制 表达 式 中 ， 便 得 到 
Fo = —D"T*()ST( Ux). , (12.9-24) 

这 是 闭环 最 优 控制 ， 

以 上 我 们 讨论 了 用 偏 微 分 方程 描述 的 分 布 参 数 系统 的 最 优 控 制 问 题 。 在 有 些 情况 
下 ,分 布 参数 系统 可 以 用 积分 方程 或 积分 方程 给 来 描述 , 它 对 讨论 系统 的 最 优 控 制 问 题 有 
时 比较 方便 . 而且 这 种 描述 方式 还 有 一 个 好 处 。 就 是 系统 的 边界 条 件 已 包含 在 积分 方程 
的 表达 式 中 ， 

一 般 来 说 ,一 个 高 阶 方程 或 偏 微 分 方程 组 描述 和 的 分 布 参数 系统 ,如 果 能 求 出 它 的 格林 
函数 ,就 都 可 化 成 积分 方程 或 方程 组 的 形式 ， 

在 一 般 情况 下 , 用 积分 方程 组 措 述 的 分 布 参数 系统 ,可 以 表达 为 


U(t, x) = | Kt, x, x, Ux))a0 
网 天 (1 t,x, x UG, x'), fal’, dr1d0， (12.9-25) 


式 中 K,, K 是 维和 问 量 函数 ， UG= 《sr ta ta)3 f= 《证 ， ,fs) 分 别 是 系统 
的 状态 河 量 和 控制 向 量 。 丰 , 应 具有 如 下 人 性质 : 


| KC t xs x Ux aD’ = Ux), 


UCx) 是 系统 的 初 值 ， 下 面 将 假定 ， 坏 ,, 天， 是 定义 在 [ty] x2 上 的 平方 可 积 函 数 ， 
且 相 对 于 UKz, x) 的 分 量 wi, i 一 1, 2，.…，。# 有 连续 一 阶 偏 导数 .不 失 一 般 性 ,还 假 
定 Ux) 一 0, | 
系统 式 (12.9-253) 的 约束 条 件 是 
EU x), foli, x))] 一 0 一 1 2 和， (12.9-26) 
这 里 人 宅 ; 是 泛 削 ,而 为 向 量 


t= | zt, x, UG, x ), falt’, x ))ar a0’, (12.9~27) 
z 是 同 量 , z 二 (z1, 3;，'**, Zz)， 这 里 假定 写 ; 对 和 z1 对 娘 都 有 一 阶 连 续 偏 导数 ， 这 
种 类 型 的 约束 条 件 ， 二 鼎 有 约束 ,而且 对 系统 状态 好 也 有 约束 ， 满 足 约 束 条 件 


式 C12.9-26) 和 C12.9~27) 的 可 淮 控制 类 记 成 Cw, 5] Xx 2), 
设 系 统 性 能 指标 有 下 列 形式 ; 


J 人 = | | gts YE, Ut, x), folit, x))didQ, (12.9-28) 
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系统 式 (12.9-25) 的 最 优 控制 问题 ,就 是 要 求 找到 一 可 准 控制 | E F141) x D), 
它 以 及 由 它 决 定 的 系统 状态 UCz, x) 满足 条 件 式 (12.9-26), 并 使 性 能 指标 式 (12.9-28》 
达到 极 小 值 ，#(t, x) 就 是 系统 的 最 优 控制 . 
下 述 事实 给 出 了 这 个 问题 最 优 控制 存在 的 必要 条 件 。 如果 各 是 最 优 控制 ， 那 么 一 
定 存 在 一 非 零 向 量 c= 《cos Cs 22> ”5 cw), co= 一 1 使 得 对 一 切 《1， XIE [tt] X 
05, 六 使 下 列 函 数 H(t, x, 在 ) 相对 一 切 foCt, x) €E .9Y《[ws ] X 8) 达到 极 大 值 : 
H(z, x, fo) = cgli, x, UC, x), falt, x)) 


hf OgCr ,x ,UC ,x ),Folt” ,x )) a 
二 oo | 0 aU 一 {Kc ss Uz, xX), fil1, xX)) 
ee 1 MUO” x ,7 ,XK IK x ts XR), Folt, x) dd } dB” 
+ > BE {ss,x, UG), fos)) 


人 or (KC, x 1, x Eee) 


10 


= 一 | MC ,xs sx KC ,x's Ube, x), fol x) Yd dg | dt"d 上 (12.9-29) 


加 
也 就 是 说 
H(t!, X;, fii) -= sup H(z, x, fo), (12.9-30) 
7 五 EL tI XD) 


式 中 函数 矩阵 MK x 六 工 ) 满足 如 下 积分 方程 : 


M(x st x) 一 ) M(x" sts) OE x ots Yt x)) UC ) fat) ga0 
1d 9 oU 
二 OK x ,fx UC x) fax (12.9-31) 


aU 
这 个 事实 类 似 于 集中 参数 系统 的 极 大 值 原理 ， 所 以 也 半分 布 参 数 系统 的 极 大 值 原理 ， 
H(is, XX fso) Ru 帮 哈密 顿 孙 数 9 
我 们 现在 应 用 上 面 建立 的 关系 式 来 讨论 贺 柱 皇 转 运动 的 最 优 控制 ， 利 用 格林 熙 数 ， 
解 出 E | 


,es | | KCs, vvr。 ardreg、 (12.9-32) 
设 圆柱 体 两 端 是 自由 的 ,初始 条 件 为 零 , 在 * 一 0 一端 加 控制 xf)， 
假定 控制 量 是 分 段 连续 函数 , 且 受 到 |u(z)| 委 1 的 约束 ， 又 设 性 能 指标 为 
i | Ee ,Wg (12.9-33) 
式 中 ro 是 常数 . 


要 求 找到 可 准 控制 n(x)， 使 贺 柱 体 在 零 初 始 条 件 下 和 给 定时 间 了 内 , 到 达 某 一 状态 
和 m 的 均 方差 最 小 。 为 了 应 用 上 面 的 极 大 值 原理 ,把 性 能 指标 改写 为 


天 | 7 (12.9-34) 
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式 中 5) 是 狄 拉克 函数 ， 
因为 式 C12.9-32) 中 KRC, x,T， 专 ) 不 含 未 知 画 数 ft x)， 根据 式 (12.9-31)，M(fP， 
x*, Try 5) 三 0。 由 式 《12.9-29) 得 到 哈密 顿 商 数 为 


人 二 由 | zc, wx) — BC 一 了 [并 x 2 x dar ds’ 
+ rs#) — reo — 7)) 
二 2a) | [7CT ,2 ) rRCT sats) + [rss) rp — 7 


= { ze | [CT sx) ro RCT 2 ds + rsx) rol —T) 上 


按 式 (12.9-31) ,最 优 控制 应 使 上 式 达 到 极 大 慎 : 于 是 
本 sgn | 四 | So es WE | er za 上 (12.9-35) 
但 (TT, x) 又 可 表示 成 
元 人 a Ye | Kcr — rx)uCr)dr, 
代 到 式 C12.9-35) 中 ， 
“GD = ssn — [| gcr — r,t)dr — 70 |KCT ~ 20dc 小 
最 后 , 令 
R(?) 一 ' KCT — 1, * dx', 
en | RP RT de 
得 到 | 
«(2) = sgn { oR(#) 一 | sCr, DuCodz|、 (12.9-36) 


这 就 是 最 优 控 制 应 满足 的 积分 方程 , 解 出 aC) 便 是 系统 最 优 控 制 。 它 是 一 个 边界 最 优 深 
制 问题 。 一 般 来 说 ,分 布 参数 极 大 值 原理 ,可 以 用 来 解决 边界 最 优 控制 问题 。 这 是 与 前 面 
叙述 的 动态 规划 方法 所 不 同 的 ， 


12.10 分 布 参数 系统 的 最 速 控制 


在 这 一 节 里 ,我 们 讨论 一 类 用 积分 方程 描述 的 分 布 参数 系统 的 最 速 控 制 问 题 ,应 用 和 矩 
量 法 给 出 最 速 控 制 应 满足 的 必要 条 件 , 这 种 方法 有 可 能 用 近似 方法 求 出 最 速 控制 ,这 样 得 
到 的 最 速 控制 ,虽然 不 是 最 优 的 ,但 接近 最 优 ,所 以 把 它 叫 作 次 最 优 控制 :而 次 最 优 控制 在 
工程 上 往往 容易 实现 ， 

给 定 一 维 分 布 参数 系统 


a C12.10-1) 
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?as x) 是 系统 在 时 刻 的 状态 ， x(z) 是 系统 控制 量 ，K(zt, x) 是 积分 方程 的 核 ， 它 是 
平方 可 积 函 数 ， 

我 们 假定 控制 xz) 是 分 眉 连 续 防 数 , 具 有 幅 值 约束 

|#(#)| < o (12.10-2) 

满足 这 个 票 求 的 控制 就 是 可 准 控制 类 C。 再 假定 系统 初 值 为 零 ， 终端 状态 是 预先 给 定 的 
和 (4x) ， 所谓 最 这 控 制 问 题 , 就 是 找到 可 准 控 制 &D EC 使 系统 式 412.10-17 从 零 状态 出 
发 到 达 状 态 y*(x) 的 时 间 4 最小. 

这 个 问题 可 以 转化 成 矩 量 问 题 ， 事 实 上 , 由 第 二 章 所 讲 过 的 工 ; 空间 性 质 , 我 们 在 实 
希 尔 伯 特 空间 工 ; 中 , 可 以 选择 一 组 归 范 直 交 基 pi(*) € Li 一 1, 2，*'*， 把 平方 可 积 
函数 y*(x) 和 KC:, x) 依 这 组 基 展 开 : 


K(i, x) == 2 gi(#) 9x) 


器 


?二 Kx) cipi(#), 
这 两 个 级 数 依 工 ; 空间 范 数 收 敛 . 把 这 两 个 级 数 代 到 方程 (12. 10-1) 中 , 便 得 到 


> cipi(x) = 3 pir) 上 gti — TulT) dr. 


由 于 《gj} 是 基 , 因 此 有 z 
C= | gilti— Tu(T)Adr, i 一 1， 2 (12.10-3) 


由 于 y*(x), KCz, x》 都 是 已 知 函数 , 故 cg 一 1 2 … 都 是 已 知 的 。 这 样 。 寻求 
最 速 控制 2《) 的 问题 ， 就 变 成 了 寻求 函数 a(s), |x(?)| < a， 使 式 (12.10-3) 无 穷 多 个 
等 式 成 立 , 且 是 最 小 的 ， 

为 了 应 用 矩 量 法 解决 最 速 控制 问题 ， 我 们 先 简单 介绍 一 下 矩 量 河 题 的 基本 概念 和 竹 
质 ， 各 种 矩 量 问 题 的 详细 讨论 ,可 参考 有 关 文 献 L36]. 

设 [0, 7] 是 实 轴 上 的 有 限 区 间 , EF 是 定义 在 [0。T] 上 可 测 并 可 积 的 函数 全 体 所 组 
成 的 集合 ， 对 中 任 一 函数 z(D)， 定 义 范 数 


[zj = | Ix as, (12.10-4) 

容易 验证 , 是 一 线性 幅 范 空间 ，E 上 的 每 一 线性 泛 函 F(x) 都 有 如 下 表述 式 : 
A | z(p)FCJEzs x € E, “2.10-5) 
ft) 是 [0，7] 上 的 可 测 函 数 ， 并 且 在 [0, 了 ] 上 是 有 界限 数 ， 定 义 F(x) 的 范 数 为 
EFC) = Vrai ,ax [| (12.10-6) 
符号 Vrai max 称 为 真性 最 大 值 , 它 是 指 在 [0, 7] 上 除去 零 测 集 外 使 (2) 为 有 界 函数 所 


对 玫 中 任意 2 个 图 数 2 一 1，2， 3 风 作 完全 独立 的 , 是 指 如 果 对 任意 一 


组 不 完全 为 零 的 数 &1, i 一 1，2，…，2; 使 线性 组 合 之 ， 5ixz(z) 在 [0, Tl. 中 的 任何 
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测度 大 于 零 的 子 集 上 都 不 为 寒 ， 
如 果 给 定 五 中 = 个 完全 独立 的 函数 zt(z), ?= 1,2, ,nz， 同时 给 定常 数 cu 06， 


ceo oe >0, > > 中 要 求 找到 形 如 式 (12.10-5) 的 泛 函 FC 也 就 是 函数 蕊 ) 
满足 El 一 <， 并 使 如 下 个 等 式 成 立 : : 


下 人 tr) = | orDa m= Cs 02。 有。 . C12.10-7) 
这 就 是 赋 范 空间 E 中 的 矩 量 问题 ， 
在 讨论 抢 量 问题 的 同时 ,还 考虑 如 二 的 极 值 问题 , 即 在 之 ， $c 一 1 的 条 件 下 , 求 使 


积分 
| | 000|a 
达到 极 小 的 点 Si9 i 二 1 ， 之 。。，，》 刀 ， 记 这 时 的 极 小 值 为 las 


2 一 min | SAGEA . (12.10-8) 
Si 1=1 
上 述 抢 量 问 题 和 式 (12. Md 0 托 量 问题 有 解 
的 必要 充分 条 件 是 je 二 二 ， 当 且 仅 当 和 一 二 时， 《是 泛 肖 了 的 范 数 ) 算 量 问题 有 崔 
一 和 解 ,这 个 解 f(z*) 由 下 式 给 出 : 


fl?) = & » sign 全 Si(o|， 《12.10-9) 


式 中 时 一 1， 2 2 是 使 式 (12.10-87 取 极 小 的 ,1 一 12，'…*, 5 值 ， 关 于 式 
(12. ni ,还 有 以 下 性 质 : 


(1 一 二 一 么 < 一 二 一 ， 
C2 
ky M 是 两 个 正 数 . 


《2) 当 m>n 时 ,4% 所 4. 

《3) 当 工 给 定时 ,把 看 成 ci 一 1, 2，…，72 的 函数 ，) 一 和 (cls cc) 
是 cj; 的 趾 芽 数 。 

下 面 我 们 应 用 矩 量 问题 的 这 些 基 本 事实 ,来 讨论 上 边 提 到 的 最 速 控制 问题 . 

设 函 数组 g.(#?)，i 二 1, 2,:*， 中 每 个 函数 8 在 区 向 [0,co) 是 可 测 函 数 ,并 是 
可 积 的 ， 假定 其 中 任意 ” 个 函数 是 完全 独立 的 ,也 就 是 说 对 任意 一 组 不 完全 为 零 的 数 号 ， 


1 一 12 使 线性 组 合 2 Sigi(D 在 区 间 [0,co) 任 意 测度 不 为 零 的 子 集 上 都 不 


为 零 ,我 们 把 这 个 条 件 叫 作 非 赔 化 条 件 ， 
现在 要 寻找 ut(7), |wutz) | < 0 使 
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T 
| SCpOUCzJGE 一 ci ff 二 1,2,:"*,n, 
D0 


并 使 了 为 最 小 . 
根据 上 面 说 过 的 矩 最 问题 的 性 质 , 为 了 解决 这 个 问题 , 在 给 定 终端 时 刻 工 请 ,可 先 求 
出 极 值 
,Min ， _ 
立 ， " 好 bgAT 一 可 | 二 (12.10-10) 


然后 按 式 (12.10-9) 求 出 (人, 
我 们 总 假定 存在 一 个 7* 使 得 js(T*) 交工 ， 秋 则 最 速 控制 sl#) 就 不 存在 了 ， 由 
式 C12.10-10? 和 系统 非 并 化 条 件 , 不 难 验证 函数 %,C7) 是 了 的 单调 雍 增 浮 数 ,同时 ,由 于 
(0) 一 0，h(T*) 产 寺 ,0 << T+ < 0， 则 必 存 在 一 个 名， 使 1( 记 ) 一 二， 显然 ， 
在 一 切 使 等 式 | g(xG)ds 一 co i 一 1, 2，…s 成 立 的 了 中 , 多 是 最 小 的 按 上 面 
矩 量 问题 的 性 质 ,这 时 必 存 在 唯一 解 
unlt) = & .sing 3 Er pf, — »|， C12.10-11)- 
式 中 好 是 极 值 问题 : 


ls "| > SigAl, — 4) 


at 一 (TF,) 一 二 (12.10-12) 


的 极 值 点 ， | 

可 以 证 明 , 由 式 (12.19-11) 给 出 的 四， 当 # -> 9 时 ，w;(?) 的 极限 zz) 存在 ， 
且 ja 所 a，#() 便 是 系统 式 C12.10-1) 的 最 速 控制 久光 ,由 于 woz) 是 (1) 的 # 阶 近 
似 , 用 它 代替 z(#) 可 以 得 到 足够 的 准确 性 ,这 一 点 对 工程 来 说 是 有 重要 意义 的 . 但 是 ,用 
甜 量 法 求 出 的 # 阶 站 近 毕 况 不 古 真 正 的 最 优 控 制 &(z)， 所 以 把 xnkt) 加 做 系统 的 次 最 优 
控制 


根据 %。 的 性 质 和 条 性 > c 之 0， 可 以 看 出 ,序列 (4.C7))} 是 一 单调 下 降 有 界 序 
列 ,因此 必 有 极限 存在 ，4CT) 一 lm%。《T)， 认 T) 也 是 了 的 单调 函数 ,于 是 方程 
AMAT) = 
#4 


必 有 唯一 解 了 =- 全 ， 它 就 是 系统 在 最 速 控 制 &(z) 作用 下 ， 由 零点 到 y*(x) 的 最 短 时 
间 . 

以 下 是 在 带 有 自动 寻 优 器 的 计算 装置 中 ， 实 现 最 速 控 制 的 方案 。 这 个 方案 的 程序 如 
下 : 令 


p(T) =—) | gxT — a, (12.10-13) 
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首先 任 取 一 满足 条 件 
《上 C) 一 S 5 一 1， (12.10-14) 
I 二 


= 9) 的 各， 按 式 (12.10-13) 计 算出 闹 数 ps (7). 
PR 工 增 大 时 ,组 数 ps《T) ee 并 存在 T*， 使 
Pp#, (7T*)> 二 - 我 们 计算 psLT)， 直 到 ps,《7。) 一 二 了 为 止 ,这 时 记 下 7， 值 ,并 由 寻 优 
器 求 出 函数 peCT) 在 条 件 〈#, c) 一 【 下 的 极 值 点 所 由 于 

pilT,) 一 in ps To) < pilTo) 一 一 ， 


因此 ,用 看 代 吉 ,重新 计算 函数 nCT), 并 重修 上 述 程序 。 这 种 过 程 一 直 进行 到 第 :个 


循环 ,使 得 
JoeC7D 一 tl< =， 
{TT < 《12.10-15》 
为 止 。 是 事先 给 定 的 正 数 。 这 时 专 便 是 式 412.10-12) 的 极 全 点 ， 7, 便 是 最 短 的 过 渡 时 
同 . 
每 个 循环 中 ,寻求 极 值 
A 
的 方法 是 很 多 的 , 比如 梯度 法 , 最 速 下 降 法 ,或 者 两 种 方法 的 结合 等 ， 详 细 的 讨论 可 参看 
第 二 章 。 
作为 例子 ， 将 矩 量 法 应 用 到 辜 性 六 柱 体 的 最 速 控 制 ， 设 系统 状态 方程 是 由 积分 方程 
描述 的 : 
r(f, *) 一 | [= 一 ， 一 并 ) 一 >? cos 区 。 sn 一 可 | u(r)az. (12.10-16) 


系统 初 值 为 零 ,终端 状态 为 给 定 的 :*(x)， 求 由 零 状 态 到 r*(x) 的 最 速 控 制 2(z)， 控 制 
应 满足 |#()| 和 性 « 的 约束 . z 
由 第 12.2 节 知 道 ,圆柱 体 扭 转 振动 的 固有 振 型 为 . 


qolx) = 1, pr (x) cos Tz, n=1,2,.., 
它 构成 L; 空间 的 一 组 基 ， 积分 方程 的 核 商 数 可 以 按 这 组 基 展 开 


2 人 nz 好 下 如 
K(it, x ee —cos— x sn dt 
《fy x) = > 和 
2 ™ 
这 里 ，8 一 一 4 ga( 们 一 一 2 sin et, # 一 1, 2,，3，*…。 终 端 状态 r*(*) 在 这 组 
. Pe . 


基 上 的 级 数 展 天 为 
+r*{xX) 一 -cr 十 2 crpol%), 
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式 中 


Ca = | r*(x) cos’ xdxs 3 一 1 2 
0 i | 
六 此 ,最 速 控 制 同 题 就 转化 为 求 控制 x()，|xC)| 委 z， 并 使 无 穷 多 个 等 式 成 立 : 
Co 上 | BoCT 一 zxr)ar 一 一 二 | 。 (T — ru(r)ar, 
NE | i Td 2 2 1， sn 2 (7 一 tuler, 


per We 
有 目 了 到 极 小 值 的 间 题 ， z 

应 用 和 矩 量 法 ， 和 寻找 次 最 优 控制 ， 就 是 找到 wx(?)，|x(2)1 筷 a， 使 下 述 有 限 个 等 式 成 
Y: 


2 wf dn a 
Nx 40 i 


并 使 了 达到 极 小 。 上 式 内 ?是 一 正 整 数 . 根 设 式 (12.10-16) 是 非 赔 化 的 , 应 用 前 面 的 讨 
论 ,必须 求 下 述 极 值 问题 的 解 : 


min | 5 (— 筷 ) GD+ 安 和 (~ sn C7 — Dar 


dot0+ 之 | 


= AT 一 ， 
得 到 极 值 点 二 一 (再 , 5,，*… ,5,) 以 后 ,最 过 控制 的 十 1 阶 就 近似 为 


“nD ig 与, 一 D+ (和) 


式 中 部 为 的 最 小 值 ， 当 pp 一 oo 时 ,wpn(?) 的 极限 就 是 系统 的 最 速 控制 , 在 p+1 
阶 近 似 下 ,求解 3 一 《So bs 2 ***s 62) 和 于, 可 容易 地 由 计算 机 来 实现 ， 

在 第 12.5 节 中 ， 我 们 曾 谈 到 过 对 分 市 参数 对 象 的 有 穷 维 肖 近 问题 在 实际 问题 中 实 
现 分 布 参 数 系统 的 最 优 控制 ， 这 种 下 近 方法 对 处 理 具体 技术 癌 题 具有 实际 意义 。 上 面 讨 
论 的 矩 量 法 也 是 一 种 有 穷 维 逼 近 的 方法 ， 例 如 ,一 个 受 控 的 弹性 体 , 有 无 穷 多 个 固有 振动 
频率 和 振 型 ， 当 控制 器 是 由 常 微分 方程 拱 述 时 ,整个 系统 的 通 频带 是 有 限 的 ,只 能 有 有 限 
个 固有 频率 (固有 振 型 ) 位 于 通 产 带 内 ,其它 高 阶 振 型 将 被 渡 掉 ， 在 这 种 情况 下 ,用 有 穷 维 
运动 去 还 近 无 穷 维 运动 是 有 足够 准确 度 的 .经 有 穷 维 逼近 后 ， 整 个 系统 成 为 集中 参数 系 
统 ,再 应 用 集中 参数 系统 的 最 优 控制 理论 解决 最 优 控 制 问题 。 从 这 个 意义 上 讲 , 用 有 穷 维 
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刀 近 得 到 的 最 优 控制 器 作 次 最 优 控 制 ， 在 文献 [32,35] 中 研究 的 数值 方法 ， 为 分 布 参数 
系统 的 有 穷 维 逼近 提供 了 有 力 的 理论 根据 ， 


12.11 等 离子 体 约束 的 控制 问题 


在 热 核 受 控 聚 变 反应 中 ， 等 离子 体 的 约束 是 一 个 核心 问题 。 目 前 普遍 采用 的 是 磁 约 
东 ， 托 卡 乌 克 就 是 这 样 一 种 装置 下面 仅 就 托 卡 马克 装 沁 中 与 等 离子 体 约束 有 关 的 最 优 
控制 问题 tn, 作 一 简单 介绍 ， 

托 卡 马克 装置 的 简单 原理 如 图 
12.11-1 所 示 。 当 变压器 初级 线圈 通 以 
电流 时 ， 在 真空 室内 的 等 离子 体感 应 产 
生 一 环 电流 《相当 变压器 的 次 级 线圈 ). 
它 产 生 的 “欧姆 热 * 把 等 离子 体 加 热 到 高 
温 ， 同 时 ， 产 生 的 磁场 约束 等 离子 体 . 
通过 真空 室外 部 的 环形 线圈 产生 环 向 磁 
场 ， 用 以 把 等 离子 体 约束 在 一 个 轮 环形 

4 的 磁 瓶 中 。 这 两 个 磁场 合成 的 结果 ， 形 
0 成 一 个 螺旋 磁场 召 使 等 离子 体 处 于 平衡 


状态 . 

租 定 等 离子 体 和 导电 过 是 轮 环 形 的 瓶 , 围绕 z 轴 对 称 ， 它 的 截面 如 图 12.11-2 所 示 . 
处 在 平衡 状态 的 等 离子 体 , 其 截面 为 9,， 边 界 为 ,， 
真空 部 分 是 8,， 导 电 过 的 截面 为 8 = 8, UT, Ug,， 
2 的 边界 为 T， 

如 果 等 离子 体 特 狂 和 各 种 参数 都 已 给 定 ， 这 时 磁 
场 召 在 边界 F， 上 的 值 是 确定 的 ,用 号 。 表示 , 它 是 已 
知 的 .在 平衡 状态 下 ，, 吾 。 正切 于 T,、 迈 赛 尔 (Mercier) 
匣 建 议 , 在 2, 内 装 有 导体 并 遂 以 密度 为 的 电流 , 它 
在 真空 室内 产生 一 磁场 ,并 使 整个 磁场 B 满足 使 等 离 
子 体 处 于 平衡 状态 的 边界 条 件 Bir, 一 号.。 问题 是 
如 何 选择 所 加 的 电流 J， 使 等 离子 体 的 平衡 状态 具有 
预定 的 外 形 ， 闻 时 又 能 使 所 消耗 的 能 量 最 小 ， 比 如 使 
整个 电流 


|, lax, 
Up 


或 者 使 整个 能 量 
1 1J idx 


达到 最 小 ， 在 文献 [14] 中 ,把 这 个 问题 化 成 了 分 布 参 数 系统 的 最 优 棕 制 疗 题 ， 
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电流 密度 和 磁场 强度 日 满 中 卖 克 斯 韦 方程 
rot B = ow), 《12.11-1》 
div B = 0, ， (12.11~2) 

其 中 rot，diy 分 别 是 向 量 的 旋 度 和 散 度 ，p 是 常数 ， 

在 柱 面 坐标 系 内 ， 召 可 表示 成 ( 见 图 12.11-3) 

好 一 了 ee, 十 了 ev 十 Be， 
由 于 轮 环 相对 z 轴 是 对 称 的 ， B,, Be, Bs 不 依赖 于 
yp， 且 Bs = const。， 因 此 式 (12.11-2) 变 为 

二 (pB,) 十 好 B .一 0。 (1211-3) 


这 说 明 , 存 在 一 个 定义 在 8, 上 的 势 函数 x《p,s), 使 得 


B= 一 二 oe 
? Bp 
1 Dr 
Be (12.11-4) 图 21 
对 我 们 有 意义 的 是 电流 的 径 向 分 量 , 故 假定 
J = (ps s)er。 (12.11-5) 
将 式 (12.11- 切 投影 到 @; 轴 后 , 便 得 到 主要 方程 : z 
. 9B, _ 98, _ 
~ By jy。 (12.11-6) 
考虑 到 式 (12.11-4)， 便 有 
0 {OV tou _ 

Se (p 人 2) + (12.11-7) 

当 等 离子 体 处 在 平衡 状态 时 ,不 难 推 得 "其 边界 条 性 为 ， 
ujr, = 0, | (12.11-8) 
#lr = 7， (12.11-9) 

1 Gs 

| 二 训 | 一 |B,|, (12.1-10》 
其 中 > 是 ,或 的 单位 外 法 线 , |。| 是 BB。 的 模 长 ,7 是 末 知 窜 数 , 令 D=| 1B。] 21， 

则 有 , 
| dD, (12.11-11y》 

了 是 事先 给 定 的 常 值 ， 
现在 定义 希 尔 伯 特 空间 (一 阶 索 波 列 夫 空间 ) 
ee Ou au 
H (0Q,) | ut€ LAXAOQ,), op 2 Oz E LASD,) 要 
其 内 积 定义 为 
_ \ Ou bo Du Ov 
4 VI HC90) — (Hy VL 0) 十 (> Dp Lt9v) 十 (S ， BB. ) . 
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在 pr(0,) 中 取 那 些 凡 在 了 T。. 上 为 零 而 在 7 上 为 常数 的 元 所 构成 的 集合 F， 在 其 中 定义 
新 的 内 积 
1T [ar Be Ou Ov] dods 
CW | 马 .Op 坚 Ds 2 | pn 
容易 验证 ,了 也 是 希 尔 伯 特 空间 。 取 了 中 的 元 G， G(T) 表示 GG 在 T 上 的 值 , 文献 E14] 中 
指出 ,方程 (12.11-7) 一 (12.11-11) 有 解 的 必要 充分 条 件 是 «满足 如 下 方程 : 


ee | JKG_ G(TWdods + DGCT), YG EV. (12.11-12) 


而 且 , 对 每 一 个 Je LX.0,) 都 存在 唯一 的 一 个 ns€E 7 满足 方程 (12.11-12》. 

方程 〈12.11-12) 是 一 分 布 参数 系统 ，J 是 控制 ，x 是 系统 状态 ， 了 是 状态 空间 ， 
LXQ,) 是 控制 空间 . 

系统 的 性 能 指标 为 


> 


1(D = 上 J2zapdz， (12.11-13) 


对 系统 状态 的 约 东 是 式 (12.11-10).， 

于 是 ， 最 优 控 制 问题 为 寻找 一 个 分 布 电流 JE LXQ,)， 它 使 系统 状态 满足 约束 条 件 
式 (12.11-10) 并 使 消耗 的 能 量 式 (12.11-13) 达 到 极 小 ， 

文献 [14] 中 证 明 , 这 个 最 优 控 制 了 和 最 优 状态 # 一 wj 存在 而 且 是 唯一 的 ， 

对 于 控制 了 也 可 以 加 各 种 约束 ,比如 ,整个 电流 


| Jdpdz 一 0， 
Ly 


或 者 在 某 个 面积 上 (例如 放置 测量 装置 的 地 方 ) 电 流 为 零 ， 如 果 在 真空 部 分 的 某 些 点 上 加 
电流 (点 源 》 


J 一 > 了 本 二 


这 里 《ps 26) 足 。 线 图 的 学 标 , V 是 线 的 个 数 ， 这 就 是 点 控制 的 情况 ， 

在 文献 [14] 中 对 上 述 最 优 控制 问题 ,还 给 出 了 数值 解 , 得 到 了 许多 有 趣 的 结论 ， 当 然 
真 要 实施 这 种 控制 还 有 许多 待 研究 的 复杂 性 ,如 由 于 小 等 微 秒 级 的 时 间 特 征 数 的 限制 , 必 
须 把 控制 信号 的 传递 时 间 也 计算 在 内 ， 


12.12 滚 浮 陀螺 温 控 问题 


在 惯性 导航 系统 中 ,要求 陀螺 有 很 高 的 指向 精度 , 对 其 漂移 率 有 严格 的 限制 , 精度 的 
进一步 提高 ,不 仅 要 靠 机 械 加 工 方面 的 努力 ,还 要 在 误差 补偿 方面 采取 措施 、 对 单 自 由 度 
液 浮 陀 螺 来 说 ,其 误差 力矩 灰 。 按 起 因 和 作用 的 部 位 可 分 离 成 如 下 形式 : 

Wa = Dr + DiCSF); + DoASF)o 十 DCSE》 十 DoCSFE7 
+ DuCSF)3 + DssCSF + DisCSF)ASF)s + DosCSF SF)s 
+ Dan(SF)SFN + *, (12.12-1) 
其 中 SF 是 雍 力 向 量 ，CSF);, 《SF)。, (SF)s 分 别 是 比 力 向 量 在 输入 轴 、 输 出 轴 , 转 于 自 
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旋 轴 方向 上 的 分 量 ，D,, Do, D;, Do 等 是 比例 系数 ， 这 些 系数 都 与 温度 有 关 ， 在 温度 变 
化 比较 小 的 范围 内 , 式 (12.12-1) 中 零 次 项 和 一 次 项 各 系数 与 温度 变化 有 以 下 关系 : 

Dr = Dp + DrsT, 

Di(SF 一 [Us 一 Drs/ATsI(SF), 

DokSR) 一 [Uo + DrATol(SF),, 

DSF)y = [—U;+ DrnsATCSF);s, (12.12-2) 
其 中 , 工 是 浮 液 平均 温床; AT, ATu, ATs 分 别 是 沿 输入 、 输出 、 自 旋 轴 的 平 沟 温度 梯 
度 ; Vs，7r 是 沿 自 旋 轴 和 输入 轴 的 质量 失 配 ; Z 是 沿 输出 轴 的 比 力 引起 的 漂移 分 量 的 
比例 系数 ; Drr, Drsis Diw» Dris 是 温度 系数 。 

当 环 境 温 度 有 了 变化 时 ， 必 然 引 起 陀螺 内 部 温度 场 的 变化 ,同时 将 出 现 浮 芒 的 对 流 ， 
信和 而 产生 粘 洛 型 误差 力矩 ， 本 来 , 液 秤 陀螺 由 于 碱 小 了 摩擦 力矩 而 提高 了 精度 ,但 当 温 度 
变化 引起 粘 淆 型 误差 力矩 时 ， 却 又 影响 了 精度 的 进一步 提高 。 如果 能 采取 温度 控制 的 方 
法 ,控制 陀螺 内 部 温度 场 的 形态 , 减 小 温度 因素 对 各 主要 系数 的 影响 , 这 将 为 陀 虹 在 系统 
中 运用 时 ,进行 误差 分 离 和 补偿 创造 便利 条 件 , 同 时 还 能 减 小 漂移 晨 。 这 就 是 陀螺 温度 控 
制 问题 的 物理 背景 . 

热 扰 动 分 为 外 部 挑动 和 内 部 扰动 两 种 。 内 部 热 扰 动 主要 是 力矩 噬 和 转子 马达 的 功率 
损耗 产生 的 热量 。 由 于 力矩 器 通常 采用 等 幅 电 流 的 正 负 相位 调制 方法 ， 其 电流 平方 为 党 
值 ， 故 产生 的 热 功 率 可 以 认为 是 当 数 ,转子 的 功率 耗损 在 长 期 工作 中 也 是 基本 稳定 的 。 
所 以 在 下 面 讨论 中 ,我 们 假定 内 部 热源 总 处 于 稳 态 ， 

”外 部 热 扰 动 是 由 于 环境 湿度 变化 引起 陀螺 同 外 部 环境 的 热 交 换 而 产生 的 热 扰动 。 固 
体 和 气体 的 热 交 换 有 三 个 因素 第 一 , 边 春 面 热传导 服从 傅 里 时 定律 
qx) = ET) 一 Te(z)]， (12.12-3) 
其 中 T(x) 是 固体 在 边界 面 上 的 温度 ，T.(x) 是 环境 温度 。 f(x) 是 比例 因子 ,在 芒 温 下 
近似 与 T，7T。 无 关 。 第 二 ,边界 面 热 轻 射 服从 于 波 耳 兹 曼 《Baltzman》 定律 
qx) = RAC TIX) — T(x))], (12.12-4) 
是 波 耳 兹 曼 常 数 ，4《x) 取决 于 材料 表面 物理 狂 质 的 参数 。 第 三 ;对 流 热 交 换 这 一 项 比 
较 复 杂 , 同 许多 因素 有 关 , 还 有 待 于 气体 热 动 力学 的 研究 。 但 可 以 肯定 的 是 这 -一 项 gs(*) 
是 连续 依赖 于 TCx)，T.(x)， 并 且 是 T(x) 的 单调 递增 函数 ,同时 又 是 T.(x) 的 单调 
递 碾 庄 数 。 总 之 ,在 边界 上 同 环境 的 热 交 模 率 可 表达 成 : 


a 


De) = (x) 十 aa) + ga(r) = Lx, T#), Telr)). (12.12-5) 
B(x， 了 ， Te) 对 是 严格 单调 递增 函数 ,对 T。 是 严格 单调 递减 函数 ,并 且 对 了 ,7T。 的 依 
其 具有 相当 的 光滑 性 ， 


值得 注意 的 是 ,关于 流体 力学 中 的 诺 维 尔 一 斯 托 克 斯 (Navier-Stokes) 方程 的 稳 态 解 有 
一 个 重要 性 质 : 在 每 一 特定 场合 ,存在 总 体 稳定 性 雷诺 (Reynold》 数 Re。, 当 雷 诺 数 R<<Re 
时 ， 流 体 有 唯一 确定 的 稳定 运动 。 当 R 之 Re 时 ， 流 体 存 在 至 少 两 种 稳定 的 运动 , 甚至 
是 清流 解 。 经 各 种 扰动 后 ,其 渐 近 状态 至 少 也 有 二 种 解 , 因而 对 邯 被 来 说 , 存在 至 少 两 
种 可 能 的 误差 粘 滞 力 短 。 由 于 RR 正比 于 v7!', ”是 液体 的 粘度 ,而 粘度 又 正比 于 温度 . 因 
此 ,今后 我 们 假定 陀 蝶 充 液 部 分 的 几何 特性 和 浮 液 工作 点 的 设计 ,将 使 运转 时 的 雷诺 数 RR 
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永远 小 于 Re。 于 是 稳 态 的 温度 场 连续 唯一 地 决定 了 一 种 运动 ,从 而 连续 唯一 地 决定 了 一 
种 粘 辣 力矩 

进行 温度 控制 的 设备 有 : 分 布 热 敬 系 数 的 误 度 传感器 ,分 布 由 阻 的 电热 片 ,有 限 个 固 
体 放 大 器 ,用 它们 来 构成 闭环 控制 器 ， 

温度 控制 的 目的 是 ,针对 外 面 环境 的 变化 , 用 若干 个 分 布 型 温度 传感器 , 分 布 型 电热 
片 构 成 有 限 个 控制 如 路 ,使 对 流 型 误差 力 短 较为 稳定 ,并 县 使 它 随 环境 温度 变化 而 变化 最 
小 。 
外 部 环境 温度 变化 是 缓慢 的 ,测量 和 控制 以 及 内 部 热传导 过 程 较 快 ,控制 通路 经 常 处 
于 稳 态 条 件 下 ,所 以 ,我 们 讨论 稳 态 下 的 最 优 控制 问题 . 

注 度 热传导 过 程 可 用 第 12.1 节 所 讲 到 的 抛物 型 方程 来 描述 ， 设 2 是 三 维 欧 氏 空间 
Rs 中 开 连 通 有 界 集 ,其 边界 为 90、R. 一 {1, + 之 0}。 受 控 对 象 热 传导 方程 是 


OD EE DE (Ki ED) ti ,Ge Rr x 0, 


ff=!1 


(12.12-6) 


3 
: 9 
— bp K(x)r; 二 于 一 


二 上 


Px, TX) Tt XE)) — Drelt, x), (ts ER X 00, 


(12.12-7) 
其 中 c(z) 是 比 热 ，pCx) 是 密度 ，Kw《x) 一 Ki(z》 是 热传导 系数 。T(r，x) 是 氢 度 声 
分 布 ，T.(z, x) 是 边界 上 环境 温度 分 布 ，Kz。 x)》 是 内 部 热源 分 布 ，@rck1; x) 是 供 选择 
的 控制 作用 ，zx; 是 边界 80 的 外 法 线 向 量 的 分 景 ，9Cx, 7。7.) 是 同 外 界 总 的 热 交换 率 ， 


如 了 同 前 述 . 
由 于 限定 考虑 稳 态 过 程 ， 所 以 我 们 考虑 下 述 粮 贺 型 方程 的 边界 控制 问题 《 即 令 
OT _ 0): 
8 
BR Kix) | + ji,x) = 0,x€ 0, (12.12-8) 
b> 天 zi 3 一 dx T(x), TAX)) — Drlx), + € 00. (12.12-9) 
考虑 到 羡 液 工作 温度 的 要 求 , 般 可 将 gr(x) 分 为 两 项 
D(X) 一 Elx) 一 PAX), . (12.12-10) 


其 中 BCx) 为 标 称 的 加 热 工作 点 ，9.Cx) 用 于 闭环 反馈 作用 。 因 此 ,问题 式 (12.12-6)， 
(12.12-7) 可 分 解 为 下 述 问题 : 

- OT 加 
D2 Ox “be Ax) + Ax) =0, xé 0Q, C12.12-—11) 


fr 一] 


一 3 Ki CDm © 


#:1=1 $ 


一 一 @(xX) 十 Dx, 1, Ts XE ON; (12,12-12) 


以 及 
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3 
2 2 (Ks) $2) 一 XE Qs 12.12-13) 
; 


fj 二 1 人 xi 


:有 “ 。 
> K;CX)n; oe 一 B(x) 二 Dx, 了 = 下 Ya 了 人 Px, Ti, ra XE 88. 
fi7= 1 1 


{12.12—14) 
式 (12.12-147 可 以 线性 化 为 
bp K(X); st = —@AX) 十 bx， 一 Ba)(T 一 元 )， x€ 89.K12.12-15) 
rj=1 Xt . 
式 C12.12-11),《12.12-12) 的 解 是 在 标 称 环境 温度 分 布 TC《x) 下 的 内 部 温度 分 布 TI(x)， 
式 (12.12-13),《12.12-14) 或 (12.12-15) 的 解 Ti(x)》 是 当 环 境 温度 分 布 对 标 称 值 Tx) 的 
偏离 温度 分 布 . 而 TCX) 二 T(x) 十 T,(x) 是 原来 问题 式 (12.12-8),《12.12-9) 的 解 .由 | 


于 名 (x T, T,) 对 T, 7. 的 依赖 性 相当 光滑 ,可 令 外 (x) 一 2 Bx, Tys FB), BCx) 一 


0 (x, Tu 过 )， 依 @ 对 T，7。 的 严格 递增 和 递减 性 质 。 所 以 有 由 (x) > 0， 


$x) < 0. 
经 这 样 分 解 后 ， 现 在 研究 式 (12.12-13) ,C12.12~15) 的 边界 控制 问题 ， 取 brCx) 一 
BAX) 十 B(xHTAX) — T(xX)), 考虑 


> a (KaCx) = =0, x€ 0, (12.12-16) 
= aT ee 
jx 3 + BxITCxX) = Prx), xE 00 《12.12-177 
了 一: 了 . 


的 边界 控制 问题 。 其 中 由 (xz) > 0。 对 KiCxz)，@6Cx) 和 ByCx) 的 光滑 性 作 了 一 些 假 
定之 后 ,在 文献 [129] 中 证 明了 , 式 (12.12~16》, 《12.12-17) 存 在 唯一 正则 解 , 且 同 下 列 积分 
方程 的 解 等 价 : 


TC) 一 2 GCx, 5Co)dir，xe 7， C12.12-18) 


tC#) 一 一 2 | PiGCé, DET + Lr(é), te 00, 《12.12-19) 


其 中 Ps = 3 Kn)n: ae + $8), 法 基 代 村 的 姓 质 "存在 问题 的 客 林 卫 数 W(x, 
3)， 它 在 x 站 和 处 是 连续 可 微 的 ，W x, 9) 一 本 (7 x)、 同 时 

TY | wx, Dd,0. C12.12-20) 
注意 到 当 8r(9)6 LA60) 时 ，T(x) e Ce) 因此 , 可 按 式 《12.12-20) 来 定义 原 问 
题 的 广义 解 。 又 因 核 函数 到 (wn, x) 在 二 兰 尹 上 连续 , 故 当 Br 二 6(x 一 xo),， E69 


1) C1, 末 (8) 是 连续 油 数 类 ,但 对 其 中 国 数 加 了 某 些 限制 ,请 君 文 献 [291 ， 
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时 ,T(z) 一 友 (x; 如 ) 一 人 (xy D309 一 xm)dr，x x 姑 。 把 式 (12.12-20? 看 成 是 


LX898) 到 LX608) 的 算 子 时 , 它 是 自 伴 紧 算 子 , 所 有 本 征 值 是 实数 并 有 界 , 木 征 子 空间 
是 有 穷 维 的 , 零 是 本 征 值 的 唯一 聚 点 ， 

单 自由 度 访 浮 陀 螺 有 四 个 主要 温度 因素 , 即 DreT, DrsATs, DrwATs, DnsATi， 在 
标 称 环境 温度 7. 下 ,陀螺 内 部 是 标 称 温度 场 ,陀螺 转子 呈现 中 性 悬浮 状态 .此 时 按 比例 状 
态 分 离 的 各 主要 线性 误差 系数 分 别 记 成 Dr 一 Dm 十 DrsTi,Us = Us 一 DrsiAsTi,Us = 
U 十 DroAoT， 矿 一 了 一 DreAT。， 当 环境 温度 变化 成 T。 时 ,内 部 温度 场 同 标 称 温度 
场 发 生 偏离 ,这 个 偏离 的 温度 分 布 是 式 《12.12-16),《12.12-17) 的 解 ， 上 述 各 系数 分 别 发 
生 DrzT， 一 DrsiAsT，DrwAoT 了 ， 一 DrisA1T 的 偏差 

着 取 Xr3 X29> 3 坐标 轴 辣 单 中 出 度 陀 蝶 I, 0O,S 轴 重 合 ， 则 了 A;T, AoT，AIT 分 


别 是 7(m，2 7 ，97 (2 诸 梯度 分 量 在 2 上 的 积分 平均 值 | 。 a(x)TCx)dx， 


OT(x) OT{x) OT (xX) 
| om 3 | lx) Sax, | sz) ax, 其 ho il) < a < %, 


a(X) EC CW), if 一 1， 2， 3 > 4， 
当 考 塌 椭 圆 方程 的 狄 里 克 雷 《Dirichlet》 问题 时 ， 


| 
pe (Kix) 2) =0, xEQ, C12.12-21) 
1 Ox; Ox; 
T(x) = TAx), x€ 00, 《12.12-22》 


则 出 T, 决定 的 解 工 的 关系 是 由 工 :(682) 到 一 阶 每 波 列 夫 空 间 (8) 的 线性 连续 了 肌 象 . 
因而 Drz 开 ， 一 DrwrAsT，DzroAT， 一 DrreArT 是 L288) 中 的 线性 泛 图 ， 即 存在 
bX)E LO0), 1 = 二 1,2,3,4, 使 


MI = DrrT 本 | Tx) Px) do, 
M;= — DirsAsT = | TCDJdoCx]de0s 
M; = DiwAvT 一 | T(x)ga x ) do, 


,WR | T(x) du0, (12.12-23) 


式 内 do 是 边界 上 的 面积 元 素 . 
控制 的 目的 是 使 温度 因素 引起 的 误差 变化 为 最 小 , 故 定义 指 标 泛 函 为 


其 中 虽 是 设计 者 根据 实际 问题 需要 确定 的 加 权 因 子 。 假定 控制 作用 的 功率 是 有 限制 
的 ,区 
| exam < C, (12.12-25) 
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在 条 件 式 (12.12-25) 的 限制 下 ,使 了 取 极 小 值 ， 这 个 限制 也 可 取 成 下 述 的 最 优 指 标 : 


J 一 7 十 工 | Rd, 4>0. (12.12-26) 
180 
因此 功率 限制 条 件 可 以 通过 调节 的 大 小 来 达到 。 由 上 述 定义 知道 
MG 一 | | wowk6D7CDOTCDdsrdsr， 《12.12-27) 


了 到 |, Mi-0zCxzydur 十 | 1 T(xOACx, TOE)d0d0, (12.12-28) 


ACx,§€) 一 Dy) orplx) 08). (CE 


控制 的 结果 使 / 取 极 小 ,就 意味 着 在 控制 功率 限制 条 件 下 , 温度 因素 的 变化 取 极 小 , 从 而 
使 胰 螺 濑 移 按 式 (12.12-17 分 解 的 主要 系数 因 温 度 变化 而 引起 的 变化 最 小 ， 
有 了 指标 后 ,可 以 提出 如 下 最 优 边 界 控制 问题 : 求 B.Cx) 同 TCx)jao 的 关系 ,使 


TO) = | WO, 人 [96 + 由 (的 (Te — TALE) lad, C12.12-30) 


并 使 了 取 极 小 值 ， 下 面 ,我 们 应 用 泛 函 变 分 ( 弱 变 分 ) 来 解决 这 个 问题 ， 
对 任意 给 定 的 T(x)，x&€ 60， 对 史 . 作 梯 变 分 , 则 
5T(x) 一 |, W(x, €)88.(é)de0 (12.12-31) 
又 因 AC(x,#) = A(#,x)， 所 以 了 的 变 分 为 


7 = | ,2 O00)d0 十 | {22T AC £00.(x)droder 
= | 2 8x)0.(x)0 
+ ,278ACx, 全 Wr, 80C9)dnoaodeo 
-2)， [2 0 | |, T(E)ACn, WC, dodyo| 2B Cx) du 
证 


[2 an * | HCx, £) TC&)der |oD.(x)d0, (12.12~32) 


其 中 
HO, Bb) = (AC, WO, dr (12.12-33) 


如 果 (x) 是 最 优 控 制 ,应 有 
BJ 天 0。 C12.12-34) 


那么 最 优 控制 应 为 ， 
Ox) = —1 | HC, TCE)de 


rn | | 之 bn) Om, UOTE 
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= (Dw Dar) tT ) C212-35) 


办 而 
7 | Dao 十 | sls DOD + DCT 一 元 (9))]dvc 
。 > ee | WCé, EDA + BEI TALE 一 TA5)) arod di0 


Ee 1 : _ 
一 | Wao + 马上 VW eIOCD + BPCTA — TA) I, 


pix)da0 | + (x)do 


+ {wpm en, wao| [ec CO + BTAD 一 了 ro 下 


由 此 可 以 看 出 , J 在 LX88) 上 对 @ 是 二 次 凸 证 务 ， 因 为 
lim 9 一 十 co， ， 
li i BA 
故 极 小 值 存在 ,因此 最 优 控 制 存在 ,并 具有 式 《12.12-35) 的 形式 ， 
再 令 
MAX) 一 | wo Cn， xD)da0y f= ;2,3,4, (C12.12-38) 
则 观测 值 为 
Ti =) dDTODa, i— 1, 2,3,4. (12.12-39) 
最 优 控制 变 成 | 
le me > MADT, (12.12-403 


也 就 是 在 8 的 边界 89 上 ,分 员 冯 人 系 为 Pix 的 最 仿 温度 传感器 ， 使 至 个 加 
热电 流 (其 平方 值 为 7T1) 分 别 以 二 的 溢 益 ,并 通过 阻抗 密 彰 为 MIx) 的 加 热 片 ; 就 


可 以 实现 最 优 控制 ， 
实现 最 优 控 制 所 斋 要 的 参 明 re Wx, 吧 和 Mi(x) 者 可 用 陛 电 电 度 测试 浪 得 
， 前 已 指出 ， 


To) Wes) = {We Me 一 Dr， 《12.02-41) 


即 W (x, 3) ,是 在 标 称 的 环境 汤 度 下 , 在 09 上 y》 处 作用 以 单位 点 热源 后 ， 量 得 的 稳 态 表 
面 温度 分 布 。 而 


Mi 一 | om ap 《12.12-42) 
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是 在 标 称 环境 温度 T。 下， 在 x 点 处 作用 以 单位 点 热源 后 ， 分 离 出 的 诸 主 要 误差 系数 
D:, Dr Ds, Du 同 在 标 称 温度 下 ,无 其 它 扰动 时 的 诸 系 数 Ds, Di, D。, Ds 的 增 量 , 即 
M.(%) = Dr — Dr 
~ MAX) = Di;— Di, 
Ms(x) 一 Do 一 D,, 
MX) 一 了 ,一 万 (12.12-43) 
而 $m) 可 通过 已 知 量 MiCx)。 取 (xy y) 按 式 (12.12-38) 求 逆 来 逼近 . 
在 工程 实现 时 ,温度 量 测 可 由 六 全 温度 传感器 测 到 的 88 上 一 些 点 的 温度 插值 求 测 ， 


?0 = Da 
其 中 . 
人 |) 7TKx)6Cx — Xi)d0y 
或 
Fi = | ,Tax)d0. 


了 = | bi) > gx)T dr 


N 
一 六 |， hg, 11, 2, 3, 4 (12.12-44) 
i=1 | 


分 层 加 热 片 可 选用 MM 个 彼此 不 重 双 的 加 热 片 bx) 之 0、 = 1, 2，.…，M。 通过 与 放 
大 器 组 闭合 米 实 现 最 优 避 近 ，. 选 {Gn} , :um 1,2,3, 4 过 = 1,2,...»。M, 使 


> Guba(x) S MAX) 一 | pi (ny Xd 
上 式 在 下 述 意义 下 成 立 : 


| 
| Mix) 一 >) Gb XO dr = min, 1 = 1,2,3,4, 
Ba r= Ci 


鸡 
| oa XO NX) dx0 | 
Gi = -一 一 一 一 一 ， 1= 1,2,3, 本 & 一 ,2 M, 
| Rx) z z 
此 时 近似 最 优 控 制 为 
4 1 M N 
BAX) 一 一 2 二 名 CihbKCY) > Pi) dr ) 2 


一 一 六 y， (> Cu | bx) gL) dr ) baCx) Ts, 


R=1 j= ‘fs1 of 
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又 令 
Gn 
4 一 ba | PingAN) ds, 
则 
0 
B(x) = —AD(x), bx))| : | 
Bon 
而 
中 Ti 
一 (4 : |， 
中. ， Tw 三 


式 中 A477) 是 M XN 阶 矩 阵 ， 可 以 看 出 ,这 样 的 控制 规律 是 很 容易 实现 的 。 
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第 十 三 章 “ 摄 动 理 论 和 制导 系统 


弹道 摄 动 理论 是 用 来 计算 炮弹 、 火 箭 等 在 标准 弹道 附近 的 运动 状态 的 。 标 准 弹道 是 
一 条 有 着 特定 的 初始 条 件 、 飞 行程 序 、 大 气 状态 以 及 突 定 的 结构 参数 的 确定 性 弹道 。 如 果 
实际 情况 与 这 些 特 定 的 条 件 有 差别 ， 例 如 飞行 器 在 飞行 过 程 中 受到 随机 的 风 的 扰动 而 仿 
离 了 标准 弹道 ,这 时 ,实际 的 弹道 就 不 同 于 标准 弹道 了 ， 租 是 ,如 果 扰 动作 用 都 虑 小 , 则 受 
扰 弹 道 ( 实 际 弹道 ) 还 是 在 标准 弹道 的 附近 ， 而 且 两 者 之 间 的 差别 也 是 很 小 的 。 标 准 弹 道 
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球 的 半径 。& 是 地 面 上 的 引力 加 速度 ， 其 中 不 包含 地 球 自 转 的 离心 力 的 因素 ， 设 R 和 B 
分 别 是 火箭 的 每 单位 质量 平均 受到 的 推力 与 空气 动力 的 径 向 (半径 方 同 ) 分 量 和 切 向 ( 重 
直 于 半径 的 方向 ) 分 量 ， 于 是 ,火箭 的 重 忆 的 运动 方程 就 是 | 


(13.1-1) 
at 了 


7 和 一 8 一 21(6 土 9)， 
如 果 火 篇 从 西向 东 飞 行 , 方程 (13.1~1) A 
向 西 飞行 ,就 取 一 号 . 

RR 和 @ 这 两 个 力 都 是 由 推力 5， 升力 .和 阻力 D 组 成 的 设 父 是 火箭 对 于 & 而 言 的 瞬 
时 重量 《也 就 是 火 稍 的 瞬时 质量 与 & 的 乘积 ) V 是 空气 对 于 火 第 的 相对 速度 的 大 小 ， 我 
人 3, 4, 和 A 可 以 使 讨论 更 方便 些 : 


5—S8,Am Ls,A- De. z (13.1-2) 

Wy 卫 防 WV 
很 设 实际 的 风速 w 是 水 平方 向 的 ， 而 且 也 在 赤道 平 看 之 内 , 如 果 是 迎风 ， 就 取 正 号 ; 反 
之 ,如 果 风 向 和 火箭 的 飞行 方向 祖 同 , wv 就 到 负 号 ,我们 把 ww 看 作 只 是 高 度 f 的 函数 ， 如 


果 "是 径 疝 速度 , ve 是 切 向 速度 :也 就 是 说 


， (13.1-3) 
相对 的 空气 速度 了 就 可 以 这 样 计算 : 
Ve + (76 十 tp 六 (13,1- 4) 
如 果 8 是 推力 方向 与 水 平方 向 之 间 的 角度 ， 那么 ,单位 质量 上 所 受 的 推力 和 空气 动力 的 径 
向 分 量 尺 和 切 向 分 量 @ 就 是 
Fk 
O—= ycosp— vA— (vt Wi 
如 果 六 是 对 于 重心 的 力矩 被 火箭 对 于 重心 的 转动 惯量 除 得 的 商 数 ,那么 , 角 加 速度 的 
方程 就 是 


《13.1-5) 


2 

| dt a 

为 了 完全 确定 火 第 的 运动 状态 ,必须 用 时 间 函 数 的 形式 把 开 力 工 , 阻 力 D 和 对 于 重心 : 

的 力矩 mw 表示 出 来 ， 按 照 空气 动力 学 的 习惯 ,我 们 用 天 力 系 数 Ci 和 阻力 系数 Co 来 表示 
tL 和 DD: | 


十 N. (13.1-6) 


于 二 0124 CL, 


和 (13.1-7) 
2 = pd Cp 
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其 中 , p 是 空气 的 密度 ,是 高 度 + 的 函数 ，4 是 一 个 固定 的 特征 面积 , 警 如 说 ,可 以 设 火 箭 
的 尾 机 面积 是 4， 在 我 们 所 考虑 的 这 个 问题 里 ,既然 火箭 只 在 赤道 平面 内 运动 ,从 空气 动 
力学 计算 的 角度 来 看 ,火箭 的 运动 状态 是 由 冲 角 e 决 定 的 ( 冲 角 就 是 推力 的 作用 线 与 空气 
的 相对 速度 向 量 之 间 的 角度 (图 13.1~1)). 然而 ,对 于 火箭 的 运动 的 控制 是 通过 升降 舵 角 
7 的 控制 来 执行 的 . 所 以 ,能 够 影响 Cr 和 Cr 的 参数 就 是 和 7。 此 外 ,这些 空 气动 力学 
的 系数 还 是 雷诺 (Reynold) 数 Re 和 马赫 (Mach) 数 ,对 的 函数 。 如 果 * 是 空气 的 音速 , 马 


赫 数 就 是 
M 一 一 ， (13.1-8) 
设 。 也 是 高 度 + 的 函数 ， 如 果 ! 是 火 稍 的 一 个 特征 长 度 ,# 是 空气 的 粘性 系数 , 雷诺 数 
就 是 
Re Oe. (13.1-9) 
粘性 系数 pg 也 是 高 度 ? 的 函数 。 这样 ,我 们 就 有 
和 CL = Cila, 7» M ， Re), 
1 Cop™= Cplg,7, M, Re). 《13.1-10) 
t 我 们 再 假定 , 推力 作用 线 通 过 火箭 的 重心 ;次 此 , 推力 就 不 产生 力矩 ， 不 难 想到 在 火 


管 发 动机 工作 药 飞 行 过 程 中 ,火箭 的 角度 运动 (转动 ) 一 定 很 慑 ,所 以 喷射 阻尼 力 息 是 可 以 
忽略 不 计 的 。 因 此 ,空气 动力 力矩 mw 是 作用 在 火 征 上 的 唯一 的 力矩, mm 也 可 以 按照 下 列 公 
式 用 系数 Cs 表示 : 


一 二 PP24IC (13.1-11) 


力矩 系数 Ca 也 是 四 个 变数 a, 7, M 和 Re 的 画 数 ， 
CC， 由 Ca 7, M, Re),- (13.1-12) 
如 果 了 是 火箭 对 于 重心 的 瞬时 的 模 向 转动 惯量 ,方程 (13.1-5) 里 的 N 就 是 


” 招 


利用 以 二 引 人 的 符号 ,运动 的 微分 方程 组 可 以 写成 以 下 形式 : 
dr I 
a Lo 
0 va 


dr fr 
48 
> f, 


， 
Hor 3anp+(oe 十 ww) 人 一 5A 十 (如 士 2 ) 一 ?( 忆 ) = FF, 
dr | fr | 站 


人 一 Zeosp — srA— (vot+w)A~— 2 (t+ 0p) + ~ 6, 
| 9 F 


经 = 1{Eeosp ~ A— (vo + w)A— 2 (2 + 2 )}+n ~ H, (13.1-14) 
+ rf f 
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这 个 方程 组 是 六 个 未 知 函数 +,9, 8,，v,, ve 和 的 一 阶 方程 组 .如果 要 解 这 个 方程 组 ， 
就 必须 先知 道 开 始 时 (+ 一 0) 这 些 未 知 函数 的 初始 值 ; 而 且 ， 推力 5, 重 最 色 和 转动 惯量 
I 在 每 一 时 刻 : 的 瞬时 信也 必须 事先 给 定 。 如 果 要 三 定 各 个 空气 动力 升降 舵 角 Y 的 运 
动 也 要 用 一 个 时 间 函 数 > (事先 给 定 。 大 气 的 状态 也 必须 知道 , 即 风速 w ,密度 Pp, 空气 
的 粘性 系数 上 以 及 音速 4 都 必须 是 高 度 rf 的 已 知 的 函数 。 冲 角 “不 能 预先 给 定 ， 它 必须 
根据 角度 8 和 相对 的 空气 速度 向 量 V 来 计算 . ee 

我 们 将 取 标 准 大 气 状态 和 弹 体 、 发 动机 的 额定 参数 作为 式 (13.1-14) 的 参数 ， 利 用 
这 些 具 体 的 数据 ,只 要 给 定 了 升降 舵 角 度 7 的 运动 规律 y = 7 (9 , 我 们 就 可 以 把 方程 组 
(13.1-14) 积分 ,从 而 把 火 第 的 飞行 路 线 (弹道 ) 计算 出 来 ， 计 算 工 作 可 以 用 计算 机 完成 . 
这 样 计算 出 来 的 飞行 路 线 , 是 一 个 标准 的 火箭 在 标准 的 大 气 状态 下 的 飞行 路 线 ; 这 也 就 是 
标准 飞行 路 线 或 标准 弹道 . z 

标准 弹道 的 最 重要 的 特性 就 是 它 的 射程 。 所 请 射程 就 是 发 射 点 和 着 陆 点 之 间 的 距 
离 。 所 谓 火 箭 的 制导 问题 就 是 要 算出 火箭 发 动机 合适 的 关机 时 间 并 且 找 出 飞行 过 程 中 升 
降 舵 角度 的 合适 的 运动 规律 , 使 得 射程 正好 是 我 们 所 需要 的 数值 。 对 于 标准 火箭 在 标准 
大 气 中 的 制导 问题 ,可 以 在 火箭 发 射 之 前 用 数学 方法 完全 解决 ,因为 计算 这 条 标准 弹道 所 
需要 的 全 部 资料 都 是 已 知 的 或 者 是 预先 给 定 了 的 ， 
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实际 的 大 气 的 特性 并 不 一 定 与 所 说 的 标准 大 气 状态 相符 合 ， 每 一 个 高 度 上 的 风速 都 
随 气候 条 件 变化 ;温度 了 工 也 是 随时 间 变 化 的 。 因 此 ,我 们 可 以 想到 ,由 于 大 气 条 件 的 不 同 ， 
实际 的 飞行 弹道 与 标准 弹道 一 定 也 有 些 差 别 。 实 际 的 火箭 在 重量 以 及 发 动机 狂 能 等 方面 
与 理想 的 标准 火箭 也 总 会 有 些 差 别 , 因 此 ,如 果 天 降 舵 角 度 Y 仍然 采用 原来 给 定 的 动作 程 
序 , 那么 , 实际 的 飞行 弹道 就 会 与 标准 弹道 不 同 。 扩 以 ,实际 的 火箭 的 制导 问题 就 是 要 适 
当地 随时 修正 升降 舵 角 度 的 动作 程序 ,设法 使 实际 的 射程 与 标准 弹道 的 射程 相同 ,准确 无 
误 地 在 标准 着 陆 点 着 陆 。 因 为 火箭 的 速度 非常 高 ， 这 样 一 个 制导 问题 就 不 能 用 普通 的 方 
法 来 解决 ， 在 普通 的 制导 问题 (譬如 汽车 或 轮船 的 驾驶 问题 ) 中 ,因为 速度 相当 低 , 惯 性 作 
用 相当 小 ,所 以 有 只 要 随时 根据 位 置 的 偏差 改正 运动 路 线 就 可 以 使 总 的 运动 路 线 符 合 要 求 ， 
完全 不 需要 考虑 惯性 的 影响 。 但 是 ,对 于 像 火 箭 这 样 的 高 速度 飞行 器 的 情形 来 说 ,就 不 能 
只 根据 运动 学 的 邯 虑 来 进行 操纵 ,因为 惯 狂 作用 相当 大 , 所 以 , 必须 考虑 系统 的 动力 学 的 
效应 才能 使 路 线 符 合 变 求 , 对 于 这 种 情形 ,制导 问题 就 必须 依靠 高 速 的 自动 计算 系统 来 解 
次 ,对 于 每 一 个 离开 标准 和 情况 的 偏差 ,这 个 计算 系统 都 能 在 一 段 几 乎 等 于 零 的 时 间 内 发 生 
反应 ,同时 发 出 修正 运动 状态 的 信号 ， 我 们 把 实现 这 种 制导 的 控制 系统 称 为 制导 系统 。 


一 般 竹 的 制导 问题 实在 是 非常 殉难 的 。 但 是 ， 我 们 可 以 相信 离开 标准 状态 的 念 差 总 


是 很 小 的 ,因为 ,标准 弹道 毕竟 是 一 条 最 有 代表 性 的 平均 弹道 .这 个 事实 使 我 们 立刻 想到 ， 
作为 初步 近似 只 要 考虑 仿 差 的 一 阶 量 就 够 了 ，。 这 个 “线性 化 ”的 作法 就 是 弹道 摄 动 理论 的 
基础 。 经 过 线性 化 以 后 ,新 的 方程 组 (当然 是 线 狂 方程 组 ) 的 系数 都 只 是 根据 标准 弹道 的 
参数 计算 出 来 的 ,一 般 说 来 ,这 些 系数 都 是 随时 间 变 化 的 。 我 们 关于 远程 炙 科 的 制导 问题 
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所 作 的 讨论 也 就 是 这 一 类 控制 系统 设计 的 一 个 例子 ， 这 个 例子 的 特定 的 设计 要 求 ， 就 是 
设法 消除 射程 的 误差 。 这 里 ,被 控制 的 “输入 ”就 是 升降 舵 角 度 的 修正 动作 ， 在 区 下 的 讨 
论 中 我 们 就 通过 具体 的 情况 来 说 明 这 些 概念 . 
本 章 我 们 用 符号 上 的 横 线 ”表示 标准 弹道 的 各 个 状态 分 量 , 用 8 符号 表 未 相册 时 间 
上 各 个 状态 分 量 的 偏差 。 所 以 实际 的 飞行 路 线 的 各 个 状态 分 量 就 是 
rr 一 上 十 Bf， m+60, 5 一 5 十 38， 
tr vv ve vaotove, pgpt os. 
实际 的 大 气 状态 与 标准 大 气 状 态 之 辣 的 偏差 是 用 密度 偏差 6?， 温度 偏差 85T 各 风速 偏差 
Sw 来 表示 的 ,所 专 
Pp 6p, T=T+6T, Ww Hw, (13.2-2) 
如 果 我 们 假设 在 任何 一 个 高 庶 上 空气 的 化 学 成 分 都 与 标准 大 气 在 这 个 高 度 上 的 成 分 相 
同 , 那么 , 只 要 知道 sp 和 67 也 就 可 以 计算 出 压力 偏 差 ( 如 果 需 要 的 话 )， 假 设 实际 的 火 
箭 与 标准 火箭 之 间 只 有 重量 偏差 8 多 和 转动 惯量 偏差 51, 也 就 是 说 
Wa=WIi+iW, li 81, (13.2-3) 
还 假设 推力 5 与 标准 值 完全 相同 , 此 外 , 火 往 的 是 村 面积 4 以 及 方程 《13.1-10) 和 
(13.1~12) 所 表示 的 空气 动力 特性 也 都 假定 是 不 变 的 . 
把 方程 (13.2-1),(13.2-2) 和 (13.2~3) 代 人 方程 (13.1-14)， 然后， 再 从 每 一 个 方程 
捍 三 去 相应 的 标准 飞行 洛 线 的 方程 ， 根 锯 线性 化 的 原则 只 保留 各 个 偏差 的 一 阶 暑 ， 我 们 


(13.2-1) 


就 得 到 下 列 方程 : 
addr 
-一 -一 人， 
at 
d60 vp 1 
~ 一 一 一 一 by 十 一 89 
dt 7? Fr 
Es | (13.2-4) 
dz | 
Es qi6r 十 qx6B + abv 十 44388 + vsdY Fadp 十 aT + asdw 十 ad WH 
t 


dove por + B88 + bsBv, + bdve + 0587 十 268p + BBT + baw + BOW, 
i 


< = COr 十 《DB 二 cdv 十 cBve 十 cBY 十 cdp 十 cBT 十 cadw 十 cw 
t 
十 cl105 了 。 (13. 2- 5) 
方程 中 的 系数 ao 5&1, ci 都 是 式 〈13.1-14) 所 定义 的 函数 F，CG, 互 在 标准 弹道 上 计算 的 侦 
导数 。 例 总 
-OF /OF BF 
-7) on) “到 
dF aF、 . 6F 
“8 
aF\  _({8F OF (13.2-6) 
的 的， 二) 
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这 些 系 数 的 详细 表达 式 见 本 章 附 录 ， 

方程 (13.2~4) 和 (13.2-5) 是 六 个 偏差 量 的 变 系数 线性 微分 方程 组 ， 如 果 蕊 知 大 气 
状态 的 偏差 so, 57 和 5w，, 并 且 给 定 5y ,5W 和 和 51, 则 从 这 个 方程 组 里 我 们 可 以 解 出 8r， 
86806, 68, 8or 8ve 和 68。 然而 , 制导 问题 的 提 法 和 这 个 问题 是 不 同 的 ,在 制导 系统 的 设计 里 
要 求 根据 弹 体 送 动 的 状态 参数 来 确定 控制 函数 37 (升降 舵 的 收 正 程序 》 使 射程 偏差 为 
零 ， 正 如 德 瑞 尼 克 所 建议 的 ， tn ii (Bliss》 的 伴随 函数 法 来 解 


决 中 
13.3 伴随 方程 
设 YinD 人 王 1, 2……，:， ?7 是 由 下 殉 9 阶 线 性 微分 方程 组 确定 的 函数 : 
0 i co 1, 2， #1 (13.3-1) 


其 中 a;; 是 给 定 的 系数 ,它们 可 以 是 时 间 : 的 函数 ，Yi (Cr 是 “驱动 > 函数 (输入 )， 现 在 我 
们 再 引进 一 组 新 的 函数 加 (亲人 到 1， 2)， 下 
人 Li >3 Pe 1 (13.3-2) 
这 样 一 组 函数 1(#) 就 称 为 原来 一 组 y; (7) 的 伴随 函数 ， 方 程 (13.3-2) 称 为 (13.3~1) 的 
伴随 方程 。 用 7 飞 方 程 (13.3-1), 再 用 y; 乘 方程 (13.3-2), 然后 再 对 于 i 把 这 些 方程 加 
起 来 ,我们 就 得 出 : 
二 > dy 一 六 > 《ep — ajihiys ) 一 > hiY,, 


i=1 j=1. 


Wi 所 以 ,我们 就 得 到 


Pi, — Dy | (13.3-3) 
把 这 个 方程 从 时 刻 : 一 所 积分 到 时 刻 上 一, 我 们 有 
> Wl 一 > hy + (> 17]ar。 (13.3-4) 
布 利 斯 称 这 个 方程 为 基本 公 趟 . 


对 于 我 们 所 讨论 的 远程 导弹 问题 , y， 就 是 那些 振动 量 、 
nr, y= 60, y= 68, 
= 60, ys bve, ys = 68, (13,3-5) 
根据 方程 (13.2-4) 和 (13.2~5), 这 时 伴随 函数 满足 于 列 方程 组 : 


~—— 1 = 一 二 8 12 十 914 十 已 45 十 cdss 
dt pF 
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= 2 -1 + Hi4 bls 十 Cidés 


— dl 


rE = 1 十 4344 十 bsls 十 ch6s 


Ll: ss ”十 6 十 久生 十 es， 
FE 


三 2 一 2 z 人 
各 个 输入 了 ;为 

Yy, 一 了) 一 了 ,一 10 (13.3-7) 
和 
Y4 一 aspy + a660 十 arB7 + ofpy + qs5W , 
Ys = 658y 十 6680 + eT + Badw + BBW, 
Ye 一 c557 + cop 十 cr6T + enw + cyBW 十 cwdl. 《13.3-8) 


13.4 ”射程 控制 基本 方程 


方程 (13.3-6) 并 不 能 完全 确定 4 函数 。 如 条 要 完全 确定 2 计数 , 就 必须 给 出 在 某 - 

个 一 定时 刻 的 一 组 4 值 ， 至 于 应 该 在 哪 一 个 时 刻 选取 一 组 2 的 值 并 且 究竟 等 于 什么 数 
值 ， 这 个 问题 是 与 特定 的 控制 系统 设计 灾 际 弹 

的 要 求 有 关 的 。 在 我 们 的 制导 问题 中 ， 
我 们 的 设计 要 求 射 程 偏差 是 零 .或 者 ， 
作为 一 次 近似 、 要 求 射 程 偏差 的 一 阶 重 标准 弹道 \\_ 的 
为 堆 , 所 以 ， 我 们 四 兴趣 的 量 就 是 86， Wn, 
( 火 稍 落 地 时 刻 的 39)。 议 后 , 我 们 用 下 tr 
标 “” 表 示 藻 地 时 刻 的 各 个 量 。 下 面 可 


(80) mr. 


以 看 到 : 射程 贪 差 为 零 的 条 件 足 以 完全 PPTTTT 
确定 所 有 的 2. . 
如 果 1; 是 实际 的 火箭 落地 时 刻 ， 瑟 
是 标准 弹道 的 落地 时 刻 , 于 是 ,可 以 用 一 阶 偏差 8 近似 地 代表 绝对 仿 差 A， 
t= b+ B14,, (13.4-1) 
同样 


ry = f; 十 Fr21, 
01 = 0; + 50», 
当 几 一 阶 偏差 近似 地 表示 全 偏差 ,用 (8. ), 表示 上 时 刻 的 等 时 偏差 , 则 有 
tr om (pr jcr.Btz 中 (Br ) mt,» 


80) 一 L(G0) ss Bt + (60) wr,. (13.4-3) 
ro 


然而 ,因为 不 论 什么 弹道 的 落地 点 都 在 地 球 表面 上 , 即 15 一 元 = re， 所 以 3r; 一 定 是 零 
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从 方程 组 (13.4-3) 中 消去 #4 就 得 


. 80, — |- 87r 十 56| 0 (13.4-4) 
因此 ,如 果 让 各 个 % 函数 在 标准 落地 时 刻 :一 五 时 的 值 为 
— vg 
和 (区 1 一 1， (13.4-5) 
hs sm ds = hs m= he = 0 
于 是 射程 偏差 就 是 
680, 一 >， | 一 [5r 十 1286 十 1388 + LBv, + hsBve 二 1686] 。 (13.4-6) 


i=1 


如 果 标 准 弹道 已 经 确定 ， 则 方程 组 (13.3-6) 的 各 个 系数 就 都 是 已 知 的 时 间 冰 数 。 方 
程 组 (13,3-6) 加 上 终点 条 件 〈13.4-5) 唯一 地 完全 确定 伴随 函数 2:。 可 以 用 计算 机 从 
一 五 开始 把 方程 组 (13.3-6) 进行 “ 倒 向 ”积分 《在 逆转 了 的 时 间 内 )。 伴 随 函 数 确 定 后 ， 
我 们 就 可 以 利用 式 (13.3-4) 来 描述 制导 问题 的 设计 要 求 : 

50, 一 0 一 [8r 十 4260 十 hs88 十 bv, 十 hsdve 十 hsp mt, 
+ [ 2,Y， 十 15Y5 十 1.Y,] dz。 (13.4-7) 


这 就 是 射程 控制 的 基本 方程 。 


135 制导 系统 


对 于 远程 飞 航 式 地 地 导弹 来 说 ,从 :一 0 到 :五 是 发 动机 工作 的 助 推 臣 ， 从 * 一 五 
以 后 到 落地 时 刻 为 止 是 高翔 段 。 在 前 面 我 们 曾经 假设 推力 5 与 标准 值 完全 相同 ， 这 点 对 
于 飞 航 式 导 弹 的 冲压 式 发 动机 ， 在 采取 适当 形式 的 推力 控制 条 件 下 是 可 能 的 。 发 动机 工 
作 的 时 间 对 应 于 一 定 的 射程 而 言 也 是 固定 不 变 的 , 即 我 们 准确 地 按时 全 上 一 去 关闭 发 动 
机 ， 在 助 推 眉 可 以 不 采用 阐 道 控制 ,也 可 以 采用 弹道 控制 ,我们 将 区 别 这 两 种 情况 来 讨论 
制导 系统 的 设计 问题 以 满足 基本 方程 (13 4-7), 

第 一 种 情况 ;我们 只 控制 滑翔 段 的 弹道 ， 即 我 们 选择 天 降 通 在 滑翔 下 的 机 动 规律 使 
基本 方程 (13.4-7) 在 任意 干扰 规律 作用 下 得 到 满足 。 由 于 助 推 疏 的 弹道 是 不 控制 的 , 所 
以 在 一 般 情 况 下 式 《13.4~7) 中 的 第 一 项 [aa5r 十 1288 十 4368 十 146w 十 158 十 1685] ,= 
目 然 是 不 等 于 零 的 , 但 是 我 们 的 制导 问题 并 没有 必要 要 求 基本 方程 (13.4-7) 中 的 两 项 都 
分 别 为 零 。 我 们 只 要 求 在 任意 干扰 规律 作用 下 这 两 项 的 总 和 为 零 就 足够 了 。 当 发 动机 在 
上 一 五 关机 人 羽 后 ,根据 实际 测 得 的 弹道 参数 和 事先 存储 的 标准 弹道 参数 , 我 们 立即 可 以 从 

制导 计算 机 里 得 到 
[46r 十 1289 十 1356 十 二 Vs6ve 十 4586] RK, (13.5-1) 
对 应 助 推 狠 的 不 同 干扰 情况 来 讲 玉 当然 是 变化 的 ,但 是 只 要 发 动机 一 关机 ,天 就 是 一 个 确 
定 的 数 。 所 以 从 这 个 意义 上 讲 对 于 滑翔 毁 玉 是 一 个 常 值 。 这 样 的 常 值 偏差 我 们 很 容易 在 
滑翔 自用 一 个 常 值 的 开 降 能 偏 角 来 消除 挤 ， 现在 来 看 基本 方程 《13.4-7) 的 第 二 项 ， 旁 谍 
式 (13.3-8)， 并 引信 符 号 
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ds = Lds + dsbs + hecs, 
de ™= Lae 十 dsbs 十 Mscs, 
d- = ha7 十 hsbr 十 Nicy, 
ds = 1428 十 055 十 heca, 


瑟瑟 一 (cy Tt hsby 十 bey)EW 一 hcwdl (13.3-2} 
和 Se 

57 w= Yl1 + 672», (13.5-3) 
于 是 有 
和 br We + 15Y; + bYeladr 一 | dsB yidt 
我 们 把 滑 敌 及 开 降 能 偏 角 分 万 两 部 分 ， 其 中 常 值 部 分 a 用 以 消除 动 推 眉 干 扰 的 影响 k, 
这 样 就 可 以 确定 

ari 一 一 天 (35 5) 
dade 


现在 我 们 讨论 如 何 确定 372 来 消除 滑翔 及 于 扰 的 影响 。 对 于 请 翔 毁 5W 和 51 是 常 值 性 
质 的 干 抗 , 璧 如 说 ,在 燃料 箱 内 装 有 滚 面 传感器 ,发 动机 关机 后 就 可 以 确定 剩余 的 燃料 量 ， 
这 样 , 只 要 一 关机 , 6W , 57 也 就 确定 下 来 了 。 然而, 大气 状态 的 偏差 量 sp, 87 和 5w 就 
不 同 了 ， 只 有 随时 随地 加 以 测量 才能 得 到 这 些 量 的 数据 . 它们 的 变化 可 以 是 任意 的 ,事前 
无 法 确定 它们 的 规律 。 办 此 , 要 求 式 (13.5-4) 中 右 端 第 二 项 积分 在 任意 干扰 规律 下 等 于 
零 的 条 人 就 是 被 积 函数 必须 在 整个 时 间 区 间 上 便 等 于 零 亦 即 
25577 + dsp 十 dB 了 十 == DD. (13.5-6) 
方程 组 3. 2- 5) 可 以 改写 成 
sdY 十 0580 十 4;8 十 dw = 4， 
bs67 十 bdp +t oT 十 biw = B， 
. 5c587 十 5668P 二 53 了 十 coBm mC, . 四 (13.5-7) 
其 中 


4 一 yy 一 GIGr 一 4288 一 9430g 一 02464068 一 090 » 
£ ’ i 四 。 

B= 二 YY 
1 . . i 、 

C= 元 88 一 ciBr 一 ci88 一 a 一 coW 一 cgl, (13.5-8) 
站 : 


”如 果 弹 上 的 测速 定位 系统 和 制导 计算 机 随时 测 基 和 计算 4, B,C 这 三 个 量 ,而 且 , 弹 上 仪 
器 又 能 把 sp, 57 和 5w 这 三 个 量 中 的 某 一 个 随时 加 以 测量 , 利用 这 些 测 量 的 结果 ， 根 据 
方程 组 (13.5-7) 中 的 两 个 方程 就 可 以 把 其 余 两 个 大 气 情况 偏差 县 用 537; 和 已 知 的 时 间 涪 
数 表 示 出 来 ( 警 如 说 , 弹 上 仪器 随时 把 温度 偏差 8T 油 重 出 来 ,再 从 测 得 的 三 个 量 入 , B,C 
中 选用 4 和 中 两 个 量 , 最 后 ,利用 方程 组 (13.5-7) 的 前 两 个 方程 就 可 以 把 5&# 和 se 用 已 
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知 的 时 间 函 数 和 7 表示 出 来 )， 这 个 作法 的 实质 也 就 是 借助 于 火箭 本 身 来 确定 sp，27 
和 58w。 这 样 定 出 5p, 57 和 zw 以 后 ,把 这 些 最 代入 方程 (13.5-6) 就 得 出 5yz 的 方程 ， 


B71 = 二 [D — dsp — dBT — ddw], (13.5-9) 
5 


在 式 (13.5-5) 所 确定 的 常 值 5 上 再 县 加 按 式 (13.5-9) 确定 的 升降 舵 机 动 规律 372, 我， 
们 就 可 以 满足 基本 方程 (13.4-77。 前 面 已 经 讲 过 , 这 些 a, 5,c 和 4, 8,C,D 中 有 一 部 
分 是 可 以 预先 根据 标准 弹道 计算 出 来 的 ， 而 另 一 部 分 则 是 根据 对 于 火箭 的 位 置 和 速度 的 
测量 得 出 的 ， 如 果 在 实际 飞行 中 使 升降 舵 就 按照 871 十 57; 的 规律 运动 ,那么 ,尽管 实际 
“人 兴 行 铺 况 与 标准 情况 之 间 有 各 种 丹 蓉 ,火箭 还 是 在 规定 的 地 点 着 陆 , 这 样 就 达到 了 预定 的 

上 且 的 : 射程 候 差 等 于 零 。 

如 果 对 助 推 外 的 弹道 也 加 以 控制 ， 就 可 以 做 到 使 基本 方程 (13.4-7) 的 两 项 分 别 为 零 ， 
不 难看 出 , 只 要 在 助 推 角 和 滑翔 全 升降 舵 痢 按照 式 (13.5-9) 所 确定 的 规律 机 动 ， 控 制 整 
条 弹道 , 两 项 分 别 为 零 的 要 求 就 满足 了 ,我 们 同样 可 以 对 式 (13.4-7) 的 第 一 项 应 用 布 利 
斯 基本 公式 , 取 起 飞 时 刻 为 积分 的 下 限 ,发 动机 关机 时 刻 为 积分 上 中 ,于 是 

EABY 十 2259 + 1388 十 hav, + hsBve + 166 全] 一 

w= ThBr + L160 十 BB 十 246tr + dsbve + 1588],- 


Fs ， 加 
十 上 LiaY a 十 NsYs 十 257 ola, 5 (13.5~-16) 


在 : 亚 0 时 , 显然 弹道 参数 偏差 5r，50,……- 等 均 为 崔 。 所 以 式 (13.4-7) 中 右边 的 第 一 项 
等 于 零 和 式 (13.5-10) 右边 的 第 二 项 等 于 零 是 等 效 的 . 而 式 (13.5-10) 右边 的 第 二 项 的 
形式 完全 类 似 于 式 (13.4-7) 右边 的 第 二 项 . 助 推 朋 和 滑翔 段 的 运动 方程 是 完全 一 样 的 ， 
都 用 式 〈13.1-14) 方程 组 措 述 ,只 是 在 滑翔 段 的 推力 用 S 一 0 代入 就 可 以 了 , 所 以 它们 的 
扰动 方程 和 伴随 方程 也 都 完全 一 样 。 在 计算 助 推 毁 伴随 天 数 时 所 用 的 终点 条 件 就 是 用 请 
翔 外 伴随 方程 由 :一 所 倒 积 ” 到 1 = 五 时 刻 的 入 WCED), 4.5) 。 146， 所 以 把 式 
(13.5~10) 代入 式 (13.4-7) 得 到 一 个 统一 的 积分 形式 : 


. n 
[M8r + 460+ 88+ lBv,+ sv0 Ned lns, 一 | [Yt hsYst heYeld. (13.5-11) 


1 函数 仍 由 式 (13.3-6) 和 (13.4-5) 确定 , 积分 从 + 一 五 时 刻 开 始 一 直 “ 倒 积 > 到 :一 0 为 
止 。 由 被 积 函 数 在 全 弹道 恒 等 于 零 的 条 件 导 出 了 全 弹道 控制 的 统一 规律 。 只 要 注意 在 助 
推 豚 计算 也 时 需要 代入 8WY 和 51 的 阴 时 偏差 值 . 
我 们 还 可 以 进一步 看 到 : 在 导出 射程 控制 基本 方程 式 (13.4-7) 时 ,积分 和 的 下 限 (弹道 
的 起 控 时 刻 ) 并 没有 必要 一 定 要 求 是 发 动机 的 关机 时 刻 3, 它 可 以 是 助 推 引 或 滑翔 眉 的 任 
章 时 刻 ?, 于 是 ,基本 方程 可 以 有 以 下 形式 : 
B01 w= 0 = [MBr + 460 二 ns + 25p 十 158p6 十 api 


+ [2147Y， 十 15Y5 十 FE : (13 .5-12) 


当然 ， 必须 兰 忠 到 升降 议 的 偏转 角 是 有 限制 的 ， 所 以 起 控 时 刻 9 不 能 太 晚 。 否 则 起 控 以 前 
的 干 护 积 累 造成 的 偏差 太 大 , 有 可 能 超过 控制 机 构 的 最 大 可 能 限制 , 基本 方程 (13.5-12) 
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mm er 


的 要 求 就 不 能 满足 了 . 例如 ,我 eo il 
邻 


“1 了 re er™ me 


了 < Me z 
$e | < po 
6 了 | < Msr, 
js < Mw, 
law | s& M ow, , . Ro 
js 和 Mo 5) 
jr 要 1280 十 2388 十 pw 十 458ve 十 08 -| 
< lam ssstgnds 十 dM orsignd) + dM sgnds 中 Chay 二 st 十 De M ew 


“Xx i, En 二 46c ,) 十 hse wl ea w]e 


lf dMordt |. oo | (135-14) z 


司 料 ,从 式 (13.5=11) 我 们 也 可 以 进一步 看 到 : 起 (13. 5s11) 的 积分 上 级 也 可 >» 
全 弹道 的 任意 时 刻 。 如 果 把 《1，4, ， 轩 ，hs，46) 看 作 是 一 个 六 维 向 最 ,而 运动 状态 
《ar， 妇 ,58 ,ho ssp。 56) 是 另 一 个 问 量 . 则 射程 伪 莞 为 零 的 条 件 意 昧 车 要 求 制导 系统 在 
任意 于 桃 作用 下 都 要 把 运动 状态 向 量 在 :一 五 时刻 控制 到 (1 12， 和， 1，15， jy, 这 一 
已 扼 法 向 量 所 决定 的 起 平 面 上 去 .而 全 弹道 控制 则 章 轩 着 受 控 的 运动 状态 向 二 和 另 一 已 


定 的 ， 但 妨 时 间 变 化 其 的 伴随 同 量 在 全 弹道 上 时 正 交 ， 如 果 用 全 弹道 蛇 制 来 实现 射程 篇 


差 为 零 的 设计 准则 时 则 要 求 运动 状态 向 量 本 身 每 时 每 刻 和 伴随 向 量 正 交 。 
， 筒 导 系统 的 组 成 都 分 包括 请 速 定 柱 系 统 , 介 导 计 算 机 和 升降 能 的 何 腿 榨 制 机 构 、 

.和 瞧 理 论 上 讲 , 计 算术 收 到 测量 信息 时 就 必须 立刻 把 sy 算出 来 ,不 应 该 有 娃 间 的 过 虹 ， 
因为 方程 (13.5-9) 是 两 个 量 在 同一 时 刻 的 值 相等 的 条 件 。 计 自 出 来 的 syt 和 #y; 与 从 标 
准 弹 道 计算 出 来 的 已 知 的 了 合并 起 来 就 给 出 实际 的 升降 舵 角 应 取 的 值 y 王 了 十 47。 根 
据 这 个 信号 7 来 转动 升降 舵 的 深 制 机 构 就 可 以 用 普通 的 反馈 伺服 系统 的 方法 规 以 设计 ， 
使 这 个 相 构 在 反应 速度 ， 稳 定 竹 和 准确 性 上 都 能 满足 要 求 ， 这 里 所 用 的 计算 机 是 安装 在 
火 秆 上 的 , 它 从 测速 定位 系统 接收 到 关于 位 置 和 速度 的 信息 ,这 就 是 怠 个 控制 系统 的 反馈 
部 分 ,该 里 ,适当 地 设计 出 来 的 计算 机 能 够 使 系统 具有 规定 的 性 能 ,它们 的 作用 与 普通 的 
伺服 系统 黑 狗 履 大 器 或 补偿 线路 的 作用 是 一 样 的 。 所 以 ,从 总 的 基本 概念 上 来 硕 , 和 制导 系 
统 与 以 前 备 章 研究 过 的 疼 朋 的 何 服 系统 是 非常 类 似 的 。 可 有 是， 制导 系统 是 一 种 很 复杂 的 “ 
系统 ,在 它 的 设计 工作 中 需要 用 到 弹道 摄 动 理论 , 因 油 也 牵涉 到 华 瑚 函数 的 概念 。 这 个 还 
程 淡 箭 的 制导 问题 的 例 于 , 虽然 简化 得 有 些 过 分 , 可 是 , 还 可 以 用 来 说 明 怎 样 用 弹道 摄 动 
理论 来 设计 控制 系统 的 问题 .在 这 个 例子 里, 只 有 使 射程 念 差 等 于 堆 这 样 一 个 设计 要 求 . 
在 某 些 更 复杂 的 系统 里 ,往往 会 捉 出 若干 个 设计 要 求 ,因而 也 就 需 杜 著 干 组 位 随 冰 数 . 虽 
然 如 此 ， 没 计 那 些 系统 的 原则 还 是 和 所 讲 的 简单 例子 相间 . 


Wer 中 rr 亚 
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13.6 控制 计算 机 


在 现代 化 的 控制 系统 中 计算 机 的 作用 非常 重要 ， 所 以 在 这 里 把 它们 的 特性 和 对 它们 
的 要 求 一 般 地 讨论 一 下 。 至 于 详细 的 情形 ,读者 可 以 去 参考 这 方面 的 专题 文献 ， 

常用 的 计算 机 有 两 类 : 一 类 是 模拟 计算 机 , 另 一 类 是 数字 计算 机 。 模 拟 计算 机 , 正 像 
它 的 名 称 的 含义 -- 样 ,是 设计 者 所 企图 解决 的 问题 的 一 个 物理 模拟 。 所 以 ,模拟 计算 机 也 
就 是 具有 以 下 的 性 质 的 一 个 系统 : 揽 写 这 个 系统 的 数学 形式 ( 警 如 ,系统 的 运动 方程 ) 和 
需要 进行 计算 的 问题 的 数学 形式 相同 。 这 种 计算 机 的 输入 总 是 某 种 物理 量 的 值 ,例如 , 电 
压 , 电流 , 一 个 轴 的 转角 的 度数 ,一 个 弹 筑 的 于 缩 量 等 等 计算 机 按照 它 本 身 的 构造 的 物 
理 规律 把 这 种 输入 转换 成 作为 输出 的 其 他 的 物理 量 ， 计 算 机 的 构造 当然 是 没 计 洛 为 了 代 
宕 (模拟) 预定 的 数学 形式 (或 计算 程序 ) 而 特别 设计 和 的。 所 以 ,在 控制 系统 中 ,模拟 计算 机 
的 输入 就 是 被 控制 系统 的 某 几 个 物理 量 的 测量 读数 ， 计算 机 的 输出 就 是 一 些 指令 信号 ， 这 
些 指令 信号 直接 送 到 那些 被 控制 量 的 个 别 的 伺服 系统 中 去 ， 

“与 模拟 计算 机 相反 ,数字 计算 机 是 用 计数 (数值 计算 ) 的 方式 工作 的 。 问 题 的 数据 必 
须 用 数字 的 形式 放 到 计算 机 里 法 ,计算 机 就 按照 算术 的 规则 以 及 其 他 必需 的 形式 逻辑 的 
规则 根据 输入 的 信息 进行 计算 ,最 后 ,把 计算 的 结果 (输出 ) 仍然 用 数字 的 形式 表示 出 来 . 
如 果 采 用 这 种 计算 方法 , 就 会 产生 两 个 很 重要 的 结论 : 第 一 , 必须 适当 地 设计 转换 器 (也 
就 是 送 进 输入 信号 和 送出 输出 信和 号 的 装置 ), 设 法 使 数字 计算 机 的 “还 辑 世界 ?与 被 控制 系 
统 的 “物理 世界 ”之 间 建 立 一 种 合适 的 转换 关系 ,也 就 是 说 ,转换 器 必 须 能 把 具体 的 物理 量 
化 为 负 象 的 数字 ,也 能 拒 抽 象 的 数字 用 具体 的 物理 量 表 未 出 来 ， 第 二 ,必须 把 需要 计算 的 
问题 明确 地 用 数学 方式 (计算 程序 或 方程 等 ) 表 达 出 来 .. 

在 模 报 计算 机 的 情形 里 ， 问题 的 狂 质 (数学 性 质 ) 已 经 被 计算 机 本 身 的 构造 决定 了 ， 也 
就 是 说 ,只 能 解决 菜 些 数学 性 质 与 计算 机 的 构造 的 数学 性 质 相同 的 特别 的 问题 ， 可 是 , 数 

字 计 算 机 的 构造 就 并 不 是 由 某 一 个 特别 的 物理 问题 或 者 某 一 类 物理 问题 决定 的 《模拟 计 
算 机 就 是 那样 的 !)， 而 是 由 解决 茶 一 类 计算 问题 所 需要 的 返 辑 规则 所 确定 的 , 《请 注意 计 
算 的 逻辑 规则 相同 的 问题 并 不 一 定 是 数学 性 质 相同 的 间 题 !》 

当 计算 问题 更 加 复杂 的 时 候 ( 便 如 这 二 章 所 讨论 的 制导 问题 的 情形 ) 模 氢 计算 机 就 

去 它 的 优越 性 ， 同 时 我 们 叉 可 以 独到 两 种 计算 机 的 第 二 个 根本 的 区 别 : 模 所 计 算 机 是 问 
题 的 一 个 物理 模拟 装置 ,所 以 ,计算 问题 越 复 杂 , 模 氢 计算 机 也 就 越 复杂 ,如 果 它 是 一 个 机 
械 系 统 , 那么 , 系统 中 的 齿轮 组 。 球 盘 积 分 器 的 个 数 也 就 越 多 , 而 且 还 项 要 增加 其 他 的 装 
置 ;如 果 模 拟 计算 机 是 电气 的 、 那么 , 系统 中 航 放 大 器 的 个 数 也 就 要 越 多 。 在 机 械 的 情形 
里 ,齿轮 和 接头 的 间隙 总 十 不 可 避免 的 , 垦 然 在 简单 的 情形 里 这 种 影响 可 这 忽 略 , 可 是 当 
系统 越 来 越 虎 大 的 时 候 , 这 些 效应 就 逐渐 增加 ,增加 到 一 定 的 程度 以 后 ,系统 的 总 间隙 (或 
者 称 为 “ 游 阶 ”) 就 会 比重 要 的 输出 量 还 大 ,于 是 这 个 计算 机 就 毫 无 用 处 了 ,在 电 措 拟 机 里 ， 
在 电路 中 总 是 丰 随 机 的 电磁 干扰 和 噪声 ， 这 些 作用 也 千 样 地 会 随 闭 系统 的 增 大 而 增 席 ， 
没有 十 分 有 效 的 办 法 完全 消除 这 种 干扰 ， 然 而 在 高 可 靠 的 数字 计算 机 中 ， 这 种 噪音 干 沪 
“的 可 能 性 将 大 为 减 小 ,因为 大 规模 集成 电路 广泛 应 用 以 后 ,a 可 以 用 宛 余 技 术 和 纪 错 技术 去 
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纠正 那些 由 干扰 引起 的 偶然 性 错误 ， 

模拟 计算 机 与 数字 计算 机 之 闻 ， 第 三 个 重要 的 区 别 就 是 可 能 达到 的 准确 谋 ， 在 模拟 
计算 机 里 ,对 于 各 个 有 关 的 物理 量 的 测量 和 处 理 总 有 一 定 的 误差 ,而 且 根 据 一 些 理想 化 的 
物理 定律 来 表示 或 设计 实际 的 物理 系统 也 必然 有 误差 ， 所 以 模拟 计算 机 的 准确 度 也 就 受 
到 限制 。 在 实际 情况 中 ,最 好 的 模拟 计算 机 的 准确 度 差 不 多 是 1/10000, 普通 的 模拟 计算 
机 只 能 准确 到 1/100 或 2/100、 对 于 某 些 具体 问题 来 说 , 这 种 准确 度 已 经 够 了 , 对 于 另外 
一 些 问题 这 种 准确 度 就 完全 不 够 了 。 相 反 地 ,数字 计算 机 所 处 理 的 是 数字 , 所 以 , 需要 多 
么 准确 就 可 以 作 到 多 人 么 准确 ， 如 果 希 望 提高 准确 度 、 我 们 只 要 把 代表 每 一 个 被 处 理 的 量 
的 有 效 数字 的 位 数 描 加 就 可 以 了 。 当 然 ， 整 个 计算 机 汐 准确 度 由 于 转换 器 的 准确 度 的 限 
制 也 还 是 有 限制 的 , 但 是 , 这 并 不 能 改变 这 样 的 事实 : 在 需要 准确 度 很 高 的 情况 中 ,数字 
计算 机 总 是 比 模拟 计算 机 好 得 多 . 

两 类 计算 机 之 间 还 有 第 四 个 不 同 之 处 ， 我 们 可 以 说 ， 模拟 计算 机 是 “实时 ”工作 的 ， 这 
也 就 是 说 , 它 连续 地 给 出 它 所 处 理 的 问题 的 解 ,而且 , 在 每 一 个 时 刻 这 个 给 出 的 解 都 相应 
于 在 同一 时 刻 进 入 计算 机 的 所 有 的 输入 值 ， 与 此 相反 ， 数 字 计 算 机 的 工作 方式 是 : 把 问 
题 先 化 为 数值 计算 的 澡 题 ,然后 再 去 解 这 个 计算 问题 的 一 个 明确 的 “逻辑 模型 >， 所 以 , 数 
字 计 算 机 只 能 在 一 系列 离散 的 时 刻 上 给 出 输出 的 数值 ， 因 此 ,就 发 生 了 两 个 问题 ， 第 一 ， 
如 何 用 内 播 法 把 各 个 离 敬 时 刻 之 间 的 输出 确定 出 来 ? 第 二 ， 如 何 根据 已 有 输出 值 用 预报 
法 预报 以 后 的 输出 值 ,从 而 可 以 避免 输出 的 时 清 ， 很 明显 ,如 果 计 算 过 程 所 用 的 时 间 比 被 
控制 系统 的 时 间 常 数 小 得 很 多 ,就 不 必 考虑 预报 疝 题 ,同时 也 就 可 以 认为 计算 机 是 “实时 ? 
工作 的 . ne 
说 似乎 是 足够 迅速 了 , 但 是 , 对 于 高 速度 的 导弹 来 说 , 电子 计算 机 的 时 湛 的 影响 还 必须 
控制 系统 的 设计 中 加 以 海 虑 . 


13.7 ”问题 的 一 般 提 法 


使 用 弹道 摄 动 理论 设计 远程 火箭 制导 系统 的 讨论 ， 对 建立 一 类 高 精度 要 求 的 变 参数 
线性 自动 控制 系统 设计 的 一 般 方 法 提供 了 启示 。 远 程 火 箭 的 飞行 由 于 受到 外 于 抗 的 影响 
偏离 标准 弹道 ,如 果 弹 上 仪器 可 以 把 5p,67 和 5w 这 三 个 干扰 中 的 一 个 直接 加 以 测量 ,并 
利用 方程 组 《13.5-7) 来 确定 另外 两 个 干扰 , 实质 上 也 就 是 异 勘 于 火 第 本 身 来 间接 测量 干 
扰 , 那 么 ,尽管 实际 飞行 条 件 与 标准 条 件 之 | 间 有 各 种 未 知 的 偏差 ， 我 们 在 升降 舵 的 机 动 规 
律 中 引进 了 经 过 适当 变换 的 含有 干扰 信息 的 控制 信号 后 ,总 能 使 火箭 命中 预定 弹 着 点 , 印 
射程 偏差 为 零 . 放样 的 设计 不 想 和 处 理 方法 厅 以 推广 为 一 般 的 变 参 数 线 作 系 统 对 一 闫 高 
精度 指标 的 设计 方法 . 

设 控制 对 象 的 特性 随时 间 而 变化 。 它 的 运动 规 律 由 下 列 变 参 数 的 绕 性 徐 分 方 各 组 所 
描述 ; 


一 1 火 二 人 
或 者 用 同 量 形式 描述 : 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 www. fi neprint, com. cn 


168 第 十 三 童 ” 摄 动 理论 和 制导 系统 


En dx 十 BCOaLrnD，  . (13.7-1) 
x 为 由 维 状 态 向 量 , 4 (2) 为 已 知 时 间 函 数 的 # X * 阶 矩 阵 ， 它 反映 了 各 个 相 坐 标 之 间 在 
不 同时 刻 的 相互 作用 关系 ; a 为 sw 维 控制 向 量 ; B (2) 为 x* X m 阶 矩阵 ， 表 征 控制 向 量 对 
状态 向 量 在 不 同时 刻 的 作用 关系 ; f(z) 为 # 维 干扰 向 量 , 对 f(z) 仅 加 以 幅 值 有 界 的 限 
制 ， a | J | 
如 果 f(t) 及 ww (4) 为 给 定 的 时 间 函 数 , 并 且 已 知 受 控 对 象 的 初始 状态 为 x(10) 一 x。， 
则 式 《13.7~1) 唯一 地 决定 受 控 对 象 在 * 维 状态 空间 中 的 轨道 ， 但 是 f(z) 的 变化 规律 是 
不 由 我 们 所 掌握 的 , 故 x(O 受 FGD) 变 化 的 影响 , 不 能 保持 预定 的 轨道 。 例 如 民航 客机 总 
是 力图 保持 水 平等 高 的 飞行 状态 ,但 大 气 豪 流 和 阵风 的 影响 迫使 飞机 偏离 预定 的 飞行 规 
律 .我 们 的 任务 在 于 设计 u 的 规律 , 控制 在 状态 空间 中 的 运动 轨道， 尽量 减 小 以 至 完全 消 
除 干扰 作用 所 产生 的 不 利 影 响 . 

控制 器 本 身 ( 如 机 电 , 液 压 系统 ) 具 有 本 征 的 运动 特性 ,如 具有 一 定 的 仅 性 ， 我 们 假定 
控制 器 运动 规律 可 用 以 下 微分 方程 组 来 描述 : 


人 Mm > OL 十 > ET 二 + U, Ne 1= 1， " 


或 者 用 向 时 形式 写成 
全 一 Da 二 COx+ UW, : (13.7-2) 

DO 为 mx m 阶 和 矩阵 ， 反映 控制 器 本 征 的 运动 特性 和 控制 器 坐标 之 间 的 相互 作 用 ; CG) 
为 m XxX # 阶 矩阵 , 即 通 常 的 偏差 反馈 控制 规律 ; UC) 为 我 们 将 要 讨论 的 干扰 补偿 规律 ， 

我 们 可 以 提出 这 样 的 问题 ， 假 定 避 QD) 一 0, 即 不 进行 干扰 补偿 ,对 f(#) 信 加 以 饶 信 
有 界 的 限制 条 件 

Ife) < M， 
于 是 ,我 们 将 选择 反馈 矩阵 C (中 来 使 子 找 造成 的 影响 趋 于 极 小 。 例 如 我 们 要 控制 的 还 函 
指标 为 第 一 个 相符 标 zt 六 偏离 标准 轨道 (5 的 差 值 平方 的 积分 ”Im (5) 一 丙 (D Pas 
或 者 xm 在 终端 的 取 值 xi(t), 一 般 的 控制 泛 函 指标 有 以 下 形式 
了 mm 了 [xx CC FO) 1 

每 当 已 经 选 定 反馈 矩阵 C 后 ， 迄 遂 指 标 工 就 由 初始 条 件 和 十 扰 变 化 规律 唯一 地 决定 ， 
我 们 可 以 针对 每 一 个 已 选 定 的 矩阵 C 人 z) 选取 最 不 利 的 干扰 变化 规律 f{#) 使 泛 函 了 工 达 到 
最 大 值 
1 = max EAGIEAORIAGEE 
这 样 ,每 一 个 短 阵 C (5 将 对 应 一 个 最 不 利 的 干扰 规律 造成 的 最 大 偏差 mar 1[x (2) ,C (7)， 


Fr ] ， 我 们 的 任务 是 设计 到 贷 拓 阵 C (4) , 使 这 一 最 不 利 f(z) 于 扰 规 律 造成 的 最 大 偏差 
趋 于 极 小 , 即 
1 am min max IL[xG}, C00) Fi ] 
CU) fF(¢) 


这 种 最 优化 问题 的 提 法 把 控制 规律 选择 范围 限制 在 反馈 和 矩 阵 C (9 之 内 ,所 以 即使 我 
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们 找到 C (9 满足 了 min max 的 最 优化 条 件 , 但 是 任意 变化 的 f(#) 规 律 总 还 是 会 引起 一 
定 的 1, C (#) 最 优化 条 件 不 能 完全 消除 外 干扰 的 影响 。 因 此 , 在 控制 规律 式 (13.7-2) 中 
必须 引 人 于 扰 补 偿 向 量 UCz)， 

因此 ,我 们 在 充分 利用 选择 C (四 来 满足 稳定 性 和 精度 的 基本 要 求 外 ,我 们 还 将 通过 
引进 补偿 向 量 在 更 大 程度 上 消除 外 干扰 的 影响 ， 

如 果 要 求 在 系统 运行 过 程 中 的 每 一 时 刻 指标 工 都 完全 为 零 而 且 又 是 能 够 实现 的 ， 我 
们 称 之 为 过 程 不 变性 问题 . 

如 果 只 要 求 在 系统 运行 的 终端 时 刻 指 标 了 为 零 ,我 们 称 之 为 终端 不 变性 问题 . 


13.8 过程 不 变性 问题 


把 式 (13.7-1) 积 (13.7-2) 联 立 起 来 我 们 就 得 到 描绘 整个 系统 的 微分 方程 组 ; 
A a 


全 = CX+ Du Us), 


或 者 
f 
#0) 0s) + (vt) 


dt BGC) 
Eom 人 (#) DO) } 

慨 定 在 进行 补偿 向 量 Uz) 的 设计 之 前 我 们 已 经 出 于 稳定 性 和 精度 的 各 种 元 虑 选 定 
了 反馈 矩阵 C (1) , 因此 将 认为 式 (13.8-1) 中 P(#) 是 已 知 的 《2 十 wm) X (n 十 m) 阶 冰 
数 和 矩阵 ; 

在 系统 式 (13.8-1) 中 我 们 将 通过 各 维 控 制 向 量 wu 来 控制 一 个 改 维 的 指标 向 量 [C2) 使 
满足 过 程 不 变 狂 的 设计 楼 求 ， 为 达到 这 个 要 求 ,可 通过 引进 m 维 补偿 向 量 U(C#) 驱动 系统 
的 状态 向 量 在 4 十 mm 维 的 相 空 间 运 动 , 并 在 任意 可 测量 的 干扰 作用 下 使 指标 1?) 三 0， 


10 sO (0 ), 


, ur) 
# (2) 为 给 定 的 mw 关 《2 十 m) 指标 矩阵 , 
初始 条 件 {x(40), uC(1o)} 的 影 啊 将 另 作 孝 虚 。 过 程 不 变性 的 要 求 是 指 [Cz) 对 干扰 的 
不 变性 ,系统 的 状态 向 量 在 相 空 间 中 的 轨道 将 随 初始 条 件 而 变化 ,另外 在 不 同 规律 的 干扰 
作用 下 相 轨 道 一 般 说 来 也 是 不 同 的 ， 然 而 我 们 希望 各 种 轨道 都 满足 同一 指标 的 不 变性 要 


式 中 
(13.8-1) 


(13.8~2) 


求 . 
系统 的 状态 可 以 通过 下 式 
(2 ) = Gl!, 10) (0%)) 十 | ec， z) Co dr (13.8-3) 
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来 表示 ， 

公式 (13.8~3) 可 以 通过 简单 的 推导 得 到 。 引进 (5 十 m)X (w 十 m) 阶 和 矩阵 函数 
G(T),: 对 GC4, 7) 的 解析 和 性质 暂 不 作 任何 候 设 , 仅 要 求 有 Glz,T) 参与 的 一 切 运算 都 是 
容许 的 ,在 我 们 得 到 GL(z, 7) 的 微分 方程 后 , 则 由 微分 方程 解 的 性 质 , 这 一 问题 自然 得 到 
解决 

将 式 (13.8-1) 乘 以 G(4， r) 并 从 如 积分 到 1 z : 

: (ry _f x(r) : .f(r) 
| co， | 世 本 ) dr | ec FjP(r) 入 k ) dr 十 | sc: 训 (yy 
对 上 式 左 边 进行 分 部 积分 后 得 到 : 


GO 有 (2 】 — Gl!, #0) We ) : 


人 [GCC 7) ZKT) : fr) 
| | + CU 7)P(T) \( a ) dr 十 | ec， r) | dr, (13.8~4) 
现在 我 们 由 式 (13.8-4) 布 边 第 一 个 积分 号 下 , 列 出 求 GCc, *) 的 线性 微分 方程 : 


00 于 一 一 GCC rT)P(T), 1 Pr, (13.8-5) 
Tr 


初始 条 件 为 
G(1, 1) = EE, (13.8-6) 
上 为 单位 算 阵 , 

如 果 从 式 〈13.8-5) 和 (13.8-6) 求 得 G(r, 5),t 全 ,并 代 信 式 《13,8~4), 最 后 我 们 
就 得 到 式 《13,8~3)， 它 在 研究 力学 、 物 理 和 自动 控制 的 许多 问题 中 都 经 常 遇 到 ， 对 函数 
G(:, +) 可 赋予 不 同 的 名 称 和 物理 意义 ， 这 里 我 们 称 GL1, *) 为 脉冲 过 渡 函 数 , 

利用 公式 (13.8~3) 把 指标 式 (13.8~2) 分 写成 初始 条 件 和 干扰 影响 两 部 分 : 

Xe) 
1 (2) -5 
其 中 瑟 ( 六 为 初始 条 件 对 指标 的 影响 ,表示 式 如 下 : 


)= £0 + Lh0, (13.8-7) 


本 Xx(10) _ 
hl) = C(t, 1) 人 4 (13.8-8) 
Gl1, 10) = EA) G4, 1). (13.8-9) 


按照 对 外 干扰 不 变性 的 要求 ,初始 条 件 的 影 啊 将 另 作 孝 虑 ,我 们 主要 讨论 外 干扰 对 控制 指 
标的 影响 上 () , 考虑 式 (13.8-3) 后 五 (9 的 表达 式 如 下 : 


10 = | G(r, 7) Wh 27， (13.8~10) 
G1, Tt) = £0) GU, 7), (13.8-11) 


Cr z) 为 mm X (n 十 m) 阶 矩 隆 ， 为 了 完全 补偿 外 于 扰 的 影响 ,满足 指标 五 (1) 对 外 二 
扰 的 过 程 不 变性 要 求 ,我 们 在 控制 规律 中 引进 以 下 形式 的 补偿 向 量 : 


U(r) ~ | KCr, s)f(r)ds, (13.8-12) 
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式 中 KCr, 为 待 求 的 m X 阶 补偿 矩 陈 
将 m Xx (x 十 sm) 阶 矩 阵 G(t, r) 改写 成 以 下 形式 : 
G(s, TI (Gt, Tt), Gult, T)), (13.8-13) 
其 中 G(4, 吕 为 m Xs# 阶 算 阵 , Gul1,7T) 为 和 X mm 阶 算 阵 。 
将 式 (13.8-12) 和 (13.8-13) 代入 式 (13.8-10) 得 到 


ECY a | [Go TC) + Cls,r ,| K(Cr ss)f dar] dr (13.8-14) 


式 (13.8-14) 中 包含 了 两 个 部 分 ,第 一 部 分 是 干扰 向 量 fCz) 通过 脉冲 过 沪 浮 数 短 阵 GK1， 
r) 对 系统 的 控制 指标 产生 的 影响 , 第 二 部 分 是 在 控制 规律 中 引进 干扰 信息 经 过 脉冲 过 渡 
函数 矩阵 (r,s) 变换 后 再 作用 在 驴 冲 过 渡 函 数 矩 阵 Gu(1,r) 上 产生 补偿 干扰 影响 的 作 
用 、 由 于 干扰 向 量 f(e) 的 变化 规律 是 任意 的 , 所 以 只 有 在 特定 的 K(zr, *) 把 输入 信息 变 
换 后 这 两 部 分 才能 完全 对 消 ， 为 了 求 出 待定 的 天 (r, 5) 我 们 按照 狄 利克 雷公 式 变换 积分 
次 序 后 得 到 


RR | [ea od | és, et Dar |eCar. (13.8-15) 


在 式 《13.8~15) 中 我 们 把 变化 规律 不 定 的 有 7) 单独 提出 来 ,如 果 能 选择 K(s ,z+) 《如 果 存 
在 的 话 ) 使 积分 号 下 的 方 揪 弧 恒 等 于 零 , 则 不 论 外 干扰 所 7) 如 何 变化 , 皇居) 将 总 等 丁 零 ， 
所 以 指标 向 量 上 (#) 对 任意 干扰 的 过 程 不 变性 要 求 下 列 和 矩阵 方程 对 所 有 允许 的 * 和 成 
本 


Giftsr) 十 | Gutt, KG, Tas 一 0， (013.8-16) 


矩阵 恒 等 于 零 的 条 件 相 当 于 每 个 红 阵 元 素 恒 等于零 ,所 以 式 (13.8~16) 决定 了 mXn 个 第 
一 类 伏 尔 得 拉 型 积分 方程 , 解 这 组 积分 方程 可 以 求 得 待定 的 m x w» 阶 补偿 矩阵 K(z, 7). 
由 于 
GAT, TT) = HT)G(T, r) = §(7) 0, 
所 以 积分 方程 的 解 K(:, fr) 可 能 存在 于 广义 尔 数 类 中 . 
干扰 信息 或 者 能 直接 测量 ,或 者 可 以 通过 微分 方程 本 身 , 即 通过 系统 的 相 坐 标 和 相 速 
度 间 接 测 量 ， 由 式 (13.7-1) 得 到 


f(t) = 尝 一 4()x-— B {Nu, 8 (13.8-17) 


把 式 (13.8-12) 和 《13.8-17) 代入 式 (13.7-2), 得 到 以 下 形式 的 控制 规律 : 
a 


ED ut COx 下 | gC, rT) [法 A(T)XC— Br)u |ar, (13.8-18) 
at 各 dz 

如 果 系统 的 初始 条 件 并 不 处 于 所 需要 的 状态 , 则 除 设计 对 干扰 的 补偿 向 量 外 ,还 需要 
设计 在 某 种 意义 上 的 过 渡 轨 道 ， 将 系统 的 初始 状态 引渡 到 给 定 的 状态 ， 对 于 碱 性 系统 江 
足 这 种 最 优化 问题 提 法 的 幅 值 受 限 制 的 控制 常常 是 “继电器 式 ” 的 , 当 这 种 “ 继 电 春 式 ” 的 
最 优 控 制 全 力 以 赴 地 把 系统 引导 到 给 定 状态 之 后 ,由 于 系统 处 于 连续 作用 的 干扰 影响 下 ， 
所 以 干扰 将 不 断 使 系统 仿 离 给 定 的 状态 ， 这 时 “继电器 式 ” 的 全 力 以 赴 的 控制 对 抵消 连续 
作用 的 干扰 影响 将 失去 其 “最 优 ” 的 意义 ,可 能 引起 系统 在 零点 附近 据 荡 , 在 这 种 情况 下 比 
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较 切 合 问题 实质 的 提 法 是 对 干扰 影响 的 部 分 或 完全 补偿 ， 使 系统 状态 满足 不 变性 要 求 。 
可 见 对 于 一 个 复杂 的 综合 性 系统 不 仅 同 时 要 求 对 多 种 指标 进行 控制 ， 而且 在 运行 的 不 同 
阶段 上 也 要 求 多 种 方式 的 控制 ， 
例 ， 保持 飞机 水 平等 高 飞行 的 控制 规律 . 
飞机 纵向 运动 摄 动 方程 如 下 : 加 
人 六 + boAz 十 ztoAos 十 coA8 一 fr 。 
A 十 czA8 一 At 一 bz0Aalp 十 bo0Az — YABa = yi 
AS 十 ciAS + atAdz 十 soAas + mAp 十 coA65 = ms). 
我 们 的 任务 在 于 设计 自动 操纵 升降 能 Ase 的 控制 规律 使 飞机 不 论 在 何 种 扰动 因素 作 
用 下 不 变 地 保持 等 高 飞行 状态 。 
考虑 到 As = Aa 十 Ao，A6 一 A3 一 Aa， 并 引入 符号 x 二 Av， + 一 Aa, 
ta A9, x4 一 A9，# ~ Aps。 经 过 简单 运算 后 ， 飞 机 和 自动 次 驶 仪 系 绕 的 微分 方程 可 


罕 成 以 下 标准 形式 ; 
1 om HTY 十 CUt2 十 21333 + ft)， 
说 一 CI] FF nti 十 Caxs 十 00 十 EU 十 (0, 
区 3 一 X43 . 
OF 
弘一 Catz 十 Caxs 十 Car4 十 Ai +UOD, 


首先 我 们 从 稳定 性 或 其 它 角 度 考 虑 确定 cx， cj， ch， 然后 求 出 矩阵 GCz, zh) 
(人 x A) 1 

Pl) | Gu TY Galty Tt) Gulfy 7) Guliy T) Guls TD) 
jtT— | Gt) Gus) Ge Guls, rt) Go 1) 
Gos TY) Gn Tr) Gy T) Get T) Gary TY 

fA | Guty rt) Gyry Gultst) Gults rt) Gs, t) 
DD) Gr) Gat) Gut) Goali, tT) Gut, 7) 


水 平等 高 飞行 的 不 变性 要 求 指标 为 
1() = 60D rl) + rl) 0. 
设 初始 条 件 为 零 
ri(10) = X210) = x310) 一 x+) = #10) 一 0 
电 式 (13.8~3) 可 得 | 
Ti) 一 |. {[ Gz#, 7) — Garyt)]Phr) 十 [Ge 7) 一 Gals, E T)1fr) 


+ [Ge 四 一 Go I) + LO, 7) — Gs, IVC) Yar, 
为 满足 过 程 不 变性 A9 (x) 到 0 的 要 求 选 取 以 下 形式 的 补偿 量 : 


0 = Ks as + RA, Ns + Kes Ys, 
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把 UCr) 代 人 了 (表示 式 后 得 到 
0) 一 | [Ga(o 站 — Gales 1dr + ) LGslt, 7) — G(s, 7)] 
x (Kies hls)dsar + | [Gwe, 7) — Gules Crar 
+ 人 [ca 一 can 1 Kir, fdsdr 
十 [cu 7) ~ Gu DI)ar 
+ | 6s 7) 一 ca 有 下 Kir, fdrdr, 
变换 积分 次 序 后 得 。 
1 = {t6aG,) ~ Gus 01 + 1 Tos ~ Gules DR Dashr)ar 
和 和 Galis) ~— Galss D1 + | 1Gs(o 0) ~ Gal DTK, rds} rar 
+ ) {fen 一 ca D+ {Los ) ~ Cal DKAss nanar 
“补偿 罗 络 ”Ki(s, 7 ，Ka(s，r)，Kss， +) 由 以 下 积分 方程 组 求 出 : 
Galss #) — Guss 7) + | [Gs © — Gat, DIKils, r)ds = 0, 
Guls, 7) — Galts 可 十 | [Gwe, ) — Gsls, DG rds = 0, 
Gulis 1) — Gulss 7) + LesGe, D) — Ge DG tds = 0. 
干扰 信息 万 (9) , 户 (9) ,有 (由 运动 微分 方程 本 身 获 得 : 


f(t) 十 去 一 Cl 一 At2t2 一 91373， 
ft) = ty 一 01 一 dn 一 223X3 一 ht4 — bn, 
ft) = OO N71 St2 一 943X3 一 HX4 一 一 Bt, 


最 后 得 到 自动 操纵 升降 舵 满足 等 高 飞行 不 变性 条 件 的 控制 方程 形式 如 下 : 


上 
人 二 cx 十 万 3 三 3 十 Ca 十 du 十 | Ki(t,T)Iz! 一 人 A] 一 Gaxaldr 
to 
f 
| Kt, YY) [2 一 Anxt 一 a — anty 一 amx4 — bt Jar 
in 


上 
十 | Ks, TE 一 dt1 一 G12X2 "一 G4373 一 不 HX4 一 bn adr. 
名 


13.9 ”终端 不 变性 后 题 


. 还 有 一 类 问题 只 要 求 控制 系统 在 终端 时 刻 的 状态 ， 指 标 向 量 取 决 于 系统 在 终端 时 刻 
i 的 相 坐 标 ， 终 端 不 变性 问题 的 提 法 是 要 求 完 全 补偿 外 干 抗 在 整个 运行 过 程 中 所 累积 的 
对 终端 指标 区 的 影响 ， 终 端 控制 指标 形式 如 下 : 
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Hr) = £2 上 ); (13.9-1) 


式 中 级 为 mx (十 mm) 阶 终端 指标 矩阵 ,x(t4) 和 wbze) 分别 为 控制 对 象 和 控制 络 在 终 
端 时 刻 的 状态 . 

显然 可 以 把 绪 端 不 变性 的 问题 归结 为 过 程 不 变性 的 问题 假如 我 们 可 雇 使 系统 的 某 
一 个 华 标 在 运动 全 过 程 的 每 时 每 刻 都 是 保持 不 变 的 话 . 如 以 上 讨论 的 飞机 在 每 一 点 的 高 
度 都 是 对 于 抗 不 变 的 ， 则 在 终端 时 刻 自 然 也 是 不 变 的 ， 但 这 个 条 件 当然 并 不 是 必要 的 ， 
我 们 看 到 ， 求 出 满足 过 程 不 变性 变 求 的 补偿 两 络 需要 解 第 一 类 伏 尔 得 拉 型 积分 方程 ， 所 
以 , 当 只 要 求 我 们 控制 终端 的 指标 时 ,我 们 尽 可 能 切合 问题 的 提 法 ,简化 系统 的 设计 ， 例 
如 对 要 求 严 格 按时 刻 表 运行 的 班机 的 运行 对 间 进 行 自动 控制 ， 这 类 问题 的 提 法 既 不 能 是 
本 求 运行 的 时 间 愈 短 愈 好 (最 优化 ), 也 不 必要 求 在 航 迹 上 每 一 点 的 时 间 都 是 严格 不 变 的 
(过 程 不 变性 ), 而 恰恰 是 要 求 在 机 场 着 陆 的 时 刻 是 严格 不 变 的 , 这 就 是 终端 不 变性 问题 ， 
满足 终端 不 变性 要 求 的 设计 比 过 程 不 变性 的 设计 难度 和 计算 量 都 显著 降低 . 

按照 式 (13.8-3), 系统 在 六 时 刻 的 状态 由 下 式 表示 ; 

人 re CA 后) 人) 十 | G(s, 5) (0 dr. (13.9-2) 

这 里 我 们 感 兴趣 的 是 在 整个 控制 过 程 中 ， I TE 
的 在 终端 时 刻 &4 的 系统 蚁 应 CC 7)， 

按 式 (13.8-5) Gl#4, Fr) 应 满足 矩阵 方程 


二 G(T) = — Gl tPCT) (13.9-3) 
和 终端 条 件 二 
G4, t1) = E, (13.9-4) 
五 为 单位 定 阵 . 
把 控制 指标 式 (13.9-1) 分 写成 初始 条 件 的 影响 和 干扰 的 影响 两 部 分 : 
起 丰 ) = hs) 十 Hl), (13.9-5) 
其 中 C12) 为 初始 条 件 对 终端 指标 的 影响 ,表示 式 如 下 : 
hn) = G(r, (2%) 0 
Gt, 加) = EGCt, 10), (13.9-7) 
干扰 向 量 和 补偿 向 量 的 影响 都 反映 在 G2) 中 , 4202 的 表示 式 如 下 : 
I(t) = G(r, T) 0 dr, (13.9-8) 
Gs T) we SAO, tT). C13.9-9) 
G(s z) 为 m Xx (n 十 m) 阶 矩 阵 , 可 以 分 写成 以 下 形式 : 
Ca Tt) = (Gs, Go rz))， (13.9-10) 


其 中 (has) 为 mw Xn 阶 拓 阵 , Goias 的 为 闪现 阶 算 阵 
把 式 (13.9-10) 代入 式 (13.9-3) 得 到 
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Hd) = 全 TS OF + Bot UC Yar, (13.9-11) 


在 设计 满足 过 程 不 变性 指标 的 补偿 向 量 UT) 时 , 式 (13.8-14) 中 多 (1, 7), Go(4,7) 
都 是 二 元 函数 ,所 以 必须 选择 二 元 函数 形式 的 “补偿 网 络 ” K(t, r), 这 样 的 问题 需要 解 积 
分 方程 才能 解决 ， 但 现在 要 满足 的 终端 指标 式 (13.9-11) 中 的 (4, 7) 和 人 (re， ?7)， 
当 终端 时 刻 4 确定 后 就 不 再 是 二 元 函数 而 是 一 元 函数 了 ，。 所 以 补偿 向 量 选 择 成 以 下 简 


单 的 形式 : | 
U(rT) = K(T)FCY), (13.9-12) 

式 中 天 (r) 为 竺 求 的 mx 5 阶 补偿 矩阵 ， 把 式 (13.9-12) 代入 式 (13.9-11) 后 得 到 
Ri [Gs 7) + Colts KC TT)ar, (13.9-13) 


对 任意 变化 规律 的 f(r) 要 求 A(z) 恒 为 零 的 充分 必要 条 件 是 积分 号 下 的 方 括号 恒 等 于 
零 ,由 此 得 到 对 任意 外 干扰 fC) 的 补偿 条 件 是 


G4, tT) + G(s, TIKCT) = 0. (13.9-14) 
从 以 上 条 件 我 们 求 得 补偿 和 矩 帮 
Kt) = — [Go rz)] Gy 7)., (13.9-15) 


干扰 信息 或 直接 测量 ,或 递 过 方程 (13.8-17) 测量 , 我 们 得 到 将 相 速 度 和 相 坐 标 通过 
变 系数 补偿 给 阵 反 馈 满足 终端 不 变性 条 件 的 控制 规律 是 


suatKOxt ROx, (13.9-16) 


式 中 
R(t) = CO — KO 40, 
SC =D — KOBO. 
初始 条 件 的 影响 可 以 在 控制 规律 中 加 一 个 常 值 的 补偿 疝 量 矿 把 它 消去 ，U。 由 下 式 
决定 : 
Li 一 一 i Go(o r)ar 上 EC, 0) Ev ) (13.9-17) 


u(to) 

例 ， 飞 航 式 远程 导弹 制导 系统 . 

在 本 章 第 13.5 节 中 针对 一 个 飞 航 式 远 程 导 弹 的 制导 系统 进行 了 具体 的 设计 , 这 个 设 
计 的 思路 和 方法 是 富有 启发 性 的 。 但 在 第 13.5 节 的 设计 过 程 中 我 们 作 了 一 些 假设 并 加 一 
些 限 制 条 件 , 如 忽略 控制 机 构 的 惯性 ,假设 在 所 有 高 度 上 大 气 的 成 份 与 标准 大 气 的 成 分 相 
同 ， 火 箭 空 气动 力 特 性 和 收 面 积 不 变 等 ， 在 这 些 假 设 的 前 提 下 ， 可 以 把 干扰 因素 归结 为 
59, 5w, 5T 三 个 量 我 们 现在 试 把 本 节 中 建立 的 一 般 方法 用 于 这 个 具体 系 绕 的 设计 中 ， 
引进 控制 器 的 运动 方程 , 去 掉 上 述 限制 条 件 , 按 利用 火箭 本 身 作为 干扰 测量 工 其 的 思想 ， 
简化 掉 57 干扰 测量 器 。 我 们 假定 干扰 是 任意 的 ,不 必 限 制 干 护 的 具体 表示 形式 和 数目 . 


首先 建立 系统 的 摄 动 运动 方程 : 
d8r 
一 ”一 dy, 
dt 
a 6 十 1 0v, 
Fr fr 
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d6p 

at 
dev, 

dz 


一 6f, 


一 a16r 十 2068 地 dD vr 十 a40v9 十 HB5 信 了 十 f1> 
2 es bdr 十 bp 十 p30 十 pave 十 B07 十 和 
3 
SE 二 Br 十 88 十 co 十 coe 十 cy 十 入 
uf | . 


2 一 do28 + dp88 二 d8y . + Kifit Ky:+ Ks (13.9-18) 


在 式 (13.9-18) 中 除 第 13.2 节 中 建立 的 弹 体 运 动 方程 (13.2-4) 和 《13.2-52 外 还 引 
入 了 控制 方程 . 在 控制 方程 中 我 们 考 虚 了 控制 机 构 的 狐 性 ， 式 (13.2-4) 和 (13,2-5) 再 
加 上 控制 方程 就 组 成 了 制导 系统 的 运动 方程 ， 于 是 ,87 就 由 原来 方程 的 非 齐 次 项 变 成 了 
系统 状态 向 量 的 一 个 坐标 ， 控制 方程 的 齐 次 部 分 就 是 通常 作为 姿态 稳定 的 控制 规律 ， 
例如 
ddr 
dt 
式 中 fT1 为 时 间 常 数 , of 为 静态 放大 系数 . 
系统 式 (13.9-18) 的 伴随 方程 和 终端 条 件 如 下 : 


-一 4 = 一 1 十 A 十 bds = clh6， 
dt rr | 


= = ab58 + afTBE 一 二 27， (13.9-19) 
T 


一 -一 -一 4 十 bans 十 Cols 十 d07》 
一 一 一 = 1 十 dd4 十 Bals * Cals, 
ee es a A2 十 好 4414 二 bals 十 Cahss 
fr 
= a ns 士 do » 
一 Ls + qshy + bshs + cshe + doh (13.9-20) 
Li 人 
(i) 二 一 一 (上 h(E) = 1 
7 “vr 
lh) a hE) sb) 之 hlB) = hE) = 0 (13.9-21) 
对 外 干扰 的 完全 补偿 条 件 为 | 


1 十 Ku 三 10， 1; 十 天 2 0 ts 十 天 317 三 0， 
由 此 得 到 
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Ki=— ,Ki — 和 2， k= — (19.9-227 
? 


利用 火箭 本 身 作为 干 抗 测量 工具 时 ,我 们 有 
dBp 
fi = 


一 60r — a68 一 gv, 一 ddve 一 05BT 


ddvo 


#2 ss i ee pidr = Pe er bdv, 一 dBvs = BBY 
hr™ 人 — cdr 一 208 — cv 一 cdve 一 5567。 (19. 9-23) 
把 式 (19.9-22) 和 (19.9~23) 代入 式 (13.9-18) 的 控制 方程 , 我 们 就 得 到 在 任何 干扰 
作用 下 能 保证 火 篇 命中 目标 的 控 插 规律 . 
48Y 二 Lar—K Mv 4K dOve , 1 a6f 
dt dt dr ”和 
+ Kp 十 天 ;38 十 Kedr + Kydv, + Kadve 十 KdY (19,9~24) 


式 中 心 都 是 与 标准 轨道 参数 有 关 的 已 知 时 间 函 数 ,它们 的 表示 式 如 下 ， 


RN 一 一 全， 天 一 一 笃 ， 届 一 一 泽 ， 天 一 加. 


dy . dy : A 


K; ms 二 {gsN4 + bads 十 C246 十 d227)， Ks 二 《4 pias 中 51267) » 
7 . 7 . 
RK; = (etbhsted), 所 一 一 (ars 十 bals + col6)， 
7 - " 


K, = 0 


下 面 几 闻 我 们 将 肖 动 理论 和 控制 理 论 相 结合 ， 研 究 漳 道 火 入 民 修 制导 系统 的 设计 
题 ， 弹 道 火 能 的 弹道 特点 是 ,在 主动 眉 (发 动机 工作 段 ) 结束 后 , 沿 自由 弹道 飞行 ,将 有 效 
载 荷 送 到 地 球 上 已 知 位 置 的 目标 点 。 如 作为 运载 火箭 , 则 是 将 人 造 卫 星 、 飞 船 等 空间 飞行 
器 送信 预 定 的 飞行 轨道 弹道 火箭 具有 标准 的 飞行 条 件 和 相应 的 标准 弹道 ， 实 际 飞行 条 
件 在 小 范围 内 偏离 标准 值 ， 使 实际 弹道 对 标准 弹道 产生 摄 动 。 火 箭 的 主动 怒 惯性 制导 系 
统 通 过 对 火箭 质心 运动 的 控制 ,消除 实际 飞行 中 各 种 干扰 作用 的 影响 ,达到 终端 受 控 的 要 
求 。 例 如 弹道 式 导弹 射程 偏差 为 零 和 落 点 横向 偏差 为 零 的 要 求 ， 用 主动 段 飞 行 过 程 中 的 
运动 参数 ,或 主动 段 关机 点 参数 预测 终 阐 受 控 参数 (如 射程 偏差 和 落 点 横向 偏差 或 卫星 轨 
道 参数 偏差 ), 是 进行 弹道 火箭 主动 段 制 导 的 基础 ， 因 而 弹道 火箭 的 制导 系统 是 一 类 预测 
制导 系统 ， 当 预测 的 终端 受 控 参 数 为 零 时 ,制导 系统 处 于 零 控 无 偏 状态 , 即 无 须 标准 飞行 
条 件 之 外 的 制导 控制 ， 在 与 标准 飞行 条 件 相应 的 零 控 加 速度 作用 下 达到 终端 受 控 参 数 为 
零 的 要 求 ， 因 而 制导 系统 的 任务 只 在 于 将 系统 引导 到 零 控 无 偏 状态 ， 预 测 制导 系统 除 具 
有 零 控 无 偏 状态 的 特点 之 外 ,和 通常 的 反馈 控制 系统 类 似 ,在 有 导航 计算 的 条 件 下 可 看 成 
是 状态 反馈 控制 系统 。 著 直接 利用 加 速度 表 的 测量 值 进行 制 导 计 算 ， 则 可 看 成 是 加 速度 
表 输 出 反馈 控制 系统 。 皮 特 曼 〈Pitman) 和 依 斯 林 斯 基 (Finpmtermit) 都 曾 研究 过 弹道 火 
箭 的 惯性 制导 问题 ?我们 在 这 里 将 用 控制 理论 中 的 状态 变量 方法 和 极 大 值 原理 ， 并 
与 摄 动 理论 相 结 合 , 运 用 文献 [31 中 提出 的 “ 零 控 无 偏 状态 ”的 概念 来 设计 惯性 制导 系统 ， 
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由 于 射程 控制 系统 和 横向 控制 系统 各 具有 不 同 的 特点 ,我 们 将 分 别 加 以 研究 . 
13.10 弹道 火箭 的 运动 方程 


弹道 式 火箭 普遍 采用 惯性 制导 系统 ， 为 便于 研究 火箭 的 惯性 制导 问题 ， 我 们 在 发 射 
z 点 惯性 坐标 系 内 建立 火箭 的 运动 方程 ， 这 种 运动 方程 不 仅 
直接 反映 了 惯性 器 件 测量 的 火箭 运动 参数 ， 而 且 不 出 现 由 
于 地 球 自 转 引起 的 哥 氏 加 速度 项 ,运动 方程 显得 十 分 简单 ， 
物理 意义 也 很 明确 、， 四 

首先 建立 发 射 点 惯 姓 坐标 系 〔 见 图 13.10-1)。 坐 标 原 
点 取 在 火箭 的 发 射 点 , OY 辆 通过 地 心 0s 和 发 射 点 0 指向 
上 方 ，OX 轴 垂 直 于 OY 轴 指 向 火箭 的 瞄准 方向 。 OX 轴 
与 过 发 射 点 0 的 子午 线 正 北方 向 之 夹 角 为 册 , 称 由 ,为 发 射 
方位 角 ， 02 轴 按 右手 坐标 系 确定 ， 发 射 朋 间 将 此 坐标 系 
固定 在 惯性 空间 ， 

弹道 火箭 制导 系统 的 控制 对 象 是 火箭 的 质心 运动 ， 我 


图 13100-4 们 研究 制导 系统 时 ,通常 只 逢 建立 火箭 的 三 心 运动 方程 ,这 
个 方程 可 以 写成 作 几 在 火箭 质心 上 的 力 平衡 方程 的 形式 : z z 
:De 


式 中 


X= vos Vy Ves Ky Ys) 
为 火箭 质心 运动 的 参数 ，v:, v,, vs 为 火箭 质心 速度 在 发 射 点 惯性 坐标 系 中 的 三 个 分 重 ， 
*，y，,x 为 火箭 质心 位 置 的 三 个 分 量 。 这 里 了 表示 向 量 的 转 置 . 
d= (Ws, ty, ws) 
是 作用 于 火箭 上 除 地 球 引 力 以 外 的 各 种 力 产 生 的 加 速度 ， 即 发 动机 推力 加 速度 和 空气 动 
力 加 速度 ,通常 称 由 为 视 加 速度 , 它 在 惯性 坐标 系 中 的 三 个 分 量 为 必 :、 尼 ,, 必 :， 可 在 惯性 
稳定 平台 上 按 X,Y， 2Z 定 疝 的 三 个 加 巡 度 表 测 量 出 来 , 
8 = (grs Py, Be) 
表示 作用 于 火箭 上 的 地 球 引 力 加 速度 , 它 在 发 射 点 惯性 坐标 系 中 的 三 个 分 量 为 


六 
8 


(r+ yy) 


a 


5y 一 其 


多 
8 
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Km Egor, (13.10 2) 
火 第 质心 到 地 心 0 的 距离 为 向 径 + 
7 亚 Tt 二 《ro 十 7) 十 xz2] 二 (13.10-3) 


go 是 地 面 引 力 加 速度 , m 是 地 坯 半 径 ， 显 然 引 力 加 速度 g 是 火箭 位 置 的 非 线 性 项 数 . 

在 标准 推力 程序 和 标准 空气 动力 条 件 下 飞行 的 弹道 式 火 篇 ,可 按 式 (13.10-1) 和 
(13.10-2) 计算 出 主动 段 的 标准 飞行 弹道 。 

式 《13.10-1) 是 非 线性 微分 方程 ,不 便于 用 线性 系统 的 理论 来 研究 , 像 本 章 第 13.2 节 
中 的 情况 一 样 , 我 们 用 弹道 摄 动 理论 对 式 (13.10-1) 作 线 性 化 处 理 ， 注 意 到 式 (13.10-1) 
中 火箭 运动 视 加 速度 必 是 可 以 直接 用 加 速度 表 疯 量 出 来 的 物理 量 , 因而 线性 化 时 把 它 作 
为 方程 的 驱动 项 ， 不 必 将 中 再 分 成 推力 加 速度 部 分 和 气动 力 加 速度 部 分 。 引力 加 速度 
是 火箭 位 置 的 非 线性 函数 、 不 能 用 惯性 仪表 来 测量 ， 它 只 能 在 知道 火箭 位 置 后 按 式 
(13.10-2) 计算 出 来 . 我 们 只 要 对 引力 加 速度 g 进行 线性 化 处 理 ， 就 可 以 使 式 《13.10-1) 
成 为 变 系数 线性 微分 方程 . 

首先 ,完全 类 似 于 第 13.2 节 的 作法 ,用 8 表示 同一 时 刘 各 参量 的 偏 革 ， 很 容易 推出 式 
(13.1 10- 1) 的 摄 动 方程 "9: 

BX) we ACN)Bx(s) + 了 580(D (13.10-4) 

式 中 . 和 
Sx) x) — 2 | (13.10-5) 
6w{1) = ww) 一 而 (站 
系数 和 矩阵 


0 iG() 7 
A 王 | 一 一 人 一- ， 有 一 (二 |， 13.10-6 
| 7 | ) @ ( ) 


Og: Og: Ogz 
Or br ez 


Og, dg, Dr 
GOO) | 一 sr 一 Sey Ce 3.10- 
A Or By 0: (13.10-7) 


Bg: Og: 85- |. 
Or Oy bx 


Gt) 中 各 元 素 是 由 标准 弹道 确定 的 随时 间 变 化 的 量 , 它 们 的 计算 公式 如 下 : 
8 mi @ ee 3 


rl 


Dg: =-N(— 3x(ro 十 2), 


-+ 
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Bg, ~N(— 3{ro. 十 2 )， 


Oz r+? 
Dg: _ Ogs 

Ox. Bz” 

Bg: Ogy 

Oy Bz ”| 


3 -ls 
s—& (2). . (13.10-8) 


注意 到 式 (13.10-1) 的 非 线性 因素 仅仅 是 引力 加 速 庆 8 造成 的 ， 我 们 只 圳 对 引力 狐 
速度 g 作 线性 化 处 理 ， 不 必 把 方程 (13.10-1) 的 状态 量化 为 偏差 量 ， 也 可 以 推出 一 组 线 
性 方程 。 引 为 加 速度 治标 准 弹道 的 一 阶 近 似 线性 展 式 为 ”- 


gl) 一 5() 十 3g() = BC) 十 (0 CCD)。 (13.10-9) 
将 式 (13.10-5) 代 人 式 (13.10-9) 后 有 
8( 站 一 有 (站 一 (01G( 人 2 二 《0 ! GU) rx), (13.10-10) 
记 z / | | 
dl = (#2) — | eo x (13.10-11) 
0 :0 


dz) 为 由 标准 弹道 确定 的 已 知 时 间 函 数组 成 的 向 量 . 再 将 式 (13.10-10) 和 《13. 10-11) 
代 人 式 (13.10-1)， 得 到 


RD i A 4 BC (13.10-12) 


式 《13,10~12) 是 火箭 主动 段 质心 运动 的 线性 方程 , 它 的 状态 变量 是 火箭 质心 运动 的 参数 
x(#), 而 不 是 偏差 量 6xC), 驱动 项 是 (Bwtlzs) 十 d(#)). 
本 节 推 导出 的 扰动 方程 (13.10-4) 和 线性 方程 (13.10-12》 将 在 本 章 以 后 各 闻 用 状态 
量 法 去 设计 制导 系统 时 应 用 ， 


13.11 终端 受 控 参 数 


弹道 式 导弹 制导 的 任务 在 于 通过 控制 火箭 推力 向 量 ,以 达到 主动 段 推力 终止 条 件 , 使 
关 视点 的 参数 符合 能 精确 命中 且 标 的 要 求 。 当 精确 命中 目标 时 ， 则 落 点 的 射程 偏差 和 横 
向 偏差 均 为 零 。 在 只 进行 主动 段 制导 的 情况 下 ， 火 箭 的 被 动 眉 及 其 落 点 完全 由 主动 段 关 
机 点 的 参数 确定 ,我们 可 以 用 主动 段 关机 点 参数 预测 出 弹道 式 导 弹 的 射程 偏差 和 落后 横 
向 偏差 。 这 些 偏差 就 是 弹道 式 导弹 主动 段 制导 的 终端 受 控 参 数 ， 
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疗 样 ,发射 人 造 地 球 卫星 或 宇宙 飞船 时 ,运载 火箭 制导 系统 的 任务 也 是 通过 对 主动 段 
弹道 的 控制 ， 使 关机 点 的 参数 满足 卫 暴 或 飞船 预定 轨道 的 要 求 。 因 而 用 关机 点 运动 参数 
表示 的 轨道 参数 偏差 就 是 运载 火箭 主动 臣 终 端 受 控 参数 .下 面 我 们 分 别 研究 这 些 终端 受 
榨 参 数 的 具体 表达 式 . 

假设 地 球 为 球形 ,不 考 钝 大 气 和 地 球 以 外 其 它 天 体 对 火箭 运动 的 摄 动 影响 ,火箭 在 被 
动 眉 只 受到 地 球 引力 的 作用 ,被 动人 良 弹 道 是 惯性 空间 的 平面 攀 贺 轨道 ,本 圆 的 一 个 焦点 为 
地 心 。 利 用 椭圆 运动 的 基本 关系 ， 可 推导 用 关机 点 运动 参数 表达 的 射程 或 卫 恩 轨道 参数 
的 解析 公式 .人 2 | 

普 先 讨论 弹道 式 导弹 的 射程 及 落 点 偏差 计算 公式 。 计 算 弹 道 式 导弹 的 射程 ， 就 是 计 
算 导 弹 在 地 球 上 的 发 射 点 2 和 落 点 5 之 闻 在 地 球 表面 上 的 最 短 距 离 乡 , 也 就 是 计算 发 
计 点 和 落 点 之 闻 的 地 心 角 8。 落 点 在 地 球 上 的 位 置 由 导弹 在 惯性 侯 标 系 中 约 话 动 与 地 球 
在 惯性 坐标 系 中 的 运动 共同 决定 、 发 射 点 O 也 是 随 基 地球 一 起 运动 的 。 为 了 措 述 地球 在 
慢性 空间 的 运动 ;我们 引入 一 个 紧 套 在 地 球 表面 的 球 壳 , 火 第 发 射 瞬间 , 将 此 球 壳 是 定 在 
惯性 空 闻 ， 不 岩 地 球 运动 。 称 这 个 球 壳 为 惯性 球 壳 。 在 健 性 球 壳 上 可 以 找 出 各 时 肇 发 射 
点 的 位 置 和 落地 时 刻 落 点 的 位 置 。 豆 13.11-1 中 ，NMP 宪 示 惯性 球 过 ,0 表 永 发 射 时 刻 


et 


发 射 点 的 位 置 , 角 qe 为 发 射 点 纬度 。04 表示 关机 时 刻 发 射 点 在 异性 球 这 上 的 位 置 , KR' 表 
示 关 机 时 刻 导弹 在 惯性 球 过 上 投影 点 的 位 置 , 角 pi 为 天 点 的 纬度 。 0 表示 落地 时 刻 发 
射 点 的 位 置 , 5 表示 落地 时 刻 的 落 点 位 置 , 角 yp 为 落 点 的 纬度 . 
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过 5 点 的 子午 面 与 过 0 点 的 子午 面 之 间 的 夹 角 为 4，， 表示 落地 时 刻 发 射 点 与 落 
点 间 的 经 度 差 。ws 表示 地 球 自 转角 速度 , 7。 表示 导弹 在 被 动 段 飞行 的 有 时间， 过 0% 的 于 
午 面 与 过 05 点 子午 面 之 则 的 夹 角 weT。 表示 在 被 动 段 飞行 时 间 内 , 发 射 点 随地 球 转 过 
的 经 弃 。& 表示 在 主动 段 飞 行 的 时 间 。 过 0 点 的 子午 面 与 过 Ou 点 的 于 午 面 之 间 的 夹 角 
wrtt，。 表示 主动 段 飞 行 时 | 间 内 发 射 点 随地 球 转 过 的 经 度 。 表示 由 于 导弹 的 主动 段 飞 行 
引起 的 关机 点 的 投影 点 天 与 点 O04 间 的 经 度 差 。 所 要 求 的 射程 2 ,就 是 过 0;,5 两 点 的 
地 球 大 贺 面 上 的 弧 长 0 由。 用 m 表 示 地 球 半 径 , 显 然 有 

2 = of. (13.11-1) 

实际 落 点 5 与 预定 目标 5 不 重合 , 产生 射程 偏差 As 一 ro 一 FB), 而 落 点 的 横向 
侦 差 妇 是 由 射 向 角 中 的 搞 差 引起 的 . 

为 了 直接 用 椭 园 弹道 的 基本 公式 来 计算 被 动 段 对 应 的 地 心 角 PB. 和 被 动 段 飞行 时 间 
T,, 需要 在 关机 点 惯性 坐标 系 中 来 描述 导弹 关机 点 的 运动 参数 ， 关 机 点 惯性 坐标 系 的 原 
点 为 及 点 ，K'Y4 轴 通 过 地 心 0 和 天" 点 指向 上 方 ，K'X4 轴 垂 直 于 天 Y4 畦 并 取 在 
0xs0K 平面 内 , K'Z 4 轴 按 右手 学 标 系 确定 。 关 机 时 鹿 导 弹 在 该 坐标 系 中 的 位 置 和 速度 分 
融 用 xs y4 24 Via4， Vy49 Vz4 表示 。 关机 点 惯性 爸 标 系 和 发 射 点 惯性 坐标 系 的 关系 由 
角 yx 和 和 角 Bi 确定 ， yx 角 是 由 于 关机 点 模 同 位 移 引 起 OK 弧 对 发 射 方向 0X 的 偏 角 ， 
Bi 和 角 是 "点 与 发 射 点 0 则 的 地 心 角 。 不 难看 出 ， 


sin 7yk ee (二 亿 )。 (13.11-2) 
《二 /mk (13.11-3) 
r [zi 十 《yx 十 ro 十 马 ]。 (13.11-4) 
Vr cosyicosPe —snB: SnYrcosBe\ /vr 
= | cosTisinfe cospi sinYh Sng | | (13.11-5) 
Uxd . — sin 7 0 COS YA ‘Vrk!e 


式 中 ,下 标 & 表 示 在 发 射 点 惯性 坐标 系 中 导弹 的 关机 点 对 应 的 参数 . 显然 ,导弹 在 关机 点 
的 当地 速度 倾角 B4( 即 关机 点 速度 矢量 与 当地 水 平面 的 夹 角 ) 可 按 下 式 计 算 : 
cos B41 = (v24 + 好人 /pt (13.11-6) 
yA4 = (wz 十 vi 十 vi) = tr。 (13.11-7) 
由 于 导弹 在 关机 点 存在 横向 速度 分 量 vx, 所 以 引起 被 动 段 椭圆 弹道 平面 偏离 
KX4Y4 平面 ,偏离 角 ?7 4 可 用 下 式 计 算 ， 


Sn YT = yea (va + vi) (13.11-8) 
因而 ,导弹 在 关机 点 处 的 射 向 角 由 ; 为 
Pi= pia+ ra, {13.11~9) 


式 中 $44 是 KX 轴 与 过 KK 点 的 子午 线 正 北方 向 的 夹 角 。 
我 们 在 关机 点 惯性 坐标 系 中 应 用 椭圆 轨道 方程 来 建立 计算 被 动 女 地 心 角 各 的 公式 。 
我 们 知道 , 檐 圆 轨道 的 参数 方程 式 为 


RE (13.11-10) 
1 十 ecos 


式 中 为 半 通 径 ，。 为 偷 心率 ，f 为 真 近 点 角 ， 分别 对 关机 点 KK 和 落 点 5b( 见 图 13.11-2) 
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运用 轨道 方程 ,可 得 出 被 动 段 地 心 角 8. 的 计算 公式 ; 
B 一 eos 2 (1 2) TF oos7!| + (1 三 2)|. (13.11-11) 
图 13.11-2 
为 了 计算 被 动 段 飞行 时 间 7., 我 们 看 李 融 运动 的 开 普 勒 【Kepler) 方程 : 
NN (13.11-12) 
E com 1 一 二 ). (13.11-13) 


式 出 4 一 4 为 火 第 从 近地点 P 飞 到 某 一 点 的 时 间 , 为 该 点 的 偏 近 点 角 。 火 篇 从 多 点 飞 
到 5 点 的 时 间 即 被 动 段 飞行 时 | 间 了 .为 


3 
T= [I(E;— E)— esinE,— sinEn)] 


让 1 一 之 1 一 一 
-人 
| 一 | 

一 <| aa (eos ) — sin 人 (13.11-14) 
式 中 椭 吕 的 偏心 率 的 表达 式 是 ， 

e = Ll 一 (2 一 zkcosig@ 4。 (13.11-15) 
定义 椭圆 的 能 量 参 数 

yi 二 上 pi (13.11-16) 
是 

椭圆 的 半 通 径 


六 rvicos 加 4 


(13.11-17) 
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和 椭 贺 的 长 半 轴 
Id 

1 一 e2 

现在 ,我 们 回 到 惯性 球 党 上 ,利用 发 射 点 0CO4、02), 关机 点 的 投影 点 KK', 落 点 以 

及 地 心 Os 和 北极 N 之 间 的 几何 关系 ,用 球面 三 角 学 中 的 正弦 定理 和 余 玫 定 理 , 依次 从 球 

面 三 角形 4055, NO56, NK'25 ,NOK' 中 ,推出 计算 射程 和 落 点 横向 偏差 吾 的 几何 关系 

式 : 


但 开 四 


(13.11-18) 


Yt 一 rog， 
Ha rosinfsin (yg — $), 
cosp = sin posin ps 十 cosqPocos qcos dp, 
sin 由 ma cos qs sin No i p, 
cosg = (sings — cosp sin qn)/ sin Pcos po, 
sin py 一 sin prcosp + cosPrsin Becospr 
cos(weTo + hs — MM) = (cosp, 一 sin pi sin Ps)/ cos pa cosps, 
sin (wrTe 二 hs — Mi) = sin .sin br/ cos qe, 
sin ga = cos posin go/ cos PR, 
cosths w= ( sin Prcosp, — sin 0) cos pn Si 有 
Sin (wrt 十 24) = sin fosin Pi/ cos ph, . 
cos (wate + A) = (cosBi 一 sin posin pL) cos pocos i, 
sin Pr = sin Pocosp: 十 cos po sin Pr cos a, . 
a= bot Te | Cy 
至 此 ,我 们 给 出 了 用 关机 点 参数 计算 射程 和 横向 落 点 偏差 的 解析 计算 公式 .注意 到 
关机 点 的 经 度 入 是 关机 村 间 六 的 孜 数 ， 因 而 射程 和 横向 偏差 五 也 是 六 的 项 数 。 对 式 
(13.11-319) 这 一 组 相当 复杂 的 非 线 性 沙 数 关系 ,我 们 可 以 写成 函数 关系 的 一 般 形式 
YL XR, tt), (13.11-20) 
He H(xE,t), "> 
式 中 
Xk CXRs Kaks Taks XAks Tk3 TER)” = CUsks Uys Vks FAs YRs A), 
若 关 机 点 参数 都 是 标准 信 , 那 么 导弹 的 射程 就 等 于 预定 的 射程 : 
YX, 只) 一 上 (13.11-22) 
落 点 的 横 问 偏差 如 为 零 
H(i 4) He 0, (13.11-23) 
当 实 际 关 机 点 参数 偏离 标准 值 时 ， 实 际 的 落 点 5 将 偏离 预定 的 目标 35。 由 于 主动 段 
的 干 淹 较 小 且 有 火 萌 控制 系统 的 作用 ， 因 此 关机 点 参数 人 往 差 一 般 属 于 小 偏差 范围 。 利 用 
弹道 摄 动 理论 在 标准 关机 点 处 将 式 (13.11-20》 和 (13.11-21) 线性 展开 ,就 得 到 射程 偏差 
AS 和 落 点 横向 仿 差 AH 的 线性 近似 表示 式 : 


A (11) = (a, Ax(1)) + Ap (13.11-24) 
到 
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AHUD = (8, Ax(4)) 十 Te At, (13.11-25) 
三 


式 中 符号 (: ,*) 青 示 向 盟 的 内 积 ,而 

(2 0 dO 8% 0% 3) (13.11-26) 
Br Oxy Bra Bxa ~ Bxst Ores ? | 

sb {28, OH, 8, 08 08, OHY 


2 3 > E > 站 (13.11-27) 
* Ox 人 xzxk Ox3k Ox Oxst Bxer 


关机 点 状态 变量 偏差 Ax(+) 是 指 实 际 关机 时 刻 (t4) 的 状态 县 与 标准 关机 时 刻 《 玉 ) 


的 标准 值 之 差 , Ax( 坟 ) 表示 全 偏差 
AX(1t) = X(t) — TED, (13.11-28) 
A 十 一 fi (13.11-29) 


各 偏 导数 9 涯 ,，- 红 ,3 纤 ， 昌 (一 1, 2,3, 4, 5, 6) 的 计算 公式 可 由 射程 计 
Oxjx Drif ft Dre 


算 公 式 求 出 。 当 标准 弹道 确定 之 后 ， 这 些 偏 导数 都 是 确定 的 常数 ， 把 式 〈13.11-28) 和 
(13.11-29) 代 人 式 (13.11-24), 并 将 4 换 成 1, 得 到 射程 偏差 郧 数 : 


ax ~ (a, x()) — (0, iD)) 十 I (13.11-30) 


这 是 一 个 用 * :时刻 的 运动 参数 a 博导 阐 身 和 从 基 的 公式 ， 可 以 看 出 A (9) 是 时 间 
的 单调 递增 函数 ,在 接近 关机 点 时 , A& (2) 由 负 值 通过 堆 变 为 正 值 。 式 《13.11-30) 是 身 
程控 制 的 基本 公式 。 

式 (13.11-24) 和 (13.11-25) 描述 的 射程 偏差 AS 和 横向 偏差 AE 就 x 是 弹道 式 时 
弹 主 动 侦 终端 受 控 参 数 的 基本 公式 。 有 时 我 们 也 用 关机 点 参数 在 关机 时 刻 的 等 时 偏差 
5Sx(A) 来 表示 这 些 终端 受 控 的 参数 


ASeft) 一 (ay XC12)) + HE Ati, “13.11-31) 
AH(ii) 一 (b, x(t1)) 十 FAA， {13,11-32) 
式 中 

BX(ti) = i 一 (1), (13.11-33) 
= 9 KD + - 双 (13.11-34) 
H; = Be Ee Be ， (13.11-35) 

因为 关机 时 刘 A (ti = 0, 出 式 (13. es 可 得 
A 号 pr (a, BXx(11)). (13.11-36) 


将 式 (13.11-36) 代 人 式 (13.11-32) 得 到 
疡 ， 汪汪 
ARC 一 (人 (2 一 全 路 x(n)), (13.11-37) 


此 式 是 横向 制导 系统 终端 受 控 参数 的 表达 式 , 因 击 也 是 横向 制导 的 基本 方程 ， 
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现在 我 们 再 来 芳 罕 发 射 人 造 卫 星 过 程 中 的 制导 问题 。 首先 讨论 人 造 地 球 卫 星 的 轨道 
参数 计算 方法 . 

人 造 地 球 卫星 在 惯性 空间 沿 平面 椭圆 轨道 飞行 ， 卫 晨 的 运动 规律 与 弹道 导弹 自由 飞 
行 段 的 运动 规律 是 相同 的 。 如 果 我 们 知道 了 卫星 运载 火箭 主动 段 关机 点 ( 即 卫 星 入 轨 点 ) 
的 运动 参数 x 和 时 间 ,就 可 确定 人 造 卫 是 在 惯性 空间 的 运动 。 通 常 采 用 “轨道 根 数 ” 
来 描述 卫星 轨道 。 为 了 说 明 轨 道 根 数 的 含义 , 我们 建立 地 心 惯性 坐标 系 Os-XsYgZs ( 见 
13.11-3) Og 为 地 心 , Zz 轴 指 向 北极 ,Xs 轴 在 赤道 平面 内 指 同 惯性 空间 一 国定 点 
春分 点 7 (春分 点 的 位 置 可 由 天 文 年 历 查 得 ), Ys 轴 在 赤道 平面 内 按 右 手 坐标 系 确 定 。 


卫星 煞 道 平面 


‘Ya 


13.11-3 


卫星 的 轨道 平面 在 地 球 表面 截 出 一 个 大 圆 ,此 圆 与 未 道 交 子 两 点 , 当 卫 星 从 南 向 北 穿 
过 当道 平 面 时 ,对 应 的 点 称 为 升 交 点 8, 从 北向 南 穿 过 赤道 平面 时 , 相应 的 点 称 为 降 交 点 
0， 能 完全 确定 卫星 轨道 的 六 个 轨道 根 数 是 ， 轨 道 长 半 轴 * (或 半 通 径 p); 偏心 率 *; 通 
过 近地点 的 时 间 1,; 轨道 平面 倾角 二 升 交点 赤 经 8; 近地点 幅 角 w， 和 天 交点 赤 经 和 罗 
道 平 面 怖 角 : 确定 轨道 平面 在 惯性 空间 的 位 置 ， 近 地 点 幅 角 w 确定 棋 贺 在 轨道 平面 内 的 
位 置 , 半 通 径 ? 和 偏心 率 * 确定 椭圆 的 形状 和 大 小 ， 当 六 个 轨道 根 数 给 定 后 ,卫星 在 惯性 
空间 中 尾 一 时 刻 的 位 置 和 速度 即 可 完全 确定 ， 
根据 已 知 轨道 根 数 去 确定 卫星 的 位 置 和 速度 ,是 “卫星 预报 ”所 研究 的 问题 。 根 据 已 
“ 知 某 些 时 刻 卫星 的 位 置 和 速度 去 确定 轨道 根 数 ,是 “卫星 定 轨 ” 研究 的 问题 .我们 研究 的 
是 运载 火箭 的 制导 问题 ,其 任务 是 将 卫星 准确 送 入 预定 轨道 , 见 要 控制 关机 时 刻 ( 人 轨 点 》 
的 位 置 和 速度 ,使 卫星 的 轨道 根 数 等 于 预定 值 ， 这 个 问题 与 “ 定 轨 ”问题 关系 密切 ， 为 了 
找 出 卫星 轨道 根 数 与 关机 点 参数 间 的 关系 ,我 们 先 建立 坐标 系 0z-695 ( 见 图 13.11-3), 坐 
标 原点 为 地 心 0s,§ 轴 与 过 近地点 的 地 心 距 矢 径 一 致 ,在 轨道 平面 内 取 半 轴 恒 直 于 $ 轴 ， 
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一 


6 轴 与 卫星 动量 矩 re X VE 的 方向 一 歼 , 使 0g-8 吕 4 构成 右手 坐标 系 ，。 三 轴 的 单位 拓 量 分 


别 记 为 f, ,二 

如 果 在 她 心 惯性 坐标 系 中 已 知 关机 点 的 位 置 和 速度 rv 则 有 
和 二 re X Vr 
Ire Xx well 


YeXU) rE YE ZE 


teE Ye ZE 


ry X wal = Lypte 一 zj 并 + (ets 一 ze) + (refe 一 yzte)]i, 


由 坐标 系 Oe-XxYxgZs 与 坐标 系 Og-&3t 间 的 转换 关系 可 知 


ir = sin bdsin i — cossin isi, + co 天 


将 式 (13.11-39), 《13.11-40) 秆 (13.11-41) 代入 式 《13.11-38) 可 得 出 


i 一 sin {2 sin 1, 
巨 E! 


rs x orl 
ZE?E 一 YtF , oes 
(rs x vl 


出 式 (13.11-42) 见 可 确定 角 介 及 角 1。 由 椭圆 基本 关系 知 , 半 通 径 


nh _ lire x vell? 
-rr 一 3 


£ re 
偏心 率 为 
2 242 外 i 
< = E 十 (28 一 到) 二 
式 中 
直 一 经 十 自 十 益 ， 
一 ( 驻 十 业 十 ?3)#, 
由 轨道 方程 
A 
1 十 ecosfr 
和 , 
fs = edinh = (vr, 一 下 we 
可 确定 出 关机 点 的 真 近 点 角 玉 ,由 


本 


又 可 求 出 关机 点 的 偏 近 点 角 Eli， 再 由 开 普 勒 方程 


| 到 
其 lp ™ (Er— c sn E,) 
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(13.11-38) 


(13.11-39) 
(13.11-40) 


{13.11-41) 


(13.11-42) 
(13.11-43) 


(13.11-44) 


(13.11-45) 
(13.11-46) 


(13.11-47) 


(13.11-48) 


(13.11-49) 


(13.11-50) 
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就 可 求 出 1， 最 后 ,着 令 升 交 点 8 处 的 地 心 矩 舌 径 的 单位 矢量 为 , 则 


B w= cosQis, + sin Qi,,, (13.11-51) 
由 
(a, re 一 得 c05 人 十 yrsint cos(o 十 《13.11-52) 
fe rE 
和 


2x el Ls GyroosQ — srsin QF sino + Af) (13.11-53) 
可 确定 % 角 .。 鹤 此 得 到 了 六 个 轨道 和 根 数 与 运载 火 简 关 机 点 运动 参数 《rg，Dz，#) 之 则 的 
关系 。 类 似 于 弹道 式 导 弹射 程 山 差 和 横向 落 点 人 懈 差 公式 ， 我 们 也 可 以 求 出 卫星 罗 道 根 数 
全 次 与 关机 点 运动 参数 帽 差 的 线性 化 关系 式 ， 并 作为 运载 火箭 主动 段 的 终端 受 控 参数 的 
状态 方程 ， 

然而 对 于 不 同 用 和 途 的 卫星 ， 具 体 的 受 控 参 数 并 不 一 定 需要 用 六 个 轨道 根 数 来 表示 。 
而 且 某 些 运载 火箭 受到 控制 能 力 的 限制 ， 也 不 能 使 六 个 轨道 很 数 都 达到 预定 值 。 通 常 是 
根据 具体 训 求 和 可 能 对 某 些 最 重要 的 轨道 参数 进行 控制 ,向 如 控制 轨道 周期 ,轨道 平面 
倾角 志 近地点 高 度 , 远地点 高 度 和, 和 人 轨 点 星 下 点 位 置 (px, xx) 等 。 下 面 给 出 用 发 射 
点 惯性 坐标 系 中 运载 火箭 关机 点 的 参数 (xi, t) 计算 这 些 常 用 的 轨道 参数 的 公式 ， 

轨道 周期 


SR {13.11-54) 

在 球面 三 角形 NOK’ 中 ( 见 图 13.11-4》 ,应 用 正弦 

定理 可 求 出 轨道 平面 倾角 ; (图 中 K' 为 运载 火 第 入 轨 
点 在 地 球 上 的 投影 点 ) 


coss 一 cos parsing (13.11-55) 
近地点 高 度 
hp = a = 7 (13.11-56) 
远地点 高 度 
hm — po: (13.11-57) 
图 13.11-4 1] 一 “上 


以 上 公式 中 出 现 的 椭圆 长 半 轴 a, 半 通 径 p, 偏心 率 e, 关机 点 射 癌 角 $4, 纬度 px, 经 度 
2 等 用 关机 点 参数 xx、A 表示 的 计算 公式 ， 已 在 前 面 射程 计算 公式 中 给 出 ， 可 以 看 出 ， 
除了 人 轨 点 经 度 -4 与 关机 时 间 所 有 关外 ,其 它 参 数 都 只 是 关机 点 运动 参数 x 的 函数 ,所 
以 上 述 轨 道 参数 的 一 般 表 示 式 为 
Ta TD), i) 

Ph PACRE), = NC). (13.11-58) 

利用 报 动 理论 ,得 到 胃 道 参数 偏差 的 线性 表示 式 : 
AT = (e, Ax(10)), Ai= (d, Ax(1)), Ai 一 (e，Ax(to)， 
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A = (Fs Ax(+ti)), AFPr = , AX(fL)), 
一 (只 ， At + 2 Apk (13.11-59) 
式 中 


5 ~ (D2t, er, Ber, Op, der, dgs 
Or xy Orax Ox ‘Ors Orek 


A (St, ,OU, BU, BU, Ou). 013.11-60) 
Dr Ora ~ Br xst Oxor 
所 有 这 些 偏 导数 都 是 由 标准 弹道 ,标准 关 宙 点 所 决定 的 常数 ， 同样 ,也 可 用 关机 时 刻 关 机 
点 参数 的 等 时 偏差 sx(m) ,表示 这 些 轨道 参数 的 偏差 ， 四 

AT 一 (c，5XKKI)) + Tih A (d, x10)) + TAti, 

Ahs = {es X11)) + ho A Ah (fF,6x(70)) 十 ,Atk, 

Ag = (gs SXC(F1)) 十 AR Ali = (RoxCt)) + han. (13.11-61) 
式 中 
-1 0 一 无 (4)， 


Hel a fr 站 xi 


-2 5 无 ( 政 )， kr 一 > Oh, EA 


a oes. i 计生 ao + 好 (13.11-62) 


i=1 4 i 二 Br 


式 (13.11~59) 和 式 《13.11-61) 是 运载 火箭 制导 的 基本 方程 。 可 以 看 出 ， 这 些 方程 和 弹道 
式 导 弹 制导 的 基本 方程 完全 类 似 。 下面 我 们 以 弹道 式 导 弹 为 例 , 根据 本 节 中 给 出 的 基本 
方程 式 《13.11~30),(13.11~37) 来 研究 弹道 火箭 的 制导 问题 以 式 (13.11~30) 为 基础 研 
究 射 程控 制 系统 ,以 式 (13.11~37) 为 基础 研究 横 同 制导 系统 ， 


13.12 关机 方程 设计 


弹道 火箭 的 任务 是 将 导弹 的 战斗 部 送 到 已 知 的 目标 ， 或 者 将 有 效 载荷 送 人 预定 的 送 
行 轨道 。 当 发 射 点 和 目标 ,或 者 卫星 运行 轨道 参数 确定 之 后 ,可 以 按照 火箭 发 动机 和 弹 体 
结构 的 额定 参数 ,大 气 和 地 球 引 力 场 的 标准 参数 ,事先 设计 标准 飞行 弹道 。 如 果 在 实际 飞 
行 中 一 切 条 件 都 和 标准 飞行 条 件 一 样 , 则 制导 系统 非常 简单 ,只 需 弹 上 计时 机 构 企 预定 的 


ee a 
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关机 时 刻 发 出 关闭 发 动机 的 信号 就 行 了 .因为 发 动机 关闭 之 后 导弹 沿 标准 被 动 段 弹道 飞 
行 ,就 能 准确 命中 目标 。 但 是 ,实际 飞行 条 件 总 会 偏离 标准 条 件 ,例如 发 动机 推力 偏差 、 弹 
体 结构 参数 偏差 ,大 气 条 件 偏 差 等 ,我 们 称 这 些 偏 差 为 作用 于 火 第 上 的 干扰 ， 在 这 些 干扰 
作用 于 火箭 不 能 沿 标准 弹道 飞行 ， 如 果 不 加 适当 的 制导 ， 仍然 按照 预定 标准 关机 时 刻 关 
机 , 必然 出 现 关 机 点 运动 参数 偏差 6x(z4), 由 式 (13.11-24) 和 (13:11-25) 知道 ,导弹 的 
实际 落 点 对 预定 目标 将 产生 射程 偏差 AS (i) 和 横向 偏差 AH(z4)。 在 各 种 干扰 存在 的 
条 件 下 ,研究 引导 导弹 准确 命中 有 具 标 的 问题 ,就 是 导弹 的 制导 问题 ， 控 制 射 程 偏差 为 零 的 
系统 称 为 射程 控制 系统 、 控 制 横向 偏差 为 零 的 系统 称 为 横向 制导 系统 .我 们 知道 射程 仿 
差 是 外 于 扰 作 用 引起 实际 弹道 偏离 标准 弹道 造成 的 。 式 《13.11-24) 是 弹道 参数 偏差 
Ax( 太 )、 关 机 时 间 偏 差 An 与 射程 偏差 AS (et) 间 的 数学 关系 ,这 个 关系 说 明 ,只 要 参数 
偏差 闲 量 (Ax(1t), Ar2)' 与 偏 导数 向 量 (a, 8S2 /80 正 交 ， 就 可 使 射程 偏差 为 零 ， 从 
弹道 学 的 观点 看 ,其 物理 实质 是 达到 同一 目标 的 被 动 段 弹道 可 有 无 数 条 ,或 者 说 为 达到 同 
一 射程 22 一 (x(t8), 以 )， 式 (13.11-20) 有 无 穷 多 组 解 。 我们 只 需求 出 标准 值 附 近 
的 任 一 组 解 , 即 在 标准 关机 点 附近 选择 一 个 实际 关机 点 ,使 A (1x) 一 0, 并 不 需要 把 导 
弹 控 制 到 标准 关机 点 ,使 As (z) 一 0 显然 ,这 样 做 将 给 制导 系统 的 设计 带 来 很 大 的 方 
便 ， 进一步 研究 式 (13.11-30) 发 现 , 弹道 参数 x(z) (六 要 是 zzy sy xy) 是 飞行 时 间 : 
的 单调 递增 函数 ,而 且 当 :< 闪 时 有 


BGS a 
{Ca, xGzo) 十 Ber 对 > fa, x(e)) 十 ps > 09, 《13.12-1) 
因而 射程 偏差 函数 AS (9 在 主动 竖 飞 行 过 程 中 是 时 间 : 的 单调 递增 函数 ,而 且 最 初 是 负 


值 , 逐渐 增加 到 零 再 达到 正 值 .AS (ti) 一 0 的 半 刻 点 ， 就 是 关闭 发 动机 使 导弹 开始 自 
外 飞行 的 时 刻 ， 四 此 射程 控制 归结 为 对 关机 时 间 的 控制 。 


从 控制 系统 的 观点 看 ,主动 段 射程 深 制 系统 还 具有 以 下 特点 ， 首 先 , 它 是 一 个 摄 动 预 


测 制导 系统 。 在 弹道 摄 动 原理 的 基础 上 得 到 的 射程 控制 基本 方程 式 (13.11-30)， 是 一 个 
用 * 时 刻 的 系统 状态 变量 x(s) 预测 落 点 射程 偏差 的 公式 ， 射 程控 制 是 根据 这 个 预测 什 
Asx (四 来 进行 的 。 其 次 , 它 是 一 个 反馈 控制 系统 ,因为 它 的 控制 信号 A (z) 是 用 系统 的 
状态 变量 x(z) 计算 出 来 的 。 但 是 它 是 一 个 特殊 的 状态 反馈 控制 系统 , 当 根据 x(5 预测 出 
的 Ase(D < 0 时， 射程 控制 系统 不 发 出 任何 指令 ,火箭 发 动机 继续 按 预 定 程序 工作 , 当 
根据 x(z) 计算 出 AS (4) 一 0 时 ,发 出 关机 指令 ,关闭 发 动机 . 即 这 种 反馈 控制 是 通过 让 
发 动机 继续 工作 或 是 停止 工作 来 实现 的 。 如 果 成 时 刻 根据 系统 的 状态 变 妓 x(z4)， 按 自 
由 飞行 弹道 预测 的 射程 偏差 为 
aK 


A (#1) = (a, Axt{1,)) 十 J 一 0, (13.12-2) 
: ft 


则 以 后 不 需要 发 动机 推力 , 火箭 将 在 地 球 引 力 加 速度 作用 下 洛 查 圆 弹道 命中 已 标 。 我 
们 称 发 动机 的 推力 加 速度 为 控制 加 速度 ,地球 引力 加 速度 为 零 控 加 速度 , 则 雹 时 满足 约束 
条 件 

A (441) -= (0 
的 状态 可 称 为 零 控 无 偏 状态 . 当 AS < 之 0 时 , 火 租 在 发 动机 程序 推力 ( 见 控 制 加 速度 》 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 ww fineprint.com.cn 


上 Er 


13,12 关机 方程 没 计 491 


的 作用 下 加 速 飞 行 , 并 且 在 附近 某 时 刻 达 到 零 控 无 偏 状 态 《As (zs) 一 0)， 截止 推力 
(控制 加 速度 为 零 ) ,火箭 沿 零 控 弹道 (自由 飞行 弹道 ) 命 中 目标 

在 主动 段 飞 行 过 程 中 , 用 来 选择 火箭 达到 零 控 无 偏 状 态 (A (24) 一 0) 的 时 刻 上 的 
方程 称 为 关机 方程 . 关机 方程 的 设计 是 制导 系统 设计 的 主要 任务 . 我 们 可 以 直接 从 庙 程 
控制 的 基本 方程 《13.11-30) 出 发 ， 代入 导航 计算 得 到 的 系统 状态 变量 x(?), 就 可 得 出 关 
机 方程 的 一 般 形式 : 


应 6 ， 
Aw 一 人 a Pe 5 si0), (13.12-3) 


如 前 所 述 , 这 是 一 个 有 导航 计算 的 ， 特殊 的 状态 反馈 预测 制导 系统 的 关机 方程 ,简称 为 有 


导航 计算 的 关机 方程 ， 然而 仅仅 为 了 控制 关机 ,复杂 的 导航 计算 并 不 是 必 有 须 通 ,因为 控制 
关机 只 需要 预测 出 


AS (t= (a, Ax(1x)) 十 和 At 
Oi 


并 不 一 定 需 要 象 飞 机 和 角 如 导航 系统 那样 ， 去 求 飞行 过 程 中 各 点 的 位 置 和 速度 我 们 可 
以 利用 摄 动 理论 和 状态 变量 方法 来 设计 直接 利用 加 速 魔 表 输出 量 进 行 反 馈 控 制 的 关 村 方 
程 ， 
首先 , 我 们 建立 射程 控制 系统 的 状态 方程 。 为 了 找 述 这 个 特殊 的 输出 反馈 控制 系统 
的 状态 变量 除了 火箭 质心 运动 的 六 个 参数 外 ， 还 可 以 引入 一 个 描述 关机 控制 的 关机 状态 
变量 天 (z)， 当 天 (KaA) 一 并 (了 ) 时 ,发 出 关闭 发 动机 的 指令 。 拱 述 关机 状态 变 最 天 (z) 与 
系统 输出 信号 ( 即 加 速度 表 测 量 的 信号 ws，zy，wr) 的 关系 的 微分 方程 
K = f(s, wy, we) (13.12-4) 


称 为 关机 状态 量 方程 ， 

注意 到 一 般 的 控制 系统 设计 的 且 的 ， 是 综合 出 满足 一 定 控制 指标 的 最 优 控制 规律 ， 
然而 在 射程 撑 制 这 个 转 殊 系统 中 ,控制 加 速度 的 形式 已 经 给 定 了 , 即 发 动机 推力 按 预 定 程 
序 变 化 ， 需 蓝 吉 以 控制 的 是 发 动机 工作 的 时 间 ， 即 让 发 动机 工作 或 者 让 它 从 某 时 刻 超 关 
闭关 机 方程 就 是 用 来 选择 发 动机 的 关机 时 刻 ， 设 计 潮 的 任务 就 是 要 找 出 用 系统 输出 量 
《ws 必 ,; 比 ) 表达 的 关机 方程 的 形式 。 显然, 只 要 我 们 找 出 关机 状态 量 天 (zt) 的 表达 式 ， 
就 可 设计 出 关机 方程 。 关机 状态 量 方程 (13,12-4) 中 函数 f 的 具体 形式 是 不 知道 的 ， 只 
有 通过 设计 射程 控制 系统 来 确定 。 下 面 我 们 就 来 讨论 这 个 人 问题 . 

射程 控制 系统 的 状态 方程 可 由 式 (13.10-12) 和 (13.12-4) 合并 得 到 


臣 王 AX 十 (13.12-5) 
系统 的 状态 变量 
x me (XY, 4 Xs Xe, ss Les Xr) = ves 2 Vers Xs yz, RK)', 
驱动 项 
uv 二 dy, wy dy, eta, 00, 0,0, Ey 


系数 泪 阵 为 
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Or Dr Oz 
0 0 bg Bg, Og 0 
| Br By Be 
0 0 0 bg. Bg: Og: 0 
Or By Oz 
0 0 0 


0 0 0 Bg Bg: Og: 0 
E 


1 
0 
0 


== 
Le 了 辽 二 人 
一 国 和 一 


0 
0 
0 0 0 
系统 的 测量 方程 ， DUA I 
w=0— gt GG=r, y, 7), (13.12-6) 
初始 条 件 w=0, vA(0) ys0s V0) = 0, vy(0) = v0, 
xf0) = y(0) Pe 2(0) = K(0) = 0. {13.12-7) - 
注意 到 ， 如果 按 条 件 天 (ma) 一 天 (到 ) 关机 ， 即 在 4 时 刻 系统 达到 零 控 无 偏 状态 ， 改 
A (ta 一 06、 因此 K(1) mm KOEa) sed 呈 0. (13.12-8) 
由 式 (13.11-24), (13.11-23) 可 知 
A (= Y 2 wh A -2 Se (i) 一 0。 (13.12-9) 


于 一 了 f 一 】 


现 取 和 (Gzo 一 i 四 (13.12-10) 
由 式 (13.12-8),(13.12-9) 和 (13.12-10) 可 知 ， 正确 的 关机 控制 必须 使 关机 时 刻 t 的 状 
访 变量 满足 以 下 关系 式 : 
J00) = >3 + OE An 一 KG 一 0， Ci 
i=1 Ox; Or 


我 们 把 二 (13.12-11》 作为 关机 方程 的 设计 指标 ,如 果 这 个 指标 得 到 满足 ,必然 使 
A (ti) 一 0 成 立 ， 于 是 我 们 的 问题 归结 为 ， 对 系统 式 (13.12-5)， 选 择 关 机 状态 变量 
K(), 使 其 在 实际 关机 时 刻 (zx) 满足 终端 设计 指标 Ka) 一 0. 

式 (13.12-5) 描述 的 射程 控制 系统 ,是 一 个 七 维 的 线性 系统 , 设计 指标 式 (13.12-11) 
只 与 主动 段 终端 状态 参数 有 关 ， 所 以 可 以 利用 线性 系统 的 伴随 泡 数 方法 来 进行 设计 。 式 
(13.12-5) 对 应 的 伴随 方程 为 


一 = 4 以 ， ER (13.12-12) 
由 布 利 斯 公式 得 到 和 
(2 x) | | ‘(1, war, Cy 
to i 
日 SA dF - 0% 
令 XFS 1) Bae hth £4) Be MCE £4) Ou 
g a 
01K 只， #4) ee 0 5 上 ， 24) 四 doz4, 14) We Bz 
h(t 11) = 一 | (13.12-14) 
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以 式 《13.12~14) 为 终端 条 件 , 解 伴随 方程 (13.12-12), 将 得 出 的 伴随 函数 代入 式 
《13.12-13)， 并 利用 起 《13.12-11》 可 得 出 


14) 四 2 Atx + hto, tvr0 TF (to fi) veo 
有 


+ | hry st 4d) + rs Dy + 6) + rs (ws + do) 

+ AAT, tof wr, Wy, We) ar = 0. ‘13.12-15) 
由 伴随 方程 (13.12-12) 显然 有 . 
ii1= 0, ‘(13.12-16) 
所 以 bt, 0) hf, ft) = 一 上 (13.12-17) 
式 (13.12-15) 可 化 为 


K(i) a 二 fbb, By wdr 


sr 2 ANi 十 ht, tvr0 二 sl fo, fi)V 0 
点 


+ | EC CA wl) }ar 


十 | tu, td 十 l(t, 有 dy + tslt 11)ds}dr, {13.12- 18) 
利用 分 部 积分 法 则 ,并 注意 到 伴随 方程 (13.12-12) 和 xp(a) 一 0, 式 (13.12-18) 可 化 为 
K(1) = OE wl) + E00) + EE wal) 
Cpck ok Ov 


十 1 rs w(t) + rs wr) + Mr war))ar 


十 A 十 h(t0, HV 0 十 A #0, 下 ) ve 


到 {ar, ia。 + br, ad + Wr, ds)ar, 《13.12-19) 
显然 标准 关机 状态 变量 六 (zx) 也 可 以 表达 成 类 似 的 形式 : 
K(I) 一 BE wm) 下 G0 + pt z 
+ {rs HBC) + Hs BCr) + brs Da)ar 
+ Cts Ov 十 Na TY 
+ | {hr Bd + hr, il Fro addr 《13.12-20) 


基 而 关机 条 件 可 表示 为 
K(14) ~— K(ii) = 0. {13.12-21) 


再 令 i Ari 十 和 (区 tv 二 Mto, 10) V0 
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+ {hlr, 了 有 十 hr ， tad, 十 ja(T， ta)ads}adr 
— [a 《nm， ER)V zn 十 XL to Pi}ve0 


+ 1 Te) ds + h(t, Bh)ds 二 h(t, Ha, ldr|. 13.12-22) 


2 天 关机 时 间 人 St 的 函数 ,因此 可 记 为 A 并 且 令 


HY 一 


RO) = OE BN) + i 本 5 (a) 
VyX ek 


| 人 


和 
KO 一 和 ws 人] + wD ~ tw lt) 
tr Ov, 
. [Cr， RS 中 we 十 le(T ,few (Tar : 
-十 OA)， | 四 
关机 条 件 却 (13. 12-21) 可 变换 为 ”| 
天 的) ey Kin) = 0, i {13. 12— 25) 


中 上 制导 计算 机 根据 加 速度 表 测 量 的 火 简 视 加 速度 We Wy Ws 不 断 按 式 式 (13.12=24) 计 
算出 Ko , 与 由 栋 准 弹道 天 定 的 当量 ?C24) 相 比 较 , 当 满 足 式 (13.12-25 ) 时 ， 人 
指令 ,关闭 发 动机 。 由 此 ， 得 到 加 速度 表 输 出 反馈 的 关机 方程 。 

KD 一 “KG) 一 Ro | cs 
和 关机 条 件 ，. “ EE 
Ac 一 Ka) 一 RoC 一 0， 《13,.12-27) 


13,13 缮 向 预测 制导 玉 最 人 按 和 


漳 尖 式 导弹 主动 芭 模 向 制导 系统 的 任务 是 控制 茵 点 横向 信 莽 第 13.11 节 中 给 出 的 
横向 偏差 公式 (13.11-37) 是 一 个 用 六 时刻 的 系统 状态 变量 x(zx》 预 测 落 点 横向 偏差 的 
线性 化 公式 ， 由 于 关机 时 间 4 是 按 射程 偏差 AS (ce) 一 0 来 选 定 的 ,因而 如 时刻 对 应 的 
落 点 横向 偏差 AB(e) 不 能 通过 选择 4 来 深 制 ,只 能 通过 对 主动 段 弹 道 进行 榨 制 ,才能 使 
六 时 刻 的 AB(A) 到 0 注意 到 式 (13.11-37) 是 落 点 横向 偏差 在 关机 点 素 勒 尾 开 式 的 一 
阶 项 , 它 只 在 关机 点 附近 才 近 似 表示 预测 的 落 点 模 向 偏差 ,但 是 到 十 分 接近 关机 点 才 来 深 
制 火箭 的 弹道 以 消除 主动 段 飞 行 过 程 中 于 扰 作 用 累积 的 偏差 AH(zx), 福 往 为 时 过 晚 ,在 
控制 能 力 有 限 的 情况 下 ,会 引起 落 点 横向 偏差 ,降低 制导 精度 、 因 此 必须 在 主动 段 飞 行 过 
程 中 求 出 合理 的 横向 导 引 信号 , 及 时 控制 火箭 的 飞行 弹道 ， 不 断 消除 干 抗 的 影响 ， 使 其 在 
关机 点 处 满足 落 点 横向 偏差 AHCi) ~ 0 的 要 求 ， 

我 们 已 经 有 了 用 闪 时 刻 的 运动 参数 预测 落 点 横向 偏差 的 公式 〈13.11-37)， 现 在 还 
需要 推导 出 用 主动 息 飞 行 中 任意 时 刻 + 的 运动 参数 预测 莫 点 横向 偏差 AH(z4) 的 公式 ,我 
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们 记 这 个 仿 关 为 二 站 , 然后 运用 极 大 值 原理 综合 出 消除 偏差 A £) 的 最 优 控 抽 
规律 . 
第 13.10 节 中 已 推导 山 弹道 火 条 主动 朋 运 动 的 摄 动 方程 为 
BX = A(x) 十 盏 SeD(t)， 
BX(i0) 一 Fx0. 
Wt) = WY) ~— Be), (13.13-1) 
视 加 速度 是 由 作用 于 火箭 上 除 地 球 引力 以 外 的 力 ， 即 发 动机 推力 和 空气 动力 引起 的 加 速 
度 , 视 加 速度 的 伪 差 是 息 准 力 偏差 、 “动力 偏 郑 和 欠 第 质量 仿生 等 因素 夫 同 造成 的， 因而 
可 将 5 由 作为 系统 的 干扰 项 . 
弹道 式 导 弹 在 主动 段 飞 行 过 程 中 ,由 于 各 种 干扰 的 作用 ,使 实际 飞行 弹道 偏离 标准 弹 
道 ,因此 + 时刻 之 前 干扰 作用 的 效果 直接 反映 在 + 时 刻 的 弹道 参数 偏差 5x(:) 上 ,主动 段 
“预测 ”的 任务 就 是 要 用 * 时 刻 的 运动 参数 偏差 5x(#)， 计 算出 落 点 横向 偏差 AH(i,)， 
横向 制导 系统 利用 AH(z4, ?) 形成 时刻 的 反馈 控制 信号 ， 以 消除 上 时 蓝 之 部 干扰 作用 
引起 的 落 点 横向 偏差。 显然 , : 时 刻 之 后 可 能 出 现 的 干扰 无 法 确 知 , 所 以 在 计算 ABCA， 
站 时 不 予 考 虑 , 即 是 说 从 * 到 1 的 预测 是 按 标准 条 件 进行 的 ， 因 而 有 


. wT) = 0, VTE (r,t]. (13.13-2) 
系统 的 摄 动 方 程 (13.13-1) 变 为 齐 次 方程 
5 人 一 4(DBx( 人 HE 人 go (13.13-3) 


我 们 的 目的 是 由 3x(z) 计算 AGE(A， 们 , 而 不 是 计算 3x(i4). 由 第 13:11 市 可 知 ， 横 向 制 
导 系 统 的 终端 受 控 参数 AH(ti), 是 关机 点 运动 参数 偏差 3x(it) 各 分 量 的 线性 组 合 .因而 
用 5x( 计算 ABCn， 的 问题 可 用 伴随 郑 数 的 方法 解决 式 〈13.13-3) 的 伴随 方程 为 


一 么 一 401， (13.13-4) 
由 布 利 斯 公式 知 
(MACE1)s EXC21)) 一 《Ai，BXC))。 (13.13-5) 
令 一 以 时 刻 的 终端 条 件 为 
\ | 
有) 一 他 到 中 (13.13-6) 
解 方程 《13.13-4)， 得 出 的 伴随 向 量 记 为 Me Ds 56 Ln, 0; 将 ze !) 代入 式 
(13.13-5) 得 
a(n O) = (6- 和 如 a) ceo) ~ Gets pa (13.13-7) 


AH(i 1) 表示 由 + 时刻 的 运动 参数 偏差 sx(2) 预测 的 荡 点 横向 偏差, 或 者 看 成 :时刻 以 
前 的 干扰 引起 的 落 点 横向 偏差 、 这 种 利用 伴随 函数 方法 进行 的 预测 ， 建 立 在 弹道 摄 动 的 
基础 上 ， 我 们 称 这 种 预测 制导 为 摄 动 预测 制导 .因为 A(z, 人 ) 可 以 在 导弹 发 射 之 前 预先 
计算 出 来 ，8x(:) 可 由 制导 系统 的 导航 计算 实时 给 出 ， 利 用 式 《13.13-7) 即 可 实时 计算 
ARECay !)， 用 AHCtis 介 作为 反馈 控制 信号 ,通过 横向 控制 系统 使 AH(44，:) 一 0， 即 可 
消除 飞行 过 程 中 干扰 作 胃 引起 的 横向 偏差 ,从 而 保证 在 实际 关机 时 刻 ABC 一 0. 

和 第 13.12 节 一 样 , 仅 仅 为 了 进行 横向 币 导 , 复杂 的 导航 计算 并 不 是 必须 的 .我 们 利 
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用 摄 动 理论 ,可 以 推出 直接 用 干扰 测量 值 8 必 预测 落 点 横向 偏差 AH(z4，z) 的 计算 公式 。 
对 方程 式 (13.13-1) 和 伴随 方程 (13.13-4) 运用 布 利 斯 公式 
(2, x) | -| (Xr), B eCr ar (13.13-8) 
并 注意 到 伴随 方程 (13.13-4) Wa 


(AD) 了 一 ta, 


在 不 考虑 初始 条 件 的 偏差 的 前 提 下 ， 即 5x(10) 一 0, 式 《13.13-8) 可 化 为 
AH(20) = (人 (RSxXKCAD)) 一 | (Xn rt), B wl(r))dar. (13.13-9) 
再 注意 到 由 上 到 的 预测 是 按 标准 条 件 进行 的 ,下 干扰 作用 为 零 , 即 
5wftr) 0, Yreélt,t]. (13.13-10) 
所 以 z 四 
ARC 及 一 | Ql 7), Bot(r))dr (13.13-11) 
利用 分 部 积分 法 ,在 不 游 虚 初始 干扰 影响 的 情况 下 有 
ARC 人 一 (Me 1), B00) — Yn 7) B dwr))ar 
= hte EOWA(E) 十 Noli, FBw (EE) + Mat Ow lt) 
二 | {hss FYB T) 十 sls4, TBW(T) + Meltis TIBw (rt) Yar, 
(13.13-12) 
上 式 是 利用 加 速度 表 测 量 的 信息 计算 落 点 横 疝 偏差 的 基本 公式 ， 
伴随 向 量 4Gi, ?) 是 随时 间 上 变化 的 ,实现 起 来 比较 复杂 , 在 某 些 情况 下 可 以 采 用 简 


化 的 预测 制导 公式 。 例 如 在 式 (13.11-37) 中 用 sx(z) 代替 Sx(tx) 以 后 , 即 可 得 到 最 简 
单 的 计算 公式 : 


AH(i, 1) = (8— a) ax())}. (13,13-13) 


这 种 简化 的 物理 意义 在 于 ,认为 5x(#) 中 各 分 量 互 不 相关 地 ,一 比 一 地 外 推 到 关 视 点 。 当 
+ 趋 近 于 太 时 , 式 (13.13~13) 逐渐 吾 近 式 (13.13-7)， 在 飞行 过 程 中 制导 系统 不 断 消除 
偏差 AH(#i, 旨 ， 关 机 时 刻 如 按 式 《13.13-13)》 实现 了 AEKety tt) 于 0， 也 就 实现 了 所要 
求 的 终端 条 件 . 


由 于 卫 一 部 = 是 党 向 量 ,以 式 (13.13-13) 作为 导 引信 号 使 制导 计算 变 得 十 分 简单 ， 
因而 这 类 简化 的 预测 制导 公式 曾 得 到 广泛 应 用 。 信 得 注意 的 是 ,以 上 简化 是 有 条 件 的 , 通 
常 的 运用 条 件 为 


(1) LH > OH (jn, ys); | (13.13-14) 
Hvis Oi 
(2) 一 1 较 小 .4 为 关机 时 间 ,*? 为 进行 导 引 的 对 间 。 


.由 条 件 (1) 可 知 ,在 落 点 横向 偏差 表达 式 (13.11-37) 中 ， 


5 RY sy 2) 
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是 主要 项 ,而 BC 一 +,y，*) 是 次 要 项 ， 再 机 上 条 件 (2)， 即 可 忽略 : 时 刻 的 可 


度 偏差 52,(z) ee 通常 在 小 偏差 条 件 下 , * 时 刻 的 位 置 偏 差 对 
关机 时 刻 的 速度 偏差 oj(x) 的 影响 也 是 可 以 忽略 的 ， 

当 上 述 简 化 条 件 不 成 立时 , 应 适当 注意 由 8x(r) 外 推 x(z4) 时 速度 偏差 和 位 置 偏差 
相互 间 的 有 影响， 实际 上 式 〈13.13-7) 和 (13.13-12) ee 
导 公 式 . 根据 对 具体 系统 的 全 面 考虑 ， 还 可 以 对 式 (13.13-7) 和 (13. 13-12) 作 其 它 
的 简化 ,使 其 既 保 证 制导 精度 又 便于 实现 ， 

最 后 我 们 讨论 一 下 如 何 应 用 最 优 控 制 的 方法 去 达到 预测 制导 的 零 控 无 偏 状态 ， 

弹道 式 导弹 制导 系统 按 式 (13.13-7)，(13.13-12) 或 (13.13-13) 计算 出 AH (#4, /) 
后 ,通过 控制 系统 可 以 产生 不 同形 式 的 控制 加 速度 ,改变 火箭 的 质心 运动 以 消除 落 点 横向 
偏差 .对 这 一 消除 偏差 A8(r, 5 的 控制 过 程 , 可 以 应 用 最 优 控制 理论 中 的 极 大 值 原理 ， 
综合 出 最 优 控制 。 注 意 到 我 们 研究 最 优 制导 系统 时 ,目标 集 是 主动 段 终 端 (由 关机 点 ) 满 
足 约 东 条 件 

AH(t4, £1) = AC, HR) BX 0 {13.13-15) 
的 状态 集合 ,也 可 以 是 主动 段 飞行 过 程 中 满足 约 东 条件 
AR T) 一 (CT)，Bxftkt)) = 0, TEltw, #41 (13.13-16) 
的 状态 集合 ， 显 然 , 前 者 仅 是 后 者 的 特例 .我 们 称 满足 式 (13.13-16) 的 状态 为 禹 向 制导 
系统 的 “ 零 控 无 偏 状态 "?， 由 基本 公式 (13.13-5) 可 知 
(Altts 4), EXCEL)) (AC, 2), EXC2)), E(to, tel, (13.13-17) 
如 果 在 :一 了 时 刻 (Te (to, c) 火 笠 的 运动 状态 满足 条 件 : 
AH(#t1, T) = (Mt, T), 8x(T)) 一 0， “(13.13-18) 
只 要 了 时 刻 之 后 不 出 现 新 的 干扰 作用 ， 则 必 有 
AH(ti, 5) =0, vre[T, t). | (13.13-19) 
因此 ,在 ZT 时 刻 之 后 , 横向 制导 系统 的 反馈 控制 信号 为 零 , 火箭 在 不 受 干扰 也 不 受 横向 控 
制 加 速度 作用 的 情况 下 ， 将 按 标 准 条 件 飞 行 ， 并 在 预计 关机 时 刻 保 证 AH (t,t) 二 0, 
所 以 我 们 称 主动 段 飞 行 过 程 中 满足 式 《13.13-18》 的 飞行 状态 为 零 控 无 偏 状态 ， 从 式 
(13.13-18) 还 可 以 看 出 , 零 控 无 偏执 态 是 六 维 状态 空间 中 的 五 维 流 形 ,因此 也 可 称 为 零 控 
无 偏 流 形 ， 按 早期 弹道 式 导 弹 横 向 制导 系统 中 习 用 的 术语 “ 射 面 来 说 ,也 可 以 称 这 个 堆 
控 无 偏 流 形 为 “广义 活动 射 面 ?。 只 要 导弹 的 运动 状态 参数 达到 这 个 射 面 , 预测 的 落 点 横 
疝 偏 差 就 为 零 , 如 果 没 有 新 的 干扰 , 导弹 就 沿 广 义 活动 射 面 飞行 , 不 再 需要 标准 状态 之 外 
的 制导 反馈 控制 。 如 果 出 现 新 的 干扰 ,导弹 又 会 偏离 “ 射 面 ”, 横向 制导 系统 将 控制 导弹 ， 
消除 偏差 以 达到 新 时 刻 所 建立 的 广义 活动 射 面 之 内 ， 可 以 看 出 ， 广义 活动 射 面 是 随时 间 
变化 的 五 维 流 形 . 

对 于 具有 标准 弹道 ， 并 按 摄 动 理论 设计 的 弹道 火箭 制导 系统 来 说 ， 零 控 无 偏 状 态 代表 
了 飞行 控制 过 程 中 的 标准 状态 。 显 然 制 导 系统 应 尽量 保持 这 种 标准 状态 ， 尤 其 在 关机 点 
附近 ,应 尽量 减少 弹道 的 扰动 , 使 系统 尽早 达到 标准 状态 并 稳定 地 保持 这 种 状态 , 对 提高 
制导 精度 是 有 益 的 .对 于 某 些 弹道 式 火箭 , 若 能 尽早 处 于 零 控 无 偏 状态 ,还 将 大 大 节省 控 
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制 能 量 , 这 对 某 些 情况 来 说 是 十 分 重要 和 的。 向 零 控 无 偏 状态 导 引 的 最 优 控 制 指标 ,可 以 根 
据 具 体 要求 来 确定 。 直 面 以 最 速 控制 指标 为 例 ,综合 出 闭环 的 最 优 控制 律 . 
为 了 研究 间 ] 题 方便 起 见 , 将 火 第 主 动 段 的 摄 动 方 程式 (13.10-4) 改写 为 
bu) = G(r(7) + wy, 
6r = 6U, 
. Bx(t0) = xy = {6v0, 6r0) | . (13.13-20) 
Bx(t) = (BU(2), Er) (Bo 61, Bvss Bx, By, Dz) 
表示 火箭 运动 参数 的 偏差 . 控制 加 速度 可 写 减 


ul fn (13.13-21) 
X02) 为 单位 向 量 ， ee 汪 区 的 放出， f(z2) 表示 控制 加 束 度 的 大 小 ， 控 制约 束 条 
件 为 
oCN) EF 《常数 )， lpke 一 1 (方向 任意 )。 {13.13~22) 
假定 初始 偏差 为 sxzo 对 应 的 预测 落 点 横向 侦 差 是 
成 APEC， t0) 四 (XC 10), Ext{i0)) 所 Us | 和 (13.13-23) 
控制 性 能 指标 为 
了 一 “Ja La (13.13-24) 
目标 集 由 下 式 确定 : 人 
AH T) 一 (Cs T), 一 0. 大 13-29) 


pe (13.13-20) 及 约束 条 件 式 〔13.13-22) 和 (13:13-25), 使 性 
能 指标 式 (13.13-24) 达到 极 小 的 最 速 控制 (2)， 
我 们 已 把 横向 制导 系统 的 设计 问题 ， 化 成 了 最 速 控制 系统 的 设计 问题 .下面 我 们 应 


用 极 大 值 原理 来 进行 设计 ， 
按 最 优 控制 理论 ， 系统 的 哈密 顿 冰 数 如 为 
z = (0h, GC)or) + (th, Im) 十 《只 ， 80) - 一 - 1， (13.13-26) 
伴随 方程 为 
i (13.13-27) 
模 截 条 件 为 
PDCA T), 5x(T)) p00 T),6x(F)) 
p(T) 一 D5) , BiC7) oman) 《13.13 _28) 
式 中 必 为 待定 常量 ， X(tis T) 是 方程 式 (13. 13-4) 在 终 间 条件 式 (13.13-6) 下 求 出 的 伴 
随 向 量 , 记 


ACts, :) GG, 10) M(H, 1))', 
ee {1) m= (X(t £), M2 1) ,Mats 0) ), | 
Ms DD) Chltrs 1), sts £), Meltas #))", (13.13~29) 
等 式 (13.13-25) 可 改写 成 
Cans T); ox(T)) = Ge TY eo(T)) + CX 7), ar(T)) 一 0. (13.13-30) 
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由 横 截 条 件 式 (13.13-28) 得 到 


BT) = dr TY PT) = ht, T). (13.13-31» 
注意 到 伴随 方程 式 《13.13-27) 和 样 随 方 程式 (13.13~4) 是 同一 个 方程 的 两 种 不 同 写法 ， 
于 是 可 以 得 出 

DC = dr ), (13.13-32) 
由 极 大 值 原理 , 为 使 控制 指标 了 达到 极 小 , 应 选取 最 优 控制 总， 使 哈密 顿 函数 达到 极 大 ， 
因而 最 优 控 制 站 为 

BD FD FA 巧 (13.13-33) 


F 。 
ood 一 后 反光 
式 《13.13~33) 表明 ,最 优 控 制 加 速度 其 数值 应 取 最 大 导 民 , 其 方向 或 者 与 (4,,z) 同 向 ， 
或 者 与 如 (tk， 旨 反 向 .为 了 找 出 最 优 控制 与 初始 状态 变量 xo 之 间 的 关系 ， 我 们 将 式 
(13. 人 代 人 状态 方程 式 (13.13~20)， : 


30 一 Cr 十 站， 6F 二 8v0, ”1313-34) 
设 式 (13.13~34) 的 基本 解 阵 为 
本 Puls, 5) 1s, 5) (13,13-35 
WA ( Puls, s) Dntlt, 9 
方程 3 13-34) 的 解 可 表示 为 
v0 _ Bv( 10) &(s) 
(570)) — ls, (pr, i | ec 5 ) ( ) 


将 式 (13.13-33) 代入 式 〈13.13-36), 并 令 :一 了 , 可 得 
F(t4, s) 
pe pe 中 op | Pul7, "De 
. cm 加 oe : i 
Br(T) dr(z0) wal Fhr(Cti, 5s) (13.13-37) 
/ \ ear， Oe De pas): | 
再 将 式 (13.13-37) 代 人 式 (13.13-30) 得 到 | 
An, T), Ex(T)) = (MC, T), GT, to)8x(20)) 


十 TT HC T) 一 0。 (13.13-38) 
式 中 
|. Bul7, 7) 了 人 (CBA 5) jy, 
。 | 人 
ape 站 一 | Xe 7), EC (13.13-39) 
/ | ea DAA 


假设 x, y 分 别 表示 两 个 * 维 向 量 , 4 表示 # 阶 方 阵 , 4* 表示 4 的 伴随 和 矩阵, 于 是 有 关系 
式 : . » ， "a 
(x, Ay) = (Ax, y) (13.13-40) 
成 立 。 利 用 式 (13.13-40), 将 式 (13.13~38) 右 端 第 一 项 化 为 
CAlt1s TY, DET, soxXCE0)) = (PET, tN, T), x(t0)), (13.13-41) 
可 以 证 朋 
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PT, 10) BAT, 0) Ai to0) eo PT, tA T), {13.13-42) 
利用 式 《13.12-41) 和 (13.13~42), 可 将 式 《13.13~38) 表示 成 
AH({it, T}-=» 《Cs FP dx(T)) 


we (Ars, 10), 6x(10)) 十 -ss AH’(ti, 了 ) 


|z! 


m AH(CE to) 十 A T) 0, (13.13-43) 
多 AH*(z4，T) 的 定义 式 (13.13-39) 可 内 ,由 于 在 [io, 了 1 时间 间隔 内 控制 加 速度 站 (四 起 
作用 , 引起 人 了 时刻 运 动 参数 变化 , 相应 地 工时 刻 的 预计 落 点 横向 偏差 世 要 变化 , 其 改变 最 
为 AH*(z, T)、 式 《13.13-43) 表明 ,初始 状态 5 对 应 的 预计 落 点 横向 和 仿 差 AH(i4, 10)， 
经 [io,T] 区 闻 内 的 控制 加 速度 的 作用 完全 消除 了 。 击 式 〈13.13-43) 可 知 


jABCts TO oe [SH to}|. (13.13-44) 

由 式 《13.13-44) 可 求 出 时 间 了 , 由 式 (13.13-39) 可 求 出 AH"(t4，T), 由 式 (13.13-43) 
得 到 0 

sn (13.13-45) 


Hae] ABC TY 
将 式 (13.13-45) 代入 式 (13.13-33) 可 得 最 优 控制 


LAG MOD) pp a 
MO oT aes T) Gn, OF we 


将 控制 过 程 中 任意 时 刻 :作为 初始 时 刻 ,可 得 到 最 优 控制 加 速度 的 解 : 


ABC ,1) M(t 7) 
Rr) “ AH 7 7 hr 1 , (13.13-47) 


式 (13.13-47) 表明 ,向 零 控 无 偏 状 态 导 引 的 最 速 控制 加 速度 ,必须 与 向 量 "(si, 1) 平行 ， 
当 AHG DA 7 0 时 ,了 权 加 (后 的 负 方 向 , 当 AH D/AH*(t, TT) 之 0 
时 , 取 (my t) 的 正方 向 ， 而 且 最 速 控 制 加 速度 的 数值 应 取 人 允许 的 最 大 值 。 控制 加 速度 
只 在 fm, T] 区 间 内 起 作用 ,时 刻 横向 制导 系统 到 达 零 榨 无 仿 流 型 ， 如 无 新 的 干扰 作 
用 ， 横 向 控制 加 速度 则 为 零 ， 火 箭 洛 横向 零 控 无 偏 流 型 飞 到 关机 点 ， 保 证 落 点 横向 售 差 
AE(A) 一 0， 伴随 向 量 MA。 #) 可 由 系统 的 伴随 方程 在 给 定 的 终端 条 件 下 求解 , 而 伴随 
方程 和 终端 条 件 都 是 由 火箭 主动 段 的 标准 飞行 条 件 确定 的 ， 因 而 最 优 深 制 加 速度 的 平行 
方向 XG /1 和 Ga LL 是 已 知 的 ， 只 随时 间 : 而 变化 。 当 横 向 制导 系统 实时 计算 
AH(z4, 1)，AH*(i4, T) 时 , 按 它 们 的 符号 即 可 完全 确定 最 优 控制 加 速度 的 方向 ， 


第 十 三 章 的 附录 振动 系数 的 计算 


F, 6 和 万 是 由 方程 组 (13,1~14) 所 定义 和 的。 它们 包含 有 参数 z，4，, 会 和 NN， 根据 方程 (13.1-2) 
和 《13 .1~13) 所 给 的 定义 ,这 些 参 数 可 以 写成 下 列 形式 : 
| z= 
w’ 


4 = 世 六 PACL Vr + (ve + wy)’, 
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sl 
和 人 二 一 一 CpYWr 上证. + w)! 
DACD YI? 十 《pe ) 
N= 李宁 pACu{v: + (ve 十 tw)!}, ne {13.A—1) 


其 中 的 空气 动力 系数 CL， Co 和 Cw 都 是 冲 角 a, 升降 舵 角 7， 马赫 数 妇 和 时 诺 数 Re 的 函数 ; 这 些 空气 
动力 学 参数 与 飞行 路 线 的 各 个 量 显 然 有 以 下 的 关系 ; 


= 一 6 一 oa {13.A-2) 


sw Lr 
ve + wi” WV a(r)’ 加 u(r)” 
其 中 ar) 是 空气 的 音速 ,py(r) 是 空气 的 粘性 系数 ， 这 两 个 量 都 是 高 度 " 的 通 数 ， 在 以 下 的 计算 中 ， 推 


力 s 只 看 作 是 高 度 的 函数 。 我 们 也 假定 空气 在 各 个 高 度 上 的 化 学 成 分 都 与 标准 大 气 的 情况 根 同 ; 只 有 
密度 2 和 温 窒 了 与 标准 值 不 相同 所以， 在 任意 高 度 上 es 和 上 的 眉 差 都 只 是 由 于 温 寥 工 的 偏差 而 产生 


的 ， 
对 于 三 来 说; 
05 £8605 67 by 
z WE "TP WO 
所 有 其 余 的 偏 导数 都 是 零 。 
对 于 4 来 说 : . 
Or par Cr, ORe V: dr Cr ON C, ORe . 
1 Cr |- MM ec 1 de _ Re OC, 1 二 
WE Cc Be CL OM adr Cr Op dr 
84 _ ss( M BCr Re OCL et Ost 
Os, Pi\c: Ou Cr ORe UC Oe vv, 
DA ve 2 (2 MM DOP Re BC 1 CL Vy 
二 民 -1 
Orp CL BM CL Re + 1 ‘Cr: ‘Gr ve + 
0, a 1 SCL 
DB Cr ec ， 
DA 1 DC 
Br Cr Or’ 
OA = 1 Re SR 
60 - S(t+ C! ORe 
oT Cr OM 27 Cr ORe Hp OTH’ 
01 ve 十 2( MM DCT Re DCT 1 OCr wy, )= [op 
Dw i [起 Cr OM CL ORe 下 Cr Ge ve 二 y Da ? 
dl A 
_ 13.A-4 
OW WwW” ( ) 
只 要 在 方程 (13.4-4》 中 用 入 代 蔡 4 以 Cp 代替 CL 就 可 以 得 到 入 的 各 个 偏 导 数 。 这 里 不 再 写 出 。 对 
于 N 米 说 : 


ON 1 sl Re 5 1 dw [( M OCx Re OC ) 
Or 信 dr se Cy ORec 本 V’: dr Cum OM Cx ORe 


1 dCw | M Cy 1 da Re GeCw 1 Ap 


“(rt Coa | TC Ma Cr eV ar)? 
ON La MM OC Re CA mn. 1 OCm we 十 “) 
av， TANCu OM CN ORe Ca Da sw, 和 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 www. fineprint, com cn 


502 第 十 二 童 ” 摄 动 理论 和 制导 系统 


.te—— rp en 


ov et (A Cu , Re cu L241 1 BC vv, 2 


op Vt Cy “Om Cm ORe Cu Or vo 十 此 
Ee 
Or Cum Or? 
So Cu ORc 
ds 9cw 1_ + .Re 直入) 
oT Cu OM 2 工 Cu GRe ££ 67 
ON _ BN 
Ow Ore > 
ON N 
页 ”了 (13.A-5) 
根 问 以 . 上 这 些 偏 导 数 ,系数 zs，5 上 就 不 难 算出 : 
OF 65 dw GA 上 A va 3 
一 一 -一 一 一 一 一 峙 一 一 -一 多. 
A By ue 3 十 《wa 十 机 + (全 土台 ) 
£ 
-2 和 (0)+22(2)， 
r \r + \r 
OF so 04 . .6A 
fp; 一 死 = Zcop+ (vo 十 WI 一 vr -58 
oF OA 
i “kd i pe 
DF A BA v 
84 一 pA -+2( 和 +0), 
OF S44 心态 
ay i es 
oF 1 DA 
We 
OF | OA 
("+ wg 7 
OF BA OA 
A 
OF 5 OA 
Wy = 3 snp + (ve 二 ww) -5 一 -5 人 
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发 动机 关 栅 忆 后 ,推力 5 就 消失 了 .因此 ,在 :> 时 ,Z 和 的 各 个 偏 导 数 都 等 于 零 ， 
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在 以 前 各 章 里 ,条 统 的 输入 是 确切 知道 的 时 间 函 数 ， 但 是 在 很 多 控制 系统 中 ,输入 信 
号 并 不 是 确切 知道 的 ,内 能 用 某 些 统计 特性 加 以 措 述 ， 例 如 ,由 于 空气 的 湛 流 在 飞机 的 机 
辟 结 构 内 引起 的 运动 和 应 力 就 属于 这 一 类 问题 ， 在 这 个 例子 中 ， 可 以 把 随时 间 变 化 的 气 
流 状态 看 作 是 系统 的 输入 , 它 是 一 个 随机 函数 ,只 能 知道 它 的 统计 特性 。 机 权 的 应 力 是 系 
统 的 输出 , 它 也 是 一 个 随机 函数 ,也 只 能 知道 它 的 统计 特性 。 随 机 输入 的 另 一 个 例子 就 是 
控制 信号 中 的 噪声 。 在 本 章 电 , 我 们 讨论 随机 输入 作用 下 控制 系统 的 分 析 , 而 在 下 一 章 则 
将 讨论 设计 问题 


14.1 随机 变量 和 随机 向 量 


随机 量 是 通过 概率 来 描述 的 ， 概 率 论 是 讨论 和 处 理 随 机 量 的 理论 基础 ， 所 以 我 们 首 
先 回 亿 一 下 几 个 基本 定义 。 在 讨论 有 关 构 率 的 问题 时 ，、 最 重要 的 概念 就 是 概率 三 葛 守 ， 

(1) 基本 事件 空间 9:0 是 一 个 集合 , 它 包 含有 限 个 或 无 限 个 元 素 中 ，ow 友 做 基本 事 
件 . 

例如 , 如 果 认为 实数 轴 上 所 有 点 都 是 基本 课件 , 则 基本 事件 空间 08 就 是 整个 实数 轴 ， 
0 内 包含 了 无 限 个 而 且 是 不 可 数 的 基本 究 件 w. 

(2) 事件 体 多 .在 2 内 规定 某 些 于 集合， 每 一 个 子 集合 称 为 率 件 。 所 有 这 些 规定 
好 的 子 舍 合 的 全 体 山 微 事 件 休 天。 急 要 满足 下 面 几 个 要 求 ; 

a) 基本 事件 空间 2 也 是 一 个 事件 , 用 集合 的 符号 表示 即 9e 名 ;b) 知 果 可 数 个 事 
件 都 属于 事件 体 多 ， 那 么 它们 的 并 也 属于 事件 体 多 ， 即 若 4 多， 一 1， 2 
则 U 4.€ 多; c) 如 果 事 件 4 属 于 事件 体 .多 ,那么 它 的 逆 事件 也 属于 事件 体 ,多 

例如 ,在 实数 办 上 存在 从 某 个 整数 wm 开始 到 另 一 个 整数 wy，oo4 > oo 为 止 的 半 开 区 
间 [ws oz) ,这 种 半 开 区 间 的 并 我 们 称 之 为 事件 ,如 41 = [0, 5), 4 一 [一 2, 一 1)U [0, 
5),……。 因 此 事件 体 . 多 就 是 所 有 这 种 半 开 区 间 的 并 的 全 体 ， 显 然 ,多 是 满足 4),b), <) 
三 个 要 求 的 . 

(3) 概率 P, 对 于 中 每 一 个 事件 4 存在 一 个 实数 p{4}, 我 们 称 它 为 集 件 4 的 概 
率 , 它 应 满足 下 而 三 个 要 求 : 2) P 的 取 值 在 0 到 1 之 闻 , 即 对 4E ,0<<piA4} 才 1; 
b》 基本 事件 空间 9 的 概率 等 于 1， 即 pL8} 一 1; e) 两 消 不 相交 的 事件 的 联合 概率 等 于 
这 些 事件 的 概率 的 和 , 即 车 4se 多 ,mn 一 1,2，…, 而 县 A Aj ,i 坟 j, i 1， 
2,…， 则 {UJ 4.} 一 D2 p44} < 1 右 端 级 数 总 是 收 全 的 , 且 其 极限 小 于 等 于 1 


1) 二 表示 恒 不 可 能 的 事件 或 空 集 ，4 作 4; 二 $B 表示 4 有 ,44 两 个 事件 不 可 能 同时 发 生 ， 


rv nh OT A Po 一 
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例如 ,对 上 面 规定 的 事件 体 我 们 规定 事件 4 二 [ol oz) 的 概率 是 


1 fe 
p{A} ~ 27 |、 ce dn, 
显然 这 样 规定 的 概率 是 满足 上 面 三 个 要 求 的 . 
即使 基本 事件 空间 9 是 一 样 的 ,根据 不 同 河 题 的 不 同 需要 可 以 有 不 同 的 事件 体 多 -和 
不 同 的 概率 P。 即 使 2 和 多 都 一 样 ,由 于 客观 实践 的 规律 不 同 可 以 有 不 同 的 概率 函数 测 
度 p, 于 是 ,多 中 的 每 一 个 事件 有 它 不 同 的 出 现 概 率 。 因此 三 要 素 {9, .多 , P} 应 该 看 为 
统一 的 整体 ,后 老 常 称 之 为 概率 场 或 概率 空间 。 
今后 在 研究 某 一 个 概率 问题 时 ,应 该 以 同一 个 概率 场 ( 三 要 素 ) 出 发 ， 同 一 个 问题 中 
不 允许 出 现 两 个 不 同 的 概率 场 。 例 如 ,进行 两 个 随机 变量 同时 参加 的 运算 中 ,它们 应 该 定 
义 在 相同 的 概率 场 上 ， 
从 贸 率 场 (三 要 素 ) 出 发 我 们 可 以 给 出 随机 变量 的 严格 定义 。 假 定 X(w) 是 定义 在 基 
本 事件 空间 0 上 的 单 值 实 函数 ,后 者 的 取 值 范 畏 是 整个 实数 轴 。 且 对 任意 一 个 实数 >, 一 
切 满 足 于 不 等 式 X(w) < * 的 wm 的 集合 是 事件 体 . 儿 中 的 事件 , 即 {o:X(o) < xje 多， 
那么 我 们 称 XCw) 为 实 随 机 变量 ,函数 W(x) ~ p{X(w) < x] 称 为 随机 变量 X 的 概率 分 
布 泗 数 。 显 然 , W (s) 是 一 个 单调 非 降 的 左 连续 函数 , 它 只 取 正 值 ,并 且 W( 一 co) 一 0， 
WP(+00) 一 1， WW(#) 对 x 的 导数 (如 果 存 在 的 话 ) w(*) 一 -全 -W(x), 称 为 随机 变量 x 
的 概率 密度 函数 ， 如 果 我 们 引进 5 函数 ,那么 概率 密度 函数 w(x) 对 常见 的 随机 变量 都 是 
存在 的 ， 例 如 ， 随 机 变量 X 取 值 x 的 概率 为 p;, 那么 仇 (x) 在 xs 点 有 一 个 数值 为 p4 的 
跳跃, w(z) 含有 一 个 p48(x 一 zt) 的 分 量 ， 由 F(x) 的 非 降 姓 可 知 w(*) 恒 取 非 负 的 信 . 
当 一 个 随机 变量 的 概率 分 布 函数 或 概率 密度 函数 为 已 知 时 ， 就 认为 此 随机 变量 已 给 定 
由 此 可 知 ,只 有 概率 场 [0, 9 , P} 和 函数 X(o) 二 者 联合 起 来 才 决 定 一 个 随机 变量 ， 
随机 变量 XX 的 主要 数 信 特 性 定 义 如 下 
X 的 数学 期 望 ( 本 章 用 符号 “--> 表 示 数 学 期 望 ) 
i | zw(s) das; . (14.1-1) 
的 函数 KX) 的 数学 期 户 
. KX) = | KeDwcoers (14.1-2) 
X 的 方差 z 
iim [RR | (x 一 更 jw(zdx (41-3) 
由 方差 的 定义 可 知 0 守 9, 当 随 机 变量 恒 到 常 值 时 o3 等 于 零 . 
现在 来 考虑 建立 在 同一 个 概率 场 {0, .多 ,P} 上 的 两 个 随机 变量 大 与 了 。 单个 随机 变 
量 X 的 概率 密度 函数 是 wx(z)， 单 个 随机 变量 了 的 概率 密度 函数 是 wy(y)， 事件 4 一 
{o:X(o) < >, Y(e) < 外 是 同时 满足 X(o) < x*，Y(o) < y 的 w 组 成 的 集合 , 它 的 概 
率 p{4) = p{X 之 x 了 之 y) W(x,y) 称 为 两 个 随机 变量 X 和 Y 的 联合 概率 分 布 函 
数 。w(r, y) 一 (x,y) 称 为 X 和 Y 的 联合 概率 密度 函数 ， 如 果 随 机 变量 X 取 什 
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z 的 概率 不 为 零 ,事件 B 一 {w:X(w) 一 *, Y(o) <? 的 概率 记 为 zt3}， 那么 


Wux le) = 1) 


称 为 X 取 x 值 时 随机 变量 Y 的 条 件 概 率 分 布 削 数 。 如 果 X 在 实 轴 上 连续 取 值 ， 那 么 X 取 


某 一 点 值 的 概率 等 于 零 ,这 时 
Wyx(ylx) = limP{Y 心 ee 六 二 x 十 i 


二 im 下 了 < 7 EX<r 二 +h 4 (14.1-5) 
+0 Pir 过 r+ kh} 


wyix(y |x) = Wyx(yjx) 称 为 条 件 概率 密度 函数 ， 显 然 ,下 面 等 式 成 立 : 


w(x, 37) = wx Cr) wyxCy lr) 一 wy(CyJOxIYCY|y)。 (14.1-6) 
如 果 w(x, 9) 一 wx(s) wy(y), BD wnxty|x) = wry), wxrKz|y) wx(x)， 那 么 称 X 
和 Y 是 互相 独立 的 。 在 一 般 情况 下 则 是 wylx(y1x) 二 wr(y)， wxly(x|y) 二 wx(x), 所 以 
w(xsy) 二 wxlx)wyly) 单个 随机 变量 的 概率 密度 函数 可 以 由 联合 概率 密度 浮 数 求 得 : 


Wx (x%) ma | tx ydy, wrly) 一 加 wlx, y)dx. (14.1-7) 
J XY 也 是 随机 变量 , 它 的 数学 期 望 是 
XY 一 [GS | rywlx, y)dxdy, 《14.1-8) 
我 们 把 
rzy = [XC— XI][Y — Y] {14.1-9) 
称 为 XX 与 Y 的 相关 系数 ,显然 有 rxy 一 ryx. 
pxY ™ 一 rxy | (14.1~10) 


称 为 与 了 的 比 相关 系数 , 由 于 对 任意 的 a, 5，[。 葡 十 5 荆 ) 这 个 随机 变量 的 方差 总 是 
xX Y : 


大 于 或 等 于 零 的 ,所 以 显然 有 jpxyj 委 1。 如果 pxy 一 土 1 ,那么 X 和 Y 有 完全 相互 依赖 的 
关系 。 如 果 pxy 一 0, 即 >xy 一 4， 则 称 随 机 变量 X 与 Y 是 互 不 相关 的 ， 如 果 及 与 了 互相 
独立 , 那么 码 与 Y 一 定 是 互 不 相关 的 ;但 是 如 果 和 与 了 互 不 相关 , 那么 它们 不 一 定 互相 独 
立 。 类 似 地 

FRE (yunaly ls)ay (14.1-11) 


称 为 X 取 x 值 时 Y 的 条 件数 学 期 望 。 如 果 民 与 了 互相 独立 , 则 《7| 和 到 zx) e Y. 

如 果 随 机 变量 饼 可 以 写 为 X = Y 十 5， 其 中 Y 和 2 是 定义 在 同一 个 概率 场 上 的 实 
随机 变量 ,那么 X 称 为 定义 在 这 个 概率 场 上 上 的 复 随机 变量 。 其 的 复 共 斩 随 机 变 虹 是 发 "一 
Y 一 这， 本章 用 ”“*? 号 表示 复 共 斩 值 。 对 十 复 随 机 变量 ， 数 学 期 望 是 个 复数 

X=Y++iZ, (14.1~12) 
方差 却 是 正 实数 
or- [X— X][X— X)* =m|X— X002. {14.1-13》 
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” 两 个 复 随 机 变量 发 与 全 的 相关 系数 定义 为 

rxw = [X — Xlw — Wi*, (14.1-14) 

显然 有 rx fx | rxw| TxOW, 
现在 来 讨论 随机 变量 序列 的 极限 ， 在 普通 数列 的 极限 问题 中 ,如 加 数列 {x,},n 一 1， 
2 > “满足 lim ja | xn| - 0 ， 2 为 某 一 常数 , 则 A me limzx,, a 称 为 数列 {xs} 的 极限 . 在 
随机 问题 中 随机 变量 序列 1{X,}，, n 一 1, 2 … 不 能 按 一 般 方 靶 取 极 限 ， 随 机 变量 模 的 平 
方 的 数学 期 望 是 一 个 数 ,可 对 这 种 数列 取 极 限 。 假 定 对 一 个 随机 变量 序列 {X。,} 存在 一 个 
随机 变量 X, 使 lm |X 一 X,| 一 0， 那么 就 称 为 随机 变量 序列 {X。} 的 均 方 极限 ,用 
XX 一 1im.Xs 来 表示 ,以 便 区 别 于 一 般 的 极限 ， 今 后 在 随机 的 极限 问题 中 ,如 求 导数 或 求 


积分 的 运算 中 常 采 用 均 方 极限 ， 
如 果 g(X) 是 实 随机 变量 X 的 一 个 非 负 夯 数 那么 


gCR) m= | se) wr) 2 天 | wlx)dr. 


pir 


后 面 一 个 积分 是 在 所 有 满足 g(x) 之 的 部 分 上 进行 的 ， 这 个 积分 正好 就 是 p{g(X) 之 
政 }， 所 以 
pg(X) > K} < 二 民 X) (14.1-15) 


称 为 切 比 雪 夫 〈de6eluieg) 不 等 式 ， 现 在 取 gC《X) 一 (X 一 ,那么 g(X) 中叶 ， 设 
K 一 Re ， 就 可 以 得 到 必 耐 梅 - 切 比 雪夫 (Bicnayme-de6pIueB) 不 等 式 
PUI | > kos} = pIX — XP > Co < (14.1-16) 


”如 果 数 学 期 望 为 零 的 随机 变量 序列 {X,} 均 方 收敛 于 X (数学 期 望 也 为 零 ), 即 X= 
Li.mX。， 那么 任意 给 定 小 的 s > 0 由 不 等 式 (14.I-16) 就 可 以 得 到 


p{|X— X,| > e} < enn. 青 由 均 方 收 雍 的 定义 ,由 ofx-xw 王 |X 一 X,| 人 一 
0, 则 可 得 出 Bm p{ |X 一 X。j > 8} 一 0。 这 就 是 说 ,如 果 序列 {X。} 均 方 收 全 于 X, 那么 


X 也 是 序列 {X。} 在 概率 上 的 极限 ,或 {X。} 依 概 率 收 剑 于 式 . 

这 种 序列 极限 的 一 个 十 分 重要 的 例子 是 所 谓 的 中 心 极 限定 理 ， 在 很 多 实际 问题 中 ， 
一 个 随机 变量 往往 是 由 许多 相互 独立 的 随机 因素 的 影响 而 引起 的 ,每 一 个 因素 在 总 的 影 
响 中 所 起 的 作用 基本 .上 是 均匀 地 大 小 ， 我 们 可 以 把 这 种 随机 变量 看 作 是 许多 个 相互 独立 
的 随机 变量 的 和 ， 每 一 个 随机 变量 的 方差 远 小 于 总 的 随机 弯 基 的 方差 。 那么 不 管 每 一 个 
随机 变量 的 概 李 分布 函数 如 何 ,它们 之 和 的 极限 随机 变量 的 概率 分 布 将 是 高 斯 分 布 (也 称 
正 态 分 布 )， 


ed 1 -© {a ee 
ee xp{ BE (14.1-17) 
这 就 是 中 心 极限 定理 由. 

我 们 现在 来 讨论 随机 向 量 。 由 建立 在 同一 个 概率 场 上 的 4 个 随机 变量 X), X,,*''X。 
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组 成 了 一 个 # 维 随机 向 量 
X (Xl, 从 3 X,) | 、 (14.1-18) 


对 旭 中 给 定 的 元 w、 关 (ww) 是 一 个 # 维 列 向 量 x 二 (zy x2，*…' sx)。 随机 向 最 大 的 概 
率 分 布 (或 密度 ) 函数 就 是 名 个 随机 变量 Xl1, 从 35 和 全 的 联合 概率 分 布 《或 密度 ) 哨 


数 。 它 有 如 下 特性 : 
全 ， | wx(X) dr dx wx, (x1), (14.1-19) 
| 本 | wx(X)dz3 drs = Wx x x1s 72), (14.1 20) 
于 是 可 以 推 得 随机 向 量 万 的 数学 期 望 关 是 一 个 = 维 列 向 量 , 它 的 每 个 分 量 就 是 随机 向 量 
每 个 分 量 的 数学 期 望 


"(XE ). | (141-21) 
汪 的 方差 是 一 个 # X = 阶 方 阵 , 记 为 
' ox, FFXX “FX Xs 


=—[X— XX— XI | Oxy “ax (14.1-22) 


pi Pi "ox, 


上 角 注 “r” 是 矩阵 转 置 符号 。 当 天 为 实 随机 向 量 时 ,天 的 方 落 阵 是 对 称 正 定 阵 ， 如 果 厦 
各 分 量 两 两 不 相关 ,那么 方差 阵 是 对 角 阵 , 对 角 线 上 的 元 是 它 各 分 量 的 方差 cj， 两 个 随 
机 向 量 《 不 一 定 是 相同 维 数 的 ) 着, 了 的 联合 概率 分 布 ( 或 密度 ) 锁 数 是 它们 各 分 量 Xi， 
X29 Yi Y2， "Ym 的 联合 概率 分 布 (或 密度 ) 永 数 , 且 


|- | wxY(X, y) dx “drsd yd yy ‘dym 一 wx ?2)， (14.1-23) 


0 


因此 , * 维 随机 向 量 不 与 六 维 随机 向 量 的 相关 系数 是 x x m 阶 和 矩阵 ， 人 
是 才 的 某 个 分 量 与 也 的 某 个 分 量 的 相关 系数 
rxyY, Tx" ed 


Rxy = [X— FI{Y — PY*] 一 | Xe ?Xs TXaYm (14.1-24) 


fxnY, ?AY XAYmi 


随机 向 量 的 条 件 构 率 分 布 ,条 件数 学 期 望 , 均 方 极限 等 都 和 随 杭 变量 相 类 似 , 这 里 就 
不 再 叙述 了 。 我 们 仅 提 一 下 ,具有 高 斯 分 布 的 s 稚 隋 机 向 量 站 的 概率 窗 度 表 数 是 
wt{ x) 2g" *, xn) 


(2 i Ee [= yp 二 守 训 a6 一 动 @ 一 动 "] (14.1-—25) 
过 [11 1 


其 中 13%| 是 方差 阵 24k 的 行列 式 , | 下 | 是 方差 阵 了 的 元 素 rz x 的 代数 余子 式 。 
14.2 随机 变量 和 随机 向 量 的 几何 概念 


性 何 一 个 数学 期 望 不 等 于 零 的 随机 变 野 可 以 看 作为 一 个 不 为 叭 的 数 和 一 个 数学 期 望 
为 零 的 随机 变量 之 和 。 不 失 一 般 性 、 下 面 我 们 只 讨论 数学 期 望 为 零 的 、 方 其 有 界 的 随 
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机 变 别 、 假 定 X 与 Y 是 同一 个 概率 场 上 的 次 个 实 随 机 变量 ,多 取 值 * 的 概率 密度 函数 为 
wx(x),Y 了 取 值 y 的 概率 密度 函数 为 wy(y), 那么 两 个 随机 变量 的 线性 组 合 Z==aX 十 bY， 
其 中 a, 5 为 任意 实 常 数 , 也 是 同一 概率 场 二 的 实 随机 变量 , 它们 的 值 域 都 可 看 作为 整个 
实数 轴 RR，2Z 的 概率 分 布 函数 是 


W,(s) = | 人 2 PE (14.2-1) 
和 如果 XX 与 了 互相 独立 ,那么 
Wz(2) 一 -| | Wx € 区 纪 ) wy(y)}dy. (141.2-2) 


Z 的 数学 期 望 仍 等 于 零 ，Z 一 a 叉 十 6 了 一 0; 它 的 方差 是 
0 me《4X 十 oY “= aoy 中 Bor + 2 aboroyoxr. 
由 于 o%, 叶 都 有 界 ,1pxr| 志 1， 所 以 咏 仍 然 有 界 ， 由 此 得 到 ,一 切 建立 在 同一 概率 场 上 
”的 取 值 于 实 轴 的 实 随机 变 昼 (数学 期 望 为 零 , 方 差 有 界 ) 构 成 -一 个 线性 空间 ,而 每 一 个 这 样 
的 实 随机 变量 都 是 此 线性 空间 中 的 元 (向 量 )， 
在 此 空间 中 引进 内 积 : 
X,Y 一 rxy 严 XY = | 是 流 xywlx, y)dxrdy, (14.2--3) 


各 容易 证 明 ， 这 种 用 相关 系数 定义 的 内 积 满足 条 件 : (1) 《X,Y》=《Y,X》， 
(2) 《aXi 十 GX2, 了 > 一 eKX1，Y》 十 XX1,Y》, 其 中 a, a1 是 实 常数 ， 
(3) 《X，X》 之 0， 当 且 仅 当 X 0 时 才 等 于 零 ， 

根据 此 内 积 的 定义 , 此 空间 的 元 的 范 数 j|X 上 为 


x CX, X) 一 | rwxke)dr 0. (14.2-4) 


同样 ,可 以 证 明 : 

(4) ex 有 = al XH， 其中 a 是 实 常 数 . 

(5) KXX。Y2| 所 上 XL YE， 这 就 是 施 瓦 尔 获 - 布 涅 柯 夫 斯 基 (Schwarz-Bynakoe- 
cgHEi) 不 等 式 , 即 第 14.1 节 中 已 说 过 的 

{rxr| < cxay。 
《6) 十 耳 万 jxXl| 十 好 由 这 就 是 三 角形 不 等 式 , 这 是 因为 
[x + YP lx + r+ 2<X, Y> |XP + YP + 21KX, Yl 

委 |x YI -+ 21x i YH se Cxi + HY, 
只 有 在 了 一 1X; ) 为 正 实数 时 才 取 等 号 . 

于 是 , 这 个 线性 空间 是 个 内 积 空间 。 我 们 可 以 把 | 一 ?看 作为 两 个 随机 变量 XX 和 
Y 的 距离 。 在 这 空间 中 , 如 果 《X,. Y> 一 0, 则 称 此 两 个 随机 变量 直 交 。 在 空间 内 任 一 随 
机 变量 序列 的 均 方 极限 如 存在 ,那么 它 仍 是 数学 期 望 为 零 ,方差 有 界 的 实 随机 变量 。 我 们 
把 折 有 这 些 极限 点 和 线性 空间 联合 起 来 就 是 一 个 完备 空间 ， 这 样 ， 建 立 在 同一 概率 场 的 
这 种 随机 变量 及 极限 点 构成 了 一 个 希 尔 伯 特 空间 (完备 的 内 积 空间 ) i, 每 一 个 这 样 的 随 
机 变量 是 希 尔 伯 特 空间 于 中 的 一 个 元 《向 量 )。 像 一 般 通 数 空间 一 样 , 琴 是 无 穷 维 的 ， 

和 如果 芒 , 7 是 复 随机 变量 , 以 上 论断 仍然 有 效 , 即 一 切 数 学 期 望 为 零 、 方 差 有 界 的 复 
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随机 变量 也 构成 一 个 希 尔 伯 特 空间 Hi。 不 过 内 积 的 定义 应 改 为 


CX, Y= rxr Tm XY 《14.2-5) 
它 是 一 个 复数 ， 上 述 条 件 (1) 应 改 为 《X，Y》 呈 《了 ,，X》*，(2) 和 《4) 中 的 系数 均 为 复 
数 。 范 数 必 | 应 改 为 
[x = Cx, XY 一 | zjrw 人 eaz = o> 0. (14.2-6) 
假定 在 空间 FF 中 任意 给 定 两 个 元 X* 和 Y， 那 么 元 Y 总 可 以 表示 成 为 两 个 互相 直 交 
的 分 最 的 和 
Y a= Yx + Y, (14.2-7) 
其 中 子 与 区 直 交 , 《了 了, xX》 一 0;Yx 是 Y 在 X 上 的 直 交 投影 ,我 们 以 后 记 以 PCX)Y， 它 等 
于 某 个 常数 乘 以 
Yy = PR)Y = aX, 《14.2-8) 
我 们 来 求 了 与 和 的 内 积 


CY, X> 一 《P(X)Y，X> + CY, X> = alX, X», 
如 果 《 羡 ， 久 >》 所 0， 名 可 以 得 到 常数 a 
a CY, KX KR, XY ryxox:,. Ys (14.2-9) 
Y 的 两 个 互相 直 交 的 分 量 分 别 是 
POX)}Y w= ryxox'X 
和 
YF my — PXYY 一 Y 一 re 马克 

数学 期 望 为 零 的 * 维 随 机 向 最 就 是 由 ”个 数学 期 望 为 零 的 随机 变量 组 成 的 ， 如 果 这 
些 随机 变量 的 方差 有 界 ,那么 * 维 随 机 向 量 的 方差 阵 的 每 个 元 素 都 有 界 , 由 于 每 一 个 数学 
期 望 为 零 , 方 差 有 界 的 随机 变量 可 以 看 作为 ,空间 中 的 一 个 元 ,因此 7 维 数学 期 望 为 零 的 
随机 向 量 可 以 看 作为 > 个 Hl 空间 的 积 空间 五。 中 的 一 个 元 ， 在 H, 中 两 个 # 维 随 机 各 量 


党 和 的 内 积 定 义 为 
CX, YD > CNR yo > rxrr mtrRxyr 一 YX, (14.2-10) 
其 中 上 是 方 隆 诸 对 角 线 元 素 之 和 ， 叫做 迹 . 显然， 由 此 内 积 定义 的 范 数 为 


.Xl = 《六 ， X) 一 如 二 2 )， (14.2-11) 


它 满足 前 面 所 述 的 性 质 《〈1) 一 《6)， 

在 日 :中 如 果 《 尖 ,了 > 一 0, 就 称 汪 与 ”站 交 ， 要 注意 ， 如 果 两 个 + 维 随 机 向 量 共 ， 
Y 的 相关 和 扼 阵 是 零乱 阵 , 那 么 长 与 站 一 定 直 交 ; 芭 之, 如 果 尝 与 站 直 交 , 那么 相关 矩阵 
不 一 定 是 等 矩阵 , 即 基 的 任意 分 量 Xe 与 了 的 任意 分 量 Yj 不 一 定 是 直 交 的 。 这 与 中 


的 情况 不 同 . 
假定 在 豆 。 中 任意 给 定 两 个 元 六 和 Y, 那么 了 总 可 以 表示 为 两 个 相互 直 交 的 元 的 和 
Y= Yx+Y?, (14.2-12) 
其 中 多 与 天 直 交 , Yx 是 了 在 天 上 的 直 交 投影 ， 
Yx = P(E)Y = aX, (14.2-13) 
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如 果 tx(2%) 尖 0， 那么 可 求 出 常数 2 


2 Fx 


2 of 
二 1 


根据 希 尔 伯 特 空间 已 。 的 几何 特性 , 了 到 天 方向 的 最 短 虐 离 就 是 多 的 范 数 ， 

用 希 尔 伯 特 空间 的 方法 讨论 随机 向 量 , 使 得 一 些 问 题 在 几何 意义 上 变 得 十 分 清晰 、 简 
单 。 必 要 时 我 们 就 用 希 尔 伯 特 空间 的 一 些 定理 来 处 理 随机 变量 和 随机 向 量 ， 在 下 一 章 ， 
我 们 将 用 它 来 解决 预测 \. 过 小 等 问题 . 


a CY, XO .KX, 大) 一 《7 了, 大 232) 一 《14.2-14) 


143 随机 孙 数 


随机 函数 Y(w, *) 是 以 : 为 参 变量 的 一 繁 随 机 变量 。， 对 于 每 一 个 固定 的 := 妈 ， 
Y(o, 办 ) 是 定义 在 给 定 概率 场 {8, .多 , P} 上 的 一 个 随机 变量 、 今 后 在 一 般 情 况 下 我 们 
将 省 格 % 只 写 为 Y (x)， 如果: 只 取 某 些 离散 值 ,如 my 11,"…, 则 Y 了 C7) 称 为 随机 序列 ， 
简 记 为 Yu 站 一 0, 1, 2,…。 如果 * 在 某 个 时 间 区 间 内 连续 到 值 ， 则 Y(z) 称 为 随机 过 
程 。 如 果 o 是 基本 事件 空间 如 中 的 一 个 确定 的 元 ,那么 YC(e, 绢 就 是 一 个 非 随机 的 数量 
函数 。 对 每 一 个 给 定 的 就 相应 地 有 一 个 确定 的 数量 函数 y(w, 少 , 简 记 为 y(2>, 它 称 为 
随机 函数 了 (2) 的 一 个 现实 ， 

# 个 随机 施 数 Y(#)，Y2(#),，……, Ys?) 组 成 一 个 # 维 的 向 量 随机 函数 YC(z)， 它 是 以 
! 为 参 变量 的 一 簇 随机 向 量 ,对 每 一 个 固定 的 训 , (a4) 是 一 个 随机 向 量 。 对 每 一 个 给 定 
的 w YCz) 就 对 应 一 个 非 随机 的 向 最 函数 y(#), y(x) 就 称 为 向 量 随机 函数 了 Xz) 的 一 个 现 
实 , 根据 : 的 取信 情况 又 可 分 为 向量 随机 序列 了 ,一 0，1，2,*** 和 向 量 随 机 过 程 ， 
随机 函数 我 们 可 以 霜 作 为 一 维 的 向 量 随 宙 函 数 ， 

假定 * 在 时 闻 轴 上 某 一 个 集合 T 内 取信 ， 对 于 任意 的 467， yt 的 分 布 函数 
WiCy, 了 mofYICD 一 加 Ye 二 yr) 称 为 向 量 随机 函数 的 第 一 概率 分 布 函数 , 它 
是 和 加 ，y2,"…,y。 的 函数 , 它 也 试 是 YCz) 这 个 随机 向 量 的 概率 分 布 函数 。 辐 样 , 可 
以 定义 次 数 更 高 的 概率 分 布 函数 。 第 二 概率 分 布 函数 邱 Xy1, ?3; yz, 二) 就 是 两 个 随机 向 
量 Y(4) 和 Yl1) 的 联合 概率 分 布 函 数 ， 如 果 对 工 内 任意 # 个 :, + 是 任意 的 正 整数 ， 
YG) 的 第 = 次 概率 分 布 函 数 已 确定 的 话 , 则 认为 向 量 随机 函数 Ylz) 已 给 定 。 疗 样 ,也 可 
以 定义 各 次 概率 密度 函数 ， 概 率 分 布 函数 和 概率 密度 函数 之 间 的 关系 为 


i PA Jrm 
Wy, 2 P2912 * “I Ym, op) 一 | “ 人 WalYi, 21 B2123 “* “3 Yrmy Bay dyidy "dy, 


类 (14.3-1) 
其 中 每 一 个 积分 都 是 重 积分 , 重 数 是 向 量 随 机 项 数 的 维 数 ， 根 据 概 率 的 基本 性 质 , W。 和 
wm 满足 于 列 条 件 : . 
(1) 矶 。 对 每 个 ni, 3 …，jm 的 分 量 都 是 单调 非 降 左 连续 的 ,0 所 W， 所 1 wn 
恒 取 非 负 值 ， 
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C) 对 各 对 变量 5 一 1， 2 mm WWm 与 wn 都 是 对 称 的 ,例如 
WA¥, 13 2 1) 一 Wy, 123 1s 11), 

wal¥y1, 115 V1, 123 3 13) 一 wy3, 13} Ps 1 Pz 11) = wa ys 125 Js3> .533 1». 全， 

(3) 由 次数 较 高 的 概率 密度 机 数 可 以 导出 次 数 较 必 的 概 束 密 度 孙 数 ,例如 , 设 人 <”， 


则 

ee fe» 0 

Di VY 3, Pt £1) um 人 " eh fi ° ~ 5 PR 13 rm 和 
| | 必 严 一 下 个 二 和 
| x CJkH "dyn » = (14.3—2) 
二 有 

并 且 有 "wily, 5)dy 一 1 

(4) Woy t's — 0 tS Yn in) 0 1 Em， 


Wael00, ts 00, 1 **? 00, tm) = 1, 

这 里 ， 在 A 时 为 一 ce 或 十 co 是 指 它 的 每 个 分 量 都 取 值 一 oo 或 +o0, 

可 以 看 出 随机 函数 的 概率 分 市 (密度 ) 函数 都 是 和 参 变 量 :有关 的 ;m 次 分 布 (密度 ) 
函数 就 和 m 个 时 间 有 关 ， 因 此 ,由 各 次 概率 窗 度 孟 数 兢 定 的 一 些 统 计 特攻 也 和 时 | 则 有 关 ; 

由 第 一 概率 密度 函数 确定 的 统计 特性 是 一 个 时 间 的 困 数 ， 由 第 二 概率 密度 国 数 确定 的 统 

计 特 性 是 两 个 时 间 的 而 数 。 

由 第 -概率 密度 函数 确定 的 统计 特 竹 主要 有 : 。 

数学 期 望 (或 系 集 平 均值 ) 是 个 非 随机 的 列 向 量 函数 ， 


YO 一 人 yw Day， (14.3-3) 


它 的 每 个 分 量 是 向 量 随 机 函数 每 个 人 最 的 数学 期 户 | 
Yl): = (YO), YD),- Y。(e))， {14.3-4) 


它们 部 是 时 间 的 国 数 。 
2 四 
B30) = [FO — YOIUYO 一 YO 
-YO 一 到 oo 一 到 0 ~ (14.3-5) 

是 非 随机 的 方 阵 , 它 也 是 时 间 的 函数 ,对 每 个 固定 的 : 它 是 非 负 阵 、 对 于 一 维 随机 函数 来 
说 ,方差 是 非 负 的 时 间 函 数 . 

由 第 二 概率 密度 狙 数 确定 的 统计 特性 主要 有 : 

Yl: 的 自 相 关 诅 数 阵 是 两 个 时 间 变 量 的 函数 ， 


Ry 1) 一 [Co 一 YE UYGD) 一 YO 
一 人 人 [六 一 Ya)] Fo 一 YG }* "wy 页 3 yi» {1)dydy:, 
(14.3-6) 


代表 内 量 随 机 国 数 了 人) 在 4 和 两 个 时 记 的 全 的 线性 相关 程度 ， 如 果 YC4) 与 了 (的 


互 不 相关 ,那么 Ry(i, ai) 于 0. 当 i=t 了 时 Ry 2) 一 Ry(f) 一 27()， 显 然 


Ry 4) = (RY(#, 1))"。 


OT a “ 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www fineprint,com.,cn 


i 第 + 四 章 随机 输入 作 用 下 的 控制 统 


建立 在 A i Xez) 和 Ylz) 的 互相 关 沙 数 阵 也 是 两 个 
时 间 变 量 的 函数 : 


Re ) — RO RO TT 
人 人 cx 从 (0)] Liy 一 了 (地 ] wa(X, 11s y, ti)dxdy, (14.3-7) 


其 中 watx, Ai y, 42) 是 联合 第 二 概率 密度 函数 . 显然 ,Rxr(fi, i12) 一 LR¥x (#2, 11)]", 
假定 (z) 是 一 个 在 时 间 区 闻 工 上 定义 的 向 最 兰 机 过 程 。 对 于 了 内 任意 一 点 w， 如 果 
属于 工 的 变量 * 自 尾 何方 向 无 限 趋 于 加 时 ，Yo 的 每 一 个 分 量 都 有 i. im Yi = Y(t0), 


i 1, 2 ,8 成 并 ,那么 称 YA(#) 各 YQz) 在 点 是 均 方 连续 的 ,简称 连续 .如果 戎 机 
过 程 kz) 对 了 内 每 一 点 者 连续 ,那么 称 Xe) 在 T 了 上 连续 ， 容 易 检 验 ,如 果 随机 过 程 是 连 
续 的 ,那么 它 的 数学 期 望 FC) 和 由 相关 函数 阵 Rryr(a， 12) 的 每 个 分 量 也 是 连续 的 ; 相反 ， 
如 采 随 机 过 程 的 数学 期 望 和 自 相关 函数 阵 的 每 个 分 量 都 连续 ， 那么 随机 过 程 也 连续 ， 

可 以 对 随机 过 程 YC2) ne te 如 采 随 机 过 程 XC) 是 几 个 不 同 维 数 的 向 量 随 , 
机 过 程 YD), 一 1,2,*… ,r+ 的 线性 受 加 


XD) 一 > CA YI) : (14.3-8) 
其 中 Ck(e) 是 相应 阶 数 的 矩阵 ,是 : 的 洒 数 ， 那么 XC) 的 数学 期 全 为 
KX) ~ > CA KL), (14.3-9) 
自 相关 函数 阵 为 
Rx(u ) = 5) > cr #2) Ct), (14.3~10) 


#=1 i=1 


其 中 Cr” 是 Ci(z2) 的 复 共 轿 矩 阵 , 
- 现在 我 们 来 定义 随机 过 程 的 导数 和 积分 。 随机 过 程 [YG 十 At) 一 YCD)]/Ar 当 Ai 
趋 于 零 时 的 均 方 极限 ,如 果 存在 的 话 , 称 为 随机 过 程 YQ 的 导数 


YO LY im ML 十 AN 一 了 (14.3-11) 
oar er 人 
向量 县 机 过 各 的 导 到 也 是 一 个 内 生 卫 机 过 程 导 歌 的 每 个 分 硬是 原 过 和 相应 分 有 的 导 妆 
YO YD ETD LYRA YD). 43-12) 


根据 导数 和 数学 期 望 的 定义 可 以 知道 ， a 交换 的 ， 
所 以 随机 过 程 的 导数 的 数学 期 望 等 了 数学 期 望 的 导数 


EYD -5 VD. / (143-13) 
随机 过 程 导 数 的 相关 函数 阵 等 于 过 程 的 相关 函数 阵 对 两 个 时 间 变 量 的 联合 二 阶 念 导数 
Ri(f1, 12) = S Ry{s1, 11). (14.3-14) 


Br.07; | 
并 不 是 所 有 随机 过 程 都 有 导数 存在 ， 导 数 存在 的 充分 必要 条 件 是 随机 过 程 的 想 关 消 数 阵 
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对 两 个 变量 的 联合 二 阶 偏 导数 存在 . 
假定 Y(z) 是 一 个 随机 过 程 , p(s, 人 是 一 确定 的 两 个 变量 的 通 数 ,如 果 


X(t) = | gls DAOPE (14.3-15) 
存在 ， 那么 称 X(s) 为 Y(tz) 的 积分 变换 ，g(s, 1) 称 为 核 函 数 ， 公式 (14.3-15) 理解 为 当 
最 大 的 -ari 趋 于 零 时 黎 曼 (Riceman ) 和 之 gls, A)Y CA 的 均 方 极限 ,其 中 Ai 是 区 间 


[a, &] 任意 划分 成 的 无 数 小 区 间 中 的 一 个 ， 具 是 小 区 闻 Ar 中 的 任意 一 个 点 。 并 不 是 所 
有 随机 过 程 对 核 数 的 积分 都 存在 ， 积分 存在 的 充分 必要 条 件 是 双重 积分 


| gn, 10D8wCra，t) Ry(h, tdnadn 
存在 并 且 有 界 , 其 中 g*(s, ) 是 gGr。 的 共 声 复 浮 数 ， 一 般 情况 下 只 需要 用 到 它 的 充分 
条 件 就 够 了 , 即 gs, ) 均 方 可 积 
| eG, har < oo 
向 量 随机 过 程 的 积分 也 是 向 量 随机 过 程 ， 积 分 的 每 个 分 县 等 于 原 过 程 相应 分 量 的 积分 
| gls, DYi(a | 
| zc 7 严 : (14.3-16) 
je, DY,a |. 
同样 , 积分 变换 存在 时 , 数学 期 望 和 积分 这 两 种 运算 可 以 互相 交 欣 , 随机 过 程 积分 XCs) 
的 数学 期 望 为 
Xs) = | ZK， NYO ar. - | (14.3_17) 
X(s) 的 相关 玫 数 是 z z \ | 
RxCns = | {gC DRYC tar, Pdndo - (14.3-18) 
今后 我 们 经 常会 通 到 一 类 特殊 的 随机 过 程 或 随机 序列 ， 对 任意 正 整数 m、 它 的 第 
次 概率 密度 通 数 ws(yt 1 Da 2 yt) 如 式 《14.1-22) 形式 的 活 ， 就 叫做 高 斯 随 


机 过 程 或 高 斯 随机 序列 。 如 是 一 维 高 斯 过 程 《 或 序列 )， 对 任意 正 整 数 ”, 严 个 随机 变量 
Y(), Y(t2)，……，Y(im) 组 成 的 四 维 跑 机 向 量 是 高 斯 分 布 的 ， 如 是 维 高 斯 过 程 (或 序 


列 ),m 个 随机 向 黄 Ya),，Y(z2),……* ,Y(tm) 组 成 的 mn 维 随机 向 量 将 是 高 斯 分 布 的， 对 


tl oa 的 数学 期 望 和 相关 年 阵 ,那么 它 的 分 布 就 完全 确定 
了 ， 如 果 高 斯 过 程 在 s, 5, …，, tw 上 取 值 的 随机 向 量 是 互 不 相关 的 ， 那 么 它们 也 是 互相 


14.4 平稳 随机 函数 


在 实际 的 工程 问题 中 常 碰 到 这 样 一 类 随机 过 程 了 (z): 当 所 有 的 时 间 沿 时 间 轴 同时 
移动 一 个 位 置 时 它 的 各 次 概率 密度 函数 都 保持 不 变 , 也 就 是 对 任意 的 yy，y2,*……, yy 和 
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二 ,2 各, 玉 为 任意 的 正 整 数 ,和 任意 的 1, 下 列 等 式 永远 成 立 : 到 
Wm Wy 5 Yes ta) ni 14.4-1) 
我 们 称 这 种 随机 过 程 Y(z) 为 宕 平稳 过 程 ， 在 分 析 控 制 系 统 在 随机 干扰 下 的 准确 度 及 与 
此 有 关 的 随机 水 数 的 性 质 时 , 往往 只 用 到 数学 期 望 和 相关 项 数 阵 , 也 就 是 只 以 第 一 、 第 二 
概率 密度 函数 为 基础 ， 设 随机 过 程 区 z) 的 数学 期 望 恒 为 常 值 , 它 的 相关 函数 Ryr(a。 2) 
只 与 1 .4 一直 有 关 , 而 且 方 差 阵 2 为 有 界 ( 它 的 等 个 元 罕有 界 ), 那么 我 们 称 它 为 宽 平 
稳 过 程 ,; 显然 , 如 果 罕 平稳 过 程 的 方差 阵 为 有 界 , 那么 它 一 定 也 是 宽 平稳 过 程 。 今 后 ,我 
们 只 讨论 宽 平稳 过 程 。 同 桩 ,具有 类 似 性 质 的 随机 序列 称 为 宽 平稳 序列 。 
根据 平稳 随机 沙 数 的 定义 我 们 就 可 以 得 到 它 的 相关 函数 SE 的 性 质 : 
(DD) RYOO) = CFO), Tl) = 359, (14.4-2) 
2 等 于 感 时 的 相关 函数 阵 就 是 方差 阵 ， 它 是 不 随时 间 志 化 的 党 方 阵 而 且 着 非 负 的 ， 
当 平 稳 随 机 过 程 是 一 维 时 ， 


ri{0) = CY (a), yc 一 Jy 字 0. (14.4-3) 
{2) Rr = CY + 4),. Yn> = {YO0), YO +t) = {LRY(—2)1*}, 
(14.4-4) 
如 是 一 维 实 平稳 随机 过 各 7 则 
ry(4) = ry(— 2 "0 Y (14.4-5) 
G3) 对 一 维 平 各 随机 过 程 来 说 ， 有 
[ry (2) s (0)， (14.4-6) 


这 是 因为 zx(2)| 一 KYCG +， YO < YG DF YO mo =ry(0). 

读者 容易 验证 ,平稳 随机 过 程 YCz) 在 所 有 的 :上 连续 的 充分 必要 条 件 是 它 的 相关 庄 
数 降 Ry(2) 的 各 元 素 在 2 一 0 点 连续 ，' 对 一 维 随 机 过 程 来 说 ,根据 第 14.3 节 中 随机 过 程 
导数 的 定义 可 推 得 数学 期 望 为 零 的 可 微 实 平稳 随机 过 程 Y(z) 的 自 相关 函数 _ry(2) 的 导 
数 在 1 一 0 点 的 信 为 零 , 即 


区 | 0447) 
也 就 是 平稳 随机 过 程 和 它 的 导数 在 同一 时 刻 的 值 是 互 不 相关 的 ， 这 是 因为 

v0) = YOPGETD 2 Yt DYO, 
它们 对 4 的 导数 在 1 到 0 点 的 值 是 . 

0 = yO Y()| = -上 革 Ss YY 


此 式 只 有 等 于 零 才 可 能 成 立 ， 所 以 等 式 (14.4-7) 是 正确 的 ， 根据 同样 方法 对 于 足够 光 指 
的 平稳 过 程 YQ) 可 以 得 到 


[0 | 一 [到 = 一 [二 DO -0 


高 


"| : ~ or 
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0 一品 Cr) 
于 是 ， Ek Pt hy 的 自 相关 于 以 局 开 为 素 世 
"(1) I ry(0) + | 4% 全 (0) 二 41 ph ry(0) 十 ， | - (14.4-9) 


从 式 (14 4 -9) 也 可 以 导出 式 (14.4-5)， 

如 果 在 同一 概率 场 上 的 两 个 平稳 向 量 随机 遇 数 于?) 和 Ys) 的 互 相 关 范 数 阵 
RxrCny 5) 只 和 2 一 和 一 为 有 关 ， 那 么 称 XCz) 和 Ys) 是 平稳 相关 的 ， 向量 随机 函数 
X(z) 是 平稳 的 必须 上 是 只 须 它 的 每 个 分 重 Xi 是 平稳 的 和 各 分 量 之 问 是 平稳 相关 的 ， 对 
平稳 相关 的 XX(#) 和 Ye) 的 互相 关 函 数 阵 来 说 ， | 

Rxy(h) = [Ryx*(—2)T. (14.4-10) 

很 握 实 验 所 得 的 数据 来 确定 平稳 随机 过 程 的 相关 函数 和 数学 期 望 时 ，、 如 果 采 用 系 集 
平均 的 方法 ， 就 要 同时 对 同一 个 系统 进行 大 量 的 重复 观测 ， 这 种 做 法 在 实际 上 是 有 轨 难 
的 ， 或 者 要 付出 高 昂 的 代价 。 因 为 平稳 随机 过 程 的 数学 期 望 和 相关 函数 与 实验 观测 计时 
的 起 点 无 关 、 我 们 要 问 是 否 可 以 用 平稳 随机 过 程 的 一 个 现实 y(w、 4 来 确定 它 的 数学 期 
望 和 相关 泵 数 呢 ? 可 以 证 明 , 对 于 连续 平稳 的 一 维 实 随机 过 程 Y(#) 等 式 


了 一 Lim， 二 | YC z (14.4-11) 
成 立 的 充分 必要 条 件 是 


Tm 


lim pr | Qar 一 0. , (14.4-12) 
这 是 因为 
a 
/ — (YO — va, .LY ~ Ya ) 
= | Fm, £2)adtiadt, z 
由 于 rr(i 1 于 ry(h 一石 ),， 令 4 一 1 一 4 在 作 变 换 后 
vow 一 寺 忆 (时 wooa 


由 于 等 式 (14.4-12) 成 立 ,因此 | 小 oa 当 工 趋 于 无 穷 大 时 趋 于 堆 ， 因 此 


上 述 论断 是 正确 的 。 同 样 , 如 果 [YCz 十 2)Y(9O] 对 固定 的 2 也 是 平稳 过 程 , 它 的 相关 应 
数 记 为 5.(w), 那么 等 式 
nD olim Yt — FY — Yl 


了 四 
wl im | YG +t YOGAa— YY (14.4-13) 
TAa 2 了 J-T 
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成 立 的 充分 必要 条 件 是 


T . 
fm -二 | bu)du = 0, 《14.4-14 ) 
T*m 2 -7 


这 就 是 各 态 历经 定理 . 
对 蘑 一 特定 的 随机 过 程 当 "(1) 衰减 得 足够 快 时 ， 这 些 充 分 必要 条 件 是 满足 的 根据 


等 式 《14.4-11), 再 由 切 比 雪夫 不 等 式 可 知 ， I 概率 
"二 reo- 下 > 


当 工 趋 于 匹 穷 大 时 趋 于 零 ， 这 是 因为 六 
r{ Y(r)dz 一 7|> 时 < jp Y(a 一 了 | 


2 27 
而 后 洪 则 在 给 定 移 8 和 了 一 oo 时 趋 于 零 , 所 以 上 述 论断 是 正确 的 。 同 样 , 当 了 趋 于 无 穷 
大 时 
? {| G+ DY — Da ~ rr > 时 ~ 

在 实际 问题 中 , 根据 上 述 各 态 历 经 定理 , 当 了 足够 大 时 ， SA TA 
这 于 1， 

2 有 时 00 二 

Yo 二 | yo, Od, (14.4-15) 

ry(T) 尘 二 | - yfcoy fF 十 yw, tdi 一 (14.4-16》 


请 谈 者 注意 ， 上 列 两 式 在 使 用 时 并 不 一 定 完全 可 靠 ， 因 为 实际 测量 时 不 能 趋 于 无 穷 
大 , 故 上 式 成 立 的 概率 小 于 1。 其 次 , 即使 是 概率 为 零 的 事件 也 是 可 能 发 生 的， 所 以 公式 
(14.4-15) 和 (14.4-16) 对 某 些 特定 的 测试 结果 可 能 有 不 成 立 的 危险 性 , 因此 ,在 使 用 这 
些 公式 时 朗 小 心 ， 采 用 公式 (14.4-15) 和 《14.4~16) 来 计算 数学 期 望 和 相关 函数 时 ,仍然 
需要 多 观测 几 个 相同 的 系统 , 或 者 对 每 一 个 随机 函数 多 观测 几 次 ,然后 按 系 集 取 平均 什 ， 
这 样 可 以 提高 结论 的 可 靠 性 。 

现在 来 讨论 平稳 随机 函数 的 一 些 具体 例子 . 

例 1。 假 定 {Y4} 是 一 个 具有 相同 概率 分 布 的 互 不 相关 的 复 信和 平稳 随机 序列 ， 
一 ，… ,一 2, 一 1, 0, 1, 2,"…, 它 的 数学 期 望 了 等 于 零 , 相 关 函 数 为 
0, 4 0， 


ry[l4] 一 人 了 Yx> P= Yi ms bl 1 0 
> 二 


设 序列 4X4} 是 {Y4} 的 消 动 和 , 即 
SR 民权， 一 2 —1,0,1,2,."° 
i=0 


不 难 检查 ,对 任意 kt，Xxk 熏 0, 三 的 相关 函数 是 
rxl2} 一 Xu me dads 
0 
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由 此 可 见 ,序列 {Xt) 也 是 平稳 序列 ， 如 果 一 oo， 1 < oo， 则 对 任何 。，X 均 为 


平稳 序列 . 

根据 第 14.2 刷 中 所 讲 的 随机 变量 的 几何 概念 ， 此 例 中 平稳 序列 {Yi0} 是 在 希 尔 伯 特 
空 涪 豆 中 互相 直 交 , 范 数 等 于 1 的 单位 向 量 序列 ,对 某 疗 定 的 +, X; 是 随机 变量 希 尔 伯 特 
空间 中 其 一 个 ” 维 子 空间 中 的 一 个 元 素 ， 在 各 种 可 能 的 as: 值 时 的 所 有 Xi 及 其 均 方 极限 
组 成 了 这 个 # 维 子 空间 . 

例 ?， 假 定 随机 过 程 Y() 一 Ye”…,Y 是 数学 期 望 为 零 的 复 随 机 变量 ， 那 么 不 难 检查 
Y(9) 是 平稳 的 。 数 学 期 望 和 自 相关 函数 分 别 是 

YO) 一 立 ci 到 0， 
ry(1) 一 《了 ，Y Yesrthermiot ee 


如 果 复 随机 过 程 了 (1) 是 
YO) -了 iceimt 十 Ye 十 十 了 ,ceianl 一 Ss YAetott， 
t= 


其 中 Yi 一 1,2,…… 4 ,是 数学 期 望 为 零 的 互 不 相关 的 复 随机 变量 ,ol 下 一 1 2 …， 
4 互 不 相等 .那么 立刻 可 以 证 明 Y(1) 也 是 平稳 的 。 它 的 数学 期 望 仍 等 于 零 ， 它 的 相关 函 
数 . 


ry (1h) ode ore he, 
k=1 


当 4 一 co， 要 级 数 ry( 罗 收 全 ,必须 使 JY 一 六 中 < co, 这 时 SY Yeimk 也 收 
t= t=1 
效 于 Y(D)，Y(p) 的 数学 期 望 为 办 自 相关 函数 为 
ry(1) = 和 o3, efok 


这 种 平稳 随机 过 程 称 为 具有 纯 离散 谱 点 的 过 程 ， ci，o%2 的 总 体 称 为 平稳 过 程 的 点 谱 
系 。 

例 3。 假 定 实 随机 过 程 是 

Y{2) = X cos wt + Z sn wi, 
其 中 X 和 2Z 都 是 数学 期 望 为 零 的 实 随机 变量 ,如 果 of = 0 一 4， 而 且 《X，Z> 一 0, 则 
Y(#) 是 平稳 的 ,这 时 相关 闵 数 
7T(1) = 五 cos wh. 

同样 地 , 设 实 随 机 过 程 是 


YD) = >, (Xicosws + Zhsin wi), 


k=1 . 
其 中 Xi, Z4, 刘 一 1, 2,'…,# ,都 是 数学 期 望 为 只 的 实 随 机 变量 ,如 采 训 了 (zx) 是 平稳 的 ， 
则 必须 有 
Xi, Zi> = 0, PE on PF 
Ks KD 2 2D 2 


:unsy 
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这 时 Y(#) 的 相关 函数 为 . 
ry(1) 一 > br cos ond. 
x 三 1 


当 ”一 00 时 ,车 > 5b4 < o9， 则 > 2 和 coso 克 收敛 , 且 级 数 
: : 下 二 | X= 1 


> (Xicoswnr 十 Zhsin wit) 
knl 


”也 均 方 收敛 于 Y(), 后 者 的 相关 函数 为 
ry(1) a 3 bi COS wl 


14.5 平稳 随机 函数 的 谱 分 解 


首先 让 我 们 回忆 一 下 普通 消 数 的 谱 分 解 。 设 有 一 普通 通 数 (个 , 它 定 义 于 区 间 [ 一 9， 
9] 上 。 亿 数学 分 析 中 我 们 知道 ， 如 果 f(#) 在 此 区 闻 内 平方 可 积 ， 那么 它 可 以 展 成 优 里 叶 
级 数 


10) 一 > ，akeiokt， 010, (14.5-1) 


由 到 一 器 


其 中 0, 十 1， 土 2……。ek 称 为 埔里 叶 系 数 , 它 由 下 式 决定 : 
es Je Wes 克 三 0, 士 1. 士 2， 《14.5-2) 
式 (14.5-1》 右 边 的 级 数 是 周期 函数 ， 周 期 为 29， 它 只 在 【一 8, 9] 区 间 上 均 方 收敛 于 


f(z)、 园 


dt = 0， (14.5-3) 


jm | | ~ BD) weee[ 


大 一 一 上 


在 [一 9, 9] 区 同 外 级 数 与 f(7) 可 能 蕉 然 不 同 或 毫 无 意义 ， 如 果 把 fx) 君 作为 函数 空间 
(L: 空间 ) 的 向 是, 并 用 上 f(z)|| 表示 此 向 量 的 范 数 ， 那么 就 有 派 雪 伐 尔 (Parseval) 等 式 


[Aol = | IO a = 20 3 Ia A 145-4) 
= 
这 意味 着 下 列 三 角 函数 序列 


.二 : RY 1 5 ”ep 


-7 28 V20 ' VD 
构成 函数 空间 的 规范 直 交 基底 ,它们 的 范 数 等 于 1, 并 互相 正 交 ， 
| if 站 .和 _ 的 到 sy 
26 J- 1, Rl. 
如 果 将 jet| 画 在 图 内 , 便 得 到 通 数 f(z) 的 谱 密 度 图 , 如 图 14.5-1 (a)。 在 图 14.5-1 (b) 中 
坚 轴 画 出 的 是 | ak， 这 就 是 函数 f( 四 的 功率 谱 密 度 图 ， 此 时 ex 上 这 示 谱 波 ett 所 载 负 的 
信号 功率 ， 因 此 式 〈14.5-1) 可 称 为 函数 fe) 的 谱 分 解 。 


(14.5-5) 
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Ws -414-3-2-10 1 2 3 4™t 
(a) i , hb) 
图 . 14.5-1 


如 果 f(D 给 定 在 全 部 实 轴 (一 co ， %) 下 那么 我 们 知道 若 fz) 平方 可 积 , 出 密 可 展 
成 传 里 叶 积 分 - 
KKD 一 (14.5-6) 
等 式 布 边 积分 均 方 收敛 于 藉 o, 即 
im | | ca(o)da| dr ~ 0.- (4.5-7) 


‘(ww》 称 为 谱 密 度 隙 数 。 把 它 与 频率 特性 F(iw) 比较 可 以 看 出 , F(iw) 是 Xe) 的 2x 倍 ， 
这 时 


A(w) — 1 fe | (14.5-8) 
和 前 面 一 样 ,等 式 (14.5-8) 的 右边 均 方 收 化 于 wo), 即 z 
| a 

im| 其 四 ) 一 2 ce far| do (14.5~9) 


”对 函数 空间 (空间) 中 向 量 je) 的 范 数 有 下 列 " 功 率 * 等 式 


(1 1() Nd: 一 2 <| jsCe) LF a Pg 10) 
我 们 把 sw) 的 积分 
S(w) 一 |- wd (14.5-11) 


称 为 Kr) 的 谱 函 数 。 


由 于 这 种 分 解 在 技术 上 用 处 很 大 ， 例如 可 以 根据 席 密 朗 孙 数 来 关 电 信号 的 变化 速度， 
并 估计 各 种 频率 的 谐 波 通 过 线性 系统 所 发 生 的 变化 ， 自 然 会 产生 这 粮 的 问题 一 个 随机 
函数 能 否 进行 谱 分 解 ? 如 采 能 够 找到 谱 函 数 的 话 ， 那 么 人 们 可 以 从 某 种 意义 上 判断 这 个 
殖 枫 表 数 主要 集中 于 高 频 谐 波 部 份 或 是 低频 谐 波 部 份 。 幸 运 的 是 ， 答 案 是 崩 定 的 。 平稳 
随机 函数 和 闭 通 通 数 有 类 似 的 特性 ,可 以 分 解 成 谱 波 , 即 可 以 进行 谱 分 解 。 平稳 随机 苑 数 
的 谱 分 解 给 控 抽 系统 的 分 析 和 和 和 任 合 提供 了 一 个 十 分 清晰 和 严整 的 全 大 理论 和 处 理 方法 ， 
在 没有 开始 讨论 以 前 我 们 先 把 结论 写 出 。 设 了 ,, wn 一 0, 土 1, 土 2,.…- 是 一 个 数学 期 户 
为 零 的 平稳 随机 序列 ,而 且 方 差 有 界 ， 那么 它 可 以 分 解 世 传 里 叶 - 司 菏 吉 其 《Sticljes) 积分 


”了 ，。 一 | edZ (w), {14.5-12) 
起 中 Z4o) 为 某 一 个 随机 谱 函 数 , 它 的 特性 以 后 再 仔细 研究 ， 
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若 平稳 随机 过 程 Y() 定义 在 全 部 时 间 轴 《一 9, %) 上 ,而 且 数 学 期 望 为 零 ,方差 有 
界 , 则 它 可 以 按 谱 函数 进行 分 解 
Y() 一 | cinid Z (00), (14.5-13) 


” 式 中 Z(w) 为 随机 谱 函 数 。 谱 展 式 (14.5-12) 与 (14.5- -13) 的 右 端 随 视 积分 都 是 在 均 方 
意义 上 收敛 于 了 ,或 YQ) 的， 

我 们 先 来 研究 随机 序列 的 谱 分 解 。 设 {Y。} 是 某 一 个 数学 期 望 为 零 ， 方 差 有 界 的 平 
稳 随 机 序列 ,根据 第 14.2 节 的 讨论 , 对 于 每 一 个 固定 的 # 可 以 把 Y。 看 成 为 希 尔 们 特 空间 
五 内 的 一 个 向 量 ,而 当 ”变化 时 Y。 构成 一 个 向 量 序 列 …,Y-t, Yo, yb …'。 由 于 该 序 
列 的 平稳 性 可 知 两 个 向 量 的 内 积 《Y。，Y,4》 一 ry[X] 5 只 与 尼 有 关 而 不 依 粮 于 如 果 
用 忌 表 示 移 位 算 子 


TY。 一 了 +:i， (14.5-14) 
那么 有 | 3 
UY DY-t2 CYotis Yati-t> 一 ty[R] ee CY Yok (14.5-15) 
同样 
和 《UY。， UYs a CY, UPUY,t>, (14.5-16) 
式 中 5 是 口 的 伴 贿 算 于 。 由 式 (14.5-15) 和 《14.5~1 6) 相知 
DY 一 rr， | (14.5-17) 
1 是 希 尔 伯 特 空 | 闻 玉 中 的 单位 算 子 . 
上 式 告诉 我 们 UY Ul!, 对 于 每 一 个 平稳 随机 序列 者 存在 一 个 保 范 算 于 U 使 
Yr UrYo, (14,5-18) 


而 县 这 个 保 范 算 子 U 可 以 扩充 作用 至 希 尔 伯 特 空间 的 子 空间 Hy, 有 即 由 随机 序列 {Y,} 组 
成 的 线性 闵 子 空间 。 由 泛 函 分 析 得 知 , 在 希 尔 伯 特 空间 FH 中 的 保 范 算 子 ( 西 算 子 ) 可 岂 
展 成 号 | 


U 一 | eisdE,, (14.5-19) 


上 式 内 ,为 由 某 一 个 自 伴 算 子 4 派生 的 投影 算 子 ,下 角 注 表示 投影 算 子 将 整个 子 空间 
Hy 的 所 有 向 量 投 影 到 自 伴 算 子 4 在 区 | 同 《 一 x*, wl 的 一 切 谱 点 所 确定 的 特征 子 空间 H。 
中 去 。 着 Yo 表示 性 一 数学 期 秘 为 零 , 方 差 有 界 的 随机 变量 ,那么 它 属于 希 氏 空间 Hy， 疝 
最 EYo 便 属于 子 空间 H.. 投影 算 子 有 下 列 特性 : 

(1) E,E, = E,, 

G) 着 <<oss 则 NE Yof < IE,Yol. 

(3) EYoll -= 0, NE. Yol| -> | ~ Oy, 
(4) 由 于 相应 于 两 个 互 不 相交 区 间 内 诸 i 普 点 对 应 的 特征 子 空间 内 的 向 量 互 相 正 交 ， 
若 令 Ens = Evoraw 一 五。 而 Au 与 Auo; 互 不 相交 ， 则 必 丰 

Ea Eaw, Yoll = 
利用 投影 算 子 的 特性 , 当 Am 一 Aw; 时 有 
| 人 [Ea Yoll, 

根据 E, 的 上 述 特性 ,等 式 (14.5-19) 也 可 以 改写 为 
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J 上 ciop (14.5-20) 
进一步 不 难 推 得 , 算 子 局 的 整数 次 方 窜 可 展 成 
La 一 | eiongE,, (14.5-21) 


等 式 (14 5-1)) 和 (14.5-21) 的 实际 意义 是 ,对 任意 两 个 建立 在 同一 概率 场 上 的 数学 期 户 


UX, YY 一 | endl EX, YY, 
《CU"X, y> 一 | eimdkEX, i 部 “= (0, 士 i, 和 
利用 式 (14.5-21》 江 好 可 得 到 平稳 随机 序列 的 谱 展 式 : 
Y, = U"Yo 一 | eirod FE Yo am | einogdZ (w), 

式 中 Z(w) 一 E。Y6 是 随机 函数 ， 由 投影 算 子 特性 可 推出 随机 谱 函 数 的 特性 : 

(1) 2Z(w) 一 0, 这 是 由 于 Yo 一 0. 

(2) |Z( 一 =)‖ 王 0， HZ) = Yo = oy, 

(3) 设 ZK(Ael) = Zw 十 Acol) 一 Zoo， 区 间 [colyeot 中 Acoi】 与 (czycz 十 A 
互 不 相交 ， 则 有 


这 是 因为 
(ZAm), Z(Aw)) 一 《五 so Ye， 已 so Yo = 《Yo， Ez Baw yoy = 0, 
式 中 Es 是 Ew 的 伴随 算 子 ,由 于 Ba 是 由 自 伴 算 子 派生 出 来 的 投影 算 于 ,所 坟 已 se, 也 
是 自 伴 的 , EX。 一 Es,。 再 由 8。 的 特性 《47》 五 可 推 知 上 式 成 立 , 


ee 《ZKAo)， Z{(Aw2)) 一 0， 


平稳 随机 序列 的 相关 函数 为 
rz 元] 了 Y。， (UrthY,, Teyo)， 
根据 序列 的 谱 展 式 可 得 到 
rr = 攻 eid (EaYos Yo) ~™ eisd Fy(wm). (14.5-22) 
上 式 内 Fy(w) = 《E。Yo, Yo) 容 为 平和 随机 序列 的 谱 浮 数 ( 它 它 是 非 随机 的 ) , 它 是 非 降 有 有 界 
盘 数 ， 因为 . 


《E, Yo, Yoy》 == (EsYo, EvY0) "= |E。 Yo = lz (0) 站 ， 


FF(—x) = 0, F(x) elYol ot. 
当 F(w) 为 可 微 函 数 寺 ，2F(w)/dw ~ wm) 称 为 平稳 随机 序列 的 谱 密度 ， 于 是 式 
(14.5~22) 可 写 为 
ry[tl 一 eitefy (wo) do. (14.5-23) 
当 F(w) 为 不 可 微 时 ,因为 FCw) 是 有 界 变 差 函数 , 引进 6 函数 , 使 式 《14.5-23) 依然 有 
效 ， 类 似 地 两 个 平稳 相关 的 平稳 随机 序列 的 相关 和 函 数 也 可 有 


rxthl = | eeeaFrx(o) 一 | ecfrx(o)da， 


eeereee 一 ay en 
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式 中 Fyx(w) 一 《Es。Yo, Xo) 一 《BsYos EaXoy》。 因此 我 们 无 论 对 自 相关 函数 或 互相 关 函 


数 都 可 写 为 
r[] 一 人 etkefKco)doo， 土 1, 土 2， (14.5-24) 
如 果 注意 式 (14.5-24) 的 结构 便 可 发 现 , 它 与 第 十 章 中 的 离散 拉 氏 反 变 换 公 式 相 类 
似 ， 读 者 不 难 证 明 
1o) 一 二 三 2 Re 0 


这 样 我 们 就 得 到 了 >[4] 与 1(w) 在 按 相互 英才 关系 
对 于 实 过 程 来 说 , +y[《] 是 个 偶 国 数 , 因 此 六 w) 也 是 偶 也 数 ， 为 了 计算 方便 我 们 设 


和 (oa) = 2f(m), 四 之 0 (14.5~26) 
展 成 传 里 时 级 数 后 有 
(wm) :10] + 2Yy， r[ 天] coshw, (14.5-27) 
入 下 =0 
r[4] = | cos cokd(oj)azco。 (14.5-28) 


我 们 再 来 研究 谱 展 式 (14.5-13)， 连 续 的 平稳 随机 过 程 YC) 是 一 个 参 变量 为 : 的 随 
机 变量 签 {YQ} , 一 c 过 1 < 之 00， 由 {YQ 人)}) 组 成 的 线性 闭 包 , 即 {YCz)} 中 向 量 的 线性 
组 合 及 其 均 方 极限 的 集合 ,组 成 希 氏 空间 中 的 一 个 子 空间 Hy。 我 们 定义 算 子 U (2)， 
UFO) = YG 十 1)， (14.5-29) 
很 明显 算 子 具有 如 下 性 质 : 
UG = UUG) 一 TD。 (14.5~30) 
由 于 过 程 是 平稳 的 ,所 以 对 于 {7 了} 中 任何 Y(a) 和 Y(t,) 和 任意 的 2。 有 
UCR Y EE), UC Y (2)) = (Yn 十 4), Y(# 十 4); Ee ra 一 #2) 
= (Y(a), YC(2)). (14.5-31) 
所 以 算 子 U(x) 是 保 范 算 子 ( 西 算 子 ), 而 且 UG) 呈 UmCz)， 可 以 把 保 范 算 于 Cn) 扩充 
作用 至 整个 子 空间 Hy。 可 以 证 明 , {DU(}, 一 00 < < co 是 保 范 算 子 的 单 参 数 连续 群 ， 
它 有 唯一 的 谱 分解 式 
六 二 | etedEoy (14.5-32) 


式 内 E。 是 由 某 一 个 自 伴 算 子 4 派生 的 投影 算 子 ， 下角 注 “ 表 示 投影 算 子 将 整个 子 空间 
Hy 的 向 量 投 影 到 和 肯 伴 算 子 4 在 区 间 (一 co oj 的 四 国志 中 
去 . 这 样 。 

YO) 一 DCOY(O) = ed BY (0) =) cmdz(o)， 


式 中 Z(wm) 为 随机 谱 函 数 ， 它 具 有 前 述 的 相同 性 质 ， 差别 仅 在 于 此 处 它 定义 于 (一 00, oo) 
上 ,所 以 它 的 特性 (2) 应 改 为 : 
jz2(— oo) 一 0， lzCo0) l= YCo)) 一 0F. 
根据 平稳 随机 过 程 的 谱 分 解 公 式 《14.5-13) 和 投影 算 子 的 特性 , 可 以 求 出 相关 函数 
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的 谱 分 解 公 式 ; 
ry(f — 5) = (YD), YO)) = (UY (0), TY(0)》 
= | ea EY(0), Y(0)) 


一 | .edPr(a)， (145-33) 


上 式 内 Fy(w) 一 《BE。Y(0)。Y(0)》 称 为 随机 函数 的 谱 函 数 , 注意 ，Pv(o) 已 是 非 随机 的 
”了 。 出 投影 算 子 E, 的 特性 知道 | z 
Fy(o) = (EYC(0), Y(0)) = (EsY(0), EsY(0)) 一 lzCo)h, 
因此 Fy(w) 是 非 降 有 界 函 数 , 而 且 
Fy(— 00) m0, Fy(00) = HzCoo)k 1 0 


当 F(w) 为 可 微 函 数 对 ,f(w) 一 二 ~ Fle) 称 为 谱 密 度 。 这 时 


rr(1) 下 efr(wjdw. (14.5-34) 
如 果 F(w) 不 可 微 , 当 引 进 8 函数 后 式 《14.5-34) 仍然 有 效 ， 对 两 个 平稳 相关 的 平稳 随 
机 过 程 的 互相 关 函 数 也 有 类 似 的 谱 分 解 公式 。 总 的 来 说 ,对 平稳 随机 过 程 的 相关 函数 , 谱 
分 解 公式 为 


r(1) = | efCo)aa， (14.5-35) 
并 且 我 们 可 以 得 到 
fj(w) = |e), (14.5-36) 
这 是 因为 
1 Ey ml .- ei er 
4) rf2 Je + a fl(o)do 


en CE = -| enema 


一 | Kee — wo)do ~ fC), 


如 果 r(%) 在 一 吕 到 十 上 绝对 可 积 ,那么 信 w) 是 存在 的 ， 如 果 r( 1 在 一 到 +oo 上 不 
是 绝对 可 积 的 ,那么 在 引进 3 函数 后 i(。) 还 是 存在 的 ， 

当 平 稳 随 机 过 程 Y(2) 是 实 过 程 时 ， 相关 函数 是 侦 函 数 ， 这 时 谱 密 度 fw) 也 是 偶 函 
数 ,因此 只 需要 研究 o 之 0 时 的 值 就 可 以 了 。 为 了 计算 方便 ， 我 们 引进 


和 (oo ) 虽 es w 2 0. (14.5—37) 

这 时 有 
r(4) 一 人 2 0 (14.5-38) 
Pw) = 2 | corwnr (a2, wa > 0. (14.5-39) 
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方程 (14.5-38》 和 (14.5-39) 称 为 维 纳 - 辛 钦 〔【Wicner-XnaqHH) 关系 。 如 果 随 机 过 程 的 范 
数 的 平方 代表 它 押 载 负 的 功率 ， 


IY CO se ryC0) me | 2Co)ae; (14.5-40) 


那么 Be) 就 代表 Y(9 在 不 同 频 率 上 所 载 负 的 功率 密度 ,所 以 常 称 为 功率 庶 密 度 ， 

如 果 F(w) 有 第 一 类 断 续 , 则 在 谱 密度 忒 w) 里 可 以 包含 用 8 函数 所 表示 的 冲 量 ， 当 
平稳 随机 过 程 中 包含 有 角 闫 率 为 wi 的 随机 振幅 的 周期 振动 分 量 时 ， 在 相关 函数 r(X) 里 
一 定 包含 一 个 频率 为 wi 的 周期 振动 分 量 ， 根 据 5 函数 的 性 质 


2 | eitige on (CL), 
27 .| 一 oo 


谱 密度 人 Kw) 中 将 包含 一 个 《Roott) 一 Floor-0)) 38(w 一 at) 的 分 量 。 
现在 我 们 来 讨论 两 个 由 相关 函数 计算 功率 谱 密 度 的 实例 ， 
例 1， 如 果 相 关 函 数 是 以 高 斯 昌 线 给 定 的 
r(2》mr(0)ce 2， 
相应 的 功率 谱 密 度 就 是 站 
8(o) = 2 1(0) | osha 一 人 CO)ereon， 


其 中 
;C0), 


有 趣 的 事实 是 ， 当 保持 0(0) 不 变 时 , 令 -> co, 这 时 对 于 所 有 有 限 的 4 来 说 , 相关 
函数 都 趋 于 零 。 同 时 , r(0) 以 一 种 使 >(2) 变 为 8 函数 的 方式 趋 于 so。 这 也 就 是 说 ,不 同 
时 刻 的 Y(#) 值 是 毫 不 相关 的 ， 所 以 这 个 随机 过 程 是 所 有 随机 过 程 中 “最 杂乱 无 章 ” 的 一 
个 ， 这 时 ， 功 齐 谱 客 度 是 一 个 与 频率 无 关 的 家 数 , 这 个 最 杂乱 的 随机 过 程 称 为 白色 嗓 声 ， 
常常 用 白色 噪声 来 描述 物理 系统 中 自然 发 生 的 随机 变化 . 
严格 地 说 ,白色 噪声 不 是 宽 平 稳 过 程 ,因为 它 的 方差 为 无 界 ， 


0) 一 ocean = [oao ws 0 


但 是 从 真实 的 物理 系统 中 永远 取 不 出 纯粹 的 白色 噪 下 ,因为 真实 物理 系统 总 有 有 限 的 
通 频 带 ， 白 色 了 噪声 通过 此 系统 后 功率 谱 密度 在 足够 大 的 频率 段 以 外 就 趋 于 寒 , 并 且 
-9Co)dw 有 限 。|.@(o)au < co 是 指 信 号 总 的 负载 功率 有 限 ， 如 果 用 仪器 去 测量 白 
色 品 声 的 绕 计 特性 ， 由 于 仪器 总 有 有 限 的 通 频 还 ,所 以 得 到 的 结果 也 不 是 纯粹 的 白色 唱 
声 ， 其实, 白色 噪声 是 一 个 广义 的 平稳 随机 过 程 m， 它 是 中 间 运 算 的 一 个 工具 ,而 不 代表 
真正 物理 量 的 统计 特 福 。 它 通常 总 是 以 通过 某 个 通 频 带 有 限 的 系统 而 得 到 的 平稳 过 程 来 
表示 的 。 如 果 平 稳 随 机 过 程 的 功率 谱 密度 在 足够 大 的 一 段 频率 范围 内 近似 于 常数 ， 那 和 
可 以 把 它 看 作为 包 色 噪声 ， 这 里 所 指 的 “足够 大 * 是 与 被 研究 系统 的 通 频带 相 比 较 而 言 . 

例 2。 对 于 流体 的 匀速 运 动 中 的 微小 各 向 同性 油 流 ， 冯 ' 卡门 (Von Kirmin) 和 雹 
瓦尔 斯 《Howarth) 曾经 证 明基 本 的 二 阶 相 关 函 数 就 是 rn(2) 和 rxXX)，ri(%) 是 在 


6(0) 一 1 
ov x 
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同一 空间 点 上 平行 于 平均 流动 方向 的 扰动 速度 分 量 对 于 时 间 间 注 4 的 相关 函数 ,rx(2) 是 

与 平均 流动 方向 垂直 的 扰动 速度 分 量 的 相应 的 相关 函数 〈 图 14.5-2)， 如 果 。 是 平均 束 

度 , ! 是 消 流 的 特性 长 度 , 那 么 这 两 个 相关 函数 

就 可 以 近似 地 表示 为 人 ~ 
rn) re, 0 


rd) = ra 0) em @ 一 二 志 )， 2 > 0。 | | 


根据 方程 (14.5-39) ,平行 于 平均 流动 方向 的 搞 
动 速度 分 量 的 功率 谱 密度 bi(w) 和 垂直 于 这 个 加 nD 
方向 的 扰动 速度 分 量 的 功率 8 度 9X) 就 图 14,5-2 


9i(o) 一 IO) FEC 


ge 1 十 3(0cogy 
BALAw) 9X07)TT Co oy + Co 
这 里 的 @:(0) 和 有 区 0) 是 相应 的 功率 席 窗 度 在 wm mm0 处 的 值 ，@1(0), 20) 与 +1:(0)， 
ra(0) 的 关系 是 


上 之 0， 


980) 一 一 一 nC0), 


(0) 一 一 一 ra0). 


上 而 所 说 的 是 平和 的 一 维 随机 三 数 的 庄 分 角 平稳 的 向 量 随机 函数 是 由 好 几 个 一 维 
随机 极 数 所 组 成 的 ,不 过 要 注意 ,除了 各 分 且 本 身 是 平稳 随机 函数 外 各 分 量 之 间 还 是 平和 \ 
相关 的 ， 它 的 功率 谱 密度 与 相关 函数 阵 相 对 应 ,也 是 一 个 矩阵 。 z 


14.6 功率 谱 密 度 的 直 楼 计算 


根据 相关 函数 来 计算 功率 谱 密度 的 作法 不 是 绝对 必须 的 ， 有 时 柜 世 可 以 要 据 了 机 
数 Y() 本 身 的 已 知性 质 把 功率 谱 密 度 直 接 计 算出 来 z 
我 们 先 来 计 论 一 绪 平 净 随机 序列 功率 谱 密 度 的 直接 计算 ,假定 7.} 是 数学 如 闻 为 
办 ,方差 有 界 的 平稳 随机 序列 ,那么 有 限 的 滑动 和 
An(%) := > Ye 《14.6-1) 


k=—N 


过期 方差 有 界 的 随机 西数 是 参 变量 ， An(w) 的 6 玫 玉 是 
AnCo)P = 2 > YY ete 


1 


we p33 b> ryl 一 ciett-D， 


k=~N 了 一 一 对 


在 引进 一 1 一 后 ,* 就 取 自 一 2 对 到 2N 的 整数 值 。 对 同一 个 a; 相同 的 项 就 有 
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2N 十 1 一 |s| 个 。 所 以 有 z 
lAwCoP = 2， CN +1— loDrtale,. (14.6-2) 
因此 


| AwCew) | = lm 一 3 (1 = 上 ry[ale-ier 


“xf2 六 十 1) mA si 


~ 1 rn)e” — Oyo). 
六 可 以近 下 列 人 直 直 加 
AnCe0) i, (14.6-3) 


ho) 0 ra 
假定 Y(9) ee 
dao) 一 | Y Ce (14.6-4) 


也 是 数学 期 望 为 零 方 差 有 办 的 随机 项 数 , 2 为 参 变 量 。 4e(o) 的 范 数 平方 为 
A oj) = | |, YOY*C) emivteivor ddr 


fn 

ee “后 可 简化 为 z 

OT 一 28 | 1 一 吉 】 "Deh (14.6-5) 

因此 
-lao 一 im 二 | 由 这 D3!) rei)eean 

—_— 二 | pe = $0) 
这 样 就 可 以 按 下 列 公式 直接 求 功率 谱 密度 
br(o) 一 jmaildeoj (14.6-6) 


我 们 现在 来 讨论 几 个 家 接 计 算 平 稳 随机 过 程 的 功率 谱 密 度 的 例子 ， 

例 {， 平 稳 随机 过 程 YQ() 是 一 系列 形状 相同 的 脉冲 , 脉冲 的 频率 是 一 个 常数 ， 脉 冲 
的 高 度 是 一 个 数学 期 望 为 零 , 方 差 有 界 的 随机 变量 ,并 具有 一 定 的 概率 密度 分 布 水 数 。 此 
外 ,还 假定 这 一 系列 的 脉冲 高 度 是 互 不 相关 的 。 如 果 脉 冲 是 和 矩 形 的 ,那么 这 一 系列 脉冲 就 
像 图 14.6-1 所 画 的 那样 。 如 果 一 个 高 度 为 工 的 脉冲 表示 式 是 ?Co ,那么 


YO) 一 2 Xkn( — 4T), 
其 中 了 是 两 个 相 邻 脉 冲 之 间 的 时 间 间 隔 ，Xx 是 第 《个 球 冲 的 归 度 设 9 一 NT, 那么 
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加 14.6-1 


Agl wo) uy | Yl) eed | D3 Xun RT )e “ivid 


~ eer es 


大 二 一 N 


co) DK, 
式 中 a 
0 
如 果 脉冲 是 宽度 为 2。 高 度 为 1 的 矩形 脉冲 , 则 
co) 一 | ettdy ~ ns 
根据 方程 (14.6-6), 功率 谱 密 度 就 是 


1 i 有 
2 一 二 ls) lmzN| 之 3 XaXr er Ct "| 


= 


2 xn 
[#1 


N ! 
nal nt i 


因为 这 一 系列 及 冲 的 高 度 是 互 不 相关 的 ,所 以 除了 上 一 1 外 rx fk 一 引 都 等 于 办 , 当 
Re 时 rx[ 允 一 1 呈 ox, 所 以 
Ne | > Rael rr ee 一 0 


AT—Ni= 
最 后 就 得 到 z 
Ow) 一 EA) h, 

例 2。 我们 来 考虑 图 14.6-2 所 表示 的 平稳 随机 过 程 Y(5]。 这 个 过 程 在 时 间 间 隔 了 
中 的 值 或 是 + 1 或 是 一 1。 这 里 的 7 不 是 常数 , 而 是 一 个 随机 变量 。7 的 概率 密度 函数 
w( 了 ) 是 已 知 的 。 不 言 而 喻 ，7 > 0。 还 要 假定 这 一 系列 时 间 闻 隔 工 是 互 不 相关 的 . 我 
们 用 TrCX i, 和 :) 来 表示 第 大 个 时间 间隔 ， 假设 时 间 间 隔 和 的 数学 期 望 是 Ts 


T 和 | oO 


我 们 令 29 =_ NT, 这 样 
-8 Nn 
Leo(o) = | Yeividt - 二 之 《一 1)kt(e~'etk 一 en) 


odo Pe © -oo . » Ge 
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这 里 的 表示 第 个 时 间 间 取 的 终点 . en 
Ao) 一 | > (一 De — tre + i 
根据 方程 (14.6-6)， 和 生得 到 
2(o) 一 一 LS) D3 en 


Fo Ny A 二 1 ' 二 


我 们 先 考虑 不 > 克 的 情况 ， 璧 如 说 和 一 克 十 m, 这 时 就 有 


Pd td mi eivTrtrle™ eT 本 we iuTK1 卡 邮 。 
有 既然 这 一 系列 时 间 闻 隔 是 互 不 相关 的 ,因此 Tm Tuerz ……，7w+w 的 联合 概率 密度 函 
. 数 就 等 于 它们 各 自 概 率 密度 函数 之 积 。 如 果 引 进 ”的 数学 期 望 “ 


0) po) + pm) = | eerw(T)4T， 
x(w) 是 复 函数 , 实 部 为 p(wm), 卉 部 为 (wm), X(w) 又 称 为 的 特征 孙 数 ; 那么 


ei om [Kao)]m。 


在 求 $Cw) 的 双重 和 式 中 , 像 -m45 这 样 的 乘积 的 个 数 有 入 一 m 个， 而 每 一 个 这 样 
的 革职 的 符号 前 是 (一 1)"， 所 以 求 极限 后 就 有 来 源 于 这 些 滋 以 的 一 项 


lim™ 下 [一 XKo)]m. 
功 可 以 是 从 1 到 % 的 所 有 正 整 数 ， 而 且 从 X(w) 的 定义 可 知 Ma <1 ,内 此 这 样 一 些 
项 的 总 和 为 
mV 二 CO 下 ee mk) 
> im [一 Xe] “1 十 X(w) ee NI1 + XCw0) 1 1 + XCwm) 


不 难 春 出 ， 来 源 于 > 的 那些 项 的 总和 与 来 源 于 > 的 各 项 总 和 刚好 是 复 共 乌 的 ， 
此 外 ,来 源 于 太一 SI 所 以 最 后 得 出 
9 — ee X{w M 
0) 一 车 直入 } 
这 里 的 Re[ ] 就 是 取 [ ] 里 的 实数 部 份 。 如 果 XCw) 的 实数 部 份 和 辜 数 部 份 分 别 是 mw(o) 
. 和 wp《w), 那么 


ee 0 0 
WO) mo I Ho) + po) 


如 果 概率 密度 函数 w(7) 是 泊 松 (Poisson》 分 布 函 数 
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1 c-7T， 了 30， 


w(T) -| 了 
8、 T<0, -| 
对 此 特殊 分 布 来 说 ,这 样 的 一 个 振幅 是 1 的 陆 机 开关 肖 和 的 功率 放 宙 度 训 是 
Pl) = i 


* 1 十 (wT/2) . 
因为 这 个 随机 过 程 没有 任何 有 规则 的 周期 性 ,所 以 功率 谱 密度 是 连续 而 光滑 的 . ee 


14.7 ”随机 函数 离开 平均 信 大 偏差 的 概率 及 超过 一 个 固定 信 的 频率 


如 果 随 机 郴 数 是 一 个 结构 中 的 应 力 ,那么 只 知道 这 个 应 力 的 平均 值 是 很 不 够 的 ,因为 
结构 的 破坏 与 应 力 本 身 的 大 小 有 关系 。 为 了 安全 起 见 ， 我 们 就 需要 知道 应 力 超过 结构 材 
料 的 容许 工作 应 力 的 概率 ,也 就 是 随机 函数 Y(p) 的 函数 值 的 大 小 超过 常数 值 玉 的 概率 
P{1Y| 并 } ,如 果 第 一 概率 密度 函数 w(y) 是 已 知 的 , 那么 这 个 问题 的 答案 就 很 简单 


A 47-D 


但 是 ,在 不 少 工程 问题 中 并 不 知道 概率 密度 函数 ,而 只 知道 数学 期 望 了 和 方差 只， 就 
是 在 这 种 情况 下 ,对 于 离开 平均 值 ( 即 数学 期 望 ) 的 大 偏差 的 概率 ,我 们 还 是 可 以 给 出 一 个 
一 般 的 估计 的 。 这 个 估计 就 是 必 配 梅 - 切 比 雷 夫 不 等 式 ， 


olly ~ YI> to} = p((Y 77> Rr) < (141-16). 


对 于 最 实际 的 应 用 来 说 , 必 面 梅 - 切 比 雪夫 不 等 式 所 给 的 估计 还 嫌 太 宽 ， 也 就 是 说 ， 这 个 不 
等 式 所 给 的 上 限 常 常 是 过 高 的 ， 如 果 w.(y) 只 有 
一 个 极 大 值 ， 我 们 就 可 以 给 出 一 个 比较 精确 的 估 
计 ， 这 时 w(y) 的 极 大 和 值 所 在 的 点 yo 称 为 次数, 卡 
这 样 的 分 布 密度 消 数 称 为 单 众 数 密度 函数 《或 单 ” 
峰 密 度 阔 数 )、' 对 于 单 众 数 密 度 应 数 的 情形 ,大 信 
差 概率 的 估计 是 高 斯 首先 作出 的 . 为 了 证 明 高 
斯 的 不 等 式 ， 我 们 来 考虑 图 14.7-1 所 而 的 国 数 ;| 
w(x)，wi(x) 在 * 盖 0 的 区 域内 是 单调 减 小 的 ， 
可 以 把 w(x) 看 作 是 许多 和 矩形 硬 数 的 和 ， 这 些 和 矩 
形 函 数 都 是 这 样 的 :在 0 志 + 二 和 间 障 内 等 于 一 
个 常数 ,在 * > 和 区 域内 等 于 零 . 我 们 先 来 考虑 矩形 函数 zx) : 

如 果 0 安 * 魏 z， v(x) 一 1， 

如 果 x > zy vOF) = 0 


对 于 任意 一 个 天 > as， 
ee 
但 是 ,如 果 0Q 过 KK 专 wo 
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Kv)as = RR 
不 难 证 明 ,对 于 这 个 范围 内 的 来 说 KC 一 KK) 的 极 大 信号 乞 台所 以 下 列 关系 式 对 
所 有 六 值 都 是 成 立 的 ， 
x v(x) dr < 3 | eed 
于 生 加 的 方法 就 可 以 得 出 
x wilx) dx So 4 rw(x) dx. 


现在 ， 来 入 虑 一 个 模 坐 标 是 + 二 yy 一 的 单 众 数 密度 池 数 wi(*)。 这 里 的 癌 是 众 


数 , 这 时 

? 二 Xt wt 

Kk Fous Ce , Cx dt, 
站 且 
+ 2 和 。 和 2 

: K | (x)Ar 过 | Me 
把 这 两 个 不 等 式 加 起 来 ,就 得 到 

Kiplly — yl > K} < 
这 里 的 ?是 离开 众 数 的 偏差 的 平均 慎 ， 

vi (YY 一 加) = [LG — yo wy) dy, : (14.7-2) 

设 K 一 tv， 我 们 就 得 到 高 斯 不等式 a 

PllY 一 加 | Fy} < Oo a (14.7-3) 


如 果 密度 函数 w.(y) 对 于 y 一 为 是 对 称 的 , 即 wyo 十 7) wily 一 Bh 那么 就 有 
一 了 ,vy 一 or。 因而 方程 (14.7-3) 就 化 为 


p{ilY — YY] Ror} < Ey (14.7-4) 

所 以 方程 (14.7-4》 所 表示 的 概率 估计 比方 程 (14.1~16) 的 估计 更 精确 、 
在 很 多 情况 下 ,我 们 可 以 认为 w(y? 是 高 斯 分 布 概率 密度 函数 (至 少 也 可 以 近似 地 这 

补 候 设 )， 这 时 ,利用 误差 国 数 Ka) 一 大 oe 的 浙 近 展开 式 , 不 难 直 接 算 出 


p{|Y 一 ¥| 完 Ror} 经 A 1; (14.7~5) 


2 
这 个 概率 的 数值 很 小 、 例 如 在 一 3 时， 这 个 概 素 只 有 0.003， 可 是 ， 如 果 利 用 方程 
《14.1-16) 只 能 知道 这 个 概率 比 0.1111 小 ， 即 使 用 方程 (14.7-4) 来 估计， 也 只 知道 这 个 
摄 率 小 于 0.0493， 这 三 种 估计 结果 所 以 有 这 样 悬 殊 的 差别 ， 当 然 是 因为 这 些 估 计 方 法 所 
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依据 的 资料 在 确切 程度 上 有 很 大 差别 的 缘故 ， 责 很 所 的 假设 越 一 般 化 ， 所 能 得 出 的 估计 
结果 就 越 不 精确 . 

如 果 所 学 虑 的 平稳 随机 沙 数 是 结构 中 的 应 力 ， 并 且 假 设 需 要 根据 应 力 趣 过 某 一 个 辕 
定 值 (也 就 是 材料 的 疲劳 应 力 ) 的 重复 次 数 来 进行 设计 ,那么 就 必须 知道 随机 六 数 在 单位 


” 财 间 内 超过 园 定 值 y 一 $ 的 可 能 次 数 。 这 个 次 数 显然 是 随机 床 数 在 单位 时 间 内 经 过 § 信 


的 可 能 次 数 的 一 半 ， 用 No(5) 表示 上 述 的 经 过 5 值 的 次 数 。 这 个 数 最 先是 由 瑞 其 (Rice) 
计算 出 来 的 下 ， 下 面 我 们 介绍 他 的 计算 方法 . 

设 Y() 是 可 微 的 随机 过 程 ，w(y, 3)4ya3 是 在 同一 时 刻 随机 消 数 了 () 的 信 在 》 7 和 
dy 之 人 阳 ;, 而 它 对 时 间 导 数 了 C2) 的 值 在 了 和 ? 十 4 之 间 的 联合 概率 .这 个 概率 也 可 以 解 
. 杰 为 在 单位 时 间 内 YC(z) 和 YY 了 (2) 同时 在 上 述 范围 内 的 时 则 比率. 但 是 ,随机 诅 数 经 过 dy 
所 需 的 时 间 是 4y /13|。 所 以 ,所 需 要 的 经 过 和 5 的 可 能 次 数 就 等 于 wx(5，7)dyd? 被 
dy /| 对 除 得 的 商 17| wxs， 7y)dy。 因 此 ,对 所 有 的 ? 值 积分 就 可 以 得 到 次 数 Nol$), 


NO =| [91 wi, 2)dy, (14.7-6) 


, 但 是 方程 (14 4-7) 表明 ， 只 要 平稳 随机 函数 是 可 微 的 ， Y(®) 和 YG) 就 是 互 不 相关 的 ， 
如 果 了 (9 和 Y(G 的 联合 分 布 是 高 斯 分 布 , 那么 YCD 和 Y(9) 还 是 互相 独立 的 ， YGp5 和 
Y(e 独自 的 分 布 也 是 高 斯 分 布 ,于 是 

waly, $) 一 wily) wy), 

方程 (14.7-6) 就 可 以 写成 


NCE) 一 wa 人 bole, (14.7-7) 
如 果 kil) 是 对 称 的 , 邑 w(3) 一 wi( 一 3), 则 
NE) -2w 人 gwd 14.778) 


设立 的 数学 期 望 为 办 方差 为 叶 ,Y 的 数学 期 塑 为 7， 方差 为 吧 ， 按照 方程 (14.1-17) 
和 (14.7-8) 就 有 
28) = a 
No $) Wy . "yerp |— 去] 2 全 (14.7-9) 


利用 方程 (14.4-8) 和 (14.5-38), 可 以 由 Y(z) 的 功率 谱 密 度 算出 方差 
六 | wy wd. (14.7-10) 
再 根据 方程 C14.1-17), (14.5-40), (14.7-9) 和 {14.7-10) 就 得 出 


ND = 二 本 ap| 一 二 从 寺 于 | : 
Ey ieee | + e277|. {14.7-11) 
| erCo)du . , 


这 就 是 瑞 斯 给 出 的 公式 ，NoC5)/2 就 是 Y(z) 超过 二 值 的 频率 ， 


pr WE rp rr ironrreer rm 一 一 一 一 一 一 “* 
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14.8 随机 函数 的 线性 变换 


在 第 14.3 节 中 已 经 讨论 了 三 种 特定 的 对 随机 贡 数 的 变换 、 它 们 都 是 线性 变换 , 并 得 
到 了 随机 范 数 的 数学 期 望 和 相关 函数 的 变换 规律 ， 可 以 看 册 ， 这 几 种 线性 变换 和 求 数学 
期 望 的 运算 是 可 以 互 福 交 换 作 用 次 序 的 .假定 随机 函数 Y(s) 是 对 殖 机 项 数 X(o) 进行 变 
疾 后 的 第 兴 
了 (5) -= A,XC), C14.8-1) 
Y Y 和 XX 可 以 有 相 阿 的 自 变 量 ( 妈 se 1) 必 不 同 的 自 变量 ( 卸 ，* 关 1?)。 便 如 控制 系统 的 输出 
就 是 对 输入 进行 变换 的 结果 ， 如 果 这 种 变换 满足 下 列 两 个 条 件 , 就 称 为 线性 变换 ,我 们 用 
上 ,表示 线性 变换 , 它 满足 


(1) -LX + XH] sn LN) + LX 0 , . (14.8-2) 
: (2) LleX(N] 一 < 工 : 和 Cr)， (14.8-3) 
其 中 。 为 任意 常数 ， 线性 纵 制 孙 统 的 输出 就 是 对 输入 进行 线性 变换 的 结果 在 控制 系统 
中 我 们 党 常用 到 的 基本 线性 变换 有 : 


(1) XC) 一 PCZ7 WU )KCD， 其 中 PLa/ ds ) 是 微分 算 子 4/ ds 的 多 项 式 . 
(2) LX() 一 PC(UD)X(#)， 其 中 PCU) 是 移 位 算 子 巴 的 多 项 式 . 


G) LXC 一 | er DX 和 其 中 pls， 是 核 区 数 . 
(4) LX 一 3 Bi(OXKD)， 基 中 gC1), ;一 0, 1, 2 是 加 权 函 数 ; 


(5) LX = eXCD 一 > ciXi(2), 其 中 发 是 向 量 随机 函数 ，X(D) 是 它 的 分 量 ; 


< 是 某 个 常数 向 最 ,是 它 的 分 最 。 这 些 基本 线性 变换 的 积 也 是 线性 变换 ， 可 以 证 明 ， 对 
于 这 些 类 型 的 线性 变 痪 ,只 要 它们 变 柳 后 的 结果 是 存在 的 ,那么 线性 变换 和 求 数学 期 望 这 
两 种 运算 是 可 以 交换 作用 次 序 的 ,因此 ,随机 函数 的 数学 期 望 和 相关 函数 的 变 次 规律 是 ; 


Ys) sm LXC) = LXC), (14.8-4) 
rf 3) = YG YD) = Lo LEXCGOXCH) 
ee L, Le XOOX(E)” 罗 Le Lerx(t,, n), (14.8~5) 
ryx(sih) = YOGOXOD) 中 LiX(I)OX{ rt) 
人 Ls XOXC)* ™ Lirx(h,h), (14.8-6) 


这 里 L* 表示 L, 的 共 辊 线性 变换 。 如 果 线 性 变换 是 实 的 ,那么 L* 一 工 ,。 
如 果 随 机 函数 Xx) 是 高 斯 分 布 的 , 那么 可 以 证 明 , 通过 线性 变换 后 得 到 的 Y(*) = 
LiX(#) 也 是 高 类 分 布 的 %"， 如 果 Y(s) 是 X(o 的 线性 变换 


Y(i) -= | gs, EX a7. 


即使 XC3) 不 是 高 斯 分 布 的 ,但 如 果 X(a) 和 X(4) 不 相关 的 最 大 区 间 Ia 一 i 比 |6 一 a| 
小 得 多 ,那么 Y(s) 也 是 近 于 高 斯 分 布 的 。 不 相关 的 最 大 区 闻 i 一 时 小 也 就 意味 着 古 (e) 
的 相关 少数 很 快 地 衰 三 为 零 ， 因 此 XX(z) 的 功率 谱 密 度 祖 应 地 就 比较 宽 ，12 一 a| 区 闻 大 
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也 就 意味 著 gls, +) 实际 不 为 零 的 时 间 长 ,线性 变换 的 系统 的 惯性 较 大 。 因 此 当 一 个 不 是 


高 斯 分 布 的 功率 谱 密度 较 宽 的 陆 机 过 程 Xt9) 通过 一 个 惯性 较 大 《 即 通 带 较 窜 ) 的 线性 系 


统 后 ,输出 了 (s) 就 近 于 高 斯 分 布 的 . 
假定 X(#) 是 可 微 的 平稳 随机 过 程 , 它 的 谱 分 解 式 为 


IE x 一 | evdz(a)， 
相关 函数 的 谱 分 解 式 为 


那么 可 以 证 明 它 的 导数 YCs) 一 -2- X(:) 的 谱 分 解 式 为 


yc | Go)ewedz(o)， 
Y(z) 的 自 相关 应 数 的 谱 分 解 式 为 


nD) 一 fliolerf(e)ae ~ ee 


而 Y(#) 的 自 谱 密度 为 
人 fr C0) 一 cxyx(o)。 
同样 ,， YQ) 与 XQ) 的 互 谱 密 度 为 
frx(w) (Cs0)fx(w), 
把 此 结果 更 推广 一 步 。 如 果 
Y=P ( 世 ) XO 


rx(D) = | elo)de, : 


(14 5-13) 


四 (14.5_35) 


(14.8-7) 


. (14.8-8) 


(14.8-9) 


(14.8-10) 


《14.8-11) 


P( 4 / 如 ) 是 微分 算 子 2 / di 的 多 项 式 , 只 要 Y(#) 存在 ,那么 Yo 的 谱 分 解 式 就 为 


Y(t) 一 人 PCio)emdz(o)， 

Y(z) 的 自 谱 密 度 为 
fr(w) 一 Pliw) lfx(w), 

YQ 与 X(#) 的 互 谱 密度 

fyxtw%) 一 Plia)fx(w). 


如 果 平 稳 随机 序列 {X。} 和 它 的 相关 函数 >x[z] 的 谱 分 解 式 分 别 是 


X, 一 | elagZ (1w), 


re | eienfy (0) do, 


随机 序列 {Y。} 是 {X,} 的 线性 变换 
Y, = P(U)X,, 
其 中 P(V) 是 移 位 算 子 也 的 多 项 式 ,那么 Y。 的 谱 分 解 是 
7， 一 | P(eio)etesdZ(w)， 


自 谱 密度 与 Y。, X。 的 互 谱 密度 分 别 为 


or rr 
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(14.8-13) 


(14.8-14) 


(14.5-12) 


. (14.5-24) 


(14.8-15) 


(14.8-16) 
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(0) 一 Pe) | C0), (14.8-17) 
fx (00) = P(e fx). (14.8-18) 


14.9 ”线性 常 系数 系统 对 于 平稳 随机 输入 的 反应 


现在 我 们 开始 来 讨论 这 一 章 的 第 二 部 分 ， 也 就 是 各 类 控制 系统 在 随机 作用 下 系统 的 
分 析 问 题 ， 我 们 先 从 简单 的 问题 开始 如 果 对 一 个 线性 常 系数 控制 系统 加 上 一 个 平稳 随 
机 输入 , 那么 我 们 希望 知道 的 是 输出 的 数学 期 望 , 相关 函数 或 方差 , 可 能 还 需要 估计 离开 
平均 值 的 大 偏差 的 概率 以 及 超过 某 个 固定 值 的 频率 等 ， 对 于 很 多 的 工程 问题 来 说 ， 关 于 
输出 量 的 这 些 统计 特性 的 知识 已 经 足够 了 . 

假设 平稳 随机 输入 X(C2 的 数学 期 望 为 丈 , 相关 函数 是 +x(4), 功率 谱 密度 是 
x(w)， 再 设 线 福 常 系数 系统 只 有 一 个 输入 和 一 个 输出 ， 表 示 输 出 和 输入 之 间 的 特性 关 
系 是 传递 函数 F(r) 和 脉冲 响应 函数 h(t:)。 我 们 讨论 的 系统 假定 都 是 稳定 的 因此 F(s) 
的 所 有 极点 都 在 左 半 $ 平面 , 即 所 有 极点 的 实 部 都 是 负数 ， 依 脉冲 响应 函数 的 定义 , 4(#) 
当 4: < 0 时 等 于 零 ， 对 于 一 个 从 :一 一 co 就 开始 作用 的 输入 作用 来 说 ,输出 量 


yf) = hu)xlt — #)du, (14 9-1) 


输出 量 ”9 是 输入 量 的 线性 变换 . i tdi XC 时 ,输出 量 Y 了 (#) 是 个 随 
机 过 程 


yz) 一 在 (8 )XTKz 一 - {14.9~2) 
利用 随机 函数 线性 变换 的 特性 就 能 算出 输出 量 的 数学 期 望 和 相关 函数 分 别 是 
fy x| hku)du we oi 《14.9-3 


ey pr i jG + uo— whe dudu’ me ryCh), (14.9-4) 

由 于 了 (?) 是 常数 ， ok 十 4, 71) 只 与 4 有 关 ， 所 以 YC) 也 是 平稳 的 、 同时 输出 与 输入 
之 闻 的 互相 关 函 数 为 

ryx(z + 7 | = rx 一 “aw) du = rw )， (14, 9-5) 


所 以 输出 与 输入 是 平稳 相关 的 . 根据 相关 函数 与 功率 谱 密 度 之 间 的 关系 式 (14.5-36) 和 
(14.5~37) 我 们 就 得 到 


er(o) = rr) enimah 

es 二 人 人 人 xf 和 十 Wetterte Co ) tow BC) eindidu dl, 
Byx(w) 一 -1 f° me 

二 人 人 aa 一 2)erielar-o8(zye-iondac。 
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再 根据 传递 裔 数 与 脉冲 过 尝 函 数 之 间 的 关系 ， 
Fio) 一 人 aceas 
就 得 到 
gr(o) 一 8@x(o)FCio)RF( 一 io) 一 PP(io) gx(o)， (14.9-6) 
Pyxtw) 一 Bxlw) Flio). (14.9-7) 


在 这 里 我 们 用 到 了 F(iw) 是 F( 一 iw) 的 复 共 轿 数 的 事实 ， 根据 方程 (14.9-6) 就 可 以 由 
输入 的 功率 谱 密 度 和 线性 常 系数 系统 的 频率 特性 算出 输出 的 功率 谱 密度 、 甚 至 于 当 频 率 
特性 只 是 用 曲线 或 数字 表格 来 表示 的 情况 下 ，@x(io) 也 还 是 不 难 计算 出 来 的 ， 从 这 里 我 
们 也 可 以 看 到 ,在 线 狂 常 系数 系统 中 传递 函数 和 频率 特 姓 的 概念 是 很 有 用 的 .根据 等 式 
《14.9-3)》 可 以 由 输入 的 数学 期 望 求 出 输出 的 数学 期 记 ， 可 以 着 出 式 《〈14.9~3) 中 的 积分 
人 Ce)u 实际 上 就 是 传递 水 数 PCr) 在 一 0 时 的 信 ,也 就 是 将 态 放 大 系数 天 , 所以。 
Y= F(0)X KX. z (14.9-8) 
在 一 般 的 情况 下 ,传递 函数 FCs) 是 * 的 有 理 分 式 , 而 且 分 子 的 老 次 比分 母 的 寡 次 低 ， 
因此 当 w -~> oo 时 ,Fio) 一 0、 这 样 , 当 wm -> co 时 输出 功率 谱 密 度 gv(o) 比 输入 功率 谱 
密度 @x(w) 更 快 地 趋 于 零 . 这 一 事实 对 白色 噪声 的 输入 量 仍然 有 效 ， 它 表明 殖 机 输出 
高 频 分 量 的 强度 比 随机 输入 高 频 分 量 的 强度 要 小 得 多 ， 所 以 一 般 线性 常 系数 系统 有 一 种 


使 输出 比 输入 更 “光滑 > 的 ”过滤 作用。 
假定 线性 常 系数 控制 系统 有 几 个 输 入 (或 控制 量 ) 和 几 个 办 出 量 (或 受 控 量 )， 则 系统 
的 特性 可 以 用 向量 形 式 的 冰 分 方程 来 描述 | 
4 y= Ay + Bx, z (14.9-9) 


“ 趟 中 是 mm 维 向 量 ,表示 系统 的 输入 作用 ; y 是 = 维 向 量 ,表示 系统 的 状态 ; 它 的 某 几 个 分 
量 可 能 是 输出 量 ; 4 是 ” X a 阶 党 方 阵 ,5 是 Xx za 阶 矩 阵 ; + 是 系统 的 阶 数 。 假定 系统 
是 稳定 的 ,那么 方 阵 4 的 所 有 特征 值 都 有 负 实 部 ， 对 于 从 + 一 一 co 就 开始 作用 的 输入 最 
来 说 ,输出 量 

YY 到 | b(r 一 oa(ojae (14.9-169) 


输出 量 也 是 输入 人 量 的 线性 变换 ,其 中 Gi — 0) 一 <， 它 是 方程 (14.9-9) 的 刘 次 方程 
的 基本 解 矩阵 ，&(: 一 0)8 是 x x m 阶 矩阵 , 它 代表 输入 和 系统 状态 之 间 的 关系 , 相当 
于 脉冲 山 应 函数 的 柱 质 、 当 输入 是 m 个 平稳 耻 机 过 和 报时， 还 假定 任意 两 个 之 闻 又 是 平稳 
相关 的 ,那么 就 相当 于 输 人 一 个 m 维 平稳 随机 向 重 函 数 交 Cz), 这 时 输出 是 向 量 苹 数 Y(D》， 


Y() = | eoBX (Ja 一 | eBXG de (14.9-11) 
利用 随机 函数 线性 变换 的 特性 不 难 算 出 Ce) 的 数学 期 望 和 自 根 关 和 抢 阵 分 别 是 
Vn | edeBdy 范 ， C14.9-12) 


Rr(t 十 2， 1) = | eauBRxCh 一 十 tH) Bre tdu du 
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fyiv (Ch) ryy, (Ch) ry yar) 
， : 。 |， (14.9-13) 


一 Rr(1) -| 
f ysY, (7) ry 4) ‘ry CN) 
所 讼 YQ) 也 是 平稳 的 随机 向量 溺 数 ， 同样 , 输 册 与 输入 之 向 也 是 平稳 相关 的 , 互相 关 甜 
阵 为 
RyxC + 1, 1) = | eBRxC —u) du z 
ry.x, (4) rr zi) 下 “rz xu(2) 


= Ryx(1) 一 | (149-14) 


pe ly a et 
目 相 关 和 矩阵 Ry(4) 是 2 x sn 阶 的 ， 它 的 元 素 表 示 系 统 状态 的 自 相 关 阔 数 或 互相 关 阔 数 ， 
互相 关 和 矩阵 Ryx(4) 是 n X m 阶 的 , 它 的 元 素 是 系统 的 某 个 状态 与 基 个 输入 的 互相 关 函 
数 ， i 则 Rx(4) 是 对 角 乱 阵 


rx(4) 0 … 0 
Rx (12) 二 由 rx (4) “。 I 
i 
这 时 
Ry(2) = 2) png —utw)Be mdudu, (14.9-15) 
i=1 


其 中 bb 是 矩阵 B 的 第 不 列 向 量 , 所 是 Bb 的 转 置 .方程 (14.9-15) 表明 ,只 有 输入 作用 各 
分 量 互 不 相关 时 ， 系 统 状态 的 相关 和 矩阵 才 等 于 输 和 作用 各 分 量 单独 作用 时 的 状态 相关 矩 
阵 之 和 . 


如 果 我 们 把 a 
Pr(o) 一 于 外 (14.9-16) 


Dyx(w) 一 二 | RrxC2)c-2， (14.9-17) 


称 为 自 功率 谱 密 度 和 矩阵 和 互 功 率 谱 密度 矩阵 。 它 们 的 元 素 为 自 功 率 谱 密 度 和 互 功率 谱 密 
度 ,那么 读者 不 难 证 明 类 似 于 方程 (14.9-6) 和 (14.9-7?) 的 公式 


By) Fo Pro Fio), - (14.9~18) 
Pyx(w) = Fin)Bx(w), (14.9-19) 
式 中 Js) 是 系统 的 传递 函数 矩阵 、 


Fs) 一 | ea ec 
天 (5) 是 Fs) 的 转 填 失 阵 。 同 样 ,与 方程 (14.9-8) 相 类 似 有 
Y 一 天 (0) 厌 《14.9-20) 


当 系 统 阶 数 很 高 时 ， 用 上 述 方法 计算 输出 的 功率 谱 密 度 和 相关 函数 就 比较 麻烦 ， 现 
在 我 们 来 介绍 兰 宁 和 和 白 襄 (Laning，Battin) 所 提出 的 模拟 计算 方法 4， 当 系统 是 以 实物 给 
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出 时 这 种 方法 也 完全 可 以 应 用 。 我 们 来 看 一 个 输入 和 一 个 输出 的 系统 ， 模 据 方 程 : 
(14.9-4), 输出 量 的 粗 关 函 数 为 


Ee 人 hu Jan aa)raCa ee 
作 变 量 置换 : 王 1 十 w“ ,有 
nD = he Dar (au)rxks 一 0 
海 虑 到 互相 关 函 数 的 公式 有 


rm 


ryx(#) = | 所 (erx(z 一 zlw， {14.9-21) 


ry{4) 和 12 ss Mryx(t) de bt [a ee A)ryx(t) ds » (14.9-22) 


后 一 等 式 的 成 立 是 因为 当 :< 0 时 有 (rz) 一 0。 这样， 模拟 的 方 框图 就 如 图 14.9-1 所 示 ， 
模拟 的 原理 如 下 : 

(1) 在 :一 0 时 开始 将 输入 相关 函数 rxC) 输入 第 一 个 系统 F(s)， 

(2) 在 :一 1 时 再 将 单位 脉冲 输入 第 二 个 系统 , 它 的 传递 函数 也 是 F(s), 或 者 可 以 
把 单位 脉冲 输入 等 效 为 系统 F(s) 的 相应 的 初始 条 件 . 

(3) 将 (1) 和 (2) 得 到 的 结果 送 入 乘法 器 , 相 冬 ,再 把 冬 积 送 入 积分 器 进行 积分 , 当 
1 oc0 《实际 上 只 要 第 (1) 和 (2) 项 输出 近 于 等 后 ) 时 ， 积 分 器 的 输出 就 趋 于 ry(2)。 当 
1 一 0 时 得 到 的 结果 就 是 方差 只 。 


桨 法 砍 


各 分 各 


办 14.9-1 


现在 我 们 引进 成 型 滤波 器 a9 的 概念 ,利用 这 个 概念 可 以 使 模拟 或 者 分 析 计 算 方 便 很 

多 在 实际 工程 问题 中 我 们 党 磁 到 的 平稳 随机 过 程 的 功率 谱 窗 度 是 。 的 有 理 分 式 ， 并 常 
可 写成 下 列 形 式 : 

w A(iw)}A(—iw) ， 

CRY i = i = Fi) i), (14.9-23) 

其 中 本 (iw) 的 所 有 零点 和 极点 , 即 4(ie) 和 8(iw) 的 零点 , 都 在 上 半 w 平 面 , 也 就 是 这 

” 些 点 的 碰 部 都 大 于 零 ; 4G) 和 Be) 都 是 的 多 项 式 ，4(s) 的 车 次 小 于 BCs) 的 竺 次 ， 

把 白色 噪声 自 : … 一 oo 开始 就 加 入 一 某 一 线性 常 系数 系统 , 它 输出 的 功率 谱 密 度 可 以 按 

方程 式 (14.9-23) 求 出 。 如 果 某 一 系统 当 输 人 为 功率 谱 密 度 恒 等 于 1 的 白色 噪声 时 , 它 的 

输出 功率 谱 密 度 等 于 @x(c)， 我 们 称 此 系统 为 成 型 滤波 器 。 显 然 ， 它 的 传递 函数 等 于 

(5) 一 4(s)/B(s)， 按 照 上 面 的 候 定 。 它 是 稳定 的 , 所 以 有 可 能 用 电阻 电容 等 元 件 简单 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 www. fi neprint, com. cn 


540 第 十 四 章 戎 机 输入 作用 下 的 熔 拥 系统 


地 构成 。 . 
可 以 把 成 型 滤波 器 于 (;) 与 系统 FG) 号 联 起 来 看 作 一 个 新 的 线性 常 系数 系统 Fi(s), 
Fi) = Ps) FS). (14.3-24) 
如 果 原 系统 F(s) 是 稳定 的 ,那么 诉 系统 Pi(*) 也 是 稳定 的 . 新 系统 的 脉冲 啊 应 函数 为 


h(t) 二 |r ‘(im)e "dw 一 下 faJwts IT)da， (14.9-25) 
其 中 : z 
z yD = + WCiw)eide. 
如 果 在 系统 Fits) ee 1， 即 相关 函数 为 x5(%) 的 随机 过 
程 , 那么 F,(v) 输出 的 功率 谱 密 度 仍 为 By(w)， 这 时 
po(1) mm | fw eR ep 
| hw) hel + w)aw,. (14.9-26) 
输出 的 方 莽 为 
中 一 mw(0 一 = | oav. 《14.9-27) 


虫 方程 (14.9-27) 可 以 看 出 ，o3 可 以 用 模拟 计算 方法 简单 地 求 出 ， 其 辆 氢 计 算 的 方块 图 
可 以 表示 成 图 14.9-2 的 形式 。 其 中 单位 脉冲 8Cz) 的 输入 可 以 化 为 等 效 的 初始 条 件 ， 


Fe es er | 


: 
1 
| 
| 
| 
| 
+ 


六 
六 
束 


Le mm em em ae mg uar -mo sm mre pe | 


现在 我 们 来 讨论 平稳 随机 输入 作用 下 线性 常 系数 系统 分 析 的 几 个 例子 ， 
”(1) 考虑 第 四 童 曾 讨论 过 的 二 阶 线性 常 系数 系统 。 设 系统 的 运动 方程 是 


dy 好 
二， 


不 难 检验 ,系统 的 传递 函数 FC;) 是 


1 1 
em 7 十 cr 十 天 《sz wi) 二 275 (3/0600) 十 
这 里 的 m 是 指 没有 阻尼 时 的 自然 频率 ， :是 实际 阻尼 与 版 界 阻 尼 的 比值 ， 
ol 亚 = 人， 6 一 一 
m 2 we” 
于 是 可 求 出 


Flicwo)|l? m= FCs 和 四 ~ 1 _ 
[FQio)l? = Fliw)F(—io) BC 1 Co 
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如 果 平 稳 随机 输入 的 数学 期 望 是 素 , 功率 谱 密度 是 Ox o)， 那 么 输出 的 数学 期 望 和 功率 
谱 密 度 就 分 别 是 


Y ~ FOO)R— 
Px(wo) 
hm R{[ (m/wa) ~ 1 + 4 m/w py 
” 如 果 我 们 希望 知道 输出 的 方差 ,那么 有 
一 I hE 
oF | $y( Ya 如 人 Toyeo 1 于 十 1 
如 果 “ 上 很 小 , 则 被 积 函 数 的 分 母 在 w 亚 us 处 几乎 等 于 零 因此 ,如果 yz(o) 是 一 个 变化 
缓慢 的 浮 数 ,就 有 
. mgx (oo 由: ) 
be 让 | oz: — Ti Ce ) Znme a ' a 

0 当 < 等 于 粤 时 ,传递 : 
汤 数 FG) 有 一 对 纯 说 数 极 点 ;os 一 般 来 说 ， 只 要 线 姓 系 绕 的 传递 通 赤 有 有 实 都 大 于 或 等 
于 零 的 极点 ,就 会 发 生 输出 方差 是 无 限 大 的 现象 , . 困 此 ,如 果 要 求 线 忆 锚 绕 在 陵 机 输入 作 
用 下 具有 符合 需要 的 运转 状态 ,那么 传递 函数 FCs) 的 所 有 极点 必须 都 要 有 负 实 部 、 这 就 
是 本 节 开 始 财 我 们 对 系统 所 加 的 限制 ， 这 种 要 求 与 在 入 通 非 随机 的 输入 作用 下 对 系统 的 
要 求 是 相同 的 . 一 般 来 说 、 可 以 用 进一步 改变 系统 的 传递 函数 的 方法 来 改变 输出 的 其 他 
性 能 、 例 如 ,我 们 完全 可 以 设想 在 某 一 个 合用 的 须 率 oq 处 ,函数 Bx(w) /om 取 极 小 信 > 就 
像 图 14.9-3 也 面 的 那样 。 那 么 ,输出 的 随机 振幅 的 大 小 就 可 以 关 小 到 几乎 悬 最低 的 限度 。 
其 实 ， 这 是 容易 作 到 的 ， 只 要 在 系统 上 加 一 个 传递 函数 是 常数 a A Ws 
看 图 14.9-4)。 这 样 一 来 ,系统 的 运动 方程 就 变 为 
mm 直入 二 和 一 + 一 
或 者 


和 
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系统 的 自然 应 素 变 为 《二 <， 所 以 只 要 活 当地 渤 择 < 的 值 ， 就 可 以 使 系 统 的 自然 
等 于 wo » 
《mg 7 ee “二 < 


如 果 既 要 使 输出 的 方差 最 小 ,又 要 使 输出 的 数学 期 望 不 变 , 那 么 反馈 线路 的 传递 函数 应 该 2 
选择 得 使 系统 稳 态 放大 系数 不 变 ， 因 此 这 对 反馈 线路 应 是 微分 环节 、 具 体 参 数 的 选择 问 
题 ,我 们 将 在 下 一 章 里 讨论 ， 四 

(2) 作为 第 二 个 例子 , 我 们 考虑 一 个 纺 长 是 “ 的 薄 平 板 状 的 机 权 , 这 个 机 票 以 一 个 
常 速 度 『 在 空气 的 庙 流 中 运动 。 设 二 轴 在 弦 的 方向 上 , = 轴 在 机 票 的 跨度 方向 上 , ? 轴 与 
跨 流 方向 和 弦 都 竹 直 .假设 庙 流 的 扰动 速度 分 量 4,v, w 与 了 相 比 较 都 是 很 小 的 。 由 于 
这 些 弯 流 扰动 速度 的 存在 ,机 票 就 有 一 个 随时 间 变化 的 明显 的 冲 角 “, 因而 也 就 在 机 辟 上 
产生 了 随时 间 变 化 的 升力 。 只 要 扰动 速度 相当 小 ,变化 着 的 冲 角 % 就 由 下 列 公式 给 出 : 

“Ty 

这 时 ,可 以 把 冲 角 “一 (9) 看 作 是 系统 驱动 函数 .系统 的 “反应 (输出 ) 就 是 机 寓 上 变化 
着 的 升力 ,或 者 ,把 开 力 系数 C; 着 作 是 系统 的 反 记 ， 这 是 李 普 受 《Licpmann) 研究 过 的 一 
个 问题 pz 

为 了 求 出 升力 系数 的 平均 平方 值 CXD， 首先 必须 确定 机 村 的 一 个 传 递 了 数 ， 这 个 
工作 已 经 在 第 12.2 节 里 作 过 了 .其 实 , 如 果 " 是 输入 ,升力 系数 C, 是 输出 ,那么 ,频率 特 
性 F(iw) 就 是 由 方程 (12.2-19) 到 (12.2-22) 的 各 个 方程 所 表示 的 ， 

。 虽然 , 实质 上 灌流 扰动 是 三 维 的 , 也 就 是 说 , #, v, w 都 是 *, y, z; ! 的 函数 。 可 是 ， 
对 于 第 一 次 近似 的 分 析 来 说 ,内 考虑 z 以 及 "与 *， :的 关系 似乎 就 很 够 了 ， 所 以 ,在 党 流 
中 我 们 只 来 孝 虑 下 列 形状 的 扰动 速度 或 串 角 : 

s(x, 1) 


a(x, 1) -nm A 


假定 , 在 数量 级 是 c/y 的 时 间 里 , 灌流 的 特性 没有 显著 的 变化 , 冲 角 就 只 与 + 一 (rrP) 
有 关 , 第 12.2 节 所 给 的 臣 尔 思 的 结果 也 就 可 以 应 用 。 在 分 析 灌流 的 时 候 ， 常 常 采 用 这 一 
个 假设 ， 这 个 假设 实质 上 也 就 是 要 求 下 面 的 条 件 成 立 ， 一 个 流体 质点 的 流速 的 时 间 变 化 
率 小 于 一 个 固定 的 空间 点 处 的 流速 的 时 间 变化 率 。 根 据 这 个 假设 ,就 有 
G = 4 0(0)l olde, 
其 中 的 6(o) 是 vy/V 的 功率 谱 ， 
按照 第 14.4 节 的 例 2， 
PL 1 二 30 
Cm) [1 + Ci/ VT 
此 外 , 李 普 受 还 发 现 |9(4) | 可 以 近似 地 表示 为 


|o(R) ~ 


i 
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本 二 和 


wrelt3e 1 
名 dT 


vw 4%7—x 六 十 3 
pp DD + ert 中 
其 中 


nC 
人 二 一 


, 
升力 系数 的 平均 平方 值 与 参数 ? 之 加 的 关系 如 图 14.9-5 所 示 ， 
很 显然 ,如 果 </ 一 0, 这 就 是 弦 长 比 满 流 的 尺度 小 得 很 多 的 情形 。 这 时 


Ci tn yi 4 


在 似 稳 状 态 中 ,机票 的 升力 系数 与 冲 角 的 关系 曲线 的 斜率 就 是 2z。 相反 地 ， 如 果 c/L 
非常 大 ,这 就 是 机 惨 的 弦 长 比 满 流 的 尺度 大 得 很 多 的 情形 , 这 时 C? 几乎 等 于 零 。 这 也 就 
是 说 : 各 个 局 部 的 扰动 总 起 来 说 都 互相 抵消 掉 了 :所 以 ,总 的 升力 是 夫 其 实 这 个 结果 是 
可 以 想 你 到 的 


图 14,9-5 


(3)” 间 欢 输 入 的 问题 。 关 于 空气 动力 学 的 扰 流 拌 振 问题 有 一 个 极为 四 要 的 现象 ,这 
就 是 媳 流 中 的 疗 软 现象 ， 所 请 间 欢 现象 是 这 样 的 ， 一 个 尾 流 的 边缘 的 运动 尺度 很 大 ， 以 
至 于 边缘 附近 的 一 个 点 有 了 时候 处 于 尾 流 的 内 部 ， 有 时 候 又 在 尾 流 的 外 面 。 如 果 一 个 尾 圈 
与 一 个 失速 或 者 部 分 失速 的 机 费 的 尾 流 的 边缘 很 接近 ， 这 种 闻 欢 现象 对 于 尾 锋 上 的 天 力 
就 会 发 生 很 重要 的 影响 。 对 于 这 种 作用 可 以 作 这 样 一 个 粗略 的 理解 : 可 以 把 尾部 的 流动 
君 作 是 一 个 均匀 洗 流 的 区 域 , 这 个 洗 流 是 有 时 存在 有 时 消失 的 , 洗 流 作 用 的 时 间 是 一 杀 列 
不 规则 的 时 间 间 饥 .。 这样 一 个 流动 对 于 间歇 地 失速 的 机 桥 的 尾 流 中 的 情况 来 说 ， 或 许 就 
是 一 个 好 的 模型 。 在 这 种 情况 下 , 尾 甸 上 的 流动 状态 就 是 村 而 这 样 时 而 那样 的 ,从 一 种 状 
态 变 到 另 一 种 状态 (从 有 洗 流 的 状态 变 到 没有 洗 流 的 状态 ,或 者 反 过 来 ) 的 时 间 间 隔 的 长 
度 了 就 是 一 个 陆 机 函数 ,假定 了 的 概率 分 布 函数 是 泊 松 分 布 函数 ,那么 按照 第 14.6 节 中 例 
2 的 结果 ， 稍 微 修 改 一 下 就 可 以 得 出 工 的 功率 谱 密 度 。 nt 


平均 值 Vn/V; 驱动 函数 ( 洗 流 ) 起 作用 的 时 间 间 隔 的 平均 值 也 就 是 工 的 平均 值 示 
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功率 庶 密 度 证 四 
z2 1 > 
WO) Tr 
于 是 升力 系数 的 平均 平方 信 的 近似 信 就 是 : 
”TT 加 do 


CmRst" | [1 + (o 元 /27L1 + zwe/V)] 


2 2f 
i (= 7) 
C1 与 4 的 这 个 关系 画 在 图 14.9-6 上 。 7 一 0 和 hn 一 oo 时 的 极限 值 当然 是 与 上 面 研 究 过 
sy 


图 14.9-6 


14.10 线性 变 系 数 系统 对 非 平和 随机 输入 的 反应 


在 上 节 中 谈 到 ， 对 于 一 个 线性 常 系数 系统 ， 如 果 在 :一 一 oo 开始 加 上 一 个 平稳 随机 
输入 ,那么 它 的 输出 也 是 一 个 平稳 随机 过 程 。 但 是 ,输入 常常 是 在 某 一 个 时 刻 才 开始 加 和 
的 , 譬如 在 :一 0 的 时 刻 才 开始 加 入 , 这 时 系统 的 输出 将 是 怎 社 的 距 ? 我 们 将 要 看 到 , 虽 
然 输入 是 平稳 随机 过 程 ， 但 系统 的 输出 ， 一般 讲 来 ， 是 个 非 平 殊 的 随机 过 程 ， 事实 上 系 
统 的 输出 是 

YO = i ee 一 o)Xoyir， (14.10-1) 
这 里 积分 上 限 为 + 是 由 于 og 之 1 时 1 一) 0， 积分 下 限 为 零 是 由 于 输入 XGO 在 :一 
0 时 才 开始 加 入 、 在 作 变 量 置换 x = : 一 后 得 到 遇 
YO a | (VC da. (14.10-2) 
可 以 看 出 输出 量 仍 是 输入 量 的 线性 变换 。 方 程 (14.10-2) 与 《14.9-2) 不 同 之 处 就 是 积分 
上 限 是 * 而 不 是 co。 输 出 随机 过 程 的 数学 期 望 和 相关 函数 分 别 是 


Y() = | acoaw (14.10-3) 


mets Dm da ae dr ta (lo 
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可 以 看 出 随机 过 程 Y(1) 是 非 平稳 的 。 只 有 + 足够 大 ,| hw)dn 一 | ia)au 时，Y(CD 才 


是 近 于 平稳 的 . ee . 

现在 来 看 更 一 般 的 情况 .假定 已 给 定 的 系统 是 一 个 线性 变 系数 系统 ， 它 只 有 一 个 输 
人 和 一 个 输出 ， 代 表 系 统 输出 和 输 和 之 词 的 特 竹 关系 的 是 脉冲 响应 通 数 h(:, o), 它 是 两 
个 变量 : 和 0 的 函数 , 它 就 是 在 " 时 刻 系统 输入 端 加 以 单位 脉冲 函数 3(: 一 a) 时 系统 输 
出 端 在 1 时刻 的 反应 。 显 然 : 达 o 时 hi, co) 一 0。 如 果 在 上 一 0 时 刻 开始 在 此 系统 输 人 
端 加 圭一 个 非 平稳 随机 过 程 XCz), 那 么 系统 的 输 由 也 是 非 平稳 的 


YG) 一 | COX oa. (14.10-5) 
同样 根据 随 极 过 程 线性 变换 的 原理 得 出 输出 了 (2) 的 数学 期 望 和 相关 函数 分 别 汐 
YO0) 一 | oo KlaDao, (14.10-6) 
ry(? 十 1 ,+) | wa a 十 Lm hf, wa) rx us ta Aud WH2, “14.10-7) 
输出 与 输入 的 互相 关 函 数 为 
‘ th) ht br (410-4) 


如 果 输入 是 一 个 数学 期 望 等 于 零 的 白色 噪声 ， 它 的 相关 函数 是 rx《4， #1) 一 5(4 一 
5 那么 输出 随机 过 程 的 自 相关 函数 就 为 


zyfF 十 1)f) 一 | dui | {rt + 4s ui)Alz, ti Cu 一 ee 


! We 十 1 tw)hlsy xd >0, 
四 = fp. ” {14.10-9) 
7 | h(t + wht dn 0, 
这 时 输出 与 输入 的 互相 关 函 数 将 是 。 
ryx(t t+ 4,1) = h(t L090)6(0 — tdo 
h(t 十 1)， 4> 0， | 
= zh 3 i (14.10-10) 


1 一 0. 
要 知道 输出 随机 过 程 的 统计 特性 必须 要 知道 以 第 二 个 变量 5 为 和 目 变 量 的 防 冲 啊 应 毅 数 
(4, 0), 也 就 是 在 不 同 的 时 刘 nr < 必 输入 一 个 单位 瑟 症 函数 8(4 一 o) 时 系统 在 + 时 
刻 的 输出 反应 、 这 一 点 在 一 般 情 况 下 难以 做 到 ， 下 面 我 们 介绍 一 种 用 第 十 三 瘟 所 讲 的 位 
随 了 半数 和 格林 公式 来 解决 这 类 问题 的 方法 . 
为 了 更 一 般 起 见 我 们 用 向 重 形式 来 表示 线性 变 系数 系统 的 状态 ， 假 定 # 阶 线性 变 系 
数 系统 的 运动 规律 是 
Ly — A(Dy + B(x, C14.10-11) 


mo 一 四 一 Terewrev ,一 
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其 中 心 维 向 量 x 是 系统 的 输 人 作用 , ” 维 向 量 y 表 示 系 统 的 状态 , 它 的 某 几 个 分 量 是 输出 
量 , 4 是 = X* 阶 攻 数 方 阵 ,， Bo 是 a X z 阶 项 数 和 宅 阵 ,它们 的 元 素 都 是 变量 * 的 项 
数 。 杀 统 式 〈14.10~11 ) 的 伴随 方程 古 


op — 4", (14.10-12) 
df 


其 中 4"() 是 4(9) 的 转 置 矩 阵 , 由 也 是 ， 维 向 是。 称 为 伴随 函数 。 根 据 格林 公式 有 
G2), BD) = HD), Be)) 十 | BOK, $a, 《14.10-13) 


其 中 (y, 9%) 表示 两 个 向 量 的 数量 积 ， 多 (z) 是 伴随 方程 《14.10-12) 在 某 种 初始 或 终端 条 
件 下 的 解 . 

假定 从 :一 0 开始 给 系统 输 人 一 个 非 平稳 的 向 量 随 机 涌 数 关 (r)， 闭 么 系统 的 状态 
YQ) 就 是 一 个 非 平稳 的 向 量 贿 机 应 数 ， 下 面 我 们 分 几 种 情况 讨论 . 

(1) 系统 状态 的 初 值 :一 0 于 , 了 Cz) 一 0, 和 输出 量 是 YC 的 菜 个 分 量 Y(t)、 这 了 时 
只 需 令 伴 随 方 程 (14.10-12) 的 终端 条 性 为 


0,j 关 二 
ptm TT) 一 | 人 
把 求 出 的 伴随 函数 四 (7) 代入 式 (14.10~13) 中 就 得 到 
Yt= T) 一 | CB XC), PO)d, (14.10-14) 
Y; 仍 是 输入 天 (no 的 线 狂 恋 换 。 根 据 随 机 逊 数 线性 变换 的 原理 , Y;(#) 的 数学 期 刻 和 相关 
函数 分 别 是 
YD = (p(X $d, (14.10-15) 


rm(T 十 1，7) = | a {WiC B Cu) Rx Cm, ua) Br(us)ps(u) dan, (14.10-16) 


在 式 (14.10-16) 中 由 (w) 是 终端 条 件 为 
0,j 北 二 
im Tt i 
时 的 伴随 方程 的 解 , $,(w) 是 终端 条 件 为 
[| 
l,j=i 
时 伴随 方程 的 解 ;向 量 或 矩阵 上 的 右上 角 注 “r” 仍 表示 转 置 ; Rx 是 输入 随机 向 量 隙 数 的 
自 租 关 和 矩阵。 如果 输 入 是 互 不 相关 的 数学 期 望 等 于 零 的 白色 噪声 


bi(t = 7T) | 


ox 0 0: 
2 生 多重 
Buti old ee DO Joo, (14.10-17) 
0 0 2 


那么 输出 的 数学 期 望 Y:(T) 一 0, 相关 函数 为 
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DACAOAO A AO r>0 
i i (14.10-18) 
| Zia BC be Bu) ae ) dn, TO 0， 


其 中 本 (z) 是 长 方 矩阵 BC#) 的 第 万 列 向 量 ， 
(2) 系统 状态 的 初 值 : 二 0 时 Y(:) ww 0， 设 输出 量 为 


(YO ,el)) = > el YD, 


i=1 


cls) 是 某 个 确定 的 向 量 函 数 。 那么 它 的 输电 (YCT)， eC7T)) 仍 用 | (BCDXCD,6CD)ds 


表示 ,不 同 的 是 %(z) 是 伴随 方程 (14.10-12) 在 终端 条 件 (1 一 了) 一 el: 一 了) 时 的 解 . 
它 的 数学 期 望 和 相关 节 数 的 求法 和 《1) 相仿 ， 
(3) 系统 状态 的 初 值 不 为 零 ， 它 是 一 个 随机 向 量 (4 一 0) 一 蕊 ， 系 统 无 外 作用 。 
如 果 由 终端 条 件 四 
.0,1 t， 
pilt = T) -| 人 
. 解 出 伴随 函数 在 :一 0 寺 的 值 (0), 那 我 们 就 可 以 得 到 系统 状态 分 量 YiCD) 在 * 亚 工时 
刻 的 值 : 


YT) = (Yo, (0)) = B00Y'. (14.10-19) 

还 可 以 得 到 系统 状态 分 量 Y,(7) 的 数学 期 望 和 相关 函数 ， 
YAT) = $0)F,, (14.10-20) 
re(T + 24,7) = BIC0)BY p20), (14.10- 21) 


在 式 (14.10-21) 中 内 和 几 所 表示 的 仍 与 (1) 中 的 相同 ， 

《4) 系统 状态 的 初 值 不 为 零 , 是 一 个 随机 向 量 , 在 :一 0 时 开始 加 和 人 一 个 随机 输入 
X(D)， 它 与 初始 状态 不 相关 。 这 样 可 以 按照 它们 分 别 作用 时 得 到 的 结果 相 加 。 这 里 也 就 
不 再 熬 述 了 。 

” 校 照 上 面 的 方法 可 以 方便 地 求 出 输出 在 某 个 固定 时 刻 的 统计 特性 。 如 果 贾 求 的 是 以 
+ 为 自 变 量 的 输出 的 统计 特 狂 ， 那 么 上 面 的 方法 仍然 合适 。 下 面 我 们 来 介绍 -一 种 由 邓肯 
(Duncan)m 首先 提出 的 方法 . 

假定 变 系数 线性 系统 的 运动 规律 是 


才 = dt)y + BONOx, ‘14.10-11) 
: 


在 :一 0 时 区 0) 一 0 假定 从 :一 0 开始 给 系统 输 人 一 个 症 维 癌 量 的 随机 函数 改 (e), 它 
的 各 个 分 量 都 是 数学 期 望 为 零 的 百色 咯 声 ,各 个 分 量 之 间 互 不 相关 ， 


am 0 ,0 
2 LE 及 
Rx(t,0) | 0 aa 0 jC 一 o)。 (14.10-17) 
0 0 gl 
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这 时 ,系统 的 状态 或 给 出 是 
YO0) 一 | .ed a Bo) XC dg, 


其 中 B(1， 0) 一 ej*** 是 齐 次 方程 oy 一 4(z)y 的 基本 解 矩阵 , B(1,1) 一 已, 互 是 


单位 和 矩阵。 显然 了 (D 一 0, 在 : 记 术 出 了 《2) 与 输入 全 4) 的 互相 关 抵 阵 为 
Ryx(1, 1) = YR - 


| "B14, 0) Bo) Ka) KC)do 


Em | D1, or)B(I)RxCG 1)do 


~ B(x, (14.10-22) 
其 中 
o 0 0 
Sx=| 0 om ws . (14.10-23) 
i 
算 阵 TYC)YrT(#)1 的 导数 为 


; 三 [YY] = [ACOYG) + BOOXOIY EG) + FOLYO) A + (2) BT 
= ACYOY'GO) + BOXCOPG) + FOF GG) AC) 


+ YX NB), 
人 再 把 式 《14.10-227 代入 就 可 得 到 = 


Ry(r， 1) 一 4CDRr(t， 1) 十 Rr, AD) 十 Te (14.10-24) 


这 样 就 得 到 了 自 相关 矩阵 RyC:, 7) 满足 的 微分 方程 。 因 为 Ry(:， 是 对 称 矩 阵 , 所 以 将 
方程 《14.10-24) 展开 后 得 到 的 是 人 ?二 以 个 线性 变 系数 微分 方程 的 方程 组 。 解 
此 微分 方程 组 就 可 以 得 到 输出 Y;() 的 方差 cgi(#) 和 其 他 一 些 统计 特性 ， 

现在 再 来 看 一 个 例 于 。 所 给 定 的 系统 是 


Tty y(0) 一 0. 


在 :一 开始 给 系统 加 入 一 个 数学 期 望 为 零 的 平稳 随机 过 程 XG0， 它 的 相关 阔 数 为 
rx(4) = we-9il， 根 据 式 〈14.5-36) 得 出 输 和 人 的 功率 谱 密度 为 


2 .45 
abe) "(ec + jo) — jo) 


2ac 


所 以 成 型 洪波 器 的 传递 函数 为 \/ -2 ， 一 二 如果 (人 ) 是 一 个 数学 期 望 为 零 的 白色 只 
声 rn， 0) 一 rr 一 go)， 那么 XQ) 和 NGoD 满足 下 列 微分 方程 : 
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我 们 以 了 和 X 作 为 向 量 了 Gz) 的 两 个 分 是 ,输入 作用 为 NC#), 因此 


2 = 4(DY 十 5CDNCD， 
六 
其 中 
1 1 0 
i 罗 | 
4(r) 一 bt) 一 | -一 YU) | 
0， 一 上 |， 申 》 XL) 
pL 


将 方程 (14.10-24) 展开 后 就 得 到 : 
rr， 纺 m 一 一 rr, 十 二 二 rex(4， 1)， 


-ve 和 3 二 *] ryxt, 1) * 二 Txt24), | 
rx(1, 1) = — 2crxCi,t) 十 25c。 
dt 

相应 的 初始 条 件 为 ry(0, 0) 0, ryx(0, 0) mm 0， rx{0, 0) = @, 于 是 


YI) = 1 1 2 -adHeryzpr 
人 A TI a’ aa 


在 前 面 的 讨论 中 我 们 看 到 ,如 果 系 统 的 输入 是 日 色 咯 下 , 那 公分 析 计 算 的 公式 就 比较 “ 
简单 ,在 计算 输出 的 相关 函数 时 只 要 求 单 重 积分 就 可 以 了 。 但 是 , 系统 的 输入 XX(?) 往往 
不 是 白色 噪声 , 而 在 某 些 情况 下 是 非 平稳 过 程 , 我 们 只 知 它 的 相关 逢 阵 Rx《#, #2)。 根 据 ， 
在 线性 常 系数 系统 中 引进 的 成 型 滤波 器 的 概念 ,我 们 也 可 以 设想 汪 (#) 是 某 一 个 线性 变 系 
数 系统 在 输入 为 白色 了 噪声 时 的 输出 ， 这 个 系统 就 是 成 型 注 波 器 。 现 在 我 们 就 设法 根据 相 


关 算 阵 Rx(44, 1) 来 求 成 型 滤波 器 的 方程 2， 我 们 先 假定 成 型 小 波峰 的 方程 总 给 定 


全 x = Dx 十 fin), (14.10-25) 
i 


其 中 DCD) 和 fC) 为 竺 的 函数 矩阵 和 范 数 向 量 , 滤波 器 的 输入 (7) 是 数学 期 望 等 于 办 
的 白 包 嗓 声 rw(z, 1) 一 8(1 一 1), 输出 为 非 平稳 随机 过 程 XC2), 输入 NCD 是 自 : 二 4 


时 刻 开 始 加 入 的 , 义 (w) 一 0， 那么 我 们 可 以 得 到 
X(0) mm -| 0 FN)as, 
其 中 @(es w) 是 方程 (14.10-25) 的 齐 次 方程 的 基本 解 矩 际 : 
区 Pi, wx) = DO Bz, 1). 


当 w() 是 单位 脉冲 立 数 3(z 一 时 ,我 们 记 输 出 为 人 1, o)。 显 然 ， hz, 9) 代表 素 统 的 


脉冲 响应 函数 
| Ds Fu 一 ada 
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Bl, ofla), 1 >o> 加 
一 过 f(a), 1 二 0g, (14.10-26) 


0 > 
输出 的 自 相 关 和 矩阵 Rx(4i, zz) 为 


Rx{u, 1) CN) 一 (a (2G, Ui) fC) Bs 一 HF uD: (ty, #1) du 


| hi, o) h(t, og)doa, 器 < 12, 
一 人 -8 (14.10-27) 
| RCa, Oh o)dr, n> 


自 相关 和 矩阵 Rx(u, #2) 具有 如 下 特性 : 
(i) 当 # 之 之 时 -Rx(, 1) = DRX £2): (14.10-28) 


当 久 之 1 之 时 -人 Rx(ti, 12) = Rx(ty D1), (14.10-29) 
| 


(2) 当 卢 盖 王 全 加 时， 
Rxtln, 12) 一 D(n)Rxtlu, 0) + flr)h:(s, 1) (14.10-30) 


当 坟 之 之 时 ， 
-ERx(us 4) 一 Rx(ay DE) + Ras ofr(o) (14.10-31) 
(3) 自 相关 矩阵 Rx(ns 9m) 总 可 以 分 解 为 单 自 变 量 矩 阵 的 导 积 ， 
Rx(! ) = | Han, 10) BT, #0)» < 
i (1 , nH'(t,, 0), 1 > 
实际 上 , 当 二 太 时 ， : 
Rx(#1, 4) = | Rlso)F' (oD, 0) do we h(a, oF (Co) F(a, 1)P' li,, to)do, 
其 中 要 (a, #10) 二 -Mg, wn)。 如 盯 令 
全 人 | hs, FO) ada， (14.10-33) 


其 中 和 (ac，t) 一 人 (0，z)， 就 可 得 到 式 〈14.10-32) 的 上 半 等 式 ， 同样 也 可 以 得 到 式 
《14.10-33) 的 下 尘 等 式 ， 可 以 看 出 ,年 阵 HG, 1) 满足 下 面 的 微分 方程 : 


-Hi i) = DOG)H(i, 10) + FGF CE) En, 10). (14.10-34) 


(14.10-32) 


根据 自 相 关 和 矩阵 的 以 上 特性 ， 我 们 就 可 议 由 自 相关 短 阵 Rx(a，5) 求 出 待 求 的 函数 
矩阵 DLW) 和 函数 回 量 f(2)， 


在 求 出 D(z) 和 f(z) 后 ， 就 可 以 把 成 型 注 波 器 式 《14.10-25) 和 原来 的 系统 式 . 


(14.10-11) ,合并 成 一 个 新 的 线性 变 系数 系统 。 在 上 一 w 开始 在 新 的 系统 上 加 上 一 个 数 
学 期 望 为 零 的 白色 噪声 NG)，Rw(r) 一 5(r)。 新 系统 的 输出 中 的 一 部 分 分 量 就 组 成 了 
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Yf(tz)。 根 据 前 面 的 分 析 我 们 可 以 求 出 输出 Yo 的 统计 特性 。 
在 通常 情况 下 , 励 (9 不 是 向 明和 随机 水 数 ,而 是 一 般 的 随机 过 程 ， 
A 10) * pli 8) > > 0 

"xh to) | Pts t0) * Bl, 了) > > 
这 时 ,很 容易 求 出 成 型 滤波 器 的 do 和 f(z)。 例 如 , 非 平稳 随机 过 程 X(D ,> 的 相关 
沙 数 为 
32/1, >i>0, 
xf 2) GG p/f, >b>0, 
这 时 #0 三 0, 8(1, 10) 二 31 g(t, to0) = 1 /fF, b(t, 0) = 


因此 
0- 刘 ( 各 党 -人 
PO=| 志 GD 一 (二 3 一 全， 
帮 p) = = 


所 以 ,成 型 滤波 器 的 方程 为 


EE 1>t=0, 
他 8 £ 


即 
4 二 2x 一 3n(7), > 加 一 0。 
t 


14.11 在 随机 输入 作用 下 非 线性 系统 的 分 析 


在 实际 系统 中 总 是 存在 着 各 种 非 线 狂 的 因素 ， 最 常见 的 就 是 饱和 现象 和 非 灵敏 区 现 
象 ， 在 某 些 特 定 条 件 下 ,有 可 能 把 非 线性 系统 近似 看 作 线性 系统 来 分 析 , 但 是 在 很 多 情况 
下 这 种 近似 是 不 允许 的 ， 例 如 ,我 们 来 看 一 个 飞机 上 自动 驾驶 仪 的 舵 机 系统 , 它 的 作用 是 
根据 输入 到 舵 机 系统 的 信号 大 小 , 按 比 例 地 产生 舵 伪 角 ,使 飞机 拐弯 飞行 。 舵 机 系统 的 作 
用 原理 方 框图 见 图 14.11-1。 如 果 控 制 信号 x 中 没有 随机 分 量 ,那么 在 最 大 舵 偏 角 的 范围 


衣 面 
仿 转 角 


内 , 舵 偏 角 是 正比 于 控制 信号 的 ， 如 果 在 控制 信号 中 还 夹杂 了 随机 于 扰 ,那么 舵 偏 角 也 是 
作 随 机 摆动 的 。 在 随机 于 扰 比较 小 时 ， 和 能 偏 角 的 平均 值 还 是 正比 于 控制 信和 号 的 平均 值 的 
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大 小 ; 当 随 机 干扰 比较 剧烈 时 ， 在 同样 的 控制 信号 的 平均 值 下 舵 偏 角 的 平均 值 会 剧烈 变 
小 ， 就 是 能 系统 “失效 > 了,“ 失 效 ” 的 原因 是 在 于 和 能 机 系统 的 放大 器 有 饱和 现象 。 因 此 即 
使 控制 信号 中 的 平均 分 量 使 放大 器 工作 在 线性 段 ， 但 是 随机 干扰 剧烈 时 会 使 整个 及 机 系 
统 的 性 能 受到 放大 器 饱和 的 影响 ， 放 大 器 放大 系数 选择 得 愈 大 , 则 这 种 “失效 ”的 可 能 性 
也 人 鳄 大 ， 在 这 一 节 中 我 们 将 介绍 一 种 能 够 包括 上 述 这 类 问题 的 分 析 方 法 ， 即 在 随机 输入 
作用 下 非 线 性 闭路 控制 系统 的 近似 分 析 方 法 。 
先 讨 论 无 惯性 非 线性 环节 在 随机 输入 时 的 输出 特性 ， 无 惯性 非 线 性 环节 的 输出 是 输 


和 人 的 非 线性 项 数 
. y 一 1x). (14.11-1) 
当 加 人 随机 输入 时 ， 在 任何 时 #4，。 输出 的 随机 变量 Y(#z) 上 只 与 输入 随机 变量 X() 有 
关 ， 
Y (Hx) = 1[ Xz ], (14.11-2) 


要 在 这 里 只 是 作为 参数 引信 的 。 如果 已 经 知道 随机 输入 的 概率 分 布 特性 ,那么 我 们 就 可 
以 求 得 随机 输出 的 数学 期 望 , 自 相 关 函 数 ,方差 及 输出 输入 之 间 的 互相 关 函 数 : 


二 (10 py 0 (14.11-3) 
ry £2) 一 了 (na)YCa) 一 了 (iD Yn) 
一 全 FD tm Wdndn 
— | dws an: frp War (1411-4) 
dO = He Pwr)a|| feds Daz| ， C411-5) 
ryxt1s 2) = YA)RC) 一 Yu) X12) 
i | x tf x ) wa tx2» #2)dridx 


= | fri wt, Hdr: | x), tadx, (14.11-6) 
假设 随机 输入 XQ) 是 高 斯 过 程 ,那么 它 的 第 一 ,第 二 概率 密度 函数 分 别 是 
-1 _ 工 [zCD -x 
to J 2 | Ey | 二 (14.11-7) 
1 


WKN HS R252) 一 一 一 
ae 2 rox(t)orCt)V 1 一 Px Xt) 
1 【 *(n1) 一 XY 


XxX exp {— 一 一 一 一 
2(1 — pk xtss)) ax(11) 


Ge — X(:,) ) 一 2p0xG x(n) 
ox(t2) 


(C1) XC) Nxt) —X)) } 
gx)ax(t2) . 


(14.11-8) 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 www. fineprint, com. cn 


14.11 在 随机 输入 作用 下 非 绍 性 兼 统 的 分 析 $53 


其 中 .pxtwxtiw 是 随机 变量 X44) 和 X(z5) 的 比 相 关系 数 。 为 了 使 计算 简化 ， 常 将 第 一 概 
素 密度 函数 按照 切 比 雪夫 - 埃 尔 米 特 【de6umneB-Hermite) ne 
A hm CY 1 fx(1) 一 x(12) \: 


w(x 有 3 XT 有 or xp| 一 三 
a ) Droxt yoxt 


dx(#1) x(t2) 
x(A) Ti 2) 一 下 (下 
x kero, Co zd) 和 (eT) 
(14.11-9) 


其 中 月 (5) 为 切 比 雪夫 _ 埃 尔 米 转 多 项 式 , 它 可 以 从 嘻 推 公式 中 得 到 。 
Hntt) ws LHC) — nH,(t : 
Po = , HRC) wt 411-10) 


多 项 式 H,(5),n 一 0,1,2， 定 一 % < 了 < oo 上 对 权 醒 数 Pe 


9 Wn， 
| HN)e Sar re (eo ee C411-1D) 
这 样 ,高 斯 过 程 XC?) 经 过 无 惯性 非 线 狂 环 节 语 输出 的 统计 特性 就 是 。 
YD = XG ~ ‘ae) - “(XC ox()), : (14.11-12) 


ry(hs 11) 一 > 
二 上 : 
一 SY pao xovas XC), cx) (XC), ax(s2)), {14.11~13) 
.~ 加 三 1 Se 。 


A SR ony, 114) 


区 二 自 


ryx (tis 12) 一 p3 piooroen (Ol 


i 


一 Dy plneses (KOs )s, ea 区 , ri), (14.11-15) 


其 中 
ee 1 X(e) — X{#) 
“(7) 一 an( XC), J 中 a ) 
2 = 0,1, 2 a (14.11-16) 
B,D = x(a, Eo, ee (14.11-17) 
n1 zt) 


利用 公式 《14.11-10) 中 的 Ho) 亚 1， Wd 和 正 交 狂 式 《14.11~11) 可 以 最 后 得 到 


ryx(f1, 12) 一 i a) aa (2), ee £2). (14.11-18) 
如 果 XC#) 是 平稳 高 斯 过 程 , 那么 公式 (14.11-12) 一 (14.11-17) 和 (14.11~18) 将 分 别 为 
Y of(X) = aoX, gy), . (14.11-19) 
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vWD = 2 pWaKsox), i (14.11-20) 
但 三 让 | 
(他 一 > as(X, ox), (14.11-21) 
太一 X 
深 区 > 区 H. a = 于 ， 二 主人 . 14.11-22 
人 (14.11-22) 
rlD) ~ 7 0), 《14.11-23) 
区 


其 中 px(1) 就 是 pxesrayxtn， 级 数 7 六 具有 明显 的 物理 意义 ， 本 它 第 一 项 相应 的 输出 的 
那 一 个 分 量 ,其 相关 函数 的 形式 与 输入 的 相关 函数 是 一 致 的 ;其 余 分 量 表 示 由 于 非 线性 引 
起 的 畸变 ， 这 些 畴 变通 常 下 是 很 显著 的 , 首先 是 因为 级 数 的 系数 以 1/n1 的 速度 递减 , 其 
次 是 由 于 相关 函数 本 身 当 4 沁 0 时 ,|pxC2)| 过 1, 所 
以 p(X) 随 着 1 的 增加 也 和 急剧 减 小 。 主 要 的 畸变 也 只 
es 


ee 
i, + 过 0， 


OO 


如 果 输 入 的 平稳 随机 过 程 X(z) 的 数学 期 望 XCz) 一 0， 
比 相关 函数 px(4) 一 -0l，, 方差 o 一 1， 那么 输出 的 
和 让 相关 函数 为 

rr(2) 一 过 pC — Asin-ipx(X). 


rr 的 第 一 项 是 px() 中 它们 的 关系 见 图 14.1-3。 当 |a1 > 0.65 时， 用 y(2) 的 第 一 
项 ex(2) 寺 来 代替 rx(2) 的 误差 将 不 超过 5%， 


图 14.11-3 


对 于 一 些 常 用 到 的 典型 非 线 性 环节 ,根据 公式 (14.11-12) 和 (14.11-15) 可 以 算出 系 
数 a0, st, 4 等 来 。 对 于 理想 继电器 环节 (图 14,11-2) 来 说 ， 
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， 非 线性 环节 是 理想 的 继电器 (图 14.11-2)， : 


于 制 合 2 
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20{(X/axr), 


a 2 J 
rt eA eiR/ax)y, 
了 


i 
和 = — (X/V 20x) 全 ， 


好 一 ~ 中， 
1 广 [(X/ax} - 1] 一 


共 中 000 一 -三 | -ed ,与 和 -的 关系 曲线 ，n 一 0， 1，2 , 3，… 可 见 图 14.11-4， 


zx 


对 于 有 限 幅 特性 的 线性 放大 环节 ny 14.11-5), 它 的 输出 输入 关系 是 
1, 天 守信 ， 


Y = fX) = x, —ACXSA, 
一 XZ—A, 


~ 


Eb 


图 14.11-4 图 14.11~5 


系数 a40, el， cz， 43 分别 为 
一 :|G +mD9 所 和 re (1 — m6 (i—m) 


2 | -$y (人 |), 
27 


solos)+ ol) 


A co (人 ”|， 


lt + me 二 (一 士 (1 ee mi je 去 (= | 
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1 


其 中 mm 王 /A, 0 一 ox/A， 8 一 下 iodt 二， 会 血 与 ma 的 关系 昌 线 
其 


示 于 图 14.11-6 中 。 


14.11-6 


知道 了 无 全 性 非 线性 环节 在 随机 输入 时 的 输出 特性 ， 就 很 容易 求 出 开路 非 线性 系统 
在 高 斯 随机 过 程 的 输入 作用 下 的 输出 特性 ， 在 一 般 情 况 下 ， 开 路 非 线性 系统 可 以 表示 为 
由 三 个 环节 填 联 组 成 ,中 间 是 无 局 性 非 线性 环节 ,前 后 都 是 线性 惯性 环节 《图 14.11-7) 它 
们 的 关系 式 是 


DCD 一 | hl o Xe)ao, 
VC) fCUC)), z 
Yl) = (a oj)Vtlo)doo (14.11-24) 


图 1114.11-7 


要 求 得 输出 Y(z) 的 统计 特性 ,就 需要 知道 非 线性 环节 输出 VC) 的 统计 特性 。 如 果 内 知 
道 非 线 性 环节 输入 UL) 的 数学 期 望 和 相关 沙 数 是 不 够 的 ,必须 知道 U0(z) 的 分 布 ,才能 求 
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出 VQ 的 统计 特性 。 航 设 开 路 非 线 性 系统 的 输入 X4t) 是 高 斯 过 程 ， 那 么 高 斯 过 程 经 过 
任何 线性 变换 后 仍 是 高 斯 过 程 ，U Cx) 也 是 高 斯 过 程 。 知道 了 系统 输 和 人 X(Co 的 数学 期 户 
和 相关 函数 就 可 以 算出 系统 输出 Y4r 的 数学 期 望 和 相关 了 泡 数 。 如 果 线 性 环节 是 常 系数 
的 ,而 且 X(z) 是 从 : 一 一 % 时 输入 的 平稳 过 程 ,那么 在 计算 中 有 关 随 机 过 程 线性 疯 换 的 
部 分 ,5 可 以 元 虑 利用 输出 输入 之 阅 功 事 谱 密度 的 关系 与 相关 函数 和 功率 谱 窗 度 的 关系 ， 以 
便 使 计算 简单 些 . 
对 于 非 线 性 系统 来 说 ， 开路 系统 的 计算 方法 不 能 搬 用 到 闭路 系统 中 去 对 于 线性 系 
统 , 我 们 可 以 根据 开路 系统 的 传递 省 数 或 特性 求 出 闭路 系统 的 传递 函数 或 特性 , 它 与 输 人 
的 大 小 无 关 。 对 于 非 线 性 系统 ， 没 有 传递 汐 数 的 概 伟 ,系统 的 特性 与 输入 作弄 航天 要 有 
关 ， 闭 路 内 和 狼 个 环节 的 输 和 人 及 特性 都 与 它 的 输出 有 关 。 即 使 整个 团 政 非 线性 攻 统 的 输入 
是 一 个 商 斯 过 程 ， 但 在 闭路 内 的 非 线 狂 环节 的 输 人 人， 严格 说 来 还 不 是 高 斯 过 程 ， 它 的 分 
布 规律 与 很 多 因素 有 关 , 一 般 来 说 ,比较 难于 准确 确定 。 不 能 确定 非 线性 环节 输入 的 分 布 
规律 ， 就 不 能 准确 地 确定 它 的 输出 的 统计 特 注 ， 现 在 我 们 及 介绍 一 种 五 程 近似 方法 一 一 
绕 计 线性 化 方法 。 这 一 方法 是 由 波 顿 《Booton》 首先 提出 的 2 . 统计 线性 化 方法 在 实用 
上 比较 方便 , 在 满足 一 定 的 条 件 下 , 它 具 有 足够 的 准确 度 ， 但 是 也 很 难 确定 它 在 一 般 信 况 
下 的 准确 程度 ， 一 
说 计 线性 化 的 实质 就 是 按照 一 定 的 准则 用 线性 放大 环节 来 代 夫 非 线性 环节 ,- 然后 按 
线性 系 绕 的 方法 来 分 析 ， 我 们 假设 非 线性 环节 的 输入 是 商 斯 分 布 和 的， 这 样 就 可 以 求 出 非 
线性 环节 输出 的 数学 期 望 , 相 关闭 数 与 输入 的 数学 期 亡 , 相 关 水 数 的 关系 . 设 非 线性 环节 
的 输出 输入 特性 是 
Y = HX), C14.11-25) 
近似 的 线性 环节 的 输出 输入 特性 为 | 
Yi = koX + ku(X — X), (14.11-26) 
这 里 对 输入 的 平均 分 量 和 随机 分 量 采用 了 不 同 的 放大 系数 如 和 ki. 如 和 态 的 值 根据 不 
同 的 准则 来 确定 ， 它 是 与 非 线性 环节 的 输入 有 关系 的 ， 有 一 种 线 狂 化 的 准则 是 使 近似 偏 
差 Yi 一 了 的 平方 的 数学 期 望 最 小 , 即 
Fi=[Y— Ye [kX + A(X— X) — YP min. (14.11-27) 
把 式 (14.11-27) 的 右 端 展开 局 得 到 
Ei {kX P+ ko t+ 号 一 2 0 1). 


要 使 如 最 小 , 则 令 
BE 0 6, 
Oko 

这 样 就 得 到 使 E? 最 小 时 的 如 和 6， 


ho™= ¥/X, (14.11-28) 

hi ryx/ok, 《14.11-29) 
根据 公式 〈14.11~19》 和 (14.11-23) 就 得 到 

加 oo/ 吕 ， (14.11-30) 

he df ox. 和 《14.tt-31L) 
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如 和 下 都 是 输入 X(O 的 数学 期 记 万 和 方差 ox 的 函数 . 如 果 非 线性 特性 人 X) 不 瑟 亲 对 
称 的 ， 即 

{(— xX) < 一 ff(X), 
那么 即使 窒 入 的 数学 期 望 耻 等于零 , 输出 的 数学 期 望 了 也 不 等 于 零 这 时 ， 若 在 近似 的 
线性 环节 的 输出 输入 特性 式 (14.11~26) 中 用 至 来 代替 iX、 则 


7 一 了 十 如 (和 一 元 )， 014.11-32) 
Y 3 0 | . : (14.11-33) 
Rl d/ox. : | (14.11-34) 


自然 ,也 可 以 按照 其 他 准则 来 确定 名和" 8 
在 统计 线性 化 后 ， 闭 路 非 线 性 系统 就 成 为 了 闭路 线性 系统 ,但 是 它 还 有 两 个 待定 参 
数 ,我 们 可 以 把 非 线 性 环节 的 ao, a 与 乏 , ox 的 关系 和 线 姓 系统 统计 分 析 的 方法 联系 在 一 
起 来 求 出 等 效 的 放大 系数 如 和 入 以 及 
非 线性 闭路 系统 的 近似 统计 特性 ， 
下 面 我 们 用 一 个 极 简 单 的 控制 系统 
来 作为 例子 说 明 如 何 应 用 统计 线性 化 
方法 假设 此 控制 系统 的 结构 图 是 图 
14.11-8, 它 所 包含 的 非 线 性 环节 是 带 有 
限 幅 特性 的 放大 器 .在 :一 一 co 时 就 
ee 开始 给 系统 加 上 一 个 已 知 的 平稳 随机 过 
程 X(#), 现在 来 求 此 控制 系统 的 输出 特性 ， 根据 统计 线性 化 的 要 没 , 非 线性 环节 的 等 效 
放大 系数 是 如 和 所, 利用 线性 系统 的 分 析 方 法 ， 我 们 得 出 输出 量 Y 和 四 线性 环节 的 输入 
量 的 数学 期 望 和 方差 分 别 是 


YY [| kk 用， 
1 + KoKiKy 


1 十 RoK Ky? 


.1 2 
oe 工 | 一 一 多 xfoo)deo， 
2 J.-o| ji 十 RIKIK; 十 了 frol . 


咯 一 过 ,|| A 
其 bs) 是 输入 X( 的 功率 说 度 

假设 痊 入 随机 过 程 的 相关 函数 为 ra) 一 oem 那么 gx(a) 一 22 于， -二 一 ， 
经 过 一 定 的 运算 后 可 得 


03 一 


《大 天 1 
(1 十 AIKIK2D)L + bKiKs 十 oT) 
oh 1 十 aTl1 十 kiKiK,) 
(1 Tt AKIKD(! + RKyKi+ oT) 
再 根据 限 幅 特 福 和 非 线性 环节 输入 是 高 斯 过 程 的 假设 ,我 们 可 以 得 到 等 次 放 大 系数 如 ， 
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! 和 非 线性 环节 输入 量 品 的 统计 特性 的 关系 : | 
ko= Ln i 二 士 中 )9( 攻 ee (一 各 :el ss -m) 


A m1 


+o (tse) -6(r=o)). 
I 


其 中 - 
ml ~ TI 
1 ff 
Du) = 证 | 二 | 
, 1 -于 
D(H) = 计 e 3。 
由 此 我 们 可 以 建立 联 立方 程式 : 


i We 二 和 [人 十 四) (t+ 1+m)— (So) 


二 由 (二 ) -6 (二) 


1 . 


i + )+o (t=)), 
ox 和 1 + oT 十 KK) - 
CF RED + OR FT)» . 


a 1 十 a 

解 上 徊 联 立 方程 式 就 可 以 求 出 等 效 放 大 系数 -和 与 如， ee 加 和 翅 可 以 求 出 输出 的 六 
和 oy, 假设 aT 一 0.1,7 /A 1, KRi=1, 天 四 2， 天 /一 0.8， 那 从 各， 丰 ， 了 /至 
与 ox/i 的 关系 见 图 14.11~9。 从 图 中 可 以 奢 
出 , 当 输 入 中 的 平均 分 量 固定 不 变 时 ,输入 中 
随机 分 量 愈 大 ， 输 出 的 平均 分 量 就 愈 小 ， 如 
果 把 非 线性 环节 的 线性 段 的 放大 系数 1 /人 
增 大 , 那么 反而 使 这 种 “失效 > 现象 更 厉害 ， 
例如 ,在 gT 一 01, KK 一 1, 叉 /1 0.8 的 
条 件 下 , 当 I /4A 一 1 时 ，ox/ 呈 1.0 时 的 
Y/ 久 等 于 gx/1 0 寺 的 0.94 格 3 而 当 J/A= - 

2 时 , ox/1 一 10 时 的 子 / 闷 等 于 cx/ 一 0 时 
的 0.84 倍 . 1/A 增 大 时 , 闭合 回路 中 


的 放大 系数 Ks 上 上 不 变 ,那么 这 种 “ 关 效 ” Ml 


现 龟 更 为 急剧 .在 aT 一 (1, KK ml 有 /一 4.8 的 条 件 下 ， 当 7/A 一 2 时 ， 
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qx/! 二 10 时 的 Y/X 等 于 ox/i 二 0 时 的 0.64 倍 . 

统计 线性 化 方法 在 原则 上 世 可 以 推广 到 变 系 数 非 线性 系 统称 非 平 稳 随 机 输入 的 情 
况 ， 这 时 , 等 效 放大 系数 就 不 是 待定 常数 , 而 是 与 输 人 的 相关 函数 ,数学 期 望 有 关 的 待定 
时 间 沙 数 了 ， 


14.12 a 


前 几 节 讨论 的 都 是 连续 系统 对 随机 输入 的 反应。 在 很 多 离散 控制 系统 中 ， 它 的 输入 
也 含有 严重 的 随机 干扰 、 例 如 ， 脉 冲 雷 达 的 距离 跟踪 系统 和 和 角 跟踪 系统 都 是 离散 控制 系 
统 , 它 的 输入 作 用 是 从 日 标 反射 回来 的 脉 溃 回 波 , 除了 真 还 代表 目标 位 置 的 信号 外 , 碗 夹 
杂 了 很 多 随机 噪声 和 和 干扰， 下面 我 作 I TE 系数 离 
散 系 绕 对 随机 输 人 的 反应 . 

在 第 十 章 我 们 已 经 谈 到 ， 各 果 离 散 系 统 内 的 连续 部 分 是 线性 常 系数 系统 的 ， 采样 元 件 
古 玉 冲 线 性 调幅 元 件 ( 它 的 输出 是 宽度 相同 、 相 位 相同 的 和 矩形 脉冲 , 每 一 个 采样 周期 的 脉 
冲 幅度 与 采样 时 刻 防 冲 元 件 壹 人 入 值 成 正比 关系 )， 那 么 此 离散 系统 也 是 线性 党 党 系数 的 . 线 
性 常 常 系数 离散 系统 的 运动 规律 是 用 线性 常 系数 差分 方程 组 来 描述 的 ,在 一 般 情 况 赴 它 是 

yrtits 一 Dyrts T+ Bixs 十 Baxnts (14.12-1) 
其 中 ynts 是 yy 在 1 一 《w 十 8)T 时 刻 的 值 , xs 是 xG7y 在 :一 27 时 刻 的 值 。 se 了 7 了 表示 
状态 取 值 延迟 于 采样 时 刻 的 时 间 , 1 > 8 疡 0， 如 果 & 一 0, 就 表示 在 采样 时 刻 取 值 ， 设 
xX 是 m 维 疝 量 ,代表 系统 的 输入 .。y 是 # 维 向 量 ， 代 表 系 统 的 状态 ， 它 的 茶几 个 分 量 是 系 
统 的 输出 ，D 是 x xy 阶 常 方 阵 ， 如 果 它 的 特征 值 痢 在 复 平面 上 的 单位 网 内 , 则 此 采样 系 
统 是 稳定 的 ，B, 和 B: 都 是 rz Xx m 阶 常人 第 了 泗 ， 它 们 者 随 8 不 同 而 不 同 。 假设 输入 作用 在 
1 一 00 A 而 且 系统 又 是 稳定 的 ,那么 在 z7 十 s7 时 刻 系 统 的 状 
息 就 为 _ 


ys 一 位 DeBhxv-i-t 十 > OO | 《14.12-27 
《=0 - . | 


我 们 令 . 

、 > 不 二 0， 

于 [于 一 也:， 0 (14.12-3) 
| [i DB kml,2,", 

那么 等 式 (14.12-2) 就 成 为 


0 


Jr+s 一 3 He LAT xt. ’ (14. 12-4) 


显然 ，HXLAT] 是 s x m 阶 函数 矩阵 ， 它 相当 于 高 散 系 统 的 脉冲 过 渡 函 数 . 可 以 看 出 


Dns 是 输入 作用 X 的 线性 变换 . 
如 果 输 入 作用 是 平稳 随 视 序列 {X.} 那么 系统 的 状态 {了 +s} 也 是 随机 序列 ,其 中 


a Wn > HXLAT HX 1. 上 -ee (14.12-5) 
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根据 随 机 对 到 线 性 变换 的 符 性 我 们 可 以 算出 了 的 数学 期 经 和 自 相关 函数 乱 阵 : 
Fr (5 HT ) (14:12-6) 


- t= 
Rr[? 二 不 4 E€, 十 2] = (Yrtres Yr 
一 > Dp3 BILITYRxLR 1 + wl(HI LmT 1) 


一 Rrik]， _ (14.12-7) 
+。 是 与 无 关 的 常 矩 阵 〈 当 。 不 同时 , 它 是 不 同 的 )， Ry[n + 《十 sm 十 sl 只 与 下 有 
关 , 所 以 {7.x。} 是 平稳 随机 序列 ， 系 统 的 状态 与 输入 之 间 的 互相 关 函 数 矩 阵 是 
及 rzxtz + kt 6e, nn] 一 《了 sy， 下。 


之 ， HeliT]Rx[X— l= Rrxtt], | (14,12-8) 


所 以 它们 是 平稳 相关 的 . 
根据 相关 函数 和 功率 谱 密度 的 关系 式 (14. 0 和 (14. 2 可 得 到 


ro) 一 二 上 5 RyLtle-iokr 


一 一 LS s 3 HLTIeepalA- 一 ?十 me 


下 ro k=—» m=0 
x (Hr [mT 1)reionT i 
= Fw)Bx(FS GY, 4.12-9) 


rr 一 二 4 Rrte ee 


一 二 > HLIT Je-itrRxLk - 一 ~ err 


亦 = 
= Fw)Px(w), , (14.12-10) 
其 中 
Fr(ia) 一 5 HLIT 1e-T (14.12-11) 
1=0 
尖 是 离 系 统 式 (14.12-1) 的 离散 频率 特性 矩阵 ， 同 样 ， 等 式 (14.12~6) 可 以 改写 为 
下， (14.12-12) 
假设 离散 控制 系统 上 只 有 一 个 输出 y 和 一 个 输入 zx， 他 的 证 动 规律 是 用 线性 贡 系 数 高 
阶 差 分 方程 来 表示 的 : 
Goyntt 十 81yaH-1 十 十 2pn 症 pl Dretm-lt tt .十 bnrs, 

ml | (14.12-13) 
假设 系统 是 稳定 的 , 并 在 :一 一 so 时 就 开始 给 系统 加 入 一 个 平稳 的 随机 系列 , 那么 系统 
的 给 出 移入 关系 就 是 ，.. a 

Go¥nn tt ge 十 十 44 boXnrm + DIXnsym-l TT bmnX 
: ml 14.12-14) 
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根据 前 面 记述, 我 们 已 经 知道 输出 {Y,} 也 是 平稳 随机 序列 。 根据 第 14.8 节 的 随机 阔 数 
线性 变换 的 特性 式 《14.8-17) , 我 们 求 方程 (14.12-147 两 边 的 功率 谱 密 度 , 就 可 以 得 到 
laoe'® 十 ae Dd Fa By (0) = boeiem + premd + 二 用 ro) 
于 是 ,输出 与 输入 功率 谱 密 度 之 间 的 关系 是 
beiom bie tulrt—1) 上 bb, 是 
Pylw) em AAS 《14.12 15) 
I A (14.12— 罗 的 8 为 零 的 离散 频率 特性 


boe wm 十 bieisim—) 十 :十 bs . (14.12-16) 


来 zz 
Pt-o(ia) = cf 十 an eM .al 


这 正好 与 我 们 以 前 的 概念 相符 合 . 
线性 变 系数 离散 系统 和 非 线性 离散 系统 对 随机 输入 的 反应 的 分 析 方法 与 连续 系统 的 
分 析 方法 相 类 似 , 我 们 在 这 里 就 不 再 束 述 了 . 


14.13 平稳 输入 时 控制 系统 的 设计 举例 


在 第 14.9 市 里 ,我 们 曾 讨论 了 二 阶 系统 对 于 随机 输入 的 有 反应, 在 那里 的 讨论 中 已 经 
说 明了 用 反馈 控制 来 改进 系统 性 能 的 可 能 性 .但 是 ， 在 那个 例子 里 反馈 机 构 是 相当 原始 
的 ， ed Cernig sad 在 一 个 
更 实际 的 设计 中 ,我 们 可 以 把 反馈 机 构 设 计 得 更 巧妙 一 些 , 使 得 反馈 作用 所 需要 的 力 减少 
很 多 。 例 如 ， 可 以 用 反馈 合 服 机 构 带 动 可 以 转动 的 附加 四 片 ， 从 而 控制 瑞 流 中 的 机 枝 的 运 
动 . 转动 翼 片 所 需要 的 力 与 机 票 运动 所 引起 的 空气 动力 效应 (升力 、 阻力 、 转 类 等 ) 相 比 
较 , 可 以 小 得 很 多 ， 我 们 可 以 把 这 个 俯 制 系统 的 方 框图 想象 为 图 14.13-] 的 情形 ， 输 入 的 
随机 范 数 是 抗 动 气流 ， 输 出 了 就 是 机 票 的 位 移 .第 一 个 传递 函数 Fi(s) 表示 扰动 气流 
和 这 个 气 次 历 引 起 的 升力 之 间 的 关系 升力 与 转 矩 变化 的 结果 、 就 使 得 机 喷 产 生 垂直 方 
向 的 运动 和 旋转 和 运动。 这些 由 于 空气 动力 的 原因 所 产生 的 外 力 与 机 票 运动 之 间 的 关系 是 


14.13-1 | 
PR 
二 个 空气 动力 学 的 传递 函数 Fi(y) 又 产生 空气 动力 ， 这 是 第 一 个 反馈 线路 ,然而 ,这 个 反 
镇 线 路 不 是 设计 老 所 能 任意 改动 的 设计 者 能 够 处 理 的 是 第 二 个 反馈 线路 ， 机 标的 运动 
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可 以 用 来 控制 襟 经 的 运动 ,假设 这 一 部 分 的 传递 通 数 是 F(s). 凡 翼 的 运动 通过 传递 函数 
Fs(s) 又 产生 空气 动力 。 所 以 输入 与 输出 之 闻 的 关系 就 是 
Yo) 一 Far) [FOOXG) + FY) + FHFAOFG)], 


或 者 
了 (7 ) Fi1(s) Fals) 。 -- 
KOI OT TE EOL + FS FoT 人 


a 就 可 以 使 系统 的 总 传递 函数 得 到 改善 
如 果 gx(w) 是 输入 X 的 功率 谱 密度 ,gu(o) 是 输出 Y 的 功率 谱 密 度 ,那么 ,按照 方 和 
(14.8-13) 
Pym) oe Brew)F (in)F,(— ivo), (14.13—2) 
这 里 的 F.( 人 ) 是 由 方程 (14.13-1) 给 定 的 ， 完 全 可 以 想到 ,如 果 希 望 飞 机 里 的 沫 客 得 到 最 
a . 2 
大 的 安 适 ,我 们 就 必须 使 加 速度 “5 Yl) 尽 可 能 地 小 , 这 也 就 意味 着 | 二 YCG) | 到家 
小 值 。 因 为 1 
XA) 一 ol) + [XGO]， 


z eT 站 
所 以 在 相同 的 方差 下 ,数学 期 望 | ed 等 于 零 可 使 | YC 取 极 小 ， 罗 此 要 


dl 
求知 YCD | 取 极 小 也 意味 着 要 求 -全 Y() 等 于 零 ,同时 还 要 -7 Y( 的 方差 03 取 
se te z 


a Plsw) Ft uo 7. | 

+ ym | ee 《449) 
因为 Fi(s), F,(s), Fs(s) 和 Fsts) 都 已 经 启 定 下 来 了 ， 不 能 加 以 改变 ,所 以 我 们 只 能 用 改 
变 传 递 本 数 Fi(s) 的 方法 使 路 达到 要 小 值 ， 可 以 采用 下 列 做 法 ， 先 你 出 一 个 传递 函数 
Fs), 但 暂时 先 不 确定 其 中 的 参数 数值 ;根据 式 (14.13-3) 就 可 以 把 吻 计算 出 来 结果 
中 包含 F4(*) 的 未 定 参 数 3 再 用 普通 求 极 小 值 的 方法 确定 使 cy 取 极 小 的 参数 ， 这 样 确定 
的 Ks) 就 是 使 乘客 最 镶 着 的 伺 了 机 构 的 传递 函数 ， 必 须 指出 ,在 此 方法 中 ，P4(Ge) 的 基 
本 形式 还 是 由 设计 者 根据 某 些 实际 情况 和 经 验 相当 随意 地 选 定 的 。 只 是 某 些 参数 尚未 殉 
定 而 已 ， 所 以 上 面 得 到 的 极 小 值 并 不 一 定 是 真正 能 够 达到 的 极 小 值 ， 因 为 ,她 虹 把 FCs) 
-的 基本 形式 加 以 改变 ,还 是 用 局 样 的 计算 方法 就 可 能 得 出 一 个 更 好 的 结果 .所 以 ,如 果 希 
望 得 到 更 好 的 结果 ,还 必须 研究 F,(s) 应 是 哪 一 种 形式 的 函数 问题 , 这 一 个 问题 可 以 用 最 
优化 的 方法 解决 ， 在 下 一 章 中 我 们 还 要 讨论 。 对 于 特定 的 输 和 条件, 设计 目的 不 一 样 时 ， 
所 得 到 的 Fs3) 的 形式 即使 是 同一 个 形式 , 但 参数 也 可 能 不 同 , 甚 笔 相差 甚 远 ， 某 些 参 数 
对 这 个 设计 局 的 来 说 是 比较 好 的 ,但 对 另 一 个 设计 已 的 来 说 , 可 能 是 极 不 好 的 。 这 就 是 下 
一 章 要 讨论 的 控制 系统 在 随机 输入 下 的 综合 问题 . 
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上 一 章 讨 论 了 在 随机 输入 作用 下 控 抽 系 统 的 分 匠 问 是 。 这 一 章 将 计 论 有 随机 输入 作 
用 时 控制 系统 的 综合 问题 ， 这 里 控制 系统 没有 完全 给 定 ， 可 能 是 已 给 定 了 系统 的 结构 形 
式 ,但 是 某 些 参数 并 没有 确定 :也 可 能 是 连 系统 的 结构 形式 都 没有 给 定 、 综 合 就 是 要 根据 
已 知 的 系统 输入 特 宪 ,系统 的 结构 形式 ,对 系统 输出 的 要 求 等 及 设计 榨 制 系统 灼 它 其 有 优 
良 的 性 能 一 般 是 从 准确 度 的 观点 来 看 系统 的 性 能 的 ， 例如, 要求 设计 一 个 随 动 系 统 , 它 
的 输出 应 很 准确 地 复 现 输入 中 的 有 用 信号 ， 因 为 输 人 中 除了 有 用 信号 外 还 夹杂 着 各 种 备 
样 的 品 卉 。 又 例如 ,要 设计 一 个 接收 机 ， 它 能 很 准确 地 判断 在 强烈 的 噪声 中 有 过 微弱 信号 
的 存在 ,并 能 准确 地 估计 信号 的 某 些 参 数 .这 些 系统 的 综合 都 是 要 把 输入 中 的 有 用 信号 与 
喉 声 分 离开 来 ， 使 信号 尽量 少 受 唆 声 的 影响 ， 所 以 这 再 谈 的 综合 问题 遂 委 可 以 化 为 隐 
过 淡 的 问题 ， 


na 


我 们 先 米 讨论 信号 的 复 现 问题 . 和 rtr) 是 有 用 信 号 fe) 和 

噪声 二 的 都 加 
t(D) = ff) + nf}, 15.1-1) 

过 滤器 的 输出 是 y(?), 如 图 -15.1-1 所 未， 有 用 信号 和 只 声 可 能 是 随机 的 ， 也 可 能 吓 非 陆 
视 的 ， 丰 几 信号 的 特性 与 噪声 的 特性 总 是 有 一 定 的 ， 
差 引 ,一般 谈 来 , 有 用 信号 fC 变化 化 较 组 悍 ， 巢 声 ， 
zz)] 变化 比较 剧烈 过 滤器 是 这 样 一 种 系统 : 它 能 
够 更 多 地 让 有 用 信 号 通过 而 一 定 乱 度 地 阻止 井 声 的 
通过 ， 使 得 输出 y(2) 较 多 地 与 输入 中 的 有 用 信号 … 
f(D 有关， 与 噪声 we 有 有 尽量 少 的 联系 . 过 站 器 的 本 
作 篆 就 是 在 一 定 程度 上 过 滤 掉 噪声 ， 正 是 由 于 有 用 模 号 和 噪 岩 的 特性 的 差异 ， 才 使 过 小 加 
的 作 胃 在 一 定 程 度 上 能 够 实现 . 

对 于 最 简单 的 信号 复 现 问题 要 求 输出 (5 尽 可 能 地 复 现 输入 中 的 有 用 信号 f(z), 这 
时 理想 的 输出 yy) 就 等 于 世人。 有 时 ， 在 -一般 的 信号 复 现 问题 中 要 求 输出 y(n) 能 复 现 
有 用 信号 f?) 的 某 种 变换 ,例如 蕊 fp) 的 一 阶 导数 或 高 阶 导 数 ,在 9 时 刻 后 的 f?) 的 值 或 
它 的 导数 的 值 等 ,这 时 过 滤器 的 理想 输出 Pt 不 等 于 1#) 而 大 


yi = | h(t — wn ) du 辐 人 ot — ado, . (15.1-2) 


式 中 月 人)》 是 定义 于 《一 9，0%) 上 的 某 一 给 定 的 绝对 可 积 函 数 织 为 6 天 数 及 其 高 阶 导 
数 ， 


假定 过 滤器 已 经 给 定 , 它 是 一 个 线性 常 系数 系统 ,传递 函数 是 F(s), 脉冲 响应 星 数 是 
ii， 当 然 ， 过 滤器 应 该 是 一 个 稳定 的 系统 ， 即 F(s) 的 极 反 都 在 复数 :的 无 六 平面 上 ， 
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大 F(s) 与 &(7z) 之 间 可 用 传 里 叶 变 换 式 联系 起 来 
ACG) = (errGo)do. (15.1-3) 


在 一 般 情况 下 , F(s) 是 * 的 有 理 分 式 , 昌 分 子 多 项 式 虹 次 比分 母 多 项 式 熙 次 低 ， 闭 么 当 
一 0 时 Ar) = 0， 当 输入 作用 x(z) 加 至 过 滤器 输入 端 后 ,过 滤器 的 输出 信号 将 是 


y= 全 xfz JACKtr 一 wadu, 
这 里 假定 输入 作用 是 从 :~ 一 oo 开始 的 ， 绿 据 将 积 公式 的 对 称 狂 ， 令 上 一 # 一 5 就 有 
7 mn A(o)x(z 一 q)da, (15.1-4) 


既然 过 滤器 已 经 给 定 ,一 般 来 讲 它 的 输出 Xp 与 理想 的 输出 yiQ) 是 不 同 的 ，y( 与 02) 
之 莽 就 是 误差 ez), 根据 方程 (15.1-2) 和 (15.1-4) 有 
OF y(t) — y(t) 一 -| {fC — oo) — [fl 0) + nl oa(o) de (15. 1-5) 
误差 的 平方 是 
ca0 一 人 人 LUC 一 io) ~ LU —0) + ls — 0)14(o)) 
X {fe nh) 一 [大 一 2 十 1 一 2 Hoda, 《15.1-6) 
”在 许多 信号 复 现 的 问题 中 咯 声 是 随机 函数 , 我 们 用 N() 来 表示 3 同时 信号 的 特性 我 
们 也 不 能 确切 预知 ， 只 能 知道 它 的 统计 特性 ， 例 如 ， 随 动 系统 的 输入 有 用 信号 常常 是 无 
法 确切 预知 的 ， 我 们 在 这 里 也 假设 它 是 随机 的 ,用 F(z) 表示。 这 时 方程 (15.1-2)， 
(15.1~4), (15.1-5) 和 (15.1-6) 中 的 积分 都 是 随机 积分 ， 观测 值 ,理想 输出 ,实际 输 贡 和 
误差 也 都 是 随机 函数 ,分 别 用 X(D, Ya, 了 (x) 和 EC) 来 表示 。 如 果 F(O, NG 的 统计 
特性 已 知 , 则 根据 式 (15.1-6) 可 以 求 出 BX) 的 数学 期 望 ( 系 集 平均 值 ), 它 则 做 均 方 误差 . 
通常 这 个 值 是 一 个 时 间 函 数 ， : 
如 果 假 设 F(s) ,N(x) 都 是 平稳 随机 过 程 ,而 且 它们 之 疗 是 平稳 相关 的 ， 那 么 EF? (本 
章 用 “一 ”表示 数学 期 望 ) 与 时 | 则 无 关 . 如 果 FL 和 和 (nm 的 数学 期 望都 等 于 专 ， ;那么 很 
了 明显 , 此 时 误差 (Cz) 的 数学 期 望 也 为 零 ， 这 时 , 均 方 误差 E? 就 是 误差 Be) 的 方差 局 ， 
没 F(D，NGD) 是 平稳 相关 的 平稳 实 随机 过 程 ,因此 它们 的 自 相 关 函 数 rs(4), rwx(1) 都 是 
避 函 数 ,互相 关 函 数 则 满足 下 列 关 系 ; 
rew(47 = rye(— 4), 《15.1-7) 
这 时 的 均 方 误差 为 
Em| re — Ll) ~ Ma)IL hls) 一 Ma1 
— ry(o — [Ao) 一 大 (GD — rwrlo — whlo) [An) — hl)] 


| + rwla — whla)a(u) Ydodn. . (15.1-8) 
现在 来 找 均 方 误差 和 信和 号， 噪声 的 功率 谱 密 度 的 关系 。 在 上 一 章 中 已 谈 到 功率 谱 密 

度 与 相关 函数 的 关系 是 
(lw) 一 二 | ema, (15.1-9) 
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可 以 看 出 实 平稳 随机 过 程 的 自 功 率 谱 密 度 Pplw)，。 人 Bw(lw) 是 侦 函 数 ， 平 稳 相 关 的 互 功率 
谱 密 度 根 据 式 (15.1-7) 有 
Bev(o) 一 Guwr( 一 媚 )。 《15.1~10) 
相关 函数 可 雇 表 示 为 . 
MN 上 (yeieldio。 (15.1-11) 
根据 前 面 对 iD, 4 的 假定 可 以 得 到 hh(s) 的 传 里 叶 变 换 
Flio) 一 | he (15.1-12) 
和 过 染 问 的 频率 特性 
FGio) 一 | hed 一 aCe 2 (15.1-13) 


利用 公式 (15.1-11), (15.1-12) 和 (15.1-13) 可 以 将 方程 (15.1-8) 化 简 ， 最 后 得 到 
1 


EE? 0} = 二 | {Pro) [Fiw) 一 FOio)I[ Fi(—io) 一 Biw)] 
— Bey(wo) [Fi(iw) 一 F(iw)IF(— iw@) 一 pus FG)! Fi(—10) 

. — Fo)]l + Bn(w)F(Gi@)F(— iw)}dw., {15.1-14) 
式 中 大 括号 { ”} 内 的 表示 式 就 是 误差 的 功率 谱 密 度 Bz(w)， 根 据 第 14.5 节 所 述 , 被 积 函 
数 的 最 后 一 项 实际 上 就 是 噪声 通过 过 滤器 F(s) 后 输出 的 功率 谱 密 度 ,被 积 亩 数 的 第 一 巴 
是 由 于 过 滤器 的 实际 性 能 与 理想 性 能 差异 而 产生 有 用 信号 的 误差 功率 谱 密 度 。 显然 第 一 
项 和 最 后 一 项 是 w 的 实 函 数 。 如 果 信 号 与 只 志 是 平稳 相关 的 ， 那 么 被 积 沙 数 的 第 二 项 和 
第 三 项 是 wm 的 复 函 数 , 但 由 于 满足 等 式 (15.1-10)。 此 二 项 是 复 共 示 的 , 柏 加 以 后 仍 为 冬 
数 ,此 二 项 是 由 于 有 用 信号 和 噪声 相关 而 引起 的 均 方 误差 。 当 信号 和 只 宜 互 不 相关 时 , 均 
方 误差 只 由 第 一 项 和 最 后 一 项 产生 。 如果 Fi(iw) 是 某 一 个 真实 的 稳定 系统 的 糯 率 特性 ， 
wo F(iwm) 一 Fi(iw) 时 ， 误差 就 只 由 噪声 通过 过 汝 器 Fkio) 后 输出 的 功率 谱 密度 产 

一般 来 说 , Fi(iw) 的 通 频 带 较 宽 , 也 就 是 在 较 大 的 w 值 以 后 Fi(iw) 才 趋 近 于 零 , 那 

2 F(iw) 一 Fi(iw), 信号 本 身 不 产生 误差 , 但 是 总 的 均 方 误差 仍 较 大 。 如 时 选用 通 
频带 很 罕 的 过 滤器 , 即 FPCia) 在 不 大 的 ww 值 以 后 就 很 快 地 趋 于 零 ,那么 由 虽 声 产生 的 误差 
将 是 很 小 的 ， 但 由 于 过 滤器 实际 性 能 和 理想 性 能 差异 很 大 因而 信号 本 身 产生 的 均 方 误差 
较 大 ,总 的 均 方 误差 仍然 较 大 ， 从 这 里 可 以 看 出 ,如 果 过 滤器 的 设计 准则 是 使 均 方 误差 最 
小 ， 那 么 应 该 选择 一 个 适当 的 过 浅 器 ， 它 的 通 频 带 既 不 太 宽 , 又 和 班 想 特性 差异 不 太 大 。 
我 们 将 在 下 面 几 节 中 讨论 这 种 过 滤器 的 设计 


15.2 待定 系数 的 最 优 过 滤器 设计 原理 


”如 果 信 号 和 噪声 的 绕 计 特性 和 理想 传递 衣 数 PiGs) 已 经 给 定 ， 那 么 式 (15.1-14) 的 
均 方 误差 中 只 有 过 滤器 的 传递 函数 FCs) 是 没有 确定 的 。 设计 使 均 方 误差 最 小 的 最 优 过 
滤器 的 一 种 方法 就 是 先 假定 过 小 器 的 传递 函数 F(*) 取 某 种 合适 的 形式 ,但 是 含有 某 些 待 
定 的 参数 ， 于 是 均 方 误差 就 是 这 些 待定 参数 的 某 个 确定 函数 ， 最 后 再 根据 均 方 误差 最 小 
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的 楼 求 来 确定 这 些 参 数 的 最 优 值 。 最 优 过 滤器 的 设计 向 题 就 化 成 一 个 求 已 知 阔 数 的 极 什 
问题 ， 非 利 普 斯 (Phillips) 彼 设 最 优 过 滤器 的 传递 图 数 Fl(s) 是 :的 有 理 分 式 ,解决 了 这 
种 最 优 过 小 器 的 设计 问题 吗 ， 这 的 确 是 很 自然 的 一 种 选择 方法 . 因为 我 们 知道 线性 常 系 
数 系统 的 传递 函数 就 是 * 的 有 理 分 式 . 

由 于 平稳 随机 过 程 的 功率 谱 密 度 B@(o) 这 有 PB(wm) 一 (iwm)( 一 iw) 的 形式 ,其 中 
(iw) 也 是 tw 的 有 理 分 式 , 它 的 极点 和 零点 都 在 复 平 面 w 的 上 半 平 面 。 既然 FC4) 是 稳 
定 的 ，F(iw) 的 极点 都 在 复 平面 w 的 上 半 平 面 , 根据 式 (15.1~14), 均 方 误差 FF 总 可 奏 


示 为 
i hy ee 15 7 
Fl Ty 52-1) 
其 中 hh(w) 和 gLw) ee 
hlin) em go 十 zi 十 -十 au， (15.2-2) 
Se(o) ee bo 十 bc 于 -十 bl1, (15.2-3) 
而 且 h,(w) 的 零点 全 在 复 平 面 w 的 上 半 平 面 . 
我 们 令 
1 gr(x) 1 i 
ee 0 Sine a {15.2-4) 
Bam a 


| . E? ~ wt | 
1。 与 各 系数 97， 5 的 关系 可 见 表 5.2-1. 人 多 出， 在 这 种 假设 下 我 们 求 出 了 均 方 误 关 E? 
的 表达 式 , 它 是 某 些 待定 参数 的 函数 。 这样， RI 
Se 


表 5.2-1 积分 伪 ha 与 el) 得 Ax) A 诸 系 数 的 关系 


doz 
es Aasbo + gob 2 


pot 一 Wi 十 Cs23y》 一 Got3d 二 do ex + a 一 Ci ) 


PT 
一 地， 

2 to ; * 

Ms = bol aodsay tH Has + Gias 一 dzts24) + aodiC ~ grds 中 23G4) 
+ abat doma ， 一 Re) 0b ~— oon ™ C102) 加 

十 . 人 < 【一 e002 + peG 十 2304 一 QA209)s 


人 A, = afiaf 一 20002445 一 dpdyRyds 4 Roddds 十 31 + Gias 一 ddsdrdy. 
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15.3 ”最 优 过 小 问题 ， 


在 上 一 节 中 ,最 小 均 方 误差 是 在 过 滤器 的 传递 永 数 F(s7 的 形式 已 给 定 的 情况 下 求 出 

.的 ,在 一 般 情况 下 , 它 不 是 最 小 的 均 方 误差. 网 在 得 关 轩 认 入 通 轩 下 形式 本 知 才 区 二 力 计 
莽 最 小 为 准则 的 最 优 过 句 题 ， 

先 从 随机 序列 的 纯 预测 这 样 一 个 具体 鲍 子 开始 。 假 定 预 测 器 的 输入 只 有 有 用 信号 筑 

没有 隐 声 。 有 用 信号 是 一 个 随机 序列 F[#], 我 们 以 后 简 记 为 Rt， 对 每 一 个 任意 给 定 的 

时 刻 #, 我 们 要 求 根 据 信和 号 在 # 时 刻 以 前 有 限 个 或 无 限 个 时 刻 的 值 Fi-t，Fi-2s"*…， 

Fj-s，"…* 来 预测 以 后 某 个 时 刻 , 例如 w+ 时 刻 的 有 用 信号 Fk+tt, i! 之 0。 用 此 预测 值 作为 

预测 器 的 输出 Yhs 也 就 是 预测 器 在 fi 时 刻 的 输出 Yh 是 输入 Fin, Flims "°°, Pigy 


A 
Lf (Rs Be -er Tia *). | (15.3-1) 
多 叫做 第 预测 函数 . 预测 器 输出 Y 与 被 预测 值 Fr: 之 差 岂 做 预测 误差 | 
Er™ Firn— Yee, . (15.3-2) 
它 也 是 个 随机 序列 . 如 果 选 择 这 样 的 纯 预 测 函 数 吕 使 预测 的 均 方 误 莽 在 任何 了 时刻 拉 都 
最 小 ,到 
(Bi = (Fi 一 多 2 一 min{(Fin 一 YA 中， 


则 这 个 预测 器 叫做 最 优 预测 器 ,这 时 Y 叫做 Fin 的 最 优 预 测 ,8 轧 做 最 优 预 测 函 数 ， 当 
给 预测 器 输 人 随机 序列 Fi 的 某 一 个 现实 时, 它 的 输出 序列 Yi 取 值 yi 
A 有 -2 
可 以 证 明 ， 由 最 优 预 测 电 数 8 确定 的 最 优 输出 由 是 随机 变量 Fi 在 Fe n= 1, 
… 取 值 六 -条 件 韦 的 条 件数 学 期 望 , 也 就 是 

Pa = Brns 有 (15,3-4) 
事实 上 ,如 果 随 机 序列 Fi 的 联合 概率 密度 存在 , 均 方 误差 EX 可 表示 为 

El 1 ” or 一 yA) sw fr, fats fr-2,°* "Jafiridfe df me ls) 
根据 贝 叶 斯 定理 ,概率 密度 淆 数 是 z 

wf fts fe-2s °° ) 一 wr fs fr-2s wfa-s fr-2s""*), (15.3-6) 


: ~ | 了 ou — ya)w(fer dfs ja 7 
* whfiets fe2s Jafridfa2" 
现在 考虑 大 括号 内 的 积分 , 因 yi 只 是 入 -1, 和 -2, "的 函数 而 与 f+ 无 关 , 所 以 
[Gn 一 apolar fats 大- 
=- yt—2 EP + Rw (fe [fats 有 -af 
一 4 外 一 [Fa 有 有 一 人 Fa jc 
十 fwdfenlfi fa-2, "Jalen 《15.3-7) 
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要 使 均 方 误差 Et 最 小 就 要 使 式 《〈15.3-7) 这 个 正 值 取 最 小 什 ， 趟 《15.3-7) le 有 第 一 
项 与 yt 有 关 , 因 此 就 得 出 式 (15.3-4). 

如 霖 随 机 序列 Fi 是 高 斯 分 布 的 ,那么 Fa+ 的 条 件 概率 分 布 也 是 高 斯 型 的 . 此 时 Fi 
的 条 件数 学 期 望 同 时 又 是 它 的 众 数 (在 此 值 条 件 概 率 密度 函数 取 极 大 值 ) ,中 值 (概率 密度 
永 数 的 中 心 点 》 和 平方 均值 , 因此 用 它 来 作 Fksr 的 最 优 预测 是 最 为 恰当 的 ，。 如 果 随 机 序 
列 Fi 不 是 高 斯 分 布 的 ,那么 选择 条 件数 学 期 望 作为 Fir 的 最 优 预 测 就 没有 什么 明显 理 
:由 ， 

当 随 机 序列 Fi 是 高 斯 分 布 时 ， 最 优 预测 函数 8 一 定 是 线性 函数 。 因为 概 这 密度 函 
数 的 形式 为 


wf fts fts) = ‘op{ -5 hl 下 
， pF 


其 中 。 和 5. 都 是 常数 。 随 机 变量 Fys 的 条 件 概率 密度 函数 的 形式 为 
wlfarr fess 有- = cerp| 一 二 | 和 et 用 十 2 Basa-efenfas|}, 


cl 和 birt, 上 一 是 常数 , 它 是 一 维 高 斯 分 布 ,条 件数 学 期 刻 与 fr-ss PEI, 2,.°° 成 线性 关 
系 , 而 最 优 预测 就 是 Fin 的 条 件数 学 期 望 ,所 以 3 是 线性 函数 ， 当 随机 序列 不 是 高 斯 分 
布 时 ,最 优 预 测 联 数 不 一 定 是 线性 函数 。 在 实际 情况 下 ,我 们 所 过 到 的 随机 函数 常常 是 高 
斯 分 布 或 近 于 高 斯 分 布 的 , 因 志 通常 只 限于 求 最 优 线 狂 预测 . 
能 够 完全 实现 准确 预测 的 序列 称 为 奇异 序列 , 这 时 Ex 一 0、 例 如 , 由 有 限 个 具有 互 
不 相关 的 随机 振幅 与 随机 相位 的 简 谐 振动 之 和 组 成 的 平稳 随机 序列 信号 可 以 做 到 预测 的 
均 方 误差 等 于 零 ， 即 知道 了 序列 在 过 去 某 些 时 刻 上 的 值 就 能 以 等 于 1 的 概率 宇 确定 它 在 
以 后 本 一 时 刻 上 的 信 ， 但 是 一 般 说 来 ,实际 上 常 遇 到 的 随机 序列 孝 不 是 奇异 的 ,因此 即使 
是 最 优 预 测 也 仍然 有 误差 ， 
一 般 来 说 ,最 优 预测 函数 是 与 时 间 有 关 的 。 当 人 随机 序列 是 平稳 的 ,而 且 预 测 器 的 输 
人 是 只 以 前 无 限时 刻 开 始 的 ， 那 么 最 优 预 测 邓 数 与 时 间 无 关 . 
现在 来 讨论 随机 序列 的 一 般 最 优 过 滤 问 题 。 假定 过 滤器 的 输入 是 观测 值 XX:， 它 是 
mm 维 随机 序列 ,由 7 维 有 用 信号 随机 序列 FF 和 入 维 噪声 随机 序列 和 MV 组 成 ， 
Ni = CF + Ni, (15.3-8y 
其 中 Ci 是 1m m X # 阶 非 随机 算 阵 , 它 是 下 标 名 的 函数 、 过 滤器 的 理想 输出 Yi 是 所 .本身 
或 所 某 个 已 知 的 线性 函数 ， 如 果 到 的 统计 特性 已 知 , 那么 区 ,的 统计 特性 也 可 知道 . 
现在 要 根据 4 时刻 以 前 N 个 时 刻 的 观测 值 Xi-,，” 一 1, 2,……，N， 来 确定 过 滤器 的 输 
出 了 ( 它 和 了 ;的 维 数 相同 )， 
Y= G[Xki, Kl Rl], : (15.3-9) 
其 中 叉 是 正 整数 ,可 以 趋 于 无 穷 大 。 过 滤器 G 的 输出 误差 如 ,是 实际 输出 与 理想 输出 之 差 
Er: mm 一 到， {15.3-10) 
它 也 是 一 个 4 维 随机 序列 ， 如 果 过 滤器 G 合 输 出 误差 的 均 方 什 
Ei:E= (Yi— YOY —Y) | 《15.3-11) 
最 小 , 那么 这 样 的 过 滤器 就 叫做 最 优 过 滤器 。G 叫 最 优 过 滤 函 数 。 当 由 一 a 一 1, 则 Fy, 
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和 Ni, Xt Ys 了 4 都 是 随机 变量 序列 ， 如 果 又 有 Ch 一 1 ,Ni 一 0, Yu 一 Pin,1 守 0, 这 
就 成 为 我 们 上 面 提 到 的 随机 信号 Fi 的 纯 预 测 问题 ， 如 果 Ni 天 0， 则 是 一 般 的 预测 问 
题 ， 如 果 Ci 二 1, Ni 关 0, Yi 二 Fi 之 0, 期 是 随机 信和 号 的 平湖 问题 当 m 一 二 
1，Cx 一 1， 和 Yu 一 Fk 时 , 就 是 纯 过 滤 问 题 。 在 观测 值 中 包含 有 随机 了 噪声 时 ,一 般 说 
来 ,即使 最 优 的 过 小 器 仍 存 在 大 于 零 的 极限 均 方 误差 ,这 主要 是 因为 申 声 的 功率 谱 密度 和 
有 用 信和 号 的 功率 谱 密 度 有 和 登 接 的 部 分 ， 而 过 滤器 相当 于 一 个 对 于 不 同 频率 有 不 同 通过 能 
力 的 滤波 器 。 对 于 这 部 分 伏 接 频率 , 分 不 清 观测 值 中 兄 些 属于 有 用 信号 , 哪些 属于 队 户 ， 
于 以 不 可 能 把 蝶 声 过 泪 掉 而 又 同时 使 有 用 信号 完全 通过 ， 因 此 就 不 可 避免 产生 过 油 的 误 
差 .如 果 随 机 噪声 是 饭 色 喉 声 , 它 的 功率 谱 密度 是 个 汕 数 ,那么 即便 是 最 优 过 庙 ,输出 的 均 
方 误差 也 不 可 能 等 于 零 . 

在 随机 序列 的 一 般 最 优 过 滤 问 题 中 ， 可 以 证 明 , 在 观测 值 已 给 定 为 | 时 , 最 优 过 泪 
器 和 的 输出 $4 是 理想 输出 7 的 条 件数 学 期 望 ， 如 果 在 要 求 过 滤 均 方 误差 Ei: 最 小 的 
同时 , 还 要 求 过 滤器 必须 是 线性 的 , 即 G 必 须 是 线性 陪 数 ,那么 实现 这 种 要 求 的 过 滤器 叫 
做 最 优 线 性 过 滤器 ，G 风 做 最 优 线性 过 滤 浮 数 . 通常 我 们 要 求 的 最 优 过 滤器 就 是 求 最 优 
线 福 过 滤器 ,因为 如 果 有 用 信号 和 噪声 是 高 斯 分 布 时 ， 求 得 的 最 优 线性 过 泪 圳 是 一 切 过 渡 
器 中 最 好 的 ,不 可 能 再 有 其 它 的 过 滤器 使 过 滤 的 均 方 误差 更 小 . 

对 于 随机 过 程 来 说 ， 一 般 的 最 优 过 滤 问 题 的 提 鞭 和 随机 序列 的 过 诬 间 题 相 类似。 这 
时 过 滤器 的 输入 即 观测 信 XC 是 m 维 随机 过 程 ， 它 由 + 维 有 用 信 号 随机 过 程 F(z) 和 
维 噪声 随机 过 程 组 合 而 成 


HO) = COOFG) + NG), 《15.3-12) 
其 中 CO 是 zxX+* 险 非 随机 的 函数 矩阵。 过 滤 串 的 理想 输出 了 (sz) 是 对 有 用 信 号 天 (9 
进行 某 种 已 知 的 线性 运算 的 结果 ， 过渡 器 的 实际 输出 庆 (与 也 (2) 维 数 相 同 ) 是 对 输入 
天 (让 进行 物理 上 能 实现 的 运算 的 结果 ， 过 弯 误 差 E(#) 就 是 理想 输出 | 与 实际 输 油 
Xe 之 差 , 它 也 是 = 维 随 机 过 程 ， 
E02) = Yi) — YO), (15.3-13) 
使 均 方 误 莽 "(1)EL() 最 小 的 过 滤器 就 是 最 优 过 滤器 。 和 随机 序列 的 情况 一 样 ， 在 观 
XKD 是 某 一 个 现实 xfz) 时 , 最 优 过 滤器 的 输出 了 (zy 是 理想 输出 如 (9 的 条 件数 学 
。 当 信号 F(z) 和 了 虽 声 NG) 是 民风 是 大 信人 时 ,最 优 线性 过 滤器 是 一 急 过 滤器 中 均 
ee ECE(s) 最 小 的 ， 

如 果 mm ez 一 1, 那么 FQ)，NO)， XQ)，Y1Q),， YG) 都 是 纯 量 随机 过 程 。 此 时 
Yi 一 F(z 十 0)， 根据 o 分 别 为 大 于 零 , 等 于 零 或 小 于 零 ， 便 可 得 到 随机 信号 FL) 的 
预测 ,过 滤 或 平 有 有 问题 ， 

下 茄 筷 节 , 我 们 就 来 讨论 各 种 类 型 观测 值 时 以 均 方 误 差 最 小 为 准则 的 一 般 最 优 过 渡 
问题 . 


15.4 平稳 随机 序列 的 最 优 线性 过 滤 沁 后 


设计 最 优 线 性 过 泪 器 的 一 种 有 效 方法 是 森 尔 莫 果 洛 夫 (Kommworopo8) 理论 和 维 纳 
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(Wiener) 理论 。 这 两 种 理论 的 实质 和 结果 是 相同 的 , 但 是 处 理 方法 各 有 特点 。 由 于 柯 尔 
莫 果 洛 夫 理论 有 很 好 的 几何 直观 性 。 利 用 希 尔 伯 特 空间 的 几何 原理 使 过 涨 问题 十 分 清晰 
而 严密 ,所 以 先 介绍 这 一 理论 。 我 们 在 这 里 只 讨论 一 维 的 实 随 机 序列 ， 
假设 过 滤器 (以 后 也 称 为 系统 ) 的 输入 是 观测 随机 序列 

不 RN 一 一 0 十 于 ,十 2 5.4- 1) 
其 中 有 用 信号 Rx 和 只 声 NMA 是 平稳 相关 的 数学 期 望 为 堆 ， 方差 有 办 的 平和 随机 库 列 | 所 有 
的 相关 通 数 都 为 已 知 。 假 定 系统 的 理想 输出 Yux 是 有 用 信号 Fux 的 已 知 线性 函数 , 它 的 数 
学 期 望 也 为 零 , 方 差 世 有 界 , 它 的 相关 否 数 以 及 它 与 输入 的 互相 关 函 数 也 为 已 知 ， 我 们 先 
假定 系统 的 实际 输出 Y4 是 时刻 以 前 # 个 时 刻 的 输入 的 线性 组 合 : 


YA KR (15,4-2) 
输出 误差 是 . | 
El Yi 一 Ye (15,4-3) 
最 优 线性 过 湾 问 题 就 是 选择 系数 2 一 TI,2……，2， 使 最 优 输 出 
TXT Xl 十 十 BR。 (15.4-4) 
保证 均 方 误差 设 达到 最 小 . 


为 此 把 随机 序列 X:,X 一 ，…, 一 1,0, 十 1,… 夏 作 是 随 宙 变 量 空间 成 中 的 一 个 
序列 ,每 一 个 和 都 是 希 尔 伯 特 空间 中 的 元 ， 当 ews 一 1;2,-… ,4 取 各 种 不 同 值 时 ， 
所 有 由 式 (15.4-2) 确定 的 Yi 在 如 中 构成 一 个 子 空间 Hx。H 是 无 穷 维 的 ， 而 Hx 却 是 
有 穷 维 的 ,其 维 数 不 超过 *。 子 空间 Hx 中 每 个 元 都 可 以 表示 为 式 (15.4-2) 的 形式 ,如果 
Xts 2， “"' 和 线性 不 相关 , 子 空间 Hx 是 * 维 , 那么 系数 st，ab……，as 是 队 
一 的 。 既 然 理 想 输出 Yi 是 有 用 信号 Fu 的 线性 函数 ， 可 以 认为 它 也 是 随机 变量 空间 玉 
中 的 一 个 元 。 输 出 误差 Ei 是 本 中 由 YW 到 子 空间 Hx 中 某 个 元 的 差 向 量 ， 它 的 数学 其 
望 等 于 爱 , 均 方 误差 就 是 Rx 的 范 数 的 平方 。 因 此 ,要 均 方 误差 最 小 , 必须 而 且 只 须 (是 
Yw 到 子 空间 Hx 的 垂 线 ,最 优 输出 了 是 YL4 在 子 空间 Hx 的 直 交 投影 ,而 站 与 Hx 直 交 . 
因此 ,所 与 Xi, X43， ,Xs 的 内 积分 别 等 于 零 。 这 样 就 可 得 到 下 列 = 个 方程 式 : 


(Et, 0 一 1 2 (15.4-5) 
展开 后 得 到 线性 方程 组 四 
《Zi ii) Bir KR, Kas) + 8 和 村 2 KA) 二 十 《大 ty Ks 
1 一 1,2， .7 (15.4-6) 


只 可 RRL XR-2s 和 Si 线性 不 相关 ,就 可 得 到 ils 2 es Gn 的 唯一 解 
CYits Rai)s Xr, Kr?s ** CKiss Kk-1) 
ft X4k-27， (Xi 0 a “Xi-ss Xt-2) 


Fs -, 
ee X41 CR Xn), “ON XA 
《X k -19 作 K-2 9 《X tk-2， 从 k-27 9 “* 《大 As， 2 


《XA 一 1 xie), (Xi Ka), EE 0. Nie) 
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如 果 把 TE 看 作 十 一 个 维 随 机 列 阿 量 支 的 诸 分量 - 
党 (Kis XL ", Xn) 
那么 
pF 一 > 《Ys Xj 了 fl], 2,...., (15.4-7) 
二 1 . 
其 中 |24| 是 方差 阵 3% 的 行列 式 ,|2 和 | i; 是 方差 阵 下 的 第 i 行 第 i 列 元 素 的 代数 余子 
式 ,从 此 最 优 输 出 是 


= PC(Hx)YW = > (> (Yt Xa) me) Xu 一 RyaxZR RX, (154-8) 


其 中 PC(Hx) 是 向 Hx 子安 间 的 直 交 投影 策 于 . 出 于 Yi 和 Xi 是 平稳 的 ,因此 求 得 的 系数 
2 i 1，2，… 和 RyxZX 与 无 关 ， 用 了 去 通 近 Yn 也 产生 的 最 小 的 均 方 误 
莽 为 : 
| El = (Yu 一 20Xt-l 一 2 一 一 BrnX ny 


= ry[0]— > > Biudimwrx [i — ml 
了 一 让 sm=1 


0Y >) 2 darx[! 一 久 ] 


= a¥, 和 (15.4-9) 
es 无 关 . 当 pb 一 1》 ee ES 5 线性 相关 时 ， 子 空间 Hx 的 维 数 小 于 他 可 入 确定 
无 穷 多 组 最 优 系数 2 2 3， 人 得 到 的 输出 都 是 最 优 的 , 且 
最 小 均 方 误差 是 同一 个 4 值 . . 

| 当 理 想 输 出 Yl = = Fi~l 时 ， 最 小 均 方 误差 是 ， 
min 态 一 吗 -3 3 aibmrx[7 一 m}., (15.4-10) 


=1 m=1 


要 咖 声 完全 过 小 撞 ， 即 吐 王 0, 必须 使 Ri- 包含 在 子 空间 Hx 中 , 此 时 称 噪声 ANx 为 有 用 
信号 Fi 的 从 属 序 列 ， 在 一 般 技术 问题 中 从 属 序 列 不 存在 ,所以 最 优 过 滤器 的 均 方 误差 是 
不 可 能 等 于 震 的 ， 当 F 和 Ni 都 是 高 斯 分 布 时 ， 最 优 线 性 过 滤器 的 ci 和 让 全 村 小 的 均 方 
误差 ,不 可 能 册 却 以 改善 . 

在 上 面 的 讨论 中 ,系统 的 输出 只 与 有 限 个 时 充 的 观测 入 有 关 , 故 求 得 的 最 优 系统 称 为 
有 限 记 忆 的 。 当 = 趋 于 无 穷 大 , 即 输出 与 4 以 前 所 有 时 刻 的 观测 值 有 关 时 ， 则 系统 称 为 
无 限 记 亿 的 ,这 时 系统 输出 是 无 忠 个 输 人 值 线性 组 合 的 均 方 极限 

Y, = Xe 十 aX 二 十 GaXhs 十 人。 


= > ee (15.4-11) 
上 式 内 达 的 天 办 多数 应 均 方 收 做 了 左边 的 Yi 改 yx 的 方差 应 是 有 界 的 , 当 a， 


za …。a…… 取 各 种 不 同 的 数值 并 使 无 穷 级 数 式 《15.4-11) 均 方 收敛 时 ,所 有 斌 能 的 了 


及 其 才 方 极限 在 数学 期 为 零 , 方 着 有 界 的 哇 机 变量 空间 H; ( 希 尔 伯 特 空间 ) 中 构成 一 个 
子 空间 Hx, 它 一 般 是 无 穷 维 的 .同样 ,最 优 过 滤器 的 设计 问题 ,就 是 要 找 一 组 有 无限 个 数 
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的 数列 名 sa “3 。 “'， 它 使 得 最 优 输 出 


A 二 (15.4-12) 
f=1 


达到 均 方 误差 如 最 小 ， 式 《15.4-12) 中 右边 无 穷 级 数 是 均 方 收敛 于 部 的。 例如， 当 
8 满足 条 件 | <o 时 , 式 (15.4-12) 的 右 端 肯定 是 均 方 收敛 的 ， 
根据 前 还 原理 ,这 组 3 2.， ，,， 2.，,… 必须 满足 无 限 个 线性 联 立 方程 


fy 对 1 一 3 有 一 #9] 一 0， 7 一 1 2 (15.4-13) 


m=1 


这 时 就 难以 利用 互相 关 范 数 ， 自 相 关 沪 数 来 求 系数 1, a “yg 2 Bit a 
利用 平稳 随机 序列 相关 函数 与 功率 谱 密 度 的 关系 


有 


a = | Bo) estrdoo, (15.4-14) 
$lw) 一 一 > 了 [二 ]e 一 et (15.4-15) 
XT Kw 


就 可 以 把 方程 组 (15.4~13) 写成 


| et fgyx(w) 一 Fr(iw) Drmw) dw 0, t= 1,2,., ns, (15.4-16) 


其 中 

有 Pr(io) = SY Bc-ior, .2 (15.4-17) 
F*(icw) 就 是 过 波 器 在 采样 周期 为 7 时 的 高 散 频 率 特 性 . 由 于 要 求 系统 应 该 是 稳定 
此 式 (15.4-17) 的 右边 级 数 3 2ucrez 应 一 致 收 伊 ， I 


性 *(iw) 应 满足 方程 (15 46. 

我 们 令 | 
G*(iw) 一 [grix(o) — EF*(iw)@x(m)]. (15.4-18) 
由 于 By x(o), gx(o) 和 上 *(iw) 都 是 局 期 为 2x/ 工 的 w 的 函数 ， 所 以 si 可 以 展 为 
无 穷 传 里 时 级 数 ， 根据 方程 (15.,4-16》 和 侵 里 叶 级 数 的 正 交 性 


tT oo 一 [arm 下 a 
并 do | 2= (15.4-19) 
- T 
我 们 可 以 得 出 结论 : G*(iw) 只 可 以 展 成 食 非 负 短 次 的 傅 里 叶 级 数 , 即 
G*(iw) 一 > cmctionT, z (15.4-20) 
由 于 过 滤器 是 稳定 的 ， Be*(iw) 恒 为 有 界 ， 所 以 最 优 输 出 的 方 基 为 
oi 了 人 BC) J BeCw) de < oo。 (15.4-21) 
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因此 ,最 优 线性 过 滤器 的 采样 频率 特性 上 *(iw) 应 满足 下 面 两 个 条 件 : 
(1) Fa*(iw) 一 之， ee 


(2) crGio) ~ [erx(o) 一 Per(io)gx(o)] 一 Scone", 
这 时 理想 输出 与 实际 输出 之 间 的 最 小 均 方 误差 (也 就 是 方差 ) 为 
= yu — Yl z 
一 一 二 | ,PG0) Dro)do. (15.4-22) 


在 通常 的 情况 下 , 随机 序列 的 功率 庶 窗 度 gy,x(o) 和 $x(a) 党 可 写成 e* 的 有 理 函 
数 。 在 引进 复 变 数 > we" 后 ，@x(iw) 就 是 复 变 有 理 函数 gx(z7 在 单位 圆周 > =. 


上 的 信 ， 这 时 | 
Fmd,. (154-23) 
ECs) {By x (2) — BCs)Br 3) Dl ern, (15.4-24) 


由 于 决定 有 (iw) 的 级 教 是 一 致 收敛 的 , 故 式 〈15.4-23) 在 单位 圆周 ”一 < 上 是 收 合 
的 . 由 式 (15.4-23) 还 可 以 看 出 了 (x) 当 |z| 趋 于 无 穷 大 时 趋 于 零 ， 同 时 G*(iw》 也 是 一 
致 收敛 的 , 故 式 (15.4-24) 在 单位 圆周 ezez 一 * 上 也 是 收敛 的 。 最 后 我 们 得 出 在 多 =) 为 
复 变 数 的 有 理 函 数 时 最 优 线性 过 请 器 的 采样 传递 函数 了 (x) 应 满足 下 面 三 个 条 件 : 
(1') ” 义 (#) 在 * 平 面 的 单位 较 上 和 单位 圆 外 , 即 |jz| 实 1 时 ,无 极点 . 
(2) oo) 一 0. 
(3 ，G(s) 一 [gx(z) 一 名 (z)Gx(z)] 在 * 平 面 的 单位 较 上 和 单位 加 内 , 旭 |z| 专 
1、 无 极点 ， | 
根据 这 些 最 优 条 件 , 在 很 多 情况 下 可 以 求 出 最 优 线性 过 滤器 的 解析 表达 式 . 
例 1， 假 定 在 过 滤器 的 输入 作用 中 , 有 用 信和 号 与 噪声 都 是 数学 期 望 为 零 的 事 稳 随机 
序列 ,它们 之 间 是 互 不 相关 的 ,它们 的 相关 函数 分 别 是 
rafk] 一 ce™ ll, o> 0， 
c= 0, 
rw[R] 一 | 0 二 二 
现在 要 求 构造 最 优 线 性 纯 过 洪 咒 , 即 Yi 一 Fi 我 们 先 求 相关 国 数 fy .xs fx 和 ry,y 
ry,x[] 一 ryF[ 赤 ] = rr[k -> Ns 
rx[ 太 ] == rsE] 十 rn[+]， 
ry,[] = rr[X]。 
然后 再 根据 公式 《15.4-15) 求 出 所 需 的 各 种 功率 谱 密度 
cf (1 一 az) 


De oD 
Ve Cr ea) 
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BN(w) 一 一 ~ 


gx(o) 一 gr(o) 十 guvf(oo) 一 < 人 Ce 一 be 


xz (ei 一 zferie7 一 2)” 


Dy xf(o) = crgr(o) 3 


其 中 
ae falf<1, 
brs GCC 一 人 ) 一 (cl 十 ci 一， < 一 1c>>0， 
作 变 换 * 轻 一 xz 后 ,得 到 
gr) 一 4 一 二 二 
8 ) — Ol — we? 4 二 (9 7) 
pb ,ar 
Bx?) - (1 — za)(z — a)” x 
人 xf) = sz). 
这 时 z 
Gls) 一 和 jxfz) — Fla)Bi(s) 
A—EC)BO ba) mb) lol<1, 
(1 ~— as)(s 一 2 jal < 1, 


由 于 要 满足 最 优 条 件 (41) 和 (3), 即 靖 (z) 不 能 有 模 大 于 或 等 于 i 的 极点 ， CC 不 能 有 
模 小 于 或 等 于 工 的 极点 ,因此 户 (x) 的 极点 只 有 可 能 在 5 点， 

BCs 2 
其 中 吝 (#) 为 * 的 整 函 数 , 它 在 整个 x eg 同时 G(s) 的 分 于 在 z= a 点 上 一 


定 要 等 于 零 , 即 
A— Bll— ba — bPF(a)—= 4— 8G 一 -aa(o)- 一 0. 


由 此 得 到 
ny =n _ 4 
We) B(1 ~ ab).. 
再 根据 最 优 条 件 (2)，g(co) 一 0， 所 以 冲 (#) 应 是 常数 ， 
Gs) = A 一 const, 
BKI 一 ao&) - 
这 样 就 求 出 了 
入 A 
EA B(x 一 bp)(l 一 - ab) 
它 可 以 展开 成 z 的 医 级 数 


D sd 1 
Fl i a 
( ) B(l 一 4) ST 2° 


| 
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因此 最 优 线性 过 滤器 的 采样 频率 特性 为 


Ra 
(ao) B(I—ab) (oo 一) yp © 
最 优 输 出 为 


区 2 
jc > 有 


| 这 时 ;最 小 的 均 方 误差 为 
2 fu 1 站 
0 A 于 (i0) 1B (ww) dw 


四 
-FB(l 一 867 |e — af? 


过 
"1 | BC 一 | 
如 果 要 求 输 出 YA 是 输入 i Mls™ “*y Ns ~“"* 的 永 数 ,而 理想 的 输出 定 为 Ys ee Fis 
那么 就 相当 于 把 上 述 系 统 的 输出 提前 一 个 采样 局 期 ,这 时 最 优 给 出 了 4 为 


EA BO 一 op) < TA ep 
最 优 线 性 过 滤器 的 采样 频率 特性 为 
I A cioT 
PGio) 一 二 < re a ee Bt1 一 ab) er —b 
例 2 | Xi 一 Fi 十 Nk 在 所 有 采样 时 刻 的 信 ， 而 且 有 用 信号 
Fi 和 队 声 N， 都 是 数学 期 望 为 零 的 平稳 随机 序列 ， 它 们 之 间 是 互 不 相关 的 。 现 在 要 寻求 
| 用 观测 序列 在 也 有 时刻 取 值 的 线性 硝 数 来 估计 有 用 入 号 产生 的 均 方 误差 的 最 小 值 ， 于 
是 , 系统 的 理想 输出 为 Yi 一 F:， 实 际 输出 Y 是 所 有 Xu KR 三 ,一 2, 一 1,0,1, 
2,，… 的 线性 泗 数 


一 rf0] 一 土 | 


Yi. en 要 dm hme 


7 一 一 加 


局 样 , 为 了 求 出 最 小 的 均 方 误差 必须 先 寻 找 函 数 
Br*(iw) 一 了 >， de 


三 一 仿 


并 使 


| er{ Bex(w) — Prlio)Px(o) de = 0, le, —2,—1,0,1,2,.. 


这 说 朋 陪 数 G*(iw) 一 gexto) 一 F* (iw)@x(w) 的 所 有 和 优 里 叶 系 数 者 等于零, 因此 
Gr(io) = Prx(w) 一 关 *(io)gx(o) = 0. 
这 样 就 可 求 出 
FE* 30 — rx(w) 二 Pwo) 
Wey gxfco) Bx(w) 
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因此 最 小 的 均 方 误差 为 
sl0] — 2 1 BGio) Ox(w)de 


_1F Dy) 一 * (jc) 1? LO wa 
a [Os(0) — IB*(io) lpx(o)14 


。 人 ec(o)Lgux(o) 一 ge(o)] ， 

2 :2 种 x(o) 

由 于 P4 与 Mt 互 不 相关 ，9x(o) 一 Be(w) 十 Bw(w)， 所 以 
a 站 J Cs 二 加 

由 此 可 匈 , 两 使 可 以 利用 所 有 的 输 和 人 值 来 过 旋 曲 声 , 也 只 有 在 有 用 信号 的 功率 谱 密度 与 品 

声 的 功率 谱 密 度 不 互相 覆盖 , 即 gr(o) gx(o) 三 0 时 才能 把 渠 调 完全 过 滤 掉 ， 


15.5 平稳 随机 过 程 的 最 优 线性 过 小修 


现在 来 讨论 平稳 随机 过 程 的 最 优 过 滤 问 题 ， 这 时 要 求 设计 的 系统 将 是 线 狂 常 系数 过 
- 续 系统 .假定 观测 值 XC) 是 有 用 信号 F(z) 和 噪声 We) 的 又 加 : | 

XC) = FG) + NG), . (15.5-1) 
F(z) 和 NGC) 都 是 数学 期 望 为 零 的 平稳 随机 过 程 ,它们 之 闻 是 平稳 相关 的 , 它们 的 相关 函 
数 都 已 给 定 , 设 系统 的 理想 输出 Yi(z) 是 输入 有 用 信号 F(#) 的 已 知 线性 变换 : 


Yi = I hi(OFC 一 xjdco， .. (15.5-2) 
其 中 hp 是 定义 于 (一 %， %) 上 的 某 一 给 i Rs 
并 县 满足 条 件 
(hOB 一 Deadr< 0. 5.5-3) 
系统 的 输出 Y(#) 是 :时 刻 以 前 所 有 观测 值 X(+ 一 0)， 5 之 0 的 线性 变换 ; 
Y{f) 一 | TACOXC 一 0)dz; .. 本 (15.5-4) 


(A 就 是 系统 的 脉冲 啊 应 函数 , 它 应 满足 下 列 三 个 条 件 : 
(1) 当 <0 时 AD 一 0， 


(2) | 14(D1a < oo 或 是 5 函数 及 其 高 阶 导 数 ， 


G) | | 4CDO4CODRxGt 一 六 aax' < oo， 
这 时 系统 显然 是 稳定 的 ,传递 函数 : 
FCs) = | heds 
的 极点 全 在 左 半 S 半 面 上 .从 等 式 (15.5-2) 和 (15. 5-4) 中 可 以 看 出 Y(a 与 Po 都 是 
数学 期 望 为 零 的 平稳 随机 过 程 ,它们 都 与 X(e) 平稳 相关 ， 现 在 可 在 所 有 满足 上 述 三 个 条 
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件 的 线性 系统 hx) 中 寺 找 最 优 的 线性 系统 和 Cj 使 得 过 滤 后 误差 EC) 一 Yi(m 一 Y(7) 的 
均 方 值 (也 就 是 方差 ) 取 最 小 全 
EC) 一 《Yi 一 YO = min( Yi(#) 一 Y (2)). (15.5-5) 


在 第 15.1 节 中 已 经 给 出 了 相应 于 脉冲 响应 函数 Ap) 的 均 方 误差 E? 的 表示 式 
《15.1-8) .我 们 用 2) 一 和 #) 十 en(z) 表示 对 最 优 脉冲 响应 函数 hz) 的 变 分 ， 其 中 #2) 
也 是 满足 上 述 三 个 条 件 的 任意 函数 , 是 尾 意 小 的 数 .把 42) 一 黎 i) 十 en(z) 代 人 方程 
(15.1-8) 后 ,不 难 求 出 均 方 误差 增 量 的 主要 部 份 为 : 


a erie ~ We) — Kw)] + rove ~ Hs) 
— reo — Wh) — hn)] FF rw(o — a) hn) Ydodu 
十 | ed){ ro — ho) — Bo)1 ~ rinle — Lh) 


— Blo)l++ rvs(o — n)hlo) -FH rata — uhlo) Ydodu. (15.5-6) 
因为 了) 是 最 优 的 ， 所 以 对 任意 Ce) , 88 都 必须 等 于 零 ， 这 个 条 件 给 出 了 Cz) 应 满足 
的 方程 式 : 


| re 一 #) 十 ren(o 一 zz DGt 


== | ree 一 u) 十 rrN{G “一 #) 十 rwrla ee «) 十 ruto 人 u) ] h(n)du, 


由 于 
rp repy 一 fexs 
和 
. rr rey tT rye rym rx, 
所 以 hn) 应 满足 等 式 
| na 一 Da(o0d MACE (15.5-7) 
方程 (15.5-7) 的 左边 正好 就 是 理想 输出 Pi(z) 与 观测 值 XCz) 的 互相 关 函 数 ,所 以 
ry,x(0) 一 | -xc 一 u) hw du. (15.5-8) 


这 个 方程 就 是 维 钠 - 何 靖 (Hopf) 积分 方程 ， 

维 纳 - 何 甫 方程 具有 明显 的 几何 意义 .随机 过 程 X(: 一 +) 在 + 0 时 的 所 有 的 值 都 
是 希 尔 伯 特 空间 本 中 的 向 量 。 在 + 时 刻 所 有 可 能 的 线性 过 滤器 的 输出 了 YG) 及 其 均 方 极 
限 组 成 了 本 中 的 于 空间 Hx， 它 一 般 是 无 穷 维 的 .理想 输出 Yi(z) 也 是 希 尔 伯 特 空 间 
五 , 中 的 一 个 向 量 。 根 据 希 尔 伯 特 空间 的 几何 原理 可 以 得 出 结论 均 方 误差 最 小 的 最 优 
线性 过 滤器 的 输出 了 (7) 是 向 量 Yi(z) 在 子 空间 Hx 内 的 直 交 投影 , 差 向 量 

E(f) = Y(t) ~ Y (2) 
就 是 向 量 Yi(e) 到 子 空间 Hx 的 垂 线 。 垂 线 应 与 子 空间 Hx 直 交 ， 即 与 子 空间 Hx 内 每 一 
个 向 量 直 交 , 因 此 YC) 应 满足 方程 
(Yi — 0), X(t mo) 一 0， rr 全 0， 
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根据 内 积 的 定义 有 
ry,x(a) = ryx(o), 0 守 0, 
再 报 据 线性 常 系数 系统 输出 与 输 人 之 间 互 相关 函数 的 表示 式 ， 即 可 得 到 式 (15.5~7)， 
我 们 利用 平稳 随机 过 程 相 关 函 数 的 谱 分 解 公式 


r(a) 一 过 | ceo)so， (15.5-9) 

就 可 以 把 方程 (15.5~8) 写成 
| eferx(o) 一 PnP do =0,c0 (55-10) 
其 中 
Bj heede. 


这 就 是 最 优 过 滤器 的 频率 特性 , 它 应 满足 方程 (15.5-10)， 
再 令 
Gliw) = By x(w) — Fliw)Px(o), (15.5-11) 
如 果 G (iw) 的 极点 都 在 复 平面 w 的 下 半 平 面 ， 而 且 在 上 半 平 面 当 |w| 沿 某 一 射线 趋 于 无 
限时 它 趋 于 零 的 速度 不 慢 于 1 / w , 那么 这 时 
| ecGo)aa 一 中 ccGo)ao =0, gg 守 0. 


1 土 式 中 闭路 积分 路 线 是 复 平面 w 上 实 轴 以 及 
包含 上 半 口 平 面 的 一 个 封闭 半圆 (图 15.5-1)， 
:因为 积分 路 线 内 不 包含 eeeG(im) 的 极点 ,所 

以 积分 等 于 零 .由 于 过 滤器 的 三 个 限制 条 件 ， 
”因此 最 优 过 滤器 的 频率 特性 站 (io) 的 极点 应 
在 上 半 w 平 芹 , 并 且 积 分 


1 1 .2 
2 | Fliw)| Gx(w)dw < co。 


综 上 所 述 ， 要求 的 最 优 线性 过 滤器 的 频率 特 
性 下 (iwo) 应 满足 下 面 三 个 条 件 : 

(D (iw) 的 极点 都 在 上 半 w 平 面 ( 保 
I 证 系统 稳定 ) 

(2) GCiw) 一 grx(o) 一 了 (iw)Bx(w) 的 琢 点 都 在 下 半 必 平面 ,在 上 半 平面 中 ， 
当 joj| -> co 时 , 它 的 三 小 速度 不 小 于 1/ wo (保证 均 方 误差 最 小 )， 


(3) | JEGo) Jex(o)da < oo (保证 输出 的 方差 有 界 )， 这 时 最 小 的 均 方 误 差 是 


路 一 mr(90) 一 工人 RG) lo)do, (15.5-12》 


如 果 
Filio) 一 | CDerma， 
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那么 由 式 (15.5-2) 可 以 得 到 


By x(0) 到 Filiw) rr 0m), 《15.5-13) 
在 很 多 情况 下 Bx(w) 可 分 解 为 
Px(w0) B00) iv), (15.5—14) 


于 (iw) 是 零点 和 极点 都 在 上 半 平面 的 函数 , 例如 是 iw 的 有 理 请 数 ， 把 方程 《15.5~13) 
和 (1I5.5-14》 代入 等 式 (15.5~11) 后 可 以 得 到 
Gliwm) mm Fi(itco)Grxfio) — Pm)E (wm) WC—io) 


三 re BOo)wCio)|. (15.5-15) 


如 果 et 可 以 分 成 两 部 分 之 和 
Fi(io)gax(o) {Filiw)Drx(w) Fi(iw)$ex(w) 
eo) | sera) | + [res] ， 《15.5-16) 
[1 代表 它 的 极点 在 上 半 平面， { ]- 代 表 它 的 极点 往 下 半 吧 平面 的 那 部 分 ， 那 么 


G(iw) = VP(— iw) [ea | 


机 PICto)DrxCcoy | jc0 ;0 
十 亚 ( io){ 二 CC— a | A i )}， 
上 式 中 第 一 项 极点 都 在 下 半 吧 平面 ;第 二 项 前 面部 分 因子 汐 极 点 都 在 下 半 w 平面 ,后 面部 
分 因子 的 极点 都 在 上 半 吧 平面 。 因 此 , 第 二 项 的 极点 在 上 半 、 下 半 .w 平面 都 有 , 要 满足 最 
优 条 件 (2) 中 前 一 部 分 必须 使 { SI 也 就 是 


Filiw) Drx(w) 
FOiw) pio) | . (15,5-17) 


可 以 看 出 由 式 (15.5-17) 得 出 的 F(iw) 是 满足 最 优 条 件 (1) 的 ,方程 (15.5-17) 只 是 最 
优 线 性 过 滤器 的 必要 条 件 , 它 还 应 满足 最 优 条 件 《2) 的 后 一 部 分 和 最 优 条 件 《3). 在 实 
际 的 grx(o)，dx(o) 和 Fi(iw) 稳定 时 这 些 最 优 条 件 总 是 可 以 满足 的 . 想 从 函数 
Fy(im)@Brx(w)/ 亚 (一 iw) 中 分 出 极点 在 上 半 吧 平面 的 那 部 分 运算 、 也 可 以 用 解析 式 来 表 
达 . 实际 上 F (iw%) Ee 


， = ” -iu Fi(iw)Drx(w) it 起 
ECiw) 二 一 | | se egw (155 


用 ww 平面 上 的 旬 路 积分 方法 不 难 判 断 这 个 积分 的 正确 性 ， 至 于 在 实际 计算 中 到 底 采 用 方 
程 (15.5-17) 还 是 (15.5-18》 要 依据 不 同 的 基体 情 况 来 决定 ,有 时 还 可 以 直接 利用 最 优 条 
件 (1), (2), (3)， 对 于 确定 的 加 Gz) 或 FI(iw) 和 确定 的 各 种 功率 谱 密 度 gwv，g9r，grv， 
wr 来 说 ,最 优 线 性 过 滤器 的 特性 就 完全 被 确定 了 . 

当 曲 声 不 存在 时 ，DPw 之 Bpy 天 ByF 0 0，Brx 到 多， Pp) = Bim) PC-— 10). 如 
果 确 定理 想 输出 的 机 数 (2) 除了 满足 以 上 条 件 外 并 在 1 过 0 时 加 (Gz) 一 0， 那 么 Fi(iw) 
的 极点 都 在 上 半 。 平 面 ， 这 时 根据 方程 (15.5-17) 就 有 (iw) 一 Fi(iw), ELz) = 0, 这 
是 可 以 事先 想到 的 ， 如 果 Fi(iw) 的 极点 不 全 在 上 半 w 平 面 ,那么 即使 没有 骂 声 实际 的 最 
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忧 线 性 过 滤器 的 频率 特性 (iw) 也 不 可 能 等 于 Pi(io)， 这 时 误差 BF(D 不 可 能 等 于 零 ， 
即 总 有 均 方 误差 存在 ， 如 果 有 了 噪声 存在 的 话 ，#(io) 将 不 等 于 Fi(iw), 即使 最 好 的 过 滤 
器 也 不 可 能 完全 消除 均 方 误差 ,换言之 ,过 滤 总 是 有 限度 的 ， 
关于 选取 一 个 函数 的 极点 在 上 半 平面 的 那 一 部 分 运算 ， 我 们 可 以 作 如 下 解释 。 假 
定 F(iw) 在 复 平面 w 的 实 轴 上 无 极点 , 且 当 |o| 沿 平面 上 某 一 射线 趋 于 无 穷 大 时 ，P(io) 
” ” 趋 于 零 的 速度 不 慢 于 1/w 。 现 在 根据 
t > 0 时 包含 上 上 半 


平面 的 积分 国耻 hn 邮 二 pi Fi )deo 
大 。 一 oa 


来 求 4 四， 由 于 F(iw) 有 以 上 特性 ,所 
芭 可 以 把 没 复 平 面 巡 实 轴 的 积分 化 为 沿 
闭路 积分 路 线 的 积分 。 因 为 被 积 函 数 中 
1 < 了 0 时 包含 下 举 有 因子 人 对 于 正 的 f 和 人 负 的 F 这 两 
.-”” ”平面 的 积分 久 略 。 种 情况 ， 在 复数 wm 平面 上 所 取 的 积分 路 
线 也 一 定 有 所 不 同 , 正如 图 15.5-2 所 画 
人 | 的 那样 。 假设 F(iw) 只 有 在 上 半 % 平 面 
上 的 极点 ,那么 对 :> 0 的 情况 ,闭路 积分 路 线 包 含 了 F(iw) 的 极点 ,这 时 有 () 不 等 于 零 : 
对 :过 0 的 情况 , 闭路 积分 路 线 不 包含 FCiw) 的 极点 , 这 时 AD = 0。 如 果 F(iw) 在 下 
半 w 平 面 上 也 有 极点 ， 那 么 对 :< 0 的 情况 ， 闭 路 积分 路 线 包含 了 FF(iw) 的 某 些 极点 ， 
这 时 h() 不 等 于 零 。 如 果 h(#) 是 表示 的 系统 的 脉冲 响应 函数 、 那 么 Fliw) 在 下 半 吧 平 
面 上 有 有 极点 就 意味 着 系统 在 冲 量 作用 以 前 就 有 了 反应 ， 事 实 上 任何 实际 物理 系统 都 不 训 
能 发 生 这 种 情况 . 所 以 ， 从 已 知 项 数 选 取 极 点 只 有 在 上 半 吧 平面 的 那 一 部 分 的 运算 ， 且 
的 在 于 使 得 最 优 线性 过 滤器 实际 上 能 够 实现 。 因 为 在 这 种 梢 况 中 z 过 0 时 4(z) 一 0. 在 
实际 上 能 实现 的 传递 硝 数 这 一 概念 的 基础 上 , 伯 德 和 香农 对 方程 (1;.5~-17) 作 了 一 个 解 
释 外 、 假 定 过 滤器 的 输入 XC) 是 白色 噪声 ,功率 谱 密度 Bx(w) 三 1, 那么 Rx(i 一 一 
xs 一 4)、 根 据 方程 (15.5~7) 就 得 出 


hr) Ui 二 | rsx ye uw )du -A 二 ry,x(t), {> 0 ， ， 


同时 根据 物理 上 能 实现 的 概念 就 有 
ht) = 0, 上 < 0. 

因此 根据 上 面 的 解释 ,物理 上 能 实现 的 最 优 线性 过 滤器 的 频率 特性 必然 是 

Flio) = [@y ,xtw)lr = [Fliw)Brx(e)]+, 《15.5-19》 
此 处 [ .+ 是 原 功率 谱 密 度 @yx(o) 中 极点 在 上 半 中 平面 的 分 量 。 如 果 过 滤器 的 输 人 不 
是 站 色 噪声 ,而 是 某 一 可 进行 下 列 分 解 的 函数 XC) 

Dx(w) = Vw iw), (15,.5-14) 

那么 输入 XLz) 通过 一 个 传递 水 数 为 1/ 亚 (3) 的 系统 后 输出 Z9 是 个 与 色 噪声 《〈 见 图 
15.5-3), 并 且 $s(w) 一 上 输入 是 白色 噪声 Z(), 输出 为 Y(1) 的 最 优 线性 过 滤器 的 频 ， 
率 特性 根据 式 〈15.s-19) 应 是 Tby z(o)]+ 一 [Fi(io)grz(o)]+。 那 么 输入 是 X(z) 输出 
为 Y(o 的 最 优 线性 过 站 器 应 是 上 述 两 个 还 节 的 串联 , 它 的 颊 率 特 性 应 该 是 
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fora .= [See)| 


VC —iwm) 


Y(s) 


最 优 线 性 过 滤器 
图 15,5-3 


Fliw) = {Fi(iw)Brz(iw) 1 


1 
yt{ rw) 
由 于 于 (iw) 的 零 极点 都 在 上 半 % 平 面 , 所 以 Fkio) 的 极点 都 在 上 半 wm 平面 , 即 过 滤器 是 
稳定 的 ， 又 由 于 Z(?) 是 输入 X(z) 通过 环节 Hi 后 的 输出 ,所 以 


由 rz(o) = Brxlw) ee 和 (15.5-20) 

这 样 最 优 线性 过 滤器 的 频率 特 仁 的 最 线形 式 就 是 
Fl{(i0)Bex (0m) 本 
Fliw) 一 二 io 人 〔15.5-17) 


上 面 的 讨论 还 有 另外 一 点 需要 说 明 。 我 们 曾 假设 可 以 把 @x(o) 进行 如 式 (15.5-14) 
所 示 的 分 解 , 但 是 对 于 的 任意 一 个 正 值 偶 函 数 @(w》 不 见得 总 能 分 解 成 那 种 形式 。 如 
果 要 使 0(w) 能 这 样 分 解 。@(w) 还 必须 满足 维 纳 - 派 勒 (Pakey) 准则 pa 

| Lee) te) dw < oo。 (15.5-21) 
具体 地 说 ，@(w) 或 者 像 在 白色 噪声 的 情况 时 那样 ， 是 个 常数 ;或 者 当 @ -* co 时 @(o) 
趋 近 于 零 ， 但 趋 于 零 的 速度 不 能 过 快 。 如 果 @(o) 像 o-" 那样 的 速度 趋 于 零 ， 不 等 式 
(15.5-21) 将 成 立 , 但 是 如 果 它 像 "或 者 c-w” 那样 癸 地 趋 于 零 就 会 使 积分 发 散 。 后 面 
两 种 类 型 的 8(o) 不 能 按 式 (15.5-14) 进行 分 解 ， 在 实际 工作 中 信号 和 噪声 的 功率 谱 密 
度 通常 是 w? 的 有 理 分 式 ,所 以 式 (15.5-14) 那样 的 分 解 是 可 能 的 . 


15.6 例子 和 应 用 


例 1， 假设 信号 和 噪声 为 互 不 相关 的 平稳 随机 过 程 , 它们 的 功率 谱 密度 相应 为 


Pr(w) = Py(w) = 1., 


1 十 wo 
要 求 设计 对 信号 起 微分 作用 的 最 优 线 性 过 涉 器 , 也 就 是 给 定 的 理想 特性 Fi(s) == s。 首 先 
我 们 求 出 输入 作用 的 功率 谱 密 度 

《1 十 m4)》 十 mto 


gx(o) 一 Or(o) 十 9v(o) = 


这 个 函数 显然 可 以 按 式 (15.5-14) 进行 分 解 , 即 
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— no ivV2 sn Vitniot Vi+n 
-w+ 2iwm 二 1 
它 的 只 点 和 极点 都 在 上 半 平 面 . 令 细 一 y, 那 么 得 到 
w(s) )=" + V2 Mi EAETN 


2+V2s+1 


Flicvo) = 


3 


它 的 极点 零点 都 在 左 米 5 平面 ， 
于 是 


Filiw)®e(w) ee Pity)gerfsAiy 
姬 (一 ie) 于 (一 s) 


ta 下 2 1 ) (oz 一 W 2 nilins +Vitm) 

3 十 大 让 十 
十 A 2 + 十 1. zi 一 人 2 Fy re a er 
其 中 a, 5, cc, 4 都 是 常数 ， 很 明显 ， 它 的 极点 只 4 在 堪 半 3 平面 ( 即 上 半 平面 ) 的 部 分 是 
第 一 项 ,因此 


EA L202 ut5 
亚 ( 一 io) + W—s) + 4V2:+!1 
把 a, 2 确定 后 我 们 得 到 
1 FG/D] _ ,_ 1 
Re 更 (2) | ¥{~—s) | (m+ Vlitn)nt Vit+n) 
ee 十 14 一 zj 一 人 2 
sa22 十 W2aVI 二 Mr 二 VI 二 nm 

ee 当 没 有 了 只 声 时 ，” 一 0, F(s) 就 随 之 趋 于 s, 这 是 当 
然 的 结果 . 

例 2， 假 设 曲 声 的 强度 非常 高 ， 而 信号 比较 微弱 , 信号 与 噪声 之 间 互 不 相关 , 它们 的 
功率 谱 窗 度 分 别 是 

Bul wm) = 1], ,外 Po) TS kplw), 

其 中 t 是 一 个 很 小 的 量 ，w(w) 是 串 的 偶 函 数 ,假设 K(s) 是 函数 gt) 的 极点 在 左 半 
$ 平面 的 部 分 ,也 就 是 


«0 =e (O),-E fea ee, 
因为 w(o) 是 的 个 函数 ,于 是 

9( 荆 ) 一 KGD + K(—), 
并 且 


种 xfo) = Bio)P— iim) = 1 + kolo) SE[l + RKCGa) [1 + AK{— jw) 1]. 
斯 及 ,假设 Fi(s) 表示 对 信号 所 希望 进行 的 作用 , 则 最 优 线性 过 滤器 的 传递 函数 将 是 
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F(:) 兰 [ee [a 


1 + KKC) ll + AK(—;s) 
这 是 对 于 数值 小 的 的 二 次 近似 式 ,一 次 近似 式 甚至 于 还 要 简单 一 些 ， 
FC) <4 [Fp (=)|. 
”如 果 p(w) 一 二 Fi(s) 一 *， 则 当天 很 小 时 


本 
2V2 2 十 MW25 二 1 
当 # 很 大 时 ,再 设 《 一 1/x', 把 此 结果 和 例 1 的 结果 对 腿 , 就 可 以 验证 例 1 的 结果 ， 所 以 
在 有 强烈 噪声 于 扰 的 情况 下 ,起 微分 作用 的 最 优 线 狂 过 滤器 的 传递 函数 改变 得 非常 厉害 ， 
和 Fi(s) ~ :完全 没有 相似 之 处 . 

例 3. 假设 输 入 作用 中 信号 和 噪声 是 互 不 相关 的 平稳 随机 过 程 , 数学 期 望都 等 于 零 ， 
信号 F(#) 是 一 个 随机 开关 函数 ,噪声 N(#) 是 白色 噪声 ,它们 的 功率 谱 密度 分 别 是 


Pi(w) 一 Py(w) 一 于. 


Fr) 宕 一 


1 十 oo2 
要 求 设计 对 信和 号 进行 预测 的 最 优 线性 过 滤器 ， 即 过 滤器 的 理想 输出 YG) 一 FG 十 o)， 
0 之 0, 这 时 Rio) 一 “首先 求 出 输入 作用 X(Co 的 功率 谱 密度 

和 (ao = Bel) + Bm) mm + te 


1+ ww 
所 以 
¥(iw) 一 A 
因此 
Filim)$rx(w) 一 Or 


于 一 io) (1 十 知 )(WI 十 同一 oo) 
在 这 种 情况 下 ,需要 利用 方程 (15,5-18) 来 计算 FR(z)。 首 先 , 当 上 > 0 时 ， 
1 | Fi{sw)Prxt eo) eivideg = 1 [ eitte) 


2= 2x -=“(1 + iw)(Vi+n — Ni ) 


d 
-am (iw) 2 


棚 根据 式 (15.5-18)， 得 到 


om 一 人 十 o) 
Ftls) = | i A 
VT 二 Vi+m 


(1 + 中 ec- (eer dt 
(r+ Vln)(Vi+ 邓 十 oz) 


~ aii tn)Vlir 十 wp) 
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也 可 以 直接 利用 最 优 条 件 (1)，(2)， 3) 来 求 最 优 线 性 预测 过 沾 回 的 传递 函数 ， 把 


人 Bx(wm) 化 为 
mo wb) (w+ i5) 


一 (二 1 Cw — loti) 


其 中 5 一 1 十 广 > 0， 根据 假 没 的 条 件 


jw 


Dy ,xCw) = Fl(im)®(w) = er 
可 以 求 得 : 
I Gliw) 一 ee 


《ao 一 Jifo 十 二 ” 
因为 在 上 半 名 平面 不 应 有 极点 , F(iw) 在 下 半 平面 不 应 有 极点 ， 所 以 p(w) 的 
分 母 只 能 包含 (w 一 妇 ) 的 因 于 。F(iw) 又 变 满 足 最 优 条 件 {3)， 
| 1FGo)Pex(o) < oo， 
所 以 Fliw) 人 其 中 = 是 种 数 ， 把 它 代 人 GCin) i 
oe ae 十 15) 
可 ， 加 证， 让) 
在 上 半 w 平 面 ， 当 |jo| 沿 某 一 射线 趋 于 无 穷 大 时 ，eree 趋 于 零 ，G(io) 趋 于 零 的 速度 与 


1/o 相 仿 。 由 于 G(iw) 不 能 有 家 点 在 上 半 % 平 面 ,所 以 当 w 一 ;时 它 的 分 子 应 等 于 零 ， 
er 十 让 )22 一 0， 


所 以 
-Ry 
最 后 得 到 : 
0 
> 代 人 ， 最 后 求 得 的 最 优 线性 预测 过 泪 因 的 传递 孙 数 和 前 面 的 结 吉 果 完全 
一 样 . 


例 4 除了 ee 三 0 外， 其 余 条 件 与 全 3 一 样 ， 求 得 的 过 滤 需 称 为 滞后 过 滤器 ， 淮 后 
过 滤器 的 传递 函数 与 预 调 过 滤器 差别 很 大 。 先 用 最 优 条 件 《1)，《〈2)，(〈3) 来 确定 最 优 济 
后 过 滤器 的 传递 函数 ,这 里 (iw) 的 表示 式 和 上 向 中 相同 ,只 不 过 & < 0, 我 们 把 它 写 为 
， eivlel 一 Fliw) (ew 一 十 )(Ko 十 bn 
a (w 一 下 (oo 十 四 
在 上 半 平面 , 当 jo| 沙 某 一 射线 趋 于 无 穷 大 时 ，e “Id 赵 于 死 穷 大 ,如果 F(iwm) 仍 采用 


一 地 的 形式 就 不 能 满足 最 优 条 件 〈2)， 因 此 在 (io) 中 一 定 要 有 一 项 与 * “抵消 ， 
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所 以 

-oil -- y(a) 
下 (160 = 
7 nw 一声) 中 ibp)” 


其 中 Y(w1 是 四 的 多 项 式 。 这 时 
os (wm) 

So) (on (ee 
根据 最 优 条 件 (2) 和 最 优 条 件 (1)，G(iw) 的 极点 只 能 在 下 半 w 平 面 ，F(iw》 的 极点 只 
能 在 上 半 % 平 匹 ,而 且 在 上 半 平面 当 |o| 没 某 一 射线 趋 于 无 穷 大 时 G(iw) 趋 于 零 的 束 
度 不 慢 于 1/o ,所 以 7(w) 一 ce(o 一 站 ,ec 是 常数 ， 当 四 一 一世 时 ，PF(io) 的 分 母 等 于 
零 , 它 的 分 子 也 应 该 等 于 堆 

etle! 一 c(ib 一 2)=0, 


由 此 可 以 求 出 常数 “， 


es [3 人 er” 
Pr 一 


二 
最 后 求 得 最 优 融 后 过 滤 秦 的 频率 特性 为 


po 


a 
| nm 一 这)J(o + 16) 
传递 岁数 是 
FO) s+1 etba ezG 


TEST soln Te 


它 是 稳定 的 ,只 有 /一 一 上 是 它 的 极点 ,而 s 吴 2 并 不 是 它 的 极点 ， 
同样 ,我 们 也 可 以 利用 公式 (15.5~18) 来 求 PF(iw)。 由 于 a < 0, 所 以 在 求 


Er Fi(iw)Brx(@) i 1 『 eivtrtoe) 
2r 下 一 i@) re + iv)(Vl+r ~—nio) 
1 fm Ciwtt+e) 
a 


时 ，: > ju| 和 0 <z< je| 将 得 到 两 个 不 同 的 结果 ， 在 + > ja| 时 上 述 积分 等 于 治 包 
围 上 半 名 平面 的 闲 曲 线 的 闲 路 积分 ,而 在 0 < :< ja| 时 上 述 积分 等 于 沿 包 国 下 半 w 平 面 
的 闭 曲 线 的 积分 ,因此 得 到 


e—tt+e) 


es (人 > |c Dy 
erltte) 
Tt oy (0 1 < lea)), 


最 后 得 到 


1 二 必 estta) | E e 一 (tt 十 o | 
F() = tt. ey ye 2 -di 
(2) n(s 二 6) 0 n(l 十 了) 人 n(] + 2) 
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1 十 2 ° {hs ba > —(s+tl)—a 
| 
《1 + se 


ns + DG—to) nto — 6) 
这 和 前 而 的 结果 一 样 ， 上 面 求 得 的 传递 函数 不 能 用 简单 的 电阻 电容 元 件 组 成 的 网 络 来 实 
现 。 我 们 可 以 利用 下 面 的 近似 式 : 


t+ Cas/2 311 
as 一 一 -] ， 0 . 一 下 » 
RO) = < 二 2 人 | <0， ”一些 数 


来 求 近似 的 最 优 滞 后 过 滤器 , ” 愈 大 , 则 愈 准确 . 

上 画 几 个 例子 只 是 求 出 了 最 优 过 沥 器 的 传递 函数 ， 尚 未 和 闭路 座 制 系统 连 系 起 来 . 
下 面 介 绍 在 闭路 控制 系统 中 最 优 过 滤器 的 设计 原理 . 

(1) 噪声 作用 下 的 反馈 系统 ， . 

假设 反馈 系统 如 图 15.6-1 所 示 , Fy(s) 表示 前 向 线路 的 传递 函数 ，Fsfks) 表示 反馈 线 
路 的 传递 函数 ， 系 统 的 输入 是 信号 F(z) 与 噬 声 NC#) 之 和 X(D， 它 们 都 是 乎 稳 随 机 过 
程 . 假定 理想 输出 Yi(z) 是 Fi(s) 对 信号 F(x) 作用 的 结果 .现在 要 求 在 给 定 的 F,(s)， 
Fi(s) 和 信号 ,噪声 的 特性 的 情况 下 求 出 使 YCx) 一 YC) 上 P 达 最 小 值 的 F,《s)， 正 如 图 
15.6-1 所 画 的 那样 ,等 价 的 F(s) 是 


F(s) 一 WR (15.6-1) 


1 十 F,(s) F,(s) 
由 最 优 线 性 过 滤 咕 的 理论 得 知 , 最 优 线性 过 滤器 的 传递 函数 FCs) 可 由 方程 (15.5-17) 或 
(15.5-18) 求 得 。 知道 了 F(s) 以 后 ,就 可 得 到 最 优 的 反馈 线路 传 北 隙 数 FCs)， 
-= 

Fls) FCs) 


(15.6-2) 


Fls) 1 


《2) 本 身 产 生 际 调 的 反馈 系统 、 


F(#) 


15.6-1 ”图 15.6-2 


前 面 ,都 是 假设 噪声 来 自 于 反馈 控制 系统 外 面 , 系 统 本 身 不 产生 噪声， 然而 在 很 多 情 
况 下 , 反馈 控制 系统 的 内 部 会 产生 噪声 ， 例 如 像 图 15.6-2 所 表示 的 系统 除了 外 来 的 噪声 
Nz) 以 外 ,还 会 从 测量 输出 的 仪器 那里 产生 内 了 品 声 M(z)， 这 里 仍 用 Fy(s) 表示 前 向 线路 
的 传递 函数 , Fols) 表示 反馈 线路 的 传递 沙 数 ,Fi(s) 表示 希望 对 信号 所 进行 的 作用 令 
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F(s), N(s), M(s), Y(s) 和 Yi1(s) 表示 F(z),N(#)， MQ)，Yt) 和 YQ) 的 拉 氏 变换 


于 是 有 
Y(s) 二 Pi) 人 EC tT NG) — FCOOLYCG) + MCG)}, 
以 及 
Yi) = FCs) Fs). 
所 以 误差 的 拉 氏 变换 就 是 
了 = 了 一 了 人 5 = -一 Frt) 了 了 
E(s) = Yi(s) 一 了 人) TT FG) Fr) [Fr) + NG)] 
_F/(s)F,(s) § 站 
tT 二 pF 人 ) 4 FC )F(s)., 
令 
g(r 
a F (s)F,(s) _ - 本 
G(s) i FF (15.6-3) EQ)Y 
就 有 
1 — G0) = —— 
1 十 F,(s)F,(s) 中 
和 和 
E(s) = [1 — GC) IE FC) FG) — F/ONGS) 图 15,6-3 


— Fs)F()] 一 GCT 一 Mr) 一 FS) FCO)). 

这 个 方程 表明 ,现在 的 反馈 控制 系统 的 问题 和 图 15.6-3 的 传递 函数 为 G(s:) 的 过 滤器 的 问 
题 等 价 , 相 应 的 输入 信号 名 (*) 和 相应 的 噪声 输 和 人 NN(s) 是 

FC) me {FA(s) ~ Fi)RFGD) 一 RCING》 (15.6-4) 

NG) = — M() — Fr)F(), (15.6-5) 
理想 的 输出 就 是 上 (:)， 原 来 的 问题 是 求 最 优 的 F,(s), 现在 是 求 最 优 的 G(s), 这 里 相应 
的 信号 名 (*) 和 澡 志 六 (;) 与 未 知 量 Fs(s) 无 关 ， 我 们 假设 原来 信号 和 噪声 之 阅 互 不 柏 
美 ,因此 只 有 功率 谱 密度 Bp, Bn, Pw。 利用 方程 (15.6-4) 和 (15.6-5) ,在 等 价 的 过 滤器 
间 题 中 ,各 功率 谱 密 度 是 


ci 过) 一 [PCD 一 FA FN(—) — FA—s)10, (Z) 


+ FA FI— 0 (=), (15.6-6) 
ora(T) = [FO — FOFA— O07 (S), (15.6-7) 
oa) 一 FAFA—D) — FA~ 19r (二 )， (15.6-8) 
Oa)— oT) + POP 9s(T), (15.6-9) 


由 上 面 的 公式 可 以 看 出 ,虽然 原来 的 问题 中 信号 和 噪声 互 不 相关 ,但 是 等 价 的 过 计 器 问题 
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中 仍然 有 功率 谱 密 度 Bf8g 和 G@GNF。 利 用 方程 (15.6-6) 一 (15.6-9) 被 分 解 的 函数 就 是 
Dx(wm) = iw)F—io) = Fliw)F(— 10){B(w) 十 Wi + Dulw), (15.6-10) 
根据 方程 (15.5~17), 最 优 的 G(s) 是 
CC) = Fy ; 22 F/OFA— ODrC/i) F By/ 一 Fls Eeee 人 | ， 
了 


VY(— s) 
(15.6-11) 
当 G(s) 已 知 时 ,方程 (15.6-3) 给 出 的 最 优 反馈 线路 的 传递 函数 如 下 : 
和 es). (15.6-12) 


[1/66)I—1 .Fi(s) — Gs) Fis) 
Wy 饱和 限制 
x ~ FO 


考虑 图 15.6-4 所 表示 的 反馈 系统 ,要 求 使 得 输出 YC(#) 尽 可 能 地 和 输入 XC2) 一 F(z) 
接近 ， 放 大 器 的 传递 削 数 是 Fs(s)， 笨 服 马达 的 传递 冰 数 是 F,(s)， 如 果 设 计 的 条 件 是 
适当 地 改变 F(s)， 使 得 误差 E(r) 二 了 (x) 一 FQ) 的 均 方 值 尽 可 能 地 小 。 这样 在 运转 过 
人 程 中 加 到 蕊 达 里 的 控制 功率 就 有 可 能 达到 非常 高 的 数 信 ， 为 了 避免 发 生 这 种 功率 过 高 的 
情况 ,我们 要 求 加 到 号 达 的 功率 的 平均 值 必 须 不 大 于 某 一 额定 值 。 在 这 种 情况 下 , 均 方 误 
差 是 

到 = 工人 Fio) Fig) ey 

2 J 一 1 十 Fio)F fio) 
加 到 伺 恨 马达 的 输入 平均 功率 由 加 到 伺服 马达 里 的 信号 的 均 方 值 来 表示 ， 这 个 均 方 值 应 
不 大 于 额定 值 ,于 是 


之 
i| BoC) dw. (15.6-13) 


F(tiw) 


i rr L 人 rr bel naw, - (15.6-14) 
我 们 利用 拉 格 朗 日 葬 子 法 。 以 方程 (15.6-14) 为 约束 条 件 求 E’ 的 极 小 值 问题 ; 可 以 化 
为 求 
2 人 Fl(iw) ee 家 
E+ | Cy Be(ajd (15.6-15) 
的 极 小 什 问 题 ， 1 是 拉 格 裔 日 乘 子 、 待 求 极 小 的 积分 为 
1 二 FEGo)Ppo ln 
二 | |Pfro) 一 了 种 fo) 加 。 i@r( )}a 2 (15.6-16) 
其 中 | 
F(lim) 一 Fe(ia)Fnkzo) | {15.6-17) 


i 1T Fliwm) Fn tw0) 
这 时 这 个 问题 可 以 与 一 个 传递 函数 为 F(s) 的 最 优 过 滤 问 题 等 价 ， 对 后 者 来 说 ,理想 传递 
函数 Fi(s) 一 1, 输入 信号 是 Fo)， 输 人 噪声 的 功率 谱 密 度 是 
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4D wm) i 
种 (co ) = 一 一 
(0) Fo) PC io) 
且 F(a) 与 NO) 互 不 相关 。 这 时 被 分 解 的 国 数 是 


Bxlwm) 一 是 (oo) 亚 (一 5o) 一 [+ 十 


司 《一 10) je Ip 


根据 方程 (15.5-17), 最 优 过 滤器 的 传递 函数 是 


__1 Bols fi) _10™ 
Fs) 7 [ly (15.6-19) 


除了 一 个 常数 外 , 方程 (15.6-17) 和 (15.6-19) 确定 了 最 优 放 大 器 的 传递 函数 ,5). 
可 以 得 出 均 方 误差 素 是 1 的 递增 函数 ,而 何 服 马 达 的 输入 平均 功率 是 4 的 递减 函数 . 
此 令 式 (15.6-14) 中 的 “ 守 ” 符 号 为 “=” 时 ,就 可 以 求 出 % 值 ,把 它 代 人 式 (15.6-19) 和 
(15.6-17) 就 可 以 求 出 所 要 求 的 最 优 的 F,(s) 来 . / 


15.7 有限 记 忆 的 最 优 线性 过 滤器 四 


在 一 类 实际 问题 中 ,向 要 求 所 设计 的 过 恋 器 的 脉冲 响应 画 数 在 有 限时 间 以 后 等 于 零 ， 
也 就 是 要 求 过 滤器 的 输出 了 (z) 只 是 上 有 时刻 以 前 有 限时 间 区 间 内 所 有 输 人 X(C 一 口 )， 
0<5c 扫 了 的 线性 变换 

Y= [ao)xe — o)da. a (15.7-1) 
这 类 过 滤器 称 为 有 限 记 忆 过 证 器 . 当 了 一 oo. 时 称 为 无 绷 记 人 忆 过 湾 器 ， 有 限 记 忆 的 最 优 
线性 过 滤器 的 设计 间 题 的 提 法 和 第 15.5 节 内 无 限 记 亿 的 最 优 线性 过 洲 器 的 设计 问题 的 提 
法 相同 ,只 不 过 输出 了 CD 应 为 
全 | RC dd (15.7-2) 
hr(z) 是 系统 的 脉冲 啊 应 函数 , 它 除 了 应 满足 第 15.5 节 中 的 三 个 条 件 外 ,还 应 注 是 
(4) 当 1 之 T 时 , (0) = 0. 
显然, 这 时 系统 的 传递 函数 Pr(s) 一 | ,4z(Dcr“dt 在 整个 * 平面 上 无 极点 ， 
前 塌 名 经 谈 到 ， 数 学 期 望 为 零 的 平稳 随机 过 程 X (4 一 0 在 0 委 c 安 了 时 的 信 域 是 
荐 尔 伯 特 空间 下 中 的 无 穷 集 合 . 在 + 时刻 所 有 可 能 的 有 限 记 忆 线 姓 过 滤器 的 输出 Y( 
及 其 均 方 极限 组 成 了 Hi 中 的 一 个 子 空间 x,r, 它 一 般 是 无 限 维 的 。 理 想 输 出 Yi(t) 也 是 
Hi 中 的 一 个 向 量 ， 寻 求 最 优 有 限 记忆 线性 过 滤器 ,就 是 要 在 于 空间 Hx,z 内 寻找 最 优 输出 
呵 量 
YQ) 一 | (Ox (1 — o)da, 
使 得 最 优 输 出 误差 证 (2) 一 Yi(D 一 了 QW) 的 范 数 的 平方 取 极 小 值 
= li — YON minl Yi — YP (15.7-3} 


类 似 前 面 的 讨论 ， 按 空间 的 几何 原理 可 以 得 出 结论 : 最 优 输出 了 (z) 是 Yi(z) 在 子 空间 
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Hz.r 上 的 直 交 投影 ,最 优 输出 误差 YC) 一 了 (7) 是 向 量 Yi(z) 到 子 空间 Hx.r 的 重 线 ， 重 
线 与 子 空间 内 低 一 向 量 走 交 , 因 此 了 (7) 满足 方程 


(YD — 0), KG 0, 0<oeT. (15.7-4) 
根据 内 积 的 定义 有 z 
ryx(o}) rsx(d), OoE7, (15.7-5) 
利用 平稳 随机 过 程 相关 函数 的 谱 分 解 公式 可 以 把 式 (15.7~5) 号 成 
| eterx(o) (io)g@Koyyao 一 0，0 和 os 和 7 了， (15.7-6) 


其 中 BCiwm) 一 | hz(De-eids 就 是 最 优 有 限 记 亿 线性 过 良 器 的 频率 特性 . 


我 们 令 
Gm) mo Dy x(o) 一 站 Kico)g@xKeo)， (15.7-7) 
那么 方程 (15,7-6) 可 写 为 
| ecrGo)da 0), 0<g<T, (15.7-8) 
此 条 件 比 第 15.5 节 中 相应 的 条 和 件 变 弱 一 些 ， 
现 构 造 
Gr(iw) = GOs) + eioTGH) 0), (15.7~9) 


使 其 满足 式 《15.7-8)， 即 
| eoGF(iw) dw + | cio (iw)dw 0, OSTRT,. (15.7-10) 


显然 ,如 果 GDP(iw) 在 上 半 四平 面 无 极点 ,而 且 在 上 半 w 平 面 上 当 |o| 沿 某 一 射线 趋 于 无 
穷 大 时 G8(iwm) 趋 于 零 的 速度 不 慢 于 1/ o ,那么 式 〈15.7-10) 中 等 号 左边 的 第 一 项 就 等 
于 cooGH(io):0 委 c 扫 了 洛 上 半 咯 平面 的 闭路 积分 见 图 15.7-~1(a) ,由 于 er"G(io) 在 
.上 半 % 平 面 内 无 极点 , 所 以 闭路 积分 等 于 零 ; 如 果 G8(iw) 在 下 半 吕 平面 无 极点 , 而 且 在 
下 半 o。 平 面 当 1w| 沿 某 一 射线 趋 于 无 穷 大 时 G8Y(iw) 趋 于 零 的 速度 不 慢 于 1/ % , 那么 式 


。 cim GPUiw) 
的 积分 回路 


GPGw) 的 极点 


Sm) 的 极点 


得 数 平面 香 数 必 平 面 


eTrGP(im)® 


的 积分 回路 


(Ca) 
图 15.7-1 
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《15.7~10) 中 等 号 左边 的 第 二 项 就 等 于 crrrmwGP(io), 0 委 c 委 7 沿 下 半 吧 平面 的 闭 
路 积分 见 图 15.7-1(b), 由 于 eGW(iw) 在 下 半 平 面 无 极点 ,所 以 闭路 积分 也 等 于 零 。 
这 时 等 式 (15.7~10) 才 得 以 成 立 ， 由 构造 的 GrCiw)》 式 (15.7-9) 可 以 解 出 上 r(iw) 
ee 外 -xfo) — Gr(iw%) 
Fi(iw) ee $ (wm) : 4 
可 以 看 出 此 时 前 (iwm) 也 应 包括 两 项 
Fiw) 一 Fio) + cesT FH). | C15.7-11) 
由 于 最 优 输出 了 了 (s) 的 方差 应 有 界 , 所 以 | 
| iiGo)jPex(o)io < 00. 


在 构造 的 Gr(iw) 这 种 假设 下 ,最 优 的 有 限 记 忆 线 性 过 滤器 航 频 率 特性 应 满足 下 面 三 个 条 
件 : 
(1) 六 (io) 在 整个 中 平面 上 无 极点 ,并 且 
Fi(iw) 一 了 RH) 十 ei*T FEN(0), 
(2) Grliw) = Py x(wm) Fiw)Bx(e) 可 表示 为 
Grliw) = GHNiwm) + eT GR); 
G8(iw) 和 G 包 (io) 分 别 在 上 半 和 下 半 平面 上 无 极点 ,并 在 相应 的 半 平面 上 当 |wi 沿 某 
一 射线 趋 于 无 穷 大 时 , 它们 趋 于 零 的 速度 不 慢 于 1/ %， 
G) | TaGo)Pex(o)ae < om， 
以 上 三 个 最 优 条 件 是 和 寻找 Fr(iw) 的 充分 条 件 ,并 不 一 定 是 必要 的 。 但 根据 这 三 个 条 件 一 
般 总 是 可 以 求 出 Er(iw) 来 ， 现 在 我 们 根据 上 面 所 讲 的 最 优 条 件 〈1), (2)，(3) 来 求 有 
限 记 忆 的 最 优 预测 过 滤器 和 滞后 过 小 器， 假设 输入 信号 和 噪声 的 各 个 功率 谱 密度 与 第 
15.6 节 中 例 3 和 例 4 相同 ， 
例 1， 有 限 记 亿 的 最 优 预 测 过 水 器 ， 
根据 第 15.6 节 中 例 3 所 述 , 输入 的 功率 谱 密度 为 


a | 1 
od rp er boyl 二 六， 


互 功率 谱 密 度 为 


yx(o) 一 Filiw)Dr(w) ws 


(co CO 一 (w+ 站) 
根据 上 面 所 述 ,我 们 先 求 出 Gr(iw) 的 表示 式 
Grfio) = GE{iw) + eTGR(sem) 
eiod 一 [FUUicoy 十 eieT PFOA; ] wa 一 志 )(fo 十 二) 
(o -一 站 (co 十 及 ” 
由 于 在 上 半 “平面 , 当 jo| 沿 某 一 射线 趋 于 无 穷 大 时 ce'”*, o >> 0 趋 于 零 , 再 根据 最 优 条 件 
(2) 中 GPGo) 和 GR(io》 的 其 近 特性 ， 所 以 只 需 令 上 如 (iwz) 和 FCiw) 为 的 有 理 消 
数 ,而 且 分 航 的 寡 次 比分 子 癌 一 次 就 可 以 了 ,这样 


ac > 0， 
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GH(iw) = eic .一 Ficw)ni(w 一 地 Jo 十 动 ) 


(wi)(ott) 
人 fe0 ) EE 了 eicoo Yn eo 一 i ){w 十 1b) 
人 《ao 一 2(o 十 了) ” 


如 果 FR(iw) 的 极点 不 是 一 各 或 小 ,那么 它 一 定 是 G 罗 (iw) 的 极点 ,如果 F8Y(iw) 的 极 
点 不 是 一 埃 或 6， 那么 它 一 定 是 G8Y(iwm) 的 极点 ; 根据 最 优 条 件 (1)，FP(iw) 和 
FCiw) 必须 有 相同 的 级 点 ;否则 Fy(iw) 就 不 可 能 在 整个 % 平 面 上 无 极点 ; 再 由 最 优 条 
和 柏 (2) GPGiwm) 的 极点 不 能 在 上 半 到 平面 ，GP(io) 的 极点 不 能 在 下 半 吧 平面 ; 因此 得 
出 结论 ，Fe(io) 和 FS2(im) 只 可 能 有 .一世 和 过 作为 它 的 极点 ,并 且 


PO 


《oa — ib)(w 十 记 )》 


of ct 十 c 
enee, Co id) (0 + 26)" 
这 时 
NN ba (elo 十 PA 
Soe 0 
| 人 dy =. 二 6b) 
SP vw C—i)(w+i) 


根据 最 优 条 件 (2) 中 GPiw) 和 人 极点 的 分 布 情况 ， Giw) 的 分 子 在 @ 一 工时 
应 等 于 零 , G8Xiw) 的 分 于 在 wm 一 一 上 时 应 等 于 零 , 所 以 有 方程 组 
{ 一 na 十 0) 二 0， 
"C2 cl, 
最 优 条 件 (1)， 
a 《aw 十 22)》 十 ce_ierCcto 十 cz) 
ee (0 一动 )(o 十 动 ) 
在 整个 wm 平面 上 无 极点 ,所 以 它 的 分 子 在 w 一 这 和 一 站 时 应 等 于 零 , 于 是 有 方程 组 
人 十 如 十 erT(beyi 十 cy) = 0 
一 ab + a;t e+7(— cd 二 c2) = 0, 
由 上 述 四 个 方程 式 可 以 解 出 1> 41s Ci 和 c: > 二 
ee 一 ]1)》 士 ec 红 ( 瑟 十 . Dl 
"wes 一 1 十 e275 + 1 
ee 
m[— ebp 1) + es Ttb tt 1} 
: 2 be 
Ep 一 1 十 co 十 DT 
22e 
#1[ 一 pe 一 上 十 et 人 (6 和 12] 


把 a, ez ciy cz 代 人 Pio) 中 就 可 以 得 出 最 优 的 有 限 记 忆 线 性 过 滩 器 .根据 吕 (io) 又 


8 一 一 一 


a: = 
cI™—1 


Qc 
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可 以 求 均 方 误差 的 最 小 人 避 
中 一 咏 一 二 | Br(io)Pex(o)do， 


可 以 看 出 当 了 一 co 时 , 由 于 总 > 0, 因此 
PE ci—0, ce—0 
nl+b) 7 nl+ 5b) ? 
所 以 
Ny A110 十 42 i 
Plio) (oib)N(otib) niwn Ft biIt 0 
结果 和 第 15.6 节 例 3 相同 . 
例 2， 现 在 来 求 有 限 记 人 忆 的 最 优 滞后 过 滤器 ,也 就 是 例 1 中 a < 过 0 的 情况 
这 时 求 得 的 Gr(iw) 的 喊 示 式 为 
Gr(iwm) = Giw) + GO (mw) eT 


El ~ [FECG0m) 十 ec-io7PFSiio)]2go 一 动 )(o + 72 
(ww CO—i(w +f) 


如 果 a < 一 了, 令 wo( 一 T) 十 (一 0 四 ,>>0, 可 将 上 式 化 为 
Ci Gil = FG) — ib)(w + i5) 
Por) on ti) (oa 一 1)(o 十 六 
ie 一 FY(icwo nw — 6) (0w 十 动 ) 
| 二 {w — 1)(w 二 1) |. 
由 于 在 下 半 w 平 面 ， 当 |o| 沿 某 一 射线 趋 于 无 穷 大 时 ，c mw” 趋 于 零 ， 因此 仍 可 令 
FPC(io)，FRXio) 为 & 的 有 理 函 数 ,并 且 
0 0 FO{s0) nm — 16) (w 十 上 地) 
pi) . (wi(o+7) 
etios 一 FRE) nw — 1b)} (+ ib) 
《o 一 站 (oo 十 了 

我 们 仍 按 例 1 中 所 用 的 方法 求 出 最 优 的 六 r(io)， 显然 ,本 例 中 求 得 的 FPCie) 是 例 1 中 
求 得 的 FPCiw) 的 共 辆 复 信 , 本 例 中 求 得 的 FP(iw) 是 十 1 中 求 得 的 _F92(io) 的 共 辆 复 
值 ,此 外 还 应 用 o 二 je 十 了 | 代替 例 1 结果 中 的 C .于 是 我 们 就 得 到 wa < 一 了 时 景 优 滞 后 


Geo ) = 


过 泪 恤 的 频率 特性 为 

“ Fairfie) = eiToF#(iw), | I 
其 中 Fr(iw) 是 & 二 |a 十 TI| 时 最 优 的 有 限 记忆 预测 过 滤器 的 频率 特性 ，F¥(iw) 是 
gr(io) 的 共 力 复 值 ， 


如 未 0 > a 之 一 了 ,那么 情况 就 有 所 变 化 .在 Gr(iw) 表示 式 中 的 ee 项 , 当 | ol 
沿 上 半 w 平 面 茶 一 射线 趋 于 无 穷 大 时 它 也 趋 于 无 穷 大 ;如 果 殷 它 归并 至 G8(iw) 中 去 ,再 
提出 一 项 ce~* 后， 它 就 成 为 “eini+er， 当 jo| 没 下 半 中 平面 某 一 射线 趋 于 无 穷 大 时 ， 
co 仍 趋 于 无 穷 大 ,所 以 FRO(iw) 不 能 是 % 的 有 理 户 数 ; 它 应 包含 可 以 抵消 es 项 
的 某 一 项 ， 我 们 令 
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Flioy 一 一 二 yo) 
mo—ib)w +t ib) 


Pp) ~ 
mo— ib) (0 15) 
Gi@) = GCGD) 十 carGeioy om +E eT rw) 
: (i0) (ro ) (iw) Co a 
根据 最 优 条 件 (2) 中 GP(iw) 和 G9(iw) 的 浙 近 特性 ,可 以 令 7 "Co) 7 (o) 为 0 的 有 
理 消 数 ,而 且 它 们 的 分 子 罕 次 与 分 母 宕 次 相 比 应 不 高 于 一 次 ,这 时 


CGPI0) = 一 一 一 一 7 (wy) ， 
) 《ww 一 有 (Ko 十 月 
GP(io) 一 一 一 了 to) 


Ko 一 和 (Ko 十 门 ” 

得 据 最 优 和 条件 (2)，CY(io) 在 上 半 w 平 面 无 极点 ，GPKioy 在 下 半 w 平 面 无 极点 ; 再 根 
据 最 优 条 件 (1), Fr(iw) 在 整个 w 平面 二 无 极点 , 因此 YCw) 和 YCwm) 只 能 有 根 同 的 
极点 ;所 以 YCw) 和 Ylw) 是 w 的 多 项 式 , 并 且 

7Y'n(o) 一 ao 一动 ， 

J clw + 站， 
于 是 

‘© -ul 十 a{w 一 十 e-iaTcfeo + 2) 
oe mw — ib)(otib) 
由 于 Fy(iw) 在 整个 平面 上 无 极点 , 所 以 它 的 分 于 在 ww == 收 和 一 1 沙 时 应 和 等于零 ,这 样 
得 到 方程 组 
位 — 1) TF eeib Tt 1) + el = 0, 
— eib + 1) + eril— 5) + el = 0, . 
解 方程 组 ,得 到 
. eeTtblel(} 一 b) 一 ebT-blal (1 十 p>) 
‘eH be + 

eb 1) + et(s + 1) 


eH 6 + er + 6) 
把 它 代入 Fz(irw) 就 可 以 求 出 有 限 记 忆 最 优 沾 后 过 瓶 关 的 频率 和 当 了 -oo 时 ， 


由 于 4 上 之 0, 所 以 
sie pw 
l1+» 
所 以 | ; 
Fu(in) -~ (1 十 ;aye-blal 1 A . 
. 一齐 (o +21 十 8) nrew 二 6) (iw — 5b) 
结果 和 第 15.6 节 例 4 相同 . 
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15.8 输入 信号 数 学 期 望 不 等 于 零 时 的 有 限 记 忆 最 优 过 滤器 


在 前 面 的 讨论 中 ,我 们 曾 认为 输入 信号 和 噪声 都 是 数学 期 望 等 于 零 的 平稳 随机 过 程 。 
但 在 实际 中 却 常 有 这 种 情况 ， 即 输入 信号 的 数学 期 望 是 个 随时 间 变 北 的 函数 ， 它 的 相关 
函数 rr(*，: 一 o) 只 和 o 值 有 关 ; 或 者 输入 信号 纯粹 是 个 确定 的 时 间 函 数 。 严 格 地 讲 ， 
这 种 输入 信 号 已 经 不 是 平稳 随机 过 程 了 ,但 出 于 它 的 相关 函数 的 特性 , 它 与 平稳 随机 过 
程 的 差别 仅 是 表面 上 的 ,我 们 可 以 把 这 神 信号 看 作为 一 个 确定 的 时 间 沙 数 与 一个 数学 期 
望 为 零 的 平稳 随机 过 程 之 和 。 在 某 一 段 有 限时 间 内 一 个 连续 的 时 间 函 数 常 可 以 用 有 限 次 
车 的 : 的 多 项 式 来 逼近 ， 因 此 可 以 认为 在 某 一 焉 有 限时 间 内 这 个 确定 的 时 间 函 数 就 是 有 
限 次 塞 和 的 :的 多 项 式 . 在 本 节 我 们 将 把 前 几 节 所 用 过 的 方法 进行 推广 来 解决 现在 的 这 一 
类 问题 %， 

仍 设 过 滤器 的 输入 是 个 均 方 连 续 的 随机 过 程 ， 是 由 信号 和 品 声 肥 加 而 组 成 的 。 有 用 
信号 有 二 个 分 量 , 一 个 是 数学 期 望 为 零 的 平稳 随机 过 程 FCe), 另 一 个 是 已 知 其 函数 形式 
的 时 间 项 教 g(#), 在 - 侦 有 限时 间 区 间 内 , g(z) 可 表示 为 


gf) = > git:， 1€ {a,b], (15.8—1} 
大 二 


其 中 8 大 一 0，1， 2 为 了 十 1 个 未 知 常 数 。 噪声 NVz) 是 数学 期 望 为 零 的 平稳 随 
机 过 程 , 它 与 FG) 平稳 相关 。 因 此 输入 是 

X= N+ FO) + gO | (15.8-2) 
设 : 是 区 间 [a, &] 内 某 一 个 任意 的 固定 了 时刻 。 过 滤 书 在 + 时 刻 的 理想 输出 Yo 是 [a， 
6] 区 间 内 输 人 有 用 入 号 的 线性 变换 


Yi 一 人 hae — 0) + Fl ~ o)]do, (15.8-3) 


其 中 加 (0) 是 在 [: 一 6，: 一 a] 上 给 定 的 某 个 绝对 可 积 函 数 或 是 3 函数 及 其 高 阶 导数 ， 
并 且 


ft-ad [i—a 
| b 位 ha) hg) roo en odadoa, < 00。 


过 滤器 的 实际 输出 Y(9 是 : 时 刻 以 前 茶 眉 有 限时 间 区 疗 内 输入 的 线 姓 变换 
YO | OX 0) da | hr(OXG 一 cao (15.8-4) 
并 且 [1 一 T, +] C [ae,5], hy(z) 就 是 有 限 记 亿 线性 过 滤器 的 脉冲 响应 函数 , 它 满足 如 下 
条 件 : 
(1) 当 上 <0 和 5> 了 时 ,phrtr) = 0. 


(2) | 一 Jpa(o)jar < oo 或 是 8 函数 及 其 高 阶 导 数 ， 
(3) 全 | “KoDir(oa)rx(a — gdndo < op。 


这 样 ,有 限 记忆 线性 过 滤器 的 传递 函数 Fs) 一 | 4z(5c-“az 在 整个 5 平面 上 无 极点 ， 
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现在 要 在 满足 这 些 条 件 的 过 滤器 hr(z) 中 导 找 一 个 最 优 的 2 (8), ,条 痪 和沙 的 输电 Y (2) 
满足 “无 俩 ?> 条件 了 1() 一 了 (zy m0， 和 均 方 误差 最 小 


[YD — YO = min[L YC2) — YL. 


根据 等 式 (15.8-3) 和 (15.8-4), 所 有 满足 “无 偏 ”条 件 的 过 滤器 hz(z) 应 满足 


| irs — og)do = WCC — gog)do, (15.8-5) 
由 于 g(x) 是 未 知 系数 的 i 次 客 多 项 式 , 故 条 件 (《15.8-5) 就 等 于 条 件 组 
| 6 | Fy 2， er (15.8-6) 


最 优 的 如 (9) 必须 在 满足 条 件 组 (15.8-6) 的 hzkc) 中 去 找 。 

” ”数学 期 望 等 于 零 的 平稳 随机 过 程 X(!1 一 o) 一 XG 一 o) 在 0<o< 了 7 时 的 所 有 入 
都 是 希 尔 伯 特 空间 Hi 中 的 向 量 。 所 有 满足 条 件 〈1)，(2)，(3)》 的 过 滤器 hr(?) 的 输出 
Y() 一 了 (2) 及 其 均 方 极 限 组 成 了 五 中 的 子 空间 Bx,r， 它 一 般 是 无 限 维 的 ,而 所 有 同 对 满 
足 条 件 (1), (2), (3) 和 式 《15.8~6) 中 1 十 1 个 条 件 的 过 滤器 hr) 的 输出 了 (2) 一 了 (2) 
及 其 均 方 极限 组 成 了 于 空间 Hx,r 中 的 一 个 超 平面 8x, 它 的 维 数 比 Hx,r 的 维 数 少 1+4 1. 
YiC)》 一 Yi(z) 是 数学 期 望 为 零 方差 有 界 的 随机 变量 , 它 也 是 希 尔 伯 特 空间 所 中 的 一 个 向 
量 ，Yilz) 一 了 (2 就 是 希 尔 伯 特 空间 互 中 向 量 Yi(z) 一 YQz) 与 超 平面 9x 上 某 一 个 向 量 
了 (4) 一 了 (0) 的 差 向 量 ， 最 优 过 滤 问 题 就 是 要 在 超 平面 9x 上 寻找 向 量 了 (2) 一 了 (7), 使 
差 向 量 Yi(5) 一 了 (2) 的 范 数 平方 最 小 。 根 据 希 尔 伯 特 空间 的 几何 原理 , 要 使 差 向 量 的 范 
数 平方 最 小 ,那么 了 C2) 一 了 C7) 应 是 YiD 一 了 (在 超 平面 9x 上 的 直 交 投影 , YQ) 一 
了 (2) 是 向 量 Yi(D 一 Yi(1) 到 超 平面 9x 的 垂 线 。 由 原点 到 超 平面 的 任意 两 个 向 量 之 差 
向 量 位 于 趣 平 面 上 ,所 以 Y(o) 一 Y(z) 位 于 超 平面 9x 上 , 它 与 垂 线 Yi(z) 一 了 (x) 直 交 ， 


(YD YD), YO — Y0)) = 0. (15.8-7) 
由 式 (15.8-5) 知 , Yi(D) 一 YQ) 二 了 G2), 因此 可 把 式 (15.8-7) 展 成 
CC — ryx(0)lado = rvs(0) — rs(0). (15.8-8) 


等 式 右边 是 个 待定 的 常数 ， 等 式 左边 的 ry,x(o) 一 *fx(c) 是 与 好 (c) 有 关 的 量 ， 其 中 
jr(c) 是 满足 条 件 (1)。(2)，(3) 以 及 条 件 式 (15.8-6) 的 任意 函数 ,等 式 (15.8-6) 的 右边 
者 是 些 确定 的 常数 。 旺 然 ,如 果 


YriXKG7 ~ rex(9) = cn 一 cagt, 0&<oe Ts (15,8-—9) 

其 中 ck 为 待定 常数 ,那么 在 适当 地 选取 cx 值 后 总 可 以 同时 满足 式 (15.8-8) 和 (15.8-6)， 
而 且 ，Y(z) 一 了 (2) 位 于 超 平面 9x 上 ,因此 应 满足 等 式 

CT CO 人 一 0 1 2 让 (15.8-10) 


由 此 可 以 证 明 ， 同 时 满足 等 式 (15.8-8) 和 条 件 (15.8-6)，(15.8-10) 的 ry,x(0) 一 rzx(a) 
必然 有 式 《15.8-9)》 的 形式 ， 
由 于 假定 了 输 人 X(9 是 均 方 连续 的 ， 所 以 只 要 在 0 < < 了 内 满足 等 式 〈15.8-9) 
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则 在 0 和 og 志 T 区间 内 也 满足 ,这 时 


ry,x(0) 一 rsx(o) 十 3 CAIA =» 人 0 ， 0<o< Fe (15.%—11) 
t=0 
利用 相关 溺 数 和 功率 谱 密 度 的 关系 可 得 到 


cn o 上 
于 | eiv°[ By x w) Friw)@Bx(wm) dw 十 2, CA 一 0 ， 0 0 之 了 [15.8- 12 ) 
k=0 ， 


其 中 Fs(iw) 一 | hea 是 最 优 有 限 记忆 过 滤器 的 频率 特性 。 当 0 之 a < 过 了 时 我 
们 可 以 把 # 写成 和 
RE WA 2 (15.8-13) 
其 中 
fr(w) 一 二 | re de, Ket,1....,?, ‘15.8-14) 
把 方程 (15. -13) 代入 (15.8-12) 后 就 得 到 
i ei [Dy x(o) 一 BCGim) Oro) + 2cifiw) ladw =0, 0 T. {15.8-15) 
0 大 = 
这 样 就 可 以 用 类 似 于 上 一 节 的 方法 得 出 最 优 的 上 zr(iw) 应 潢 足 的 条 件 : 
(1) Fr(iw) 在 整个 ww 平面 上 无 极点 ,并 且 
了 Co = FO(iw) + eT FO), 
? 
(2) Griw) = Pyx(0) — Pr(iw)Bx(io) 十 之 ckfk(a) 可 以 表示 为 


Grfzo) 一 Giftzo) 十 er wr GI). 
GPA(iwm) 和 G89(iw) 分 别 在 上 半 和 下 半 'w 平面 上 无 极点 ,并 在 相应 半 平 面 上 当 jo| 沿 菜 一 
射线 趋 于 无 穷 大 时 它们 都 一 致 趋 于 零 !. 


G) | 1 有 (io)jgx(o)ae < o0. 

CO hg) haa | | 0 
最 优 过 滤器 的 均 方 误差 为 I 

oa YI 一 Yl = ry《0) 十 py CIEAOLS 
汪 | 有 (一 im?Gv xz(o)zo， (15.8-16) 

现在 我 们 来 举 三 个 例子 说 明 这 种 方法 的 应 用 。 

例 1， 设 输入 端 只 有 平稳 随机 有 用 信号 Fa , 它 的 数学 期 望 是 个 常数 ,功率 谱 密度 为 
gr(o) 一 ， 十 一， 噪声 NC?) = 0 要 求 设计 最 优 的 有 限 记忆 为 的 线性 预测 过 滤器 . 


1) 这 里 没有 媒 出 乱 于 志 的 速度 的 要 求 ,因为 这 里 内 要 求 在 0< + << 了 时 | ce"Gcr(io)ao = 0 
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根据 上 面 的 最 优 条 件 ,我们 得 到 下 列 原始 数据 : 


Bm) Bm) 到 3 Fls) -ce oO0, 
0 i Ns 一 ~ 于 or | ， 
rzxto) 工 十 oz fo) 2 zt “ 2 zt 


hile) fw) = 0, 
于 是 我 们 就 得 到 : 

Gr(im) 一 GPM(i@) + GHA(iw) 
ee 一 [FPCito) + eieT F900)] 十 ce _ Dcoe vr 


{a CO— 1)(w+7) 2 mit0 2xitw “ 
由 于 在 上 半 w 平 面 , 当 |o|j 话 其 一 射线 趋 于 无 穷 大 时 ce" 一 致 趋 于 才 或 为 常数 , 所 以 可 以 
令 
cs ee Wei 一 ogRBifico) 十 《co 一 由 Ko 十 7) 
Oi) 0 OP) co 
Gio) tk 一 下 (十 下 ixw molw — (w+ ” 
ceo 
op ~ 
no—i(wti) ix ww — 1)(w + 2) 


根据 最 忧 条 件 (1) 和 (2), FN(iw)》 和 FR(iw) 只 可 能 有 四 0 的 极点 ,不 可 能 再 有 其 他 
极点 。 根 据 最 优 条 件 (3) 可 得 出 FCtw) 和 FEXiw) 的 形式 为 
, Feio) > 1 + og F¥(10%) i die 十 | 


0 
”这 时 
B (in) mm 10 十 1470 十 evT (biw 十 by) 
0 
GPOw) 一 2 之 一 (now 十 4 二 -ca， 


wlw — 1)(0w 二 1) fc0 
Gim) i -一 (bico 十 bo) Co 


‘woo ixw 
根据 最 优 条 件 (1) 和 (2), zr(iw) 的 分 于 在 w = 0 时 应 等 于 嫩 , GP(iw) 的 分 子 在 wo。 = i 
和 ow 一 0 时 应 等 于 零 , G8Xiw) 的 分 于 在 w 一 一 5 和 0 时 应 等 于 零 ,因此 得 到 
40 十 bo mm 0 ， 
rc 一 4 一 0 一 个 ， 
一 4 十 省 一 0， 
Se B14 十 pa 0, 


ee 
ix 


再 由 最 优 条 件 (4)，[ E79)]6o 一 [Cs)]so 一 1， 就 得 到 
m+ (—iT)b th=1, 
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现 有 五 个 未 知 数 qe， 41, 2 加， 和 co, 六 个 线性 方程 , 其 中 有 一 个 是 不 独立 的 , 这 样 可 以 解 


出 未 知 数 : 
Be ed 
2 十 了 2 十 了 
20 一 ”一 Se 站 -ae 十 2 
2 十 天 2 十 了 2 十 了 了 


芒 后 得 到 节 优 的 有 限 记 亿 夫 信 过 注 尖 的 传 半数 是 


iD = e+ lt + .7), 


2 十 
最 优 脉 六 出 应 限 数 就 是 
hj = 0 [8G@) + 1 — iGo 7T) + 6 om 7T)] + e800), 


0 全 
其 中 1() 为 单位 阶 跃 函数 ,1() 一 “和 (的 图 形 见 图 15.8-1, 最 优 过 弯 器 FC) 


的 物理 意义 很 明显 , 因为 不 存在 噪声 , 当 = 一 0 时 最 优 过 小 器 的 输出 Y (7) 就 是 输入 信号 
X(D 在 上 时刻 的 值 , 当 ex 0 时， 最 优 过 滤器 的 输 
出 YG) 就 是 输入 信号 X(#) 在 + 时 刻 的 值 和 在 闭 区 
ada nd de amb 

。 因为 输入 信号 的 数学 期 望 是 常数 所 以 是 等 加 权 


的 ,加 权 的 系数 数 二 二 < 是 的 递增 函 至 ， 也 是 有 
ec 当 . 了 六 2 时 加 权 系 数 几 a 


平 与 了 成 反比 ， 加 权 系数 的 特性 是 由 信号 的 统计 特 。“ 0 
性 决定 的 . 
例 2， 候 设 答 入 端的 有 用 信号 中 没有 随机 分 量 ， 它 只 是 时 间 : 的 线性 函数 CD) 一 


名 十 8， 参数 8 和 中 是 未 知 币 数 ， 队 声 是 数学 期 望 为 零 的 平稳 随机 过 程 ， 戎 率 谱 密度 


Py 一 i 现 要 求 设计 最 优 的 有 限 记 忆 为 了 的 线性 预测 过 滤器 。 同样 ,根据 假设 ,我 


们 得 到 下 列 原 始 数据 : 
及 xf(o) = By(w) 一 | 


+ 03” 


及 (人 


图 15,8-1 


gr(o) 本 Dy x(w) = (0, 
FS) = e", o>0, [FO = [Fl = 1, 
ds 
pe ON eed edd nt RR ed 
因此 我 们 就 得 到 
Gim) 一 GCCia) + eTGF(iw) 
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一 [Fw) 十 十 ce-ierF9(iw)] 1 一 cei27 


十 cn 十 ce 三 wi To | 
0 一 一 一 一 1 | 一 一 一 一 一 一 
《o 一 站 (Co 十 刘 He00 0 treo 
党 
Gf(io) = 一 下 PK(zco )w? 2 We co 
二 oa 一 1 了 (w+ 站 me 
Criay 吧 一 一 Fio)ez 十 所 士 clto 了 + corw 
ww — (wi x " 


根据 最 优 条 件 (1) 和 《2) 中 关于 雇 (iw) 和 G8(iw) G8(iw) 极点 分 布 的 规则 ，F2(iw》 
和 FO(iw) 只 可 能 有 相同 的 二 重 极 点 w 一 0， 除 此 以 外 不 可 能 再 有 其 他 极点 ， 四 根 据 最 
全 条 件 (3) 可 得 出 Fitio》 和 Feio) 的 形式 为 


FRCGiw) 一 COR CE | 
co 
Wie) = G0 + bw + bo 
Py- bpy a 


这 时 
Fi(iwo) ee ( 42007 十 好 10D 十 00) 十 人 十 bw 十 bo) 
(0 
ee | 1 | i - i | 
一 (gw 十 aw 十 ao) 二 (el 一 ceo)faz 十 1) 


GH(iw) = ww 一 站 (oo 十 站 3 


- (B20 十 bw 十 bo) 十 = 十 cuirwT 十 coitwo)(eo 十 
ww 一 站 (oo 十 四 
根据 最 优 条 件 (1) 和 (2)，Fz(iw) 的 分 子 及 其 导数 在 w = 0 时 应 等 于 零 ，G(io) 的 分 
子 在 wm = i 和 w= 0 以 及 它 的 导数 在 w = 0 时 应 等 于 零 ，G8(iw》 的 分 子 在 w 一 一 i 
和 ww 一 0 以 及 它 的 导数 在 w 一 0 时 应 等 于 零 , 因 此 我 们 得 到 
da 十 如 一 0， 
at (—iT)5 + 5 = 0, 
一 《o 一 42 十 141) 一 0， 


GOH(i0) = 


TT 
Co + 


二 4 一 0 


TY 


ey a 
克 


再 由 最 优 条 件 《4)， 久 (io)j = FiCio)|so 一 1， 


9 Pi(iwm)| oo = 3 Fi{iw) | os0 = 1g, 
Du Ow 
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可 知 
24 一 725 一 176 + 26, » 2, 
于 iT3 一 Th — 61Th, 一 6io. 
这 样 就 得 到 八 个 未 知 数 II0，219 22， bos b1,s b1, co, cls 和 十 个 方程 式 ， 其 中 两 个 方程 式 是 不 
独立 的 ,于 是 解 出 : 
加 一 二 (《 王 十 6 了 十 3o 了 十 12c)， 人 T4307 + 120 
74 士 67 十 9 和 十 127 了 了 74 十 673 二 972 十 127- 
不 工 :十 67 一 3a 厂 一 6a7)》 a, _ 二 并 2 天 十 6 天 十 67 十 6c7) 
74 十 673 小 972 十 127 74 十 673 十 972 十 12 了 
Ti (Tit 0T? + 907 十 127) 273 十 ?7372 十 12 宁 十 9a7 十 i2a 
7 十 675 二 97 十 127T ? Tt6T HITTF1I2T, ? 
_ xf273 十 6 和 十 6 了 7 十 6c7) ReT 士 67 十 3o7 十 i2a) 
7T4+ 十 673 十 972 十 127 YY 十 5667 二 97 十 127 
最 优 过 减 器 的 传递 范 救 就 是 et 
Ei() nt 二 [+ 人 we + 二 各 |， 


六 1 一 


# 


晨 优 脉冲 响应 函数 就 是 
和 (站 = aB{t) 十 (ie 一 oo) I) + (ib — bt — TT) :1G — TT)+ b(t— 7) 
_TI+67 十 3c7 十 12c 


Ce 
ep 127 0 PED 


其 中 
ES 2 
-人 (T 二 6 十 3aoT +120) ,0 志 1 志 TT， 
hr(t) = 


7 十 67 十 97 十 127 了 了 
0，! < 和 0， :> 了 。 
例 3， 和 殷 设 平稳 随机 过 程 的 数学 期 庶 是 某 个 常数 ， 功率 谱 密 度 仍 是 一 一 证 那 双 起 


样 根据 平稳 过 程 在 有 限时 间 区 间 上 测 得 的 值 来 估计 此 过 程 的 数学 期 望 ， 并 使 信 计 的 均 方 
误差 最 小 ? 我 们 把 它 化 为 类 似 于 例 2 的 问题 。 ee 把 平稳 过 程 与 


它 的 数学 期 望 的 差 看 作为 噪声 ,功率 谱 密 度 @x(w) 一 Bu(o) 一 Te 并 且 预 测 时 间 
a 一 0。 根据 这 些 条 件 可 以 求 出 
7 -32 4 EE Ea _ 工 _ 
m0 = bo = 9, tT 1 = 7 
因此 ,数学 期 望 的 估计 应 是 
这 时 估计 的 方差 为 
2x 
让 
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可 以 看 出 , 当 趋 于 无 穷 大 时 估计 的 均 方 误差 cx 趋 近 于 零 ，fim [oz7] 一 2<， 如 果 我 
们 只 用 
m= 十 X(s — rT)dr 


来 估计 数学 期 望 , 即 把 有 限 区 间 内 测 得 的 值 作 简单 平均 ,那么 这 种 估计 仍 是 无 偏 佑 计 , 但 
. 是 估计 的 均 方 误差 要 比 最 优 估计 的 大 ， 


2 7 - 
rR 1+7) > 


可 以 看 出 当 了 一 oo 时 a. 


假设 有 一 个 平稳 随机 过 程 ， 它 的 功率 谱 密 度 是 OO 的 有 理 函数 ,现在 要 佑 计 此 平稳 随机 
. 过 程 的 数学 期 望 ,那么 最 优 估计 的 均 方 误差 ov 仍 应 满足 下 列 极 跟 关 系 : 
limlosrT] = 2r8x(0), 
Gy 
lim 一 


T+% 


:7 


1, 


15.9 最 优 检测 过 滤器 


在 很 多 控制 系统 中 ,常常 需要 在 随机 虽 声 的 干扰 作用 下 把 信号 f(D 探测 出 来 ， 例 如 ， 
信号 检测 系统 就 是 要 在 随机 噪声 干扰 作用 下 浏 断 噪声 中 是 否 夹杂 有 信号 或 估计 信号 中 的 
参数 值 ， 在 这 类 控制 系统 中 一 般 总 是 附 有 一 个 检测 过 滤器 ， 它 的 作用 就 是 加 强 通过 过 沽 
器 后 信号 与 噪声 的 强度 比 ,然后 使 检测 过 程 更 加 准确 . 例如 ,在 脉冲 制 雷 达 中 如 果 存 在 回 
波 脉 冲 而 且 信 号 中 不 夹杂 噪声 ， 那 么 它 的 形状 一 般 是 固定 的 。 当 回 波 脉冲 出 现时 信号 大 
到 它 的 最 大 强度 ， 如 果 在 信号 中 夹杂 有 随机 噪声 , 回 波 脉 冲 在 w 时 刻 出 现 , 那 么 夹杂 有 嗓 
声 的 信号 在 通过 过 恋 器 后 在 为 时 刻 应 给 出 最 小 的 信号 变形 , 即 过 滤器 输出 的 信号 与 噪声 
的 强度 比 在 m 时 刻 应 最 大 . 

假设 过 滤器 的 输入 是 夹杂 有 到 声 的 信号 

XO = f) + NG), (15.9-1) 
言 号 fx) 是 某 个 确定 的 时 间 函 数 , 噪声 Y(z) 是 数学 期 望 为 零 的 平稳 随机 过 程 , 它 的 功率 
谱 密 度 是 Px(w)， 如 果 过 滤器 是 线 注 的 , 它 的 输出 是 炎 杂 有 噪声 从 (z) 的 被 变换 了 的 信号 
7(7), 其 中 了 tz) 和 从 (1) 分 别 是 信号 f(#) 和 噪声 NC#) 单独 作用 于 过 淡 器 时 的 输出 ， 显然， 
过 滤器 必须 是 稳定 的 , 物理 可 实现 的 , 而 且 输 出 的 噪声 应 是 方 莽 有 界 的 , 即 过 滤器 的 脉冲 
响应 函数 hi) 满足 下 列 条 件 ， 
(1) 当 :<0 时 ,Ar 一 0。 


(2: | sD 1a < co， 


(3) LIOR m2) dndt, < 00, 
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最 优 检 测 过 波 器 应 使 得 经 过 过 油 作 用 后 的 信号 蕊 9 在 时 刻 的 值 实 际 上 和 f(x) 相同 , 即 
满足 约束 条 件 : 

fC18) = 1(10) sm const, {15.9-2) 
同时 输出 的 躁 声 的 强度 最 小 


[NOP emin (15.9-3) 
演 此 问题 就 可 以 化 为 在 f2)、to 以 及 Bn(w) 已 给 定 的 情况 下 ， 确定 最 优 检 测 过 涉 器 的 传 


递 函数 有 (:) 或 脉冲 响应 函数 (Y， 使 得 与 它 相 应 的 忒 0) 和 NA) 满足 
[EMC 了 一 2 对 (0o) = minfINCGOF ~ 210)}, (152-4) 


其 中 % 是 拉客 朗 昌 乘 于 ,由 约束 条 件 式 (15.9-2) 确定 . 显然 ， 当 条 件 式 (15.5-2) 和 
(15.9-3) 满足 时 ， 
POO/LNGO) YY 一 max, 
即 在 时刻 信 号 与 噪声 的 强度 比 最 大 ， 这 一 类 问题 可 以 化 成 第 15.8 节 中 已 讨论 过 的 间 
题 来 解决 ， 下 面 叙述 扎 弟 (Zadeh) 和 拉 格 基尼 (Ragazzini) 解决 此 问题 的 结果 Bt21. 
如 果 随 机 噪声 W(zD)， 一 co < :< oo 的 功率 谱 密度 Bw《w) 能 够 分 解 成 

Bylm) = Wiew PC— io), (15.6-5) 
其 中 业 (iw) 的 零点 和 极点 都 在 上 半 平面 上 ， 我 们 引进 成 型 滤波 器 1/8(*)， 它 的 输出 
信号 和 噪声 分 别 是 fCz) 和 No ( 见 图 15.5-1)。 假设 确 定 的 信号 f2),， 一 co 一 :< oo 


的 传 里 叶 变 换 是 SCiw)， 
S(im) 男 | fcrae, 《15.9 一 人 3 
那么 四 
机 SCiw) fo DA 
f=) edo. z (15.9-7) 


| 
| 
I 
I 
1 站: 


J Ke) a 
图 15.9-14 | | 
此 时 NM“(o 的 功率 谱 密度 Bw) 二 1, 它 的 相关 函数 
rw(o) = x6(0). {15.9-8) 
假定 输入 为 f(z) 和 NN’Gz) 时 最 优 检测 过 滤器 的 传递 函数 是 (D ,脉冲 响应 函数 是 名 oF 
那么 
FP(s) = P'S) 一 > 了 [15.9-9》 


于 是 最 优 检测 过 滤器 的 输出 关 /) 十 Se) 可 以 写成 
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jn) 一 | FC 一 ao， (15.9-10) 

以 及 z z : 

mo | ov — og)do. (15.9-11) 
输出 噪声 的 均 方 信 就 是 
{CF = | 位 PCcD8CeoDrw(a — ondaor 
考虑 到 N'() 的 相关 函数 的 特性 可 以 写 出 

[六 CO] mW | AC ar. (15.9-12) 
利用 方程 (15.9-10) 和 (15.9-12) 可 以 把 方程 (15.9-4) 写成 

x MAGES —24 A 加 一 他 dt 


一 min{ x | CP 一 24 [Dr 一 Do (15.9-13) 
| 而 ?上 | 0 -9 
方程 (15.9-13) 对 任意 确定 的 应 数 了 Cw 一 让 成 立 的 必要 和 充分 条 件 是 
PO) = 4 fl — t,t 0. (15.9-14) 


自然 , 实际 上 可 实现 的 系统 当 : < 0 时 有 2) = 0、 换 句 话说 , 对 于 任何 上 > 0， 玫 (5) 对 

8(s) 的 最 优 反 应 函数 恒 等 于 信号 f(r) 对 ww/2 的 镜 象 《 见 图 15.9-?)， 对 于 白色 噪声 的 特 

殊 情况 ,在 早 些 时 候 这 个 结果 就 已 经 知道 了 ,首先 推导 出 这 个 结果 的 是 诺 斯 (North)2" 
由 方程 (15.9-14) 和 (15.9-7) 可 得 到 


F'(iw) 一 ea 一 fc 一 De “4 


开 


= 二 | 3 2 Cioltso)g 0, (15.9-15) 
x 0 -”m VP(— fw 


中 - 
t 
J，， 和 
h 


图 15.9-2 


“ 壮 结 果 与 方程 (15.5-18) 的 形式 类 似 ; 所 以 : 
&, 1 [eS{(— ss} | 
R's) = = [| K z (15.9-16) 
再 根据 方程 (15.9-8) 就 得 到 输入 为 1(2) 和 NC) 时 最 优 检测 过 沥 器 的 传递 函数 ， 
hy = 2 =2| ， z 15.9-17) 


s¥() 本 (一 2 
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其 中 4 由 约束 条 件 《15.9-2) 确定 .[ 1]1 仍然 表示 只 取 极 点 在 左 半 3 平面 的 那 一 部 分 分 
量 ,， 也 就 是 要 使 传递 函数 天 (*) 是 稳定 的 ,实际 上 可 实现 的 ， 如 果 要 求 的 最 优 检测 过 恋 器 
是 有 限 记 忆 的 ， 那么 根据 第 15.8 节 中 的 方法 也 不 难 求 出 最 优 的 fC). 对 于 白色 曝 声 
NCQ) 的 有 限 记 忆 最 优 检测 过 滤器 的 脉冲 响应 函数 是 


a 1) 和 和 tf 和 TT 


. 
0 了 


15.10” 非 平稳 随机 过 程 的 最 优 线性 过 滤 


在 有 的 工程 系统 中 会 遇 到 非 平稳 的 随机 过 程 ， 它 的 数学 期 望 可 以 是 零 或 某 种 时 间 吓 
数 ， 重 要 的 是 它 的 相关 函数 是 两 个 变量 的 函数 ， 对 这 种 非 平 稳 过 程 要 求 进行 滤波 .本 节 
将 介绍 对 非 平 稳 过 程 最 优 过 滤 的 设计 方法 .最 优 过 滤器 将 在 线性 变 系 数 系统 中 去 寻找 ， 
最 优 的 准则 仍 是 真实 过 滤器 的 输出 是 无 偏 的 , 且 它 与 理想 输出 之 间 的 均 方 误差 最 小 、 

我 们 先 从 类 似 于 第 15.5 节 的 简单 情况 开始 .假定 系统 的 输入 XG) 是 有 用 信号 FO#) 
和 了 曲调 的 各 加 

Xz) = F(t) 十 MD， {15.10-1) 
它们 都 是 数学 期 望 为 零 方差 有 界 的 非 平稳 随机 过 程 . 设 过 滤器 的 理想 输出 yi) 是 信号 
F(CD)，- co < 天 :< oo， 的 已 知 线性 变换 


, oo (15.10-2) 
其 中 加 (1, Tf) 对 任意 1,，(0 委 ，< 9) 是 在 一 00 < < oo 上 绝对 可 积 的 函数 或 是 8 函 
数 及 其 高 阶 导数 ， 设 输 人 作用 是 从 :一 0 开始 作用 于 过 洲 器 的 ， 它 的 输出 了 (2) 为 
Y= | 有 (15.10-3) 
其 中 io o) 是 过 滤器 的 脉冲 响应 函数 , 它 满足 下 列 三 个 条 件 : 
(1) 当 g< 过 1 时 , A{1, 0) = 0, 
(2) 对 任何 0 所 1 < %， | JaCz, odo < oo。 


(3) | |. 站 (1 oh, 本 — gdadoa; < co， 


这 就 是 说 ,系统 是 物理 上 可 以 实现 的 ,稳定 的 且 输 出 是 均 方 有 界 的 . 景 优 过 滤 问 题 就 是 要 
在 这 一 类 系统 中 寻找 最 优 的 系统 和 (1, o), 使 其 相应 的 输出 满足 
上 Ye — YOO 一 minl Ya — YWP, 0 委 :一 .oo。 (15.10-4) 


同样 ， 根 据 希 尔 伯 特 空间 航 几何 原理 ， 要 满足 条 件 式 《15.10-4)，Y1(r) 一 这 (zy 必须 是 
YC) 到 子 空间 HY 的 垂 线 , HX 是 由 所 有 可 能 的 过 湾 器 4 0). 的 输出 及 其 均 方 极 限 组 成 
的 ,因此 垂 线 与 子 空间 H: 内 任 一 向 量 直 交 
(Yi1(0) — Y00), X(u)) =0, 0&# 人 Ei . (15.,10-5) 
根据 数量 积 的 定义 我 们 得 到 
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zy xfty H) = ryx(ty H), ORKEL,. (15.10-6) 
再 根据 线 竹 变 系数 系统 输出 输入 的 互相 关 函 数 和 系统 脉冲 响 应 函数 的 关系 ， 可 以 把 方程 
(15.10-~6) 写 为 


zy Xi #) | Lal G)7zxfIy idO 噬 fc orxfoyawjear，0< 委 2< 委 1 (1510.-7) 
由 于 输入 的 各 种 统计 特性 (相关 少数 ) 和 和 (i,o) 已 给 定 ， 故 方程 《15.10-7) 的 左边 已 给 
定 , 有 边 积分 号 内 rx(o，) 也 给 定 ,因此 求解 外:，o) 即 意味 着 求解 伏 尔 得 拉 型 积分 方 
程 (15.10-77。 这 类 方程 要 得 到 解析 解 , 在 一 般 情况 下 是 比较 困难 的 , 只 能 用 逐次 远近 波 
或 数值 求解 法 。 输入 通过 最 优 过 滤器 后 最 小 的 均 方 误差 为 ‖Zx(?) 一 多 (D 印 ， 把 它 展开 
后 得 到 

oa oY YORP 7, ) — 2ry g(t 0) + roel, t), 
因为 可 
ry 1) 一 | ry ,xz o)hts, jda， 


re(1s 1) | rox(t, oh(s, ao)do， 
根据 等 式 (15.10-6) 就 可 以 得 到 vs 让 习 rz(i, 1)， 所 以 最 后 得 到 
oe ry (ts) — ret, t) z 
一 {yA 一 | Mr, oF, ooyrxKomy ododo,. (15.10-8) 
假定 系统 的 输入 (2) 包含 三 个 部 分 ,除了 数学 期 望 为 零 方差 有 界 的 非 平稳 随机 有 用 


信号 FG) 和 曝 声 NC) 外 还 有 用 非 随机 的 时 间 函 数 g(z) 和 gp) 在 有 限时 
则 区 间 [0, 51 内 可 以 用 * 和 


g(i) 一 Dee, bs <2, (15.10-9) 
其 中 gt 8 一 0，1) 为 未 知 贡 数 。 过 下 的 下 物 出 ¥30) 是 有 用 信号 的 已 知 线性 
变换 : 
Yi1(7) 一 iss Lele) 十 Fo)jz，0 扫 1 < 委 5， (15.10-10) 
其 中 加 (1, o) 对 任何 0 志 : 志 5 来 说 是 在 [0, 5] 上 给 定 的 某 个 绝对 可 积 隙 数 或 是 5 消 数 
及 其 高 阶 导数 ,并 且 
| | R(t, oR, oa)rr(osy oz)donday < oo。 
设 输入 作用 XG) 是 从 :一 0 的 时 刻 开始 作用 于 过 证 器 的 , 它 的 输出 了 (2) 为 
YO = | Ce， Ida Da ib (15.10-11) 


其 中 如 (14,0) 是 过 滤 兹 的 脉冲 哆 应 落 数 , 它 满足 下 列 三 个 条 件 : 
(1) 当 g 沁 1 或 go 之 1 一 TT 时 , h(t,0) 二 0, 


(2) 对 任何 0< :6, hrGs oldae < oo。 


t 
(3) | | hr ts 02)rxf on oddo < 0, 


= 1 
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1 二 .10 非 平 匈 随机 过 积 的 最 优 线 性 过 泪 §09 


最 优 过 滤 问 题 就 是 要 在 这 一 类 系统 中 寻找 最 优 的 和 (1, a), 使 得 其 相应 的 输出 了 (2) 对 任 
何 1, 了 所 1 所 5， 满足 无 侦 条 件 : Yi(r) 一 Y(z) 一 0， 和 均 方 误差 最 小 
[YC#) 一 YO) T= min, YK) 一 了 CD] 


根据 等 式 (15.10-10) 和 (15.00~11) 所 有 满足 无 信条 件 的 过 让 器 hr(:，o) 对 任意 因 
定 的 了 < 么 :二 5 必须 满足 


| hs Dlao = les Dela), (15.10-12) 
由 于 至 是 未 知 常数 , 故 条 件 式 《15.10-12) 就 等 于 条 件 组 
| 下 ri )okdr 一 | (fr oatda, 一 0，1， 了 (15.10-13) 


最 优 的 和 (1, o) 必须 在 满足 式 (15.10-13) 的 如 (1, 0) 中 去 找 。 
同样 ,所 有 满足 于 条 件 (1),(2), (3) 和 条 件 组 式 (15.10-13) 的 过 滤器 hx(1, 0) 的 输 
出 Y(D 一 了 (),， 7 委 :所 6， 在 随机 变量 的 希 尔 伯 特 空间 内 组 成 了 一 个 超 平面 gx， 最 
优 的 输出 了 G1) 使 得 商量 《YC7) 一 了 (入) 是 向 量 《YD 一 Yao) 到 超 平面 0 的 垂 线 ， 
它 与 任何 位 于 超 平面 上 的 线段 直 交 
(YQ) — OY), YO) ~ 0) 一 0. (15.10-14) 
根据 数量 积 的 定义 , 把 式 (15.10-14) 展开 后 得 到 
| byts Jryixkls 0) ryxlts0) ldo 一 ry, (1 7) — rels, 2), (15.10-15) 


其 中 hr(1, a) 是 满足 条 件 (1), (2), (3) 和 式 (15.10-13) 的 任意 少数 .等 式 (15.10-15) 
的 右边 是 待定 常数 ， 左边 的 [ry xC?, 9) 一 ryx(t, 0)] 与 bk, 0) 有 关 ; Br, 9) 也 必 
满足 条 件 (1), 《2), 《3) 和 式 《15. 3 而 条 件 组 式 10-~13) 的 右边 都 是 些 确定 的 
常数 ， 所 以 得 出 


ry x(t, o) rex(li, o) en 


i 
Ey 


cA, 1— TEoRt, (15.10-16) 
*=0 


其 中 cilr) 是 待定 的 + 的 函数 ， 再 利用 输出 输 人 互相 关 函 数 与 脉冲 响应 函数 的 关系 就 可 
以 得 到 
(hiG, GTJrx(a， & ea 四 | bs, Orrx(o, w)do 十 by ea 1— 人 Tu < 


{15.10-17) 
解 联 立 积分 方程 (15. 10-17) 和 【15， 10-13) 就 可 以 求 出 最 优 脉 冲 响 应 函数 和 (1, Tr) 来 ， 
正如 前 面 所 说 ,要 得 出 名 (rs r) 的 解析 表达 式 在 一 般 情况 下 是 不 太 可 能 的 ,只 能 求 出 它 的 
近似 解 或 数值 解 。 
同样 ,由 最 优 过 滤器 和 (1, 7) 所 产生 的 最 小 均 方 偏差 为 
oO = ry 0) — ry st, 1) + roli, 1), 
由 于 满足 方程 (15.10~16)， 可 以 得 出 


f 
Oy co Cr, cyoadc 
k=0 :TT 
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一 74) 十 2 A, | og)atdo., (15.10-18) 
, 大 = 0 
于 是 ， 最 后 得 到 a z 
U £ 
oh = ry Oo— rt) —2 bp cn) | h(t, oar . 
: 天 一 0 于 


一 | | oj > 02)rxCo1, 02)d01d0: 


了 pb Se | ; 
Va | jz ordo. (15.10-19) 
.此 二 全 


现在 我 们 来 介绍 一 种 最 优 过 滤器 的 脉冲 响应 贸 数 和 (x, ec) 的 近似 计算 方法 中， 利用 
这 种 方法 可 以 很 快 地 求 出 足够 准确 的 加 (1, o) 来 ， 而 且 这 种 和 (t,o) 是 物理 上 可 以 实现 
的 ， 因 为 平稳 随机 过 程 是 非 平稳 随机 过 程 的 一 种 特例 ， 所 以 这 种 方法 在 求解 平稳 随机 过 
程 的 最 优 过 滤 问 题 中 也 可 以 应 用 ， 
假定 任意 一 个 过 滤器 的 脉冲 响应 函数 是 hx(1, o), 由 于 它 应 是 无 偏 的 ,所 以 它 所 造成 
的 均 方 误差 是 
ot) = YC — YFP = ry,(t, 1) 一 2ry, sls, 1) 十 ryt, 2) 


一 yy， (5 -2 hrlt, 中 hits rex oj)dotdon 
必 PO A (15.10-20) 


寻找 最 优 的 和 (4, a) 就 是 在 满足 条 件 组 式 (15.10-13) 时 ,使 品 (t) 取 条 件 极 小 信 。 利 用 

” 拉 恪 希 日 梯子 法 将 条 件 极 值 问题 化 为 绝对 极 值 问题, 为 此 我 们 作 一 个 hz(:, o) 的 二 次 泛 

函 ; 
Ken) ~ | pro oh ooDrr(ot aaaaidm 


t 了 
一 2 Vhs 2) WA Ti rex ot, 1) dodo 
+! 上 
< < 3 » 和 
? 和 hres ootaer， 了 < 委 上 安 《15.10-21 7》 


式 中 丸 是 拉 格 朗 日 乘 子 。 寻 找 使 怪 取 条 件 极 小 值 的 和 (1, 0) 就 是 寻找 使 泛 函 Ki 取 
极 小 信 的 如 (4， 9)， 其 中 双 由 条 件 组 式 (15.10-13) 确定 。 等 式 K15.10-21) 可 以 写 为 


Hn = res hres oraGo Damdm 


一 2 _ ho)9l od TSEb, 15.10-22) 
其 中 
ptr, ay) = | 2， oz jdoy 一 - Bud. (15.10-23) 


p(t, 4) 一 般 是 在 [1 一 了 7,1] 区 间 内 对 0 的 平方 可 积 函 数 因为 和 (4, oo 在 一 般 的 情况 
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下 可 能 包括 8 图 数 及 其 高 阶 导数 ， 所 以 我 们 要 在 广义 函数 类 中 来 讨论 二 次 泛 国 的 极 值 问 


题 . 
在 区 间 [: 一 了 ,z] 上 定义 的 广 文 函 数 的 线性 空间 内 我 们 引入 两 个 向 量 的 内 积 为 
CC (15.10-24) 
向 量 的 范 数 平方 为 
xl x, x = | xcDzCoorxCos on)dodey. C15.10-25) 


由 于 相关 水 数 rxto，o) 的 对 称 性 和 正定 性 ， 这 样 定义 的 内 积 满足 希 尔 伯 特 空间 内 积 公 
理 . 在 这 个 函数 线性 空间 内 加 上 所 有 这 个 空间 的 函数 序列 的 极限 点 就 组 成 了 一 个 希 尔 人 
特 空间 ， 我 们 记 为 妃 4。 显 然 刀 4 是 包括 了 一 切 对 rx《a, oz) 平方 可 积 获 数组 成 的 希 尔 伯 
特 空间 . 一 切 在 fz 一 了 :上 ] 上 平方 可 积 的 函数 组 成 希 尔 从 特 空间 召 ， 在 吾 空 间 内 两 个 向 
量 的 内 积 和 范 数 平 方 分 别 为 


(x, ?) 一 | ro)y(c)az， (15.10-26) 
Ee er a | ec)ae (15.10-27) 


显然 所 有 属于 空间 巨 的 向 量 一 定 也 是 HH4 空间 中 的 向 量 , 反之 则 不 然 ， 等 式 (15.10-22) 
右边 的 后 面 一 项 是 加 (+, om)e Hi 的 线性 泛 函 , 它 是 有 界 的 ,否则 求 (hi) 的 极 小 信 就 没 
有 意义 了 . 根据 泛 函 分 析 中 的 黎 茨 定理 ,总 可 以 在 4 中 找到 唯一 的 向 量 g* 使 得 


| ac， o) pl, oa)do, = (hr, p*) 4 


1 | Ce 02)9 (ty Dr x O21)dar, 
Tio, hreEHi (15.10-28) 
这 样 二 次 泛 沙 玉生) 就 可 以 写 为 
hr) Chr, hrya — 26hr, p")a 


-= (hr — 9, hr — 各 1 — (gp”, Pa, {15.10-29) 
由 此 得 到 当 hr 一 9* 时 ,hy) 最 小 
min 了 (RD) = 一 《名 4 一 一 上 他 | (15.10-30) 
Te 


桶 求 得 准确 的 q*& Hi 是 比较 困难 的 。 现 在 我 们 用 在 1 一 了 ,zj 内 平方 可 积 的 函数 来 逐 
次 慢 近 pg*。 式 《15.10~22) 也 可 表示 为 在 互 空 间 内 的 二 次 泛 国 J(h), hr EH， 

J (hr) = Chr, ARr) 一 2Chr, yp), hr, gq EH, (15.10-31) 
其 中 4 是 线性 算 子 

ARr — | co Orx(a, v2)do,, (15.10-32) 
由 于 相关 立 数 fx{o;, cz) 具有 对 称 狂 和 正定 狂 , 所 以 4 是 对 称 算 于 
(Ax, Xx) 下 Ax), 

在 开始 时 可 取 任 意 的 各 ,& 日 作 为 g* 的 零 次 近似 ， 我 们 可 以 求 出 二 次 泛 函 J(hy) 在 hr 
点 的 梯度 向 量 a 它 应 使 4 [J 有 十 sz)]/ de 达到 最 大 值 ,其 中 z 如 ,根据 方程 
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(15.10-31) 我 们 得 到 (参看 第 2.8 节 ) 
/Ar + sz) 一 JC) +2 edhr, — 9, 5) + EAZ, 2), 


Ls, + ez) le = 2C4hr, — Y 2), 


显然 梯度 商量 

zl = Ahr, 一 9， 《15.10-33) 
当 hr 点 从 hr, 点 沿 梯度 向 量 z 变化 时 , 在 hr 一 大 ,十 621 点 二 次 泛 殴 J(h7) 将 取 极 小 
值 ,由 于 


二 (JR + e121)} am 2CARr, 一 中, Z1) + Ze Azi, Zi， 
1 . 


所 以 


nk NCTE (15.10-34) 
。 《zl1， 4Z17 《zl， AZ1) 


因此 以 各 一 有 十 si2 为 一 次 近似 时 Ahr,) 比 Ahr,) 有 最 大 的 减少 . 依次 类 推 , 久 的 


7 次 近似 为 
Rr, ss hr,_, EnZny 
儿 ,。 二 ARhr,_, — 9， 
En me 一 《Br za) /Cz,, Axn), (15.10-35) 
把 式 (15.10-35) 代 人 方程 (15.10-31) 可 以 得 到 
Chr ) 一 Ji) = za £7 (15.10-36) 
| (zn; AZs) 


由 此 可 见 {7(h7,)} 是 单调 递 降序 列 , 它 有 下 界 一 jp* 冲 4, 所 以 序列 (hr.)} 是 收敛 的 ， 
Thr,_) 一 AR 一 0，7 一 00。 
并 且 可 以 证 明 {hx} 在 空间 Ha 中 收敛 于 9 ~-。 如 果 多 Ha 但 ei 时 ,序列 {hr,} 在 空 


图 互 中 是 发 散 的 ， 
类 似 地 ,我 们 可 以 按 | 
hh 一 Ry Fy 亚 为 某 个 正 数 ， 
z= Ihr,_—q9 (15.10-37) 
来 求 逐次 渐 近 于 %” 的 函数 序列 。 可 以 证 明 , 当 0 委 = 所 CT 时 逐次 渐 近 的 项 数 


序列 一 定 收敛 于 gp*(4, +) 二 和 (1, +), 但 是 它 的 浙 近 速度 要 比 按 景 速 下 降 法 式 (15.10-35) 
求 出 的 序列 慢 ， 在 一 般 情况 下 两 种 序列 的 收敛 情况 相差 不 大 。 有 时 用 最 速 下 降 法 式 
《15.10-35) 比较 麻烦 ,所 以 也 常常 应 用 式 (15.10-37)， 
例如 ,过 滤器 的 输入 XQ) 二 g(t 十 NO. 信号 gQ) = go 十 g1t， 其 中 go, & 为 术 知 党 
数 , 曲 声 N(#) 的 数学 期 望 为 零 ， 相 关 范 数 rn(n，4) = el， 过 滤器 的 理想 输出 
YI(z) 一 g(x)， 现在 要 和 寻找 最 优 的 有 限 记 忆 7 一 ! 的 线性 过 滤器 、 我 们 用 式 (15.10-37) 
来 求 逐次 渐 近 序列 . 令 hr,(1, 7) = 1, a = 1/2, 那么 求 得 p* 的 二 次 近似 就 是 
hr (ts 0) = 4.029 一 56088( — 0) + 0.1322 e 00) — 0.0454 eed 


val 
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— 0.0125G ~— oe 十 0.01250 一 和 Je lo 
这 个 近似 已 经 比较 好 , 它 所 引起 的 均 方 误差 只 有 .375, 而 最 小 的 均 方 误差 为 0.316， 


15.11 随机 过 程 的 卡尔 曼 滤波 方法 


在 第 15.5 节 中 已 经 指出 , 平稳 随机 过 程 的 最 优 线性 过 滤器 是 个 线性 常 系数 系统 ， 它 
的 脉冲 响应 函数 (2) 应 满足 维 然 - 何 甫 方程 


ry,x(?) 一 上 ho)rxlt — odo, (15.5-7) 


我 们 不 直接 由 这 个 积分 方程 求解 C7)， 而 是 通过 功率 谱 密度 来 求 最 优 线性 过 滤器 的 传递 
函数 F(:)， 对 于 非 平稳 随机 过 程 ， 在 上 节 也 已 指出 最 优 线 性 过 滤器 的 脉冲 哆 应 函数 
和 (4, a) 应 满足 维 纳 - 何 十 方程 : 


rs 一 上 es zjrx(o #)dg, (15.10-7) 


它 也 志清 足 前 几 节 所 述 的 限制 条 件 ， 和 (:, o) 是 个 线性 变 系数 系统 , 无 法 用 谱 分 解 和 传递 
函数 的 方法 ,而 直接 解 积 分 方程 (15.10-~7) 又 比较 力 难 ,即使 用 上 最 速 下 降 法 或 梯度 法 来 近 
似 计算 也 很 不 方 使 ,卡尔 曼 〔Kalman》 提 出 了 一 种 递 推 式 滤波 器 "四, 他 不 是 从 维 纳 - 何 
甫 方程 出 发 ,而 是 直接 从 信号 模型 出 发 ,用 递 推 的 办 法 或 求解 微分 方程 的 方法 来 求 最 优 线 
性 洪波 器 的 结构 和 其 中 的 参数 一 一 最 优 增益 ， 景 后 得 到 一 种 动态 跟踪 系统 。 这 种 滤波 方 
法 的 主要 特点 是 适合 用 数字 计算 机 进行 运算 ， 这 对 实时 数据 处 理 有 很 大 的 优点 。 随 著 数 
字 计 算 机 的 普及 ， 这 种 滤波 方法 得 到 了 广泛 的 应 用 。 下 面 为 了 说 明 卡 尔 曼 滤 波 方 法 与 维 
纳 - 何 十 方程 内 在 联系 ,我 们 将 从 维 纳 - 何 十 方程 出 发 来 求 出 卡尔 受 滤 波 礁 的 结构 和 最 优 
参数 的 表达 式 . 

假定 F(z) 是 待 检测 的 有 用 信号 , NCQ) 是 混和 人 的 侣 声 , 送 到 泪 波 舌 作 为 输入 的 是 观测 
值 X(Cz)， 它 满足 下 列 观 测 方 程 : 


CY mn el FON 4 NUN: (ie 
式 中 cf) ee 号 是 下 列 微 分 方程 (信号 模型 ?的 解 ， 
-人 Ri 一 apRt) + BOOW Ce), "15.11 -2) 


式 中 qa， 5b) 都 是 已 知 变 参 数 ; W(t) 和 Nb 是 数学 期 望 为 霍 的 高 斯 折 噪 声 , 它 们 上 只 有 
在 同一 上 时刻 的 信 才 相关 3 一 0 时刻 的 信号 F(0) 是 个 数学 期 望 为 零 、 I 定 的 随机 
变量 , 它 与 + 之 0 时 的 到 (), N() 都 不 相关 ;因此 
WE) = 0, NG 一 0， rmt,0) = 0%()3( — 0), 
rz 0) 一 CNEBSLE 一 o), rwntl!, 0) we rwylt) ot 一 o), 
rwn(t) = rvwlt), F(0) =0, reyx(0,1)=0, 
rew(0,1)=0, 1>0., 《15.11-3) 
从 式 (15.11-3), (15.11-1) 和 (15.11~2) 可 知 ， 
(1) 待 检测 信号 F(z) 和 观测 值 (7) 的 数学 期 望都 等 于 去， 
(2) WO), NW) 与 + 时 刻 以 前 的 信号 Fkc)， 观测 值 X(o),g 二 +r 者 不 相关 ,如 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试 用 版 本 创建 www. fi neprint, com.cn 


614 第 十 五 章 噪声 过 讶 的 设计 康 理 


rwrlr, 0o) = 0, rpxt{!, o) 号 0， rnr(#, 0) = 0, i 0) ”= |， 了 < (15.11-4) 
我 们 将 研究 线性 过 小 问题 ,假定 过 滤器 的 理想 输出 Y1(#) 起 是 被 检测 信号 本 身 


Yl2) = FC), (15.11-5) 
线性 过 滤器 输出 YQ) 与 输入 观测 信 XC2) 的 关系 是 
YO) 一 | alt, 0)Xlo) ado, (15.11-6) 
输出 了 (2) 与 理想 输出 了 (x) 之 间 的 误差 记 为 。 z 
EC2) wa VIO) — Yl) FO) — YOY), (15.11-7) 
依 上 面 所 述 ,输出 和 误差 的 数学 期 望都 等 于 零 
Y (CD 一 0， El(z) =™ 0, (15.11-8) 
我 们 知道 ， 为 了 使 输出 的 均 方 误差 FE?(#) 最 小 ,最 优 线 性 过 滤器 i 5) 必须 且 只 须 满足 


维 纳 - 何 表 方程 
ry xt1, #) az rex(t, «) 一 | hs, a)rx(a, Hdo = ryxlty ua Out. {15.11-9) 


它 在 希 尔 伯 特 空 则 中 的 几何 解释 就 是 信号 向 量 Cz) 与 观测 值 向 量 的 内 积 等 于 最 优 线 性 
过 滤器 最 优 输出 了 (2) 与 观测 值 向 量 X(w) 的 内 积 , 也 就 是 说 最 优 输出 了 (x) 是 信号 F(z) 
在 所 有 观测 值 X(x) ,0 二 所 :组 成 的 线性 子 空间 Hx 上 的 直 交 投影 ; 均 方 误差 最 小 的 输 
出 误差 (4) 就 是 由 信号 F(D 到 子 空间 的 季 线 , 它 应 与 直 交 投影 了 (2) 正 交 
rat(ts 2) oo rst, £) — relt, 1) = 0, (15.11-10) 
首先 ,对 积分 方程 (15.11~9) 的 两 边 , 对 + 求 偏 导数 ,根据 想 关 涵 数 的 定义 , 应 用 关系 
式 (15.11~1) 一 (15.11-5) 不 难得 到 对 : 的 偏 导 数 为 
9 . a 
Be ry,x(f, 4H) = EE rpx(t, #) 
w= qa(ANrex(t, #) + bli)rwx(t, #) 一 alt)rpxlt, #), (15.11~11) 


这 ha, orx(o, sae / 
rr | ee 2 0 0 rxfay te)da 十 有 trxfry ty 


ee ai IT) rx, nu)do + h(i, DLeCrexls, #) 十 rwx(#t, az)] 


2 Take 0 rx(g, Ww)ado + hl, Dele rex(t, ae)。: (15.11-12) 
当然 它们 应 该 是 相等 的 ,再 由 维 纳 - 何 十 方 程 (15.11-9) 有 
| EouG NT 2 ol, odd Oe ae 
”因为 rx(o, ww) = clo)rr(o, w)e(u) 十 ras w)， 它 不 等 于 零 , 所 以 tt 5) 要 满足 式 
(15.11-9) 必须 且 只 须 
a (Cr, a) Fs hl, cela)h(, oo) 一 
同时 ,由 式 (15.J1~6) 和 (15.11-13) 可 得 到 


Ol, D0 Ogg (15.11-13) 
和 
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a YE a) hi, oR(Ca)do ™ | Ohl, og) x (oyao + hr, eX) 
和 Or . 


f [aCAB, o) 一 号 tcCD8C a) Xo do + bes, XC) 


一 a YE) ~— At, 1) elo)YG) + hs, 1 XO) 
= al)YC) — ht, OLX) — cA VO], 


RC) = hls, 1), (15.11-14) 
为 最 优 增 认 系数 ,那么 最 优 线性 滤波 器 的 输出 就 是 下 列 方程 的 解 ， 
-人 MO TIOMOPAIOILAO, ey i, (015.11-15) 
它 的 初始 条 件 是 
Y(0) = 0, (15.11-16) 
Sl 为 了 得 到 让 该 器 的 最 优 输 出 40F i 由 式 
F(i} = p(t, 0)F(0) 十 | p(t, ee (15.1 1-17) 
其 中 p(t, 0) 是 式 (15.11-2) 的 基本 解 , 它 满足 条 件 
p(T) = al(t) p(t, 0), 
人 
pt, 0p(o, 1) 一 pl :1) -1, 四 《15.11-18》 
考虑 在 区 间 0 < "< * 中 的 维 纳 - 何 甫 方程 〈15.11-9)， 并 令 “ 趋 于 + 由 相关 函数 的 性 
质 可 以 推 知 
ry,xlt, #) = rrx(t, #) = re(i, co) 十 rFN(z， 而 
we Fit, HCH) 十 中 (0)rprw(0)t#) 十 |， Ply oO) blo) rpg, a 
= rol, u)c(n) + Plt, u)b(u)rwn lu), 
xf #) ee rxrlo, u)c{wu) 十 rxw(o, #) 
| ryr(g, ue{lw) 十 cfKa)zrpvKay， 4) 十 rnlo, «x)，, 
同时 有 


(hic, 十 页 Md 站 1 | 人 
+ hls, cyrwKa， ude 
me reslts el#) + | 全 Pe uda 


+ hl, xz)a8Ce)。 
由 式 (15.11-9), 有 


hss 1) 一 | ro eC) — rents ac + Pt wba) ralu) 
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— (he, aeCo)rrvGo as) 
二 | ras， uelu) 十 9(2， xD2Cx)rww(z) 


— | ha, eo) relo, weerCe). 


注意 到 脉冲 网 应 函数 了 (i, #) 对 第 一 个 变量 是 右 连续 的 ,而 对 第 二 个 变量 是 左 连 续 的 ,因此 
hs, D) = limhls, xz) = [rps eC + or wy Ce) ow), 


因为 
revlo, 4) = plo, 0)rer(0, #) 十 | P(g, 1B) rwut hs u)d1 


-| bo, 1)5C2)rwvC2 sd, 
4 自 0 变 化 到 ,ac 又 在 0 到 * 之 间 变 化 ;只 有 在 gc 之 # 时 rpw(t,#) 才 取 有 限 值 ,在 其 余 
情况 下 都 是 0. 当 * 从 小 于 * 而 趟 于 * 上 时、rrfcy 8) 仅 在 x 一 ! 时 不 为 堆 , 其 余 均 为 零 ， 
因此 当 w 从 小 于 * 而 趋 于 * 时 ， 


| 有 


趋 于 0。 再 则 ,由 于 r 和 (zt, 7?) = vats?) 十 raz(1, 划 ， 重 线 才 (z) 与 (1) 互 为 直 交 ， 所 以 
rip(1,!) 一 rg(1,!)， 最 后 我 们 得 出 最 优 增益 系数 的 表达 式 为 
RO = hi, 2) = [ra Del) + bl rwn(t) orn). (15.11-19) 
将 起 (和 ) 代 人 式 (15.11-15) 就 得 到 一 个 最 优 滤波 器 。 经 过 最 优 线性 过 滤 后 的 误差 是 
EC = Yt) 一 将 (站 FO) 一 多 ( 门 ， (15.11-20) 
显然 它 的 数学 期 望 为 零 由 信号 模型 式 (15.11-2) 各 最 优 过 滤器 输出 公式 (15.11~15) 可 
求 得 


一- ne 4 (8) 
本 — Ce TE + SOW CD — KOON GAD. (1511-21) 


因为 数学 期 望 为 鹤 , 所 以 最 小 方差 就 是 最 小 均 方 误差 oa 一 ralt, 1) 一 Ez)。 它 的 导 
数 是 


-一 全 EC 《+ 1) 


dz 
oe 2 {alt) — Re ] ra, 2) F260 rw8le) — 2 kG) rwa(, #). 
现在 分 别 求 rwg(t, 1) 和 rwgt{t, 1 


rwECt, 1) we PFC 下) — rwylt, 1) 


we rwelts DO) 0) + | rwlt, bP, Odo — rwelt, 0)p(t, 0) 
一 二 re go) plt, oajc(r)RCo)aa 一 [rw oplt, oR(a) da 
t jrv Op nea 
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= 六 0 和 (iDEKz) 一 站 rwnts)R(7), 
这 是 因为 rwr(t，c) 和 rws(1,0) 只 在 ov ez 时 才 取 不 为 0 的 有 限 值 ,6 为 其 它 值 时 它们 
都 等 于 零 。 类 似 可 求 得 . 
rnt 0D) = raises ) — rms = ry) 一 RD). 
这 样 最 小 均 方 误差 满 足下 列 方程 : 
三 ah) =21a00) — AO) JT + eoh (1) 


— 2 bt) rwn CR + RC)gst(z), (15.11-22) 
初始 条 件 可 根据 式 (15.11-6) 和 (15.11-20) 得 到 
oh(0) = +8(0, 0) = rr(0, 0). 《15.11-23 ) 


对 于 非 最 优 的 线性 过 滤器 ， 即 增益 系数 不 是 由 式 〈15.11-19) 确定 的 而 是 另 一 个 
Re) ， 那 么 式 (15.11-15) 输出 Y(9) 的 均 方 误差 BZC) = (0) 仍 满足 式 (15.11-22), 但 
要 用 () 来 代 痊 最 优 的 (z}， 这 样 得 到 的 均 方 误差 就 不 是 最 小 的 ,对 任何 :都 有 o() 实 
oz), 

最 优 过 滤器 的 输出 了 (Cz) 与 待 检测 信号 F(z) 之 间 的 最 小 均 方 误差 吐 ( 的 表达 式 可 
直接 将 式 (15.11-19) 代 人 (15.11-22) 并 加 以 整理 后 得 到 ， 


三- oC) = 2 [a — bl rw od) el oY) 


— oC + PL 一 rwom(D]。 (15.11-24) 

于 是 , 用 递 推 求解 微分 方程 (15.11-15) ，(15.11-19) 和 (15.11-22) 的 办 法 就 可 得 到 最 优 

3 过 滤器 的 输出 (z), 最 优 增益 系数 六 (:) 和 最 小 均 方 误差 叹 (z), 这 就 是 卡尔 曼 滞 波 方法 . 
; 可 以 把 这 种 当 波 方法 过 司 信 号 模型 ,观测 方程 画 成 如 图 15.11-1 所 示 的 方块 图 . 


I 
1 
1 
1 
】 
1 
1 
】 
1 
1 
1 
$ 
! 
! 


图 15.11-1 


上 面 我 们 假定 观测 值 XCx) 的 数学 期 望 等 于 0, 实际 上 观测 值 中 可 能 含有 非 随 机 的 时 
疝 图 数 分 量 。 例 如, 待 检 测 的 有 用 信号 Fo 满足 下 列 方程 式 : 


- F(D a)FO) + OOWE) + gl), (15.11-25) 


而 观测 方程 是 
Xi = et FC) + NG) + dO0), (15.11-26> 
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其 中 gl?) 和 dls) 都 是 给 定 的 非 随机 时 间 函 数 ,W(z) 和 NA 与 以 前 的 概 设 相同 ， 此 外 ， 
还 假定 信号 初 值 F(0) 是 个 随机 变量 ,数学 期 望 为 FC0), 方差 为 (0) = ra(0, 0), 现 
在 要 构造 一 个 最 优 的 无 偏 线 福 过 滤器 ， 使 输出 的 数学 期 望 YGz) 等 于 信号 的 数学 期 记 
i， 而 且 输 出 的 均 方 误差 最 小 ， 这 时 ,观测 值 X(z) 和 信号 FC) 的 数学 期 望都 不 等 于 


夫 , 它 们 分 别 满足 于 下 列 方程 : 
-FFG 一 <(DFCD 十 gz)， C15.11-27) 
XD) cl) FCD + dn). ~ (015.11-28) 
但 随机 过 程 [F(D 一 F()] 和 [X(Cn 一 X(CO] 的 数学 期 望都 等 于 零 , 它们 分 别 满足 于 下 
列 方程 : 


二 [FC(#) 一 FD] = a(t) [FE) — FO)] + 5 + WW (15.11-29) 


[X(z) ~ XC = cP — FOOI+NOGO,. 《15.11-30) 

在 这 里 只 要 将 待 检测 信号 改 为 【F(e 一 F(z)] ,观测 值 改 为 [Xt#) 一 X()], 问题 就 又 

可 归结 为 式 (15. 11-1) 和 (15.11-2) 了 。 引 用 前 面 的 结 吉 果 可 立即 得 到 最 优 无 偏 线性 过 过 滤 
器 的 输出 应 满足 方程 | 

元 YD) = el)Y C0) + gpg) + KOO [XO 40) — eG ], (15.11-31) 


初始 条 件 应 是 
es 一 F(0). (15.11-32) 
而 最 优 过 滤 系 数 klz) 和 最 小 均 方 误差 oj(7) 与 数学 期 望 无 关 ， 故 仍 满足 于 方程 (15 11-19) 
和 (15,11-22). 

”前 面谈 到 的 待 检测 信号 和 观测 值 都 是 一 维 的 ， 上述 讨论 很 容易 推广 到 多 维 的 情况 . 
假设 待 检测 信号 Fkza) 是 ” 维 向 晶 随 机 过 程 ， 观测 值 是 m 维 向 量 随机 过 程 , 它们 分 别 满足 
方程 式 : 


2 FO) = AOFO) + BOOW() + gl0), (15.11-33) 


XC) = CFO) + NG) 十 cd， 《15.11-34 ) 
其 中 gl 和 d() 分 别 是 二 维和 严 维 非 随机 问 量 通 数 ，4(09，B(DD，C(D 都 是 相应 阶 数 
的 非 随机 矩阵 ，WG7，NCD) 人 Pp 维和 mm 维 向 量 高 斯 白色 随机 
过 程 ,它们 的 相关 矩阵 是 。 
Rwli, ol) 一 3 多 (5 一 二 Rw{1, 0) = DVO 一 J 
Rwa(1,0) 一 RwnkODs( — 9), Rwn(#) 一 = Ryw(t)”, | 
设 1 = 0 时 (0) 是 随机 向 量 , 它 的 数学 期 望 是 F(0)， 方差 阵 为 下 (0),， FC0) 与 WC)， 
NQ) ,1 > 0 都 是 不 相关 的 ， 现 在 的 任务 是 要 构造 一 个 无 偏 的 , 均 方 误差 为 最 小 的 最 优 线 
性 过 滤器 。 无 偏 要 求 就 是 最 优 输 出 了 (z) 的 数学 期 望 与 待 检测 信号 的 数学 期 望 相等 ， 
FY) = FO), (15.11-35) 


这 时 最 优 输出 误差 庆 (z) = F(7) 一 (4) 的 数学 期 望 请 (1) 是 个 零 向 量 ,而 最 小 均 方 误差 


he st eh hdd 
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就 是 在 希 尔 伯 特 空间 H, 中 向 最 请 (?) 的 范 数 平方 最 小 , 也 就 是 方差 阵 焉 (2) 或 相关 函数 
阵 RE(4, 妨 的 迹 最 小 ， 经 过 类 似 的 推导 我 们 可 以 得 到 多 维 随 视 过 程 的 最 优 过 滤 公 式 , 即 
最 优 无 偏 线性 过 滤器 的 输 山 了 Cz) 应 满足 方程 


二 FO) = A YO) + gO0) + KOOLXG) — dG) — COOYG)], (15.11~36) 


初始 条 件 是 四 
Y(0) = FOO0), (15.11-37) 
其 中 Kt) 是 最 优 增益 矩阵 , 它 是 z x m 阶 的 且 潢 足 方程 
KG oo [DED) CT + BOORwNCO) TER OO), (15.11=38) 


2，(z) 是 均 方 误差 最 小 的 方差 阵 , 它 是 4 x x 阶 的 对 称 阵 ,并 满足 矩阵 方程 
-和 2 一 [4G0 — BU) RwnC)EN CO 12a(e) 


十 EEOL A — CIDER CRWa le) BC)] 
一 三 (7) CENy NC (1) EEC) 


+ BIOLZYO) 一 Rwan (DEN CU) Rwn Ct) 1B'() (15.11-39) 
和 初始 条 件 
32(0) 一 丈 (0) (15.11-40) 


当 待 检测 信号 和 观测 向 量 都 是 平稳 随机 过 程 , 4， B,C， 为 与 时 间 无 关 的 常 矩 阵 , 设 
观测 向 量 从 ; 一 一 co 开始 进入 过 滤器 , 这 时 K() 和 器 (?) 都 趋 于 党 矩阵 ， 用 卡尔 蓉 尖 
波 方法 所 得 的 结果 与 用 维 纳 方 法 过 证 的 结果 是 一 致 的 ， 我 们 用 第 15.6 节 中 的 例 3 来 说 
明 .， 根据 所 给 的 条 件 可 得 到 待 检测 信号 模型 和 观测 方程 分 别 是 : 


FC) mm — FC) + WE), 
t 
z XO = FO) + ND. z 
也 就 是 说 e(N 二 一 18 于 1c( 引 呈 1; WO 和 NO 是 互 不 相关 的 两 个 数学 期 望 为 
零 的 平稳 白 噪 声 , 
rt dy = ot 一 IO rx, tnts0) = NE ~ 0), 

ON) 呈 x, rwalt,0) = 0. 

根据 最 优 过 滤 公 式 可 得 出 
一 二 DTXCGD — YC 


OP TAOLAOE = oC), 


和 
si) = — 220% 一 二 AD + 
站 TH 


因为 0(1) 是 个 正 值 ， 整 个 过 滤器 是 从 : 一 一 co 时 开始 工作 的 ， 因此 二 di) = 0, 


PA 二 (二 太一 9)， 于 是 最 优 过 滤器 的 传递 函 
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数 就 是 
BO A _VI+za=-nr- 1 
:+t os 十 WII 二 (rz 十 VT 二 PKVTE 十 到 十 全 ) 
这 与 第 15.6 节 中 例 3 的 结果 是 一 致 的 。 z 
我 们 来 看 方程 (15.11-39), 当 待 检测 信号 严 (5) 是 维 向 量 随 机 过 程 时 ,方差 阵 2%C?) 
有 n X z 个 元 素 ,由 于 它 是 对 称 的 ,因此 实际 上 只 有 EAC 十 1) 个 未 知 函数 。 这 是 一 


个 非 线性 微分 方程 ,叫做 黎 卡 提 〈Ricatt) 方程 ， 要 解 这 个 方程 也 比较 困难 。 有 一 种 解 的 
方法 是 把 它 化 为 一 组 里 立 的 线性 微分 方程 ， 


GD 一 14(D 一 BCODRwN(OERPCDCCD1PCON 
十 BOOTEYO) 一 RwnCOEN (ND RWnC BZ, 
EZ = CER OC VO z 
— [4°() — C(OER CG) Rwls) Be) ZO), (15.11-41) 
其 中 了 GO 和 Zt) 都 是 n xs 阶 方 阵 , 初 始 条 件 为 
V(0) 一 23(0)，ZX(0) =E, 
在 求 出 VC) 和 2Z(#) 后 ,如 果 ZC#) 的 逆 存 在 ,那么 最 小 方差 阵 就 是 
Zr) 一 PrZTLzD) 《15.11-42 
当 # 较 大 时 解 方程 (15.11-41) 也 是 比较 麻 频 的 ， 要 用 到 数值 方法 . 对 于 从 :一 一 co 开 
始 的 平稳 随机 过 程 来 说 ,在 + 时 刻 系统 已 达到 稳 态 ，RE(:, 1) 的 导数 将 等 于 零 ， 因 此 式 
(15.11-39) 成 为 一 个 代数 黎 卡 提 方 程 . 近年 来 , 随 着 计算 技术 的 飞 路 发 展 , 大 容量 ,高速 
度 、 高 可 靠 性 的 数字 计算 机 可 以 作为 控制 系统 的 一 个 组 成 部 分 参加 工作 。 对 任何 连续 的 
待 测 信号 作 数 据 处 理 时 ， 总 要 用 采样 的 方法 把 连续 量变 成 离散 的 数列 .对 这 种 随机 量 序 
列 利用 卡尔 曼 方法 可 以 得 到 随机 序列 线性 过 滤 的 递 推 公式 ， 它 特别 便于 在 数字 计算 机 上 
计算 ,下 一 节 我 们 就 来 讨论 随机 序列 线性 过 泪 的 递 扒 方法， 


15.12 随机 序列 的 最 优 递 推 线性 过 滤 2 


假设 每 一 个 时 刻 的 观测 量 XXX 一 《Xi ，X%，,*…， Xim) 是 一 个 数学 期 望 为 零 的 六 维 
随机 列 向 量 ， 它 可 以 看 作 是 希 尔 伯 特 空间 瓦 。 中 的 一 个 元 , Hs 是 由 个 随机 变量 空间 
HH (无穷 维 希 尔 伯 特 空间 ) 组 成 的 积 空间 。 丰 个 时 刻 的 观测 量 太 , 和 ,四 是 HH。 空 
闻 中 的 包 个 元 ,也 可 以 把 它们 看 作为 一 个 维 的 随机 列 向 量 ， 

关 k = (Ri, A We XX ) (Xu, Ris 1 Nas"''s Xm Xs **"*, Xi), 

(15.12-1) 
区 是 Fis 空间 中 的 一 个 元 ,Hn 是 4 个 下 空间 的 积 空间 。 在 点 时 间 把 这 大 个 观测 量 
局 , 其 ，,… 2 凤 输入 给 过 滤器 , 这 时 过 滤器 的 输出 凑 是 一 个 4 维 随 机 列 向 量 , 它 
的 每 个 分 量 Yi 是 输入 观测 量 % 的 各 分 量 X;, 的 基 种 确定 的 线性 组 合 , 即 
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不 Ht 
Yi > > galXus 1 1,2,: 


因此 输出 天 总 可 以 写成 下 列表 达 式 : 
Y; = AX,, (15.]2-2) 
其 中 4 于 (4a) 了 12s yf 了 于 1 ,2 不， ?1,2,.…,m 是 一 个 nn XX kw 
阶 矩 阵 ， 显然, 式 (15.12-2) 所 表示 的 到 的 数学 期 望 为 零 , 可 以 把 它 看 作为 男 一 个 空间 
H, 中 的 一 个 元 , H。 是 由 # 个 名 组 成 的 积 空间 ， 矩 阵 4 就 是 一 个 由 Be 到 H, 空间 的 线 
性 算 子 . 所 有 形 如 式 (1i5.12-2) 的 过 滤器 的 输出 8 在 H, 空间 中 鬼 成 了 一 个 于 空间 Hy， 
它 的 维 数 不 大 于 nhm。 过 滤器 在 六 时 间 的 理想 输出 Yi 也 是 个 数学 期 望 为 零 的 = 维 随 
机 列 向 量 , 它 也 是 空间 五 , 中 的 一 个 元 。 六 此 ,过 滤器 在 六 时 间 的 输出 误差 是 
E=™ VY.— Y,, 《15.12-3) 
它 的 数学 期 望 也 是 零 ， 它 也 是 空间 H, 中 的 一 个 元 。 最 优 过 滤器 就 是 要 输出 的 均 方 误差 
最 小 ,也 就 是 要 忆 , 的 范 数 平方 最 小 ,那么 丰 就 必须 与 H, 的 子 空间 Hs 直 交 . 
在 ,中 屿 与 子 空间 H, 直 交 , 因 此 起 必须 和 Hy, 中 的 任何 向 量 直 交 ， 


(E,, Yi:) > (By, Yu? = 


根据 式 《15.12-2)、 存 在 这 样 的 中， 它 的 第 1 个 分 置 yu 等 于 xu 的 某 人 分量 Xir 而 世 
的 其 余 分 量 都 等 于 零 , ! 是 1 到 ”中 的 任意 数 , i 是 1 到 中 的 任意 数 ,! 是 1 到 m 中 的 
任 总 数 ， 这样 
(E,, Y.» mx (Ei;, Xi ma0 1 一 1 pi 一 上， 好: 
这 就 是 说 在 Hi 中 两 个 随机 变量 4; 和 Xi 必须 直 交 , 它们 的 相关 系数 0 “0. HH 中 
的 随机 向 量 天 与 Hs 中 的 随 宙 向 量 入 的 相关 矩阵 是 由 wm 个 相关 系数 "iizy 组 成 的 ， 
因此 它 必 须 是 零 彼 阵 
及 tk ™ 《7 站 ix 1) = 
最 优 过 滤器 在 a 时刻 的 输出 六 一 4 就 是 ,在 Hw 上 的 直 交 投影 
六 POHs) Yi 
其 中 PR》 是 向 子 空间 Hy, 的 直 交 投影 算 子 . 现在 来 求 3, 根据 式 (15.12-2) 和 
(15.12~3) 可 得 到 
E, 一 Yi 一 AX, 
对 上 述 等 式 的 两 边 分 别 求 与 XX 的 相关 阵 就 有 
0 = RE 一 Ry — AZUs 


和 
| 4 7 4 
于 是 最 优 过 滤器 的 输出 可 表达 为 ~ 
六 一 PC 一 Ry li (15.12-4) 
最 优 输 出 误差 为 | 
Es 一 PCD 一 Ya— Rr .7 (15.12-5) 


很 容易 验证 ,这样 表 达 的 直 交 投影 算 子 PLH34) 的 确 是 线性 ,和 目 伴 且 蔚 等 的 ， 
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癌 样 ,在 观测 量 这 个 普 维 随机 何 量 空间 Hs 中 也 可 以 构成 一 个 于 空间 54, Dn 中 的 任 
意 元 的 每 一 个 分 量 都 是 观测 量 总 的 各 分 量 的 某 种 线性 组 合 . 一 般 来 说 ， EE! Hm 中 zi 时 
刻 的 观测 最 由 p PE 与 于 空间 Di 不 是 直 交 的 ， 但 是 


in = 人 tt — POO) RR 一 Kit 一 Rx an Ei, (15.12-6) 
是 与 也 空间 Dx 直 交 的 ， Kn 就 是 在 Ha 中 ir 到 子 间 $x 所 以 
PD Ki -= 8. (15.12~7) 
区 4 的 每 个 分 量 与 和 的 每 个 分 量 分 别 互相 直 交 ,因此 
Rgipm™mO. (15.12-8) 


fk 了 时刻 的 过 沥 器 输入 是 观测 量 Xn 喇 《 尖 ， 瑟 1)， 过 滤器 的 输出 xn 在 空间 石 ， 
中 构成 一 个 于 空间 Hasti，Haej, 中 任意 元 的 每 一 个 分 量 分 别 是 观测 旱 关 ,2K1 pe 
的 某 种 线性 组 合 , 由 式 《15.12-6) 可 知 , 它们 也 是 乱 ，Xiri 各 分 量 的 某 种 线性 组 合 . 
样 , 子 空间 Hxs4, 可 以 分 解 为 陛 个 互相 直 交 的 子 空间 Hx; 和 HH%%, 的 直 交 和 ,Hy, ,,， ee 
和 tad 都 是 如 中 的 子 空间 ,用 Ri， 中 的 任意 元 的 每 个 分 量 是 < 各 分 量 的 茶 种 线 
性 组 合 . 因此 , 直 交 投影 算 子 有 如 下 的 关系 : 

PCEatt) 一 内 xD 十 PH n). 《15.12-9》 

和 sa 是 二 时 刻 新 增加 的 观测 基 ， 但 它 的 一 部 分 P(5 yi)Xttil 是 以 前 观测 最 0， 革 1， 

， 必 4 中 含有 的 信息 , 只 有 be 才 是 4 了 时刻 新 增加 的 信 息 , 所 忆 称 Rn 为 新 县 ， 新 
息 序列 【多 人) 就 是 观测 量 序列 { 了] 经 过 直 交 化 后 得 到 的 . 

在 下 列 随 机 序列 线性 过 证 问题 中 ， ee 人 维 随机 列 入 


量 , 它 满足 下 列 方程 : 
Fi = DA 十 GW,, R=0,1,2,..., ee 
观测 量 芭 是 数学 期 望 为 堆 的 2 维 随机 向 量 , 它 满足 方程 
XK; = CF MN, k= 0,1,2,.., (15.12-11》 
其 中 Wi, 和 NV 分 别 是 了 维 ,m 维 的 白色 高 斯 随机 序列 ,数学 期 望 为 零 , 它 们 之 间 互 不 相关 ， 
即 可 
Wo0, Rwew, = Bhiduy 4 =— GE ” 
Ni = 0,Ryin; — ENidr, RWin; = 0, ee 
=0,1,2,.., j=0,1;2,...， (15.12-12) 


ima Gi， C4 分 别 是 相应 阶 的 非 随机 矩阵。 设 时刻 和 信 号 初 值 如 的 数学 期 望 为 备 ， 
方 关 是 ZF。， 它 与 Wi, NM 都 不 相关 . VW 


Fu=0, Rew,— 0, RN 一 0 k= 0,1,2,..., 《15.12-13y》 
设 过 滤器 的 理想 输出 是 待 检 测 信 号 本 身 , 即 
JW 一， 大 一 0,1,2，…， 《15.12-14》 


过 滤器 在 4 时刻 的 输出 芭 是 输入 的 观测 量 区 ， 态 ，………， 次 各 分 最 的 线性 函数 ,现在 要 
找 一 个 输出 均 方 误差 最 小 的 最 优 线 性 过 滤器 ， 

从 方程 《15.12-10) 一 (15， 414) 有 可 以 立即 得 出 待 检测 信号 Fe 和 观测 量 六 Si ti 
时 刻 以 后 的 Wi, NV 都 不 相关 ; 
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RF,Ww; “= 0O, 1 之 色 ; Rxrw; 0 0， i 实 ， 
Rxini™ 0 jkRFN = 0 


k= 0,1,2,.…, j=10,1,2, (15.12-15) 

从 前 面 已 知 ,最 优 过 滤器 在 划 r 时 区分 i 
Yi = PCH Fi, (15.12-16) 

Y, 一 PCB J)Fin. (15.12-17》 


根据 式 (15.12-9)，Ftn 在 子 空间 Hy,, 上 的 直 交 投影 等 于 Ps 分 别 在 子 空间 Hu 和 
Hs, 上 直 交 投影 之 和 ( 见 图 15.12-1)，。 
PCHyi,,) pa 站 PCHy )Fir > PE8 Fi (15. 12- 18) 
上 式 中 第 一 项 是 到 ni 在 子 空间 Hx 上 的 十 交 投影 ， 由 式 (15. Ws (15.12-15) 和 
《15.12-16) 就 得 到 
PAHiOF 一 PC OO Barua 十 GW,) 


= BeraP (HPF 十 PAH GW = Berna Pi. + (15.12-19) 
Fn 到 于 空间 Hs 的 垂 线 记 以 ms 由 式 《15.12-10)，(15.12-3) 和 《15.12-19) 可 迟 
得 到 
Fin -= Fin— PHOF 一 种 HUA 一 YY,) t+ GW = Drnake 十 GriW. 
(15.12-20》 
H 空间 
H, 空间 


Hx 子 空间 Yr 
| . 和 1 子 空间 
pLH,) Fe 


和 空间 


PIH )Fr, 
四 POIX,) Pas 
总 , 子 空间 

图 15.12-1 


显然 , in 在 子 空间 Hg;,, 上 的 投影 就 等 于 Fa 在 子 空间 H%,,, 上 的 投影 
P(Hg Fin = PCHS LF — POHy) Fh] = PCHEN Fn, (15.12-21) 
由 式 (15.12~20) 可 得 出 户 i; 的 方差 阵 为 
EL, = WetnaTEDEELA 十 CAE 和 AGE , L1512-22) 
其 中 22, 是 t 时 刻 最 优 输出 误差 的 方差 阵 . | 
由 式 (15.12-5)，《15.1--11), 《15.12-15) 和 (15.12~“20). 可 以 得 到 新 息 下 的 表达 
二 
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Cis = Ken — PD) Rint — Kat — PD) CenFin — PY) Ne 
= Kiri O— CinP He) Firs = Ki 一 CI 和 Hi ns (15.12-23) 


或 
= Con 有 十 CnGU t+ Nn = CanFi, + Nn (15.12-24) 
现在 来 计算 式 《15.12-18) 中 右边 的 第 二 个 分 量 ， 根 据 式 〈15.12-~4) 中 直 交 投影 算 地 
了 (Hy,) 的 表达 形式 可 以 得 到 
P(Hgn 1 Fra 民 五 元) Fi su Re XA 
根据 式 (15.12-20), 《15.12-15) 和 总 € Hi, 所 以 得 到 


REitoNkt 一 出 HH 有 RUN 一 下 HR 十 GERwENKt = 0， 


= 和 
bP 大 十 1 


因此 
RF Xan 一 2 Chr REFLNk ™ BEAn CLs (15.12-25) 
Eg, 一 CenZprr Ch 十 Zi 十 CanRErrveNits + RykaFktiCktt 
= Cnr Ci tt ENir,. (15.12-26) 
我 们 把 Re gt 有， 岂 做 最 优 线 性 过 滤 的 增益 阵 , 记 以 下 x 它 是 一 个 a X 玫 阶 矩阵 ， 
Kin 一 RpinRin TR 一 TECIACCAAT ER CE t+ Zhir) 【〔〈15.12-27) 
Kit 的 几何 意义 就 是 Fiys (或 .所 1) 在 子 空间 HX 上 的 直 交 投影 的 系数 阵 ， 于是， 
zit1 时 刻 最 优 线性 过 渡 的 输出 Pc 就 可 以 由 坟 时 刻 的 输出 递 准 得 到 : 
Vn = Pit, 六 二 Kini[ Xn 一 Ctr PP]. (15.12-28) 
如 果 取 信号 初 值 的 数学 期 望 甩 作为 最 优 输出 的 初 值 充 ; 那么 六 :的 数学 期 望 和 天 aa 的 
数学 期 望 同样 都 是 零 ,所 以 是 无 仿 的 ， 
为 了 完成 递 推 计算 ， 还 需要 知道 最 优 输 出 误差 的 差 阵 BE 的 递 推 公式 . 由 式 
‘(15.12-10), (15.12-11) 和 (15. 12~28) 得 到 
En = Fin— Yinm(E— KinCuDl nn, Es + GWil 一 天 FU 
一 《五 一 KANCAD 下 aa — KirtNan, (152-290) 
因此 
ERE, ee (E -3 KinCAr EFCE = KrCAt)® J KrSNA, k+l 《15.12 -30 ) 
其 中 五 为 单位 矩阵 ,将 而 的 方差 阵 2 和 ,作为 输出 误差 方差 阵 的 初 信 32,， 最 小 的 均 方 误 
差 就 是 方差 阵 32, 的 迹 . 
如 果 天 ta 不 取 式 《15.12~27) 中 计算 出 来 的 值 ,那么 由 式 (15.12-28) 得 出 的 输出 天 
就 不 是 最 优 的 ,由 式 (15.12-30) 得 出 的 输出 误差 方差 阵 王 , 也 不 是 最 优 的 , 故 区 (EN 之 
tr( RN)。 
把 上 面倒 述 的 递 推 计 算 公 式 综 合 起 来 可 以 建立 下 页 的 计算 流程 图 . 
这 样 ， 在 已 给 定 的 信号 模 卉 和 观测 量 模型 特性 inx，Gix，Ck 和 多， 全 的 统计 特性 
ZW 2 的 条 件 下 , 由 初始 条 件 高 3 和 和 观测 值 的 基 个 现实 xx, 不 一 0, 1, 2,… 就 可 
以 递 推 计算 出 最 优 线性 过 滤 的 增益 阵 KR， 最 优 输 出 的 某 个 现实 不, 8 一 0, 1,2,"… 和 
最 优 输 出 误差 的 方差 了 2,。 邵 果 只 对 输出 误差 的 方差 感 兴趣 ， 那 可 以 不 必 计 算 增 益 阵 和 
最 优 输 出 ,这 时 玖 ;,, 也 可 以 不 必 有 从 天 th 算出， 招式 (15.12-27) 代 人 (15.12-30) 就 得 到 
3 3 一 Sh CUICCEHEEA CH Shr) CenZErr. (15.12-31) 
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} 
第 -- 沙 趟 (15.12-22? 


六 a 2 
a 一 ett,# a Br 十 CA 和 ri Gh 


初 值 Z 一 2 ~ 
二 一 


号 天 二 1 
+ 


第 二 步 式 (15.12-27》 


2 2 ” 
Ki = a Cn(CauTE,,, Cis + Zr ' 
一 一 = 
+ 上 一 大 十 1 


Z2, -和 
Ne 


初 值 襄 - Fr 
输 人 (观测 刀 》X% 一 


第 三 步 式 (15,12-28) 
i = 赴 名 1 有 * KatCARitr 一 CF 人 Bt 六 ) 


-输出 所 


第 四 步 式 (35 .12-30》 
1, | 工 : 


= (EFE— Kirit 工 3 EE KirC . 
Nk E+ C 点 十 + Frwy PR 和 十 二 于 1 
AL “二 


| 


图 15,12-2 


一 一 


内 用 式 (15.12-22) 和 (15.12~31) 就 可 直接 递 推 算出 最 优 输 出 误差 的 方差 阵 ， 问 样 , 式 
(15.11-30) 也 可 写成 另 一 种 形式 

ER， (E — KinCit) SFr a 《15.12-32) 

最 优 线 性 递 推 过 滤器 的 结构 可 以 用 图 15.12-3 来 表示 , 它 与 信号 模型 有 很 密切 的 关 


15.12-3 


正 因为 理想 输出 ( 即 待 检测 信号 ) 有 它 的 规律 狂 ， 根 据 前 一 时刻 的 值 可 以 大 概 估计 现 
时 值 ， 所 以 过 滤器 的 实际 输出 也 应 遵循 此 规律 .但 是 还 知道 与 待 测 信号 现时 值 有 关系 的 
观测 值 ， 这 样 可 必 根 据 现时 的 观测 值 对 实际 输出 进行 修正 ， 而 现时 观测 信 中 的 一 部 分 与 
以 前 的 观测 值 有 关 ， 因 此 只 需 用 现时 观测 值 中 的 新 息 部 分 来 修正 实际 输出 ， 这 相当 于 一 
个 反馈 控制 系统 ， 只 要 选择 合适 的 增益 阵 就 能 使 输出 的 均 方 误差 最 小 。 如 果 信 和 号 是 白色 
的 ,玩法 根据 前 一 时 刻 的 值 来 估计 现时 值 ,那么 过 滤器 只 能 根据 现时 观测 值 来 估计 现时 信 
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号 值 ， 如 果 在 观测 值 中 噪声 Nk 占 了 很 大 比重 ,那么 增益 阵 Kx 就 “很 小 >, 过 滤器 基本 上 根 
据 信号 的 规律 性 由 前 一 时 刻 的 输出 值 来 推算 现时 的 输出 值 。 , 
从 这 个 最 优 递 推 线性 过 滤器 出 发 ， 现在 已 有 了 许多 推广 ， 我 们 在 这 里 只 所 还 几 种 情 
况 ,其它 情况 可 以 参看 文献 [21, 25 ]. 
第 一 种 情况 : 如 果 信 号 和 观测 量 随 机 向 量 的 数学 期 望 不 是 零 ， 或 者 含有 非 随机 的 分 
景 ,我 们 都 可 以 把 它 归 结 为 含有 非 随机 的 分 量 。 这 时 信号 和 观测 值 可 表示 为 
Fi = BrrvaF 十 Vu + GAW, (15.12-33) 
Ki CF t+ dit NN,, {15.12—34) 
其 中 ,dd 分 别 是 7 维 ,m 维 非 随机 的 向 量 序列 , 亚 4 为 x x + 阶 朱 阵 ， 信 号 初 值 所 的 效 
学 期 望 可 能 不 是 零 ， 其 它 祁 和 以 前 的 假设 一 样 ' 这 时 ， 信 号 和 现 测量 的 区 学 期 望都 不 等 


于 零 ， 
Fin= Bek + i, (15.12~35) 
X= CF+ dd. 四 (15.12-36) 
为 了 保证 输出 的 无 偏 姓 ,要 求 | 
六 一 天、 (15.12-37) 


这 时 Fi 一,， 一 XX 的 数学 期 望都 是 零 , 它们 满足 于 式 《15.12-10) 和 (15.12-11)， 
我 们 可 以 得 到 Fn 和 有 的 最 优 输出 ,再 考虑 到 式 (15.12-35) 一 (15. ed 就 可 以 得 
出 fit 时 刻 的 最 优 输出 : 
Fn a "Pir, Sg 本 + Kirt( Ket - “dn -> CiriDint, ,六 一 — Chr ), 
| {15.12— -38 


初 值 是 一 下 0， 而 DEE, Kr, ZEkrs 的 计算 部 和 数学 期 望 无 关 ， 所 以 式 (15.12~22)， 
《15.12-27) 和 (15.12~30) 仍 有 效 ， 
第 二 种 情况 : 在 信号 和 输入 模型 式 (15.12-10) 和 《15.12-11) 中 ,信号 F 和 噪声 NN, 
相关 | 
“(1) 如 果 
RwiNir, 一 RnB (15.12-39) 
PB 公 FF 和 Ns 只 在 同 -- 时 刻 才 相 关 ， 这 时 求 加 44 的 式 (15.12-27) 和 求 2k,,, 的 式 
《15.12-22) 都 不 变 ,而 求 Ki 的 式 (15.12-27) 就 应 改 为 
Kirt 一 (Sh Chn 十 GiRww) | 
xX [Ch Ci 二 24， + CrmGrRwm + RsaGE Ci "7 Gs 12-40) 
求 也 Bi 的 式 (15.12-30) 应 改 为 
BE = (5 Krr Caer) EE (CE — KinCen)’ 十 KiriZNrr Ke 
人 一 关 tHCkHDGARwNAKRH — KinRiyw Gi (I 一 KinCiry)". 


《15.12-417 
《2) 如 果 
Rwin; ™ Rwwnidkis 《15.12-42 > 
这 时 , 求 最 优 递 推 输出 忘 。 的 式 (15.12-28) 应 收 为 
Fn = PCHy Fn + Kinl Krn 一 CrirP Hy En), 《15.12-43 ) 
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PCH)D Fn = Dk 十 ee ep (15.12- 44) 
求 8¥,,, 的 式 (15.12-22) 应 改 为 
ER 一 《用 一 GARWNAER) BEA PE 一 CARWNE EW)” 
+ GEWiGE 一 GARWwNAZN RWNEGE , 《15.12-45》 
而 求 Ki 的 式 (15.12-27) 和 求 2,,, 的 式 (15.12-30) 都 不 变 . 

显然, 在 这 两 种 情况 中 如 果 Rww; = 0, 即 全 序列 和 序列 根本 不 相关 ， 那么 最 
优 线性 递 推 公式 就 是 式 (15.12-22)，(15.12~27)，(15.12-28) 和 (15.12-30)， 当 ni 一 
A 一 0 时 ， 随 机 序列 就 趋 于 随机 过 程 ， 这 两 种 情况 的 过 滤 公 式 都 趋 于 第 15.11 节 中 的 式 
(15.11-15), (15.11-19) 和 (15.11-22), 

第 三 种 情况 为 有 色 躁 声 问题 . 如 果 信号 模型 式 《15.1:-10) 中 贿 机 序列 Wi 不 是 白 
色 的 , 它 有 某 种 不 均匀 的 谱 密度 , 那么 可 以 把 它 看 成 是 良 色 随机 序列 W 作用 于 某 一 线性 
成 型 滤波 器 后 的 输出 序列 

Win = BinaWi + Vi, (15.12-46) 
其 中 风 与 是 互 不 相关 的 随 抽 序列 ,把 式 (15.12-46) 与 《15. 12-10) 结合 ;来 ， 可 以 
构成 一 个 新 的 信号 模型 ; 


四 用 加 人 | (w) 十 (7°) Vi, (15.12-47) 
其 中 王 是 单位 矩阵 而 观测 模型 为 
到 一 (ceo (yy 站) 二 人 (5.12-48) 


这 样 就 可 以 按照 白 随机 序列 的 情况 去 进行 过 滤 ， 这 种 方法 的 缺点 是 新 信号 的 维 数 扩大 
了 ,增加 了 计算 量 ,而 我 们 要 求 的 输出 只 和 新 信号 中 部 分 分 量 有 关 ， 

对 于 观测 模型 中 的 随机 序列 Ni 是 有 色 噪 声 的 情况 , 也 可 以 用 扩大 信号 维 数 的 方法 。 
但 这 种 新 的 观测 模型 中 没有 新 的 白 噪 声 , 这 在 计算 中 可 能 会 碰 到 不 可 逆 矩 阵 的 求 逆 问 题 ， 
使 计算 难于 继续 进行 . 处 理 输入 模型 中 有 色 随机 除 声 的 问题 还 有 一 些 方法 ”， 我 们 在 这 
里 就 不 再 一 一 列举 了 . 

第 四 种 情况 为 预测 过 滤 问 题 ， 如 果 过 滤器 在 六 时刻 的 理想 输出 不 是 # 时 刻 的 信号 
所 ,而 是 tw 时 刻 的 信号 Fy，! > 0， 丽 过 站 器 的 输入 仍 是 4 以 及 以 前 时 刻 的 观测 值 
六 生生， 这 就 是 预测 过 滤 问 题 ， 由 于 信号 模型 式 (15.12-10) 中 的 8Bksuk 有 这 桩 


的 狂 质 : 
台中 “a Dir, | 《15.12-49 ) 
中心 一 已 ， (15.12~50) 
因此 
Fin = Br 十 DG + + Bra Wi 
十 GT (15.12-51) 
最 优 预测 过 凋 问 在 tx 时 刻 的 输出 是 


PC 了 PCOHr Fi 
一 化 kkP CHx)F, 大 十 Brrr (H #A) GW 下 
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十 民 本 osJGhh-IW rr-1 (15.12-52) 
由 式 (15.12-15) 知 , Wi 之 的 各 分 量 与 各, 入,"… ,XN 的 各 分 量 ( 即 关 的 各 分 量 ) 
互相 直 交 , 因此 上 上 式 中 POHyDGiW 开 0,… ,PCHy0)G4#i-A1Wi#t-t 一 0, 最 优 输出 是 
PURE 一 BreraP Ha Fr, | (15.12-53) 
最 优 预测 过 证 性 在 术 时 刻 的 输出 误差 是 ; 
Fin — PHxO)RFt = Drink DrmnGr Wi T+ GriW rs 


它 的 方差 阵 是 “ 
EY FEF PRD 一 人 十 Dna GE Dt tt 
十 艰 K-T 十 GAZ PR 
下 (15.12-54) 
其 中 语 是 最 优 线 性 过 让 器 在 4 时 刻 的 输出 误差 ，3%, 是 最 优 线性 过 滤器 输出 误差 的 方 


差 阵 ， 
同样 可 以 用 这 种 基本 方法 去 解决 各 种 最 优 线性 平滑 问题 


15.13” 递 推 过 滤 的 渐 近 特性 和 误差 分 析 四 


”现在 我 们 来 对 最 优 线性 递 推 过 滤 作 进一步 的 分 析 。 已 经 知道 ,在 作 递 推 计算 时 ,需要 
知道 信号 在 初始 时 刻 的 绕 计 特性 (数学 期 望 和 方差 )。 如 果 我 们 不 能 确切 知道 这 些 统计 特 
性 ,甚至 完全 不 知道 ,那么 在 取 初 值 时 就 会 有 一 定 的 误差 ,甚至 是 随机 地 选取 ， 最 优 输 出 ， 
输出 误差 的 方差 阵 和 最 优 增 益 阵 都 是 从 选 定 的 初 值 开始 递 推 计算 的 ， 那 么 这 对 过 泪 有 些 


什么 影响 ? 
过 滤器 的 最 优 输出 可 以 写 为 
Ta (EE 一 KinCir Dn, ev 十 Kir (15.13-1) 
当 输 入 的 一 个 现实 x 时 间 序 列 加 到 已 设计 好 的 最 优 过 滤器 后 ， 就 可 以 得 到 输出 的 一 个 现 
实 yin 的 时 | 则 序列 ， 
yi (EO— KirCRHt) DERRY 十 Kr, (15.13-2) 


这 是 一 个 变 系 数 线性 差分 方程 。 我 们 知道 : 
(1) 如 果 对 任何 非 负 的 整数 M ,和 矩阵 ITc 一 天 kNCkH)gHu 的 范 数 ?都 小 王 某 


个 常数 , 那 么 过 这 器 对 初始 值 来 说 是 稳定 的 ， 也 就 是 只 要 过 滤器 的 两 个 初 人 3m 的 差 充分 
地 小 ， 那么 由 这 两 个 急 但 开始 计算 的 两 个 输出 的 差 也 是 小 的 ， 


” (2) 如 果 I (BE 一 KitiChtD@isrk 矩阵 的 范 数 在 M 增 长 时 趋 于 零 ,那么 此 过 滤器 
对 初 值 是 浙 近 稳定 的 ,也 就 是 无 论 输出 的 初 什 六 怎么 取 , 只 要 不 充分 大 后 答 出 ye 都 趋 于 
同一 个 解 / 

(3) 如 果 对 所 有 的 非 负 整数 M 之 之 0, 甜 阵 ][ (E 一 KinCe)9in 的 范 数 
r=0 


1) Xm 阶 和 矩阵 4 的 范 数 |4| 定 义 为 | 4 = td 人 D= 力 加 


ml jm™l 
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小 于 指数 序列 ce, c1, cz 都 是 大 于 零 的 常数 ,那么 此 过 庵 器 是 一 致 渐 近 稳 定 的 , 也 
就 是 除了 对 初 值 渐 近 稳 定 外 , 只 要 输入 序列 xx 是 有 界 的 , 那么 输出 序列 yx 也 是 有 界 的 . 
在 用 数字 机 计算 时 ,如 果 输 入 数据 的 字 长 是 有 界 的 ,就 总 可 以 选 定 机 器 的 字 长 使 输出 数据 
在 任何 时 刻 都 不 溢出 ， 
为 了 说 明 什么 样 的 信号 和 观测 模型 对 应 的 最 优 线 性 递 推 过 滤器 是 一 致 浙 近 稳定 的 ， 
我 们 先 介绍 ` 一致 完全 能 控制 和 一 致 完全 能 观测 ?这 两 个 概念 . 假定 信号 和 输入 模型 仍 
满足 式 《15.12-10)- 一 -(15.12~15)， 如果 存在 某 个 正 整数 .N, 使 得 能 深 和 矩阵 C(4 一 十 1， 
&) 是 正定 的 , 邯 
Ch IV 天) — > DGSZb ,CID > 0， (15.13-3) 


i =R—-N+1 


那么 信号 和 观测 模型 式 (15.12-10) 和 (15.12-11) 叫做 在 六 时 刻 完全 能 控 的 。 能 控 算 阵 
C(t 一 N 十 1 有) 与 六 有 关 。 如 果 存在 正 整数 W, 使 对 所 有 的 之 N, 矩阵 CCk 一 NN 十 
1,) 有 一 至 的 上 下 界 
acE CRN+t1,A EERE, ac>0, pe>0, (15.13-4) 
其 中 EE 是 单位 矩阵 ,那么 信号 和 观测 模型 式 (15.12-10) 和 (15.12-11) 叫做 一 元 完 全 能 控 
的 ， 如 果 存 在 正 整 数 N ,使 得 能 观测 矩阵 OCX 一 N 十 1, 正定 , 即 
OR—N+1, kK) = y， CT EN CD > 0， 《15.13-5) 
F =K 一 让 +1I 
那么 信号 和 观测 模型 式 (15.12-10) 和 (15.12-11) 叫做 在 4 时刻 完 全 能 观测 的 。 如果 存 
在 正 整 数 NN, 使 对 所 有 的 之 N, 矩阵 0(f 一 N 十 1, 人 ) 有 一 致 的 上 下 界 : 
aoF OR—N+t1i, PE, o>0,， 记 之 0， (15.13-6) 
那么 信号 和 观 调 模 型 式 (15.12-10) 和 (15.12-11) 叫做 一 致 完全 能 观测 的 . 
我 们 可 以 看 出 ， 当 3; _,，28; 是 单位 矩阵 下 时 ,能 控 抵 阵 C 和 能 观测 矩阵 0 就 相当 
于 Wi 一 9, NN 一 0, 并 且 F, XX 是非 隐 机 序列 所, x 对 的 线性 离散 系统 的 能 控 和 矩阵 和 
能 观测 矩阵 ， 这 里 的 “能 控 ” 和 “能 观测 ”概念 有 它 自己 的 物理 意义 。 由 信和 号 模型 式 
(15.12-10) 可 知 ,在 坟 时 刻 的 信号 可 以 表达 为 


FF Dini-y 十 > DAG;-1 Fe (15.13-7?) 
. i =%—-N—1 ' 
因此 天 一 B44-wF4-w 的 方差 阵 就 是 


, 、 
Dns nr > >) DCEW GD, — CCK NT 1, )， 


i 二 和 一 N 一 1 
能 控 和 矩阵 CCt 一 N 十 1,)》 的 正定 性 说 明 在 -wn 时 刻 信号 是 所 -x， 时 刻 信号 是 后 
的 概率 是 正 的 ,是 可 能 的 . 如 果 能 观测 矩阵 0( 一 NN 十 1, 4) 正定 ,那么 它 的 逆 存 在 , 取 
反 的 估计 依 8 为 
到 一 0 一 十 1 yy PTCIER 和， (15.13-8) 


我 们 就 可 以 只 用 NN 个 时 刻 的 观测 值 关 -wn9，。*"…， 演 ( 来 估计 天 这 样 的 估计 是 无 篇 的 ， 
了 eo 表 ;0, 但 它 一 般 不 是 最 优 的 ， | 
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如 果 信 六 村 型 是 到 完全 能 拉 和 一 到 完全 能 ,那么 可 以 证 明 下 列 事 
字 ; 
《1) 最 优 递 推 线 狂 过 小 的 输出 误差 的 方差 阵 当 全 仿 2N 时 有 上 下 界 : 


00 
i 


其 中 是 所 和 的 维 数 ， 
(2) es (15. 13-2) 是 -或 浙 近 稳定 的 ， 即 


TIcz - KarC et) Drryn 之 CC Ss M 之 L > 0 ， [ap > 0 ， cl > 0 


= 上 


(3) . 当 过 钼 时 间 充 分 长 后 ， 最 优 输出 六 将 不 依赖 于 初 信 遍 的 选取 , 最 优 输出 误 状 
药方 差 阵 3 也 不 依赖 于 初始 方差 阵 38 的 选取 ， 这 里 需要 说 明 一 下 , 一 致 完全 能 控 和 
一 致 完全 能 观测 是 一 致 渐 近 稳定 各 误差 方差 中 有 十 下 界 的 充分 条 件 ， 如 果 不 满足 一 致 完 
全 能 控 和 一 致 完 全 能 观测 的 某 些 条 件 ,误差 的 方差 阵 仍 可 能 存 界 或 一 致 浙 近 稳定 . 

。 如 果 信 号 和 输入 模型 是 线性 常 系数 的 ,白色 噪声 序列 Mu 和 WW 是 平稳 的 , 那么 经 过 
充分 长 时 刻 后 信号 和 输入 都 近 于 平稳 随机 序列 .对 这 种 情况 ， 一 致 完 全 能 控 与 完全 能 控 
是 一 样 的 ,一 致 完全 能 观测 与 完全 能 观测 是 一 样 的 . 当 328 > 0 和 329 >4 时 ,它们 的 充 


分 必要 条 件 分 别 是 z 
5 PIGG'(E)Y: > 10, (15.13-9) 
L=0 | 
5 (Di):C: ‘CoO! > 0， (15.13-10) 


L=9 


它们 都 与 3 和 2 的 具体 值 无 关 , 这 与 非 随机 的 线性 常 系数 离散 系统 的 完全 能 控 、 完 全 
能 观测 的 竹 能 类 似 。 我 们 还 可 以 证 明 : 对 完全 能 控 和 完全 能 观测 的 线性 常 系数 系统 ， 不 
管 取 怎 样 的 初 值 , 当时 间 充 分 长 后 , 它 的 输出 误差 的 方差 阵 趋 于 一 个 唯一 确定 的 矩阵 , 同 
时 它 的 最 优 增益 阵 也 趋 于 一 个 确定 的 矩阵 ,这 时 过 滤 达 到 稳 态 ， 
上 面 考 虑 初 值 对 过 滤 结 果 的 影响 是 假设 信号 和 观测 模型 都 是 准确 的 ， 实际 上 ， 经 党 
发 生 这 样 的 情况 : 按理 论 上 说 ,最 优 过 滤器 是 稳定 的 ,可 以 算出 有 界 的 最 优 输出 值 和 输出 
的 方差 阵 ; 但 是 尖 这 种 理论 上 计算 出 来 的 最 优 过 滤器 加 上 观测 值 后 ,实际 上 得 到 的 滤波 器 
输出 和 输出 误差 的 方差 阵 与 理论 上 相差 很 远 , 甚 至 输出 误差 的 方差 会 趋 于 无 穷 大 ,这 样 的 
过 滤器 就 根本 失去 了 作用 ， 这 称 作 发 散 现象 .滤波 “发 散 ” 的 主要 原因 有 下 列 几 个 方面 ; 
(1) 由 于 对 物理 问题 了 解 不 够 或 在 简化 数学 模型 对 造成 信号 和 观测 模型 不 准确 . (2) 对 
信号 和 噪声 的 统计 特性 取得 不 合适 ，(3》 由 于 在 数字 计算 中 , 受 有 穷 字 长 的 限制 ,计算 的 
近似 而 引起 的 ， 特 别 是 方差 项 或 均 方 项 逐 汤 失去 正定 和 对 称 性 对 使 真实 值 和 理论 值 的 莽 
别 愈 来 愈 大 ， 下 面 我 们 就 模型 不 准 和 统计 特性 不 准 来 进行 分 析 . 
假设 ,真实 的 信号 和 观测 模型 是 
Fn= Bint tt wt Wi, (15.13-11) 
X= CF dt N,, {15.12-12) 
其 中 证 ，A 是 互 不 相关 的 数学 期 望 是 零 的 白色 随机 序列 ， 它 们 的 方差 阵 分 别 是 Zi ， 
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54; zk， dd 是 非 随机 的 时 间 序 列 ; 信 号 初 值 与 到 ，Ax 都 不 相关 ， 伍 是 在 我 们 计算 时 却 
采取 另外 的 信 号 和 观测 模型 

FoouuFt ra tWe, (15.13-13) 

Ni—= CrFt+drti+N, (15.13-14) 

其 中 符号 的 意义 与 上 面相 同 但 数值 不 同 ,加 上 右上 角 注 “** 以 示 区 别 .根据 式 (15.13-13) 

和 (15.13-14) 得 到 的 最 优 线 性 递 推 公 公式 为 
Yi = Dh, er 十 ur 十 Ker Kir 一 dr ~ CR+IDR+L, i — Cennk)y (15.13~15) 
Kitl = (Dk+1, 42 Ef DTLk 十 Birt) CHE CR 古本 开放 DR CRTL 


+ Cin2y CR 十 EN), {15.13-16) 
BELL, a (EC— — gt) (DharTh,0t + 十 ZE 一 开关 ICk+1) + 开导 全 和 人 天 KE1 
= (E ~— KiCHD GL, 人 DL ‘+ Zt), | (15.13-17) 


初 值 宾 一 到， 下 * 一 3, 它 的 渐 近 特性 已 在 前 面 分 析 过 .因为 了 # 是 无 偏 的 ,因此 
局 一 0， 方差 阵 2 就 是 均 方 误差 阵 ErEx.. 而 现在 真实 的 误差 是 
Ei=fF,— 
= (E— KEKCADE A Erit (EC— Kt CO ADF 一 天 ACE 
+ (E— KC)AuA + (E ~ KXCI) Wi — KIN, 一 天 Ad (15.13-18) 


其 中 


让 JW 


AD Pott — Drs 人 CA 一 Che CE, A 一 Rt 一 Bl 
Adi 1 = di — di, {15.13-19} 

它 与 式 〈15.13-11) 一 起 组 成 递 推 关系 式 , 初 值 5 一 一 成 ，E 的 数学 期 望 就 往往 不 
等 于 零 了 ,那么 均 方 误差 阵 是 
EE —(E— KCOLOE EE Dai ADoraFeF ABR 

+ Aux Aant + Ei, + DEE FAADL 

十 ABra-iFenEr Dir 十 DEE riAm + Aur-! ED 

十 AD, tiFrAus _t 十 Am_iFE_IAGKET] (已 一 KEC#) 

十 KX(ACIFFIACE 十 Zh, + AdiAdi 十 ACrF Ad: 

+ AdiF: AC' Kr ~ (E — KECALOF BeaAFEACE 

+ ADi tiF FE ACE + A FUACE + Bly AC + 十 Ag LA 

十 BenEnAd ]KX'—K* [ACAFiEL 0 Tt 上 ACAFAF EAGE A 

+ ACAPiAu a + ACt3， + AdiBl Ot + AdiFL -ABA] 


(五 — K*C*):, (15.13-20) 
其 中 
FF: = PB,, Ny £1 十 1 二 SW + 0 et ia | 
十 a FD, tls (15.13-21) 
EF = EF Di 十 Ea, (15.13-22) 
EF = (E — KECIIOtL EF + AD 十 Am- 十 el 
— KIACiFF + AdiFi], (15.13-23) 
FF = FF DA + Fear, (15.13-24) 
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Ei 一 《五 一 KECITDE ER 十 ADrtF i 十 Ar-ij] 


— KTACAF, + Adi], (15.13-25) 
Fi = BertF i 十 ws (15.13-26) 
而 初 依 

EE; = (Fo— Fe) (而 一 到 ) AP AF:, (15.13-27) 
FuFy = Fo. Fi 3s,, (15.13-28) 
EF: = 57, + AF,: 万 ， (15.13-29) 
EAR Fx*. (15.13~30) 

现在 来 讨论 几 种 情况 


(1) Di Crs Us dr 都 准确 无 误 若 ,只 是 2 入 ,，Z 和 NN 和 初 值 有 误差 .这 时 
E, = (E — KCO)@, Et + (E — KC) Wi — KEN, (5.13-31) 
EE = (E 一 天 二 Cr) [iriE Er Bi + SWE — KECO)' + KENKX, 
、 (15.13~32) 
把 式 (15.13-32) 与 (15.13-17) 相 比 较 ， 可 得 出 结论 : 只 要 计算 时 模型 式 《15.13-13) 和 
《15.13-14) 的 3%,，ZNt 和 初 值 ZF* 分 别 大 于 或 等 于 真实 的 Z 和 yi_,，Z 和 4 和 初 值 
局 ES ,那么 对 所 有 时 刻 Ai 按 模 型 式 (15.13-13) 和 (15.13-14) 计算 出 来 的 了 1 EE 
永远 大 于 或 等 于 真实 的 均 方 误差 阵 EE;。 另 外, 如 果 模 型 式 (15.13~13) 和 (15.13~14) 
是 一 致 完全 能 控 和 一 致 完全 能 观测 的 ， 那么 真实 的 均 方 误差 阵 是 有 界 的 。 不 发 生发 散 现 
象 ， 
(2) 8 和 Cx 都 准确 而 -i 和 号 不 准确 ,这 是 由 于 某 些 模 型 中 含有 不 准 欧 的 参 
数 或 非 线性 系统 线性 化 后 引起 的 ， 这 时 
E; 一 〔( 一 天 CH)[ 和 CI 瑟 十 At- 十 Wii] — KECN, + Ad)，(〔〈15.13-33) 
EkEi=(E— 下 二 CA 并 [全 tbaElD, ‘1 二 Am iAall t+ Zi., 
+ BE An t+ AaraE DE 一 类 Cj 
+ KZ 十 Ad-iAd KY 一 《五 — KICOI DaBE Ad: 
+ A Adt_1lK*’ 一 K*[AdiE:_D ,1 十 AduAait_i] 
X (E ~— KtC,)’, (15.13-34) 
E, 一 (下 — KCO@BEL + (E ~ KCI)Au 1 — KiAdi, 《15.13-35) 
同样 可 以 证 明 : 如 果 信 号 和 观测 模型 式 (15.13~13) 和 (15.13-14) 是 一 致 完全 能 控 和 一 
至 完全 能 观测 的 ,是 对 所 有 的 志 , A 有 一 致 的 上 界 , 真 实 的 
Si 委 < 和 和， SE cdhe, 四 
fy 02 是 大 于 零 的 常数 , 3h 是 正定 的 ,那么 真实 的 均 方 误 差 阵 .EE 一定 有 一 致 的 上 界 ， 
也 就 是 不 出 现 “ 发 散 * 现 象 . : 
这 样 ,在 设计 最 优 线性 递 推 过 滤器 时 ,对 模型 式 (15.13-13),，(15.13-14) 选取 合适 的 
ZNt 有 可 能 使 模型 其 有 一 致 完全 能 控 和 一 致 完全 能 观测 的 性 能 从 而 防止 模型 和 统 
计 特 性 不 准确 而 引起 的 发散” 现象 . 
现在 举 一 个 简单 的 例子 。 假设 真实 的 信号 和 观测 模型 是 
Fi Fitta, Xi= Fit Ni, 
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而 在 设计 最 优 过 滤器 时 ,由 于 对 参数 * 了 解 不 准确 ， 我 们 的 模型 取 作 
Ft = Fi 十 -oz Xi FY Ni 
其 中 N; 是 数学 期 望 为 零 的 平稳 白色 噪声 贤 , 一 咒 。 对 于 初 值 我 们 只 知道 数学 期 望 为 
零 ,散布 很 大 ,于 是 我 们 取 YY 二 局 一 0，ojs 一 oo， 根 据 最 优 过 滤 公 式 可 以 算出 
Gb, 一 ORs KE ogg/ Cops + ob) 
okt = (1 — oR — RR) + Kokt 一 opto /ose + oa), 
再 根据 初 值 "站 一 co ， 可 得 到 好 一 1，o 一 咏 ， 依 次 逆 推 就 得 到 


1 1 
名 一 二 ，9 衣 一 二 唤 ， 


FE 
最 优 输 出 为 


= 
一 [ti 一 并 je 4 w+ 元 X 


x 
2 i= 


在 理论 上 计算 出 来 的 过 涉 器 的 给 出 均 方 误差 《总 7 一 oh 一 元 咏 随 丰 的 增长 趋 于 零 。 
但 是 当 我 们 把 真实 的 观测 值 Xt 一 Fk 十 Nt 加 到 渡 波 器 后 ， 得 到 的 输出 则 是 

y, = tl l tr HND ~ Fett l 人 ym, 
输出 误差 是 


站 本 
长 。 输出 的 均 方 误差 是 
了 = 惟一 六 av 十 于 中 ， 


它 将 《的 增长 而 更 迅速 地 增长 ,这 就 出 现 了 “发散 ?现象 . 

在 这 个 例子 中 ,因为 过 滤器 的 增益 系数 K 随 六 的 增长 迅速 减 小 ,于 是 ,新 的 观测 信息 
在 过 滤器 中 的 作用 迅速 变 弱 , 到 后 来 , 主要 依靠 信号 的 模型 来 决定 输出 , 模型 不 准 起 了 突 
出 作用 ,引起 " 发散"， 在 此 例 中 Wi 的 方差 阵 2 和 ?是 零 和 矩阵 ,如 果 选 用 正定 阵 2 入 +, 那么 
可 以 改善 发散" 的 趋势 , 因 模 型 不 准确 的 影响 会 减 苗 些 , 但 不 能 改变 发散 ?的 本 质 ， 因 为 
此 例 中 驯 一 1, 因此 加 了 3 和 > 0 的 条 件 后 仍 不 能 得 到 一 致 完全 能 控 和 一 致 完 全 能 观测 
的 性 能 . 当 Ax 王 0 时 ,输出 的 均 方 误差 尚 可 趋 于 稳定 , 但 它 不 是 那 种 以 指数 形式 趋 于 稳 
定 , 而 是 以 1 人 的 形式 趋 于 稳定 ,已 经 处 于 稳定 的 边缘 ， 当 有 Ax 常 值 误 差 后 ,输出 误差 的 
数学 期 望 就 不 断 地 增 大 ,所 以 均 方 误差 就 必然 发 散 了 。 这 个 例子 可 以 用 加 大 新 息 的 作用 ， 
或 采用 有 限 记 忆 的 方法 来 克服 “发 散 ” 现 象 ， 也 可 以 把 参数 x 看 作 系 统 信号 中 的 待定 参 
数 ， 在 进行 最 优 过 涉 的 同时 对 参数 进行 估计 ， 现 在 来 看 一 个 更 为 ~ 一般 的 例子 ， 假 设 信号 
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和 观测 模型 是 站 
二 a BirtB 十 各 iu 十 -Qtay + GeW, (15.13-36) 
= CP 十 本 十 人， (15.13-37) 

其 中 ax, br Ne es 四 
ae =atc (15.13-38) 
My | (15.13-39) 


把 a 6 看 作 是 新 的 信号 的 一 部 分 ， 构成 新 的 信号 和 观测 模型 : 


Ritt BE Qe OV FR Vi Gh | 
-| 0 E | or +| 0 | 十 0 W', 《15.13-40 ) 
bit 0 0 E/\b 0 0 | 
Ki = (Cl, 0， E) [ja {15.13-41) 
本 . 


对 新 模型 进行 最 优 过 滤 时 ， 就 包含 了 对 未 知 沼 参数 的 估计 ， 在 对 新 模型 进行 最 优 过 小 就 
需要 知道 新 信号 初 值 (下 oo, ao, 如) 的 数学 期 望 和 方差 阵 ,但 ao, bl 的 统计 特性 又 是 不 知道 
的 。 只 要 最 优 过 滤器 是 稳定 的 ， 那么 qo， 嫩 统计 特性 不 准确 对 景 优 过 滤器 的 输出 影响 是 
不 大 的 ， 这 种 影 啊 随 着 的 增 大 而 趋 于 消失 。 利 用 扩大 维 数 的 方法 还 可 以 解决 输入 信号 
中 含有 非 随 机 的 且 参 数 待定 的 函数 问题 ， 

对 于 Wi, As 的 统计 特性 不 准确 的 问题 ,也 可 以 采用 自 适应 过 滤 的 方法 , 即 在 用 输入 
各 进行 过 滤 的 同时 ,设法 对 Wi, Mi 的 统计 特性 进行 估计 或 修正 . 这 方面 的 情况 读者 可 
以 参看 文献 [51. 


15.14 线性 二 次 高 斯 问题 


以 前 考虑 最 优 次 制 问题 时 ， 系 统 中 没有 考虑 随机 作用 的 影响 ， 这 时 系统 的 状态 可 以 
准确 测量 ,使 系统 的 某 种 性 能 指标 达到 极 值 的 最 优 控制 是 系统 状态 的 某 种 函数 . 本 章 前 
几 节 中 考虑 的 最 优 过 滤 问 题 ,虽然 信号 模型 中 也 可 能 有 非 随机 的 控制 输入 ,但 它 是 已 知 的 
时 间 洱 数 , 与 过 滤器 的 输出 毫 无 关系 ， 实 际 上 , 经 常 千 到 的 是 这 样 的 最 优 控 制 问题 , 系统 
中 有 不 可 忽略 的 随机 作用 的 影响 ， 这 也 做 最 优 随机 榨 制 问题 。 这 时 系统 的 状态 是 随机 过 
程 或 随机 序列 , 它 不 能 直接 测量 到 ,只 能 根据 与 状态 有 关 的 输出 来 估计 它 ， 挖 制 是 根据 系 
统 的 初 值 和 系统 在 控制 时 刻 的 输出 来 决定 ， 它 应 该 是 非 随机 的 ， 性 能 指标 应 是 某 种 统计 
特性 .最 优 控制 就 是 要 寻找 某 种 控制 规律 ,使 其 项 性 能 指标 达到 极 值 ， 

在 各 种 最 优 随机 控制 问题 中 , 线性 二 次 高 斯 问题 是 最 简单 的 一 类 , 发 展 得 较 完 善 , 且 
有 广泛 的 应 用 . 我们 先 较 详 细 地 讨论 一 下 离散 的 《 采 桩 的 ) 线性 二 次 高 斯 问题 ,以 司 青 简 

” 单 地 叙述 连续 的 组 性 二 次 高 斯 问题 ,最 后 讨论 它 的 应 用 ， 

在 离散 的 线性 二 次 高 斯 问题 中 ,假设 系统 模型 是 .. 

Fi 人 GD + Tim + Gi Wi, =0,1,2,..,N, (15.14-1) 
了 一 CR 十 人 一 0 1 N， . | (15.14-2) 
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其 中 系统 的 状态 品 是 + 维 随机 向 墅 序列 ; 观测 值 站 是 m 维 随机 向 量 序 列 ; ui 是 7 维 控 
制 序列 ， 它 是 确定 性 的 ; 于 :人 V 是 所 不 相关 的 数学 期 望 为 零 的 维 , 和 = 维 白 高 斯 随机 序 
列 ,方差 阵 是 3 2 为 i; 状态 初 值 号 是 高 斯 随机 向 最 ,其 数学 期 望 为 产 ,方差 阵 是 了, 
名， 多 ，G ,C 为 相应 阶 数 的 矩阵、 现在 要 寻找 这 样 的 最 优 控制 序列 #、， 它 是 系统 状态 初 
值 品 以 及 失 和 以 前 时 刻 观 测 值 外 一 (大 区， 和) 的 某 种 确定 函数 ,使 得 性 能 指标 


了 一 1 
j= FSFE, 十 > (FQ 十 ut Raenr) (15.14-3) 
=0 


达到 极 小 ,其 中 5 和 0 是非 负 的 对 称 矩 阵 ，R4 是 正定 的 对 称 矩 阵 ， 在 这 里 ， 应 注意 到 ; 
(1) 控制 的 时 间 是 固定 的 , 从 % 到 iw; (2) 控制 ma 不 受 限 制 ， 为 了 要 了 达到 最 小 , m 必 
然 不 能 很 大 ,所 以 不 必 加 上 限制 ; 《3) 对 系统 状态 的 终 值 Fe 不 加 限制 同样 因为 要 7 达 
到 最 小 , 终 值 不 可 能 很 大 . 

我 们 采用 动态 规划 的 方法 解决 此 问题 先 讨论 无 随机 作用 的 线性 二 次 最 优 控制 问 
题 ， 它 是 一 个 最 优 离散 系统 问题 。 这 时 Wi 一 NV, 一 0， 状 态 可 直接 测量 ， 不 必 考虑 式 
(15.14-2), 系统 模型 是 


内 + Ee Dnaf 下 EE (15.14-3) 
性 能 指标 是 ; 
,NN-1 
/ 一 > FisSf, 十 py SY (Ff: Qf: + i Rus), (15.14-4) 
x 二 0 
要 求 了 达到 极 小 . 
我 们 定义 一 个 泛 函 序列 v, 1 二 0,1,.…*,N 一 1 
NN—1i . 
wp 局 FiSfy + LS FOR FMR (15.14-5) 
wl Wt WN 2 2 r= 。 ， 
当 /一 N 一 上 时 ， 
+ J/ | 1 or 
VN-1 ac min | 二 fasfy 十 过 Nw-1Qw_fn-i1 十 一 由 -Row 
WA-1 2 p 2 


把 式 (15.14-3) 代入 vw 后 得 到 
VN-1 = min FFA OntS By 十 | 人 Uv UNASE -1 二 及 vtzv-t 
和 VI 
tf yD NSE NU 中 OR N-1]， 


它 是 go 的 二 次 三 项 式 , 由 3 的 非 负 对 称 姓 和 Rw-: 的 正定 对 称 姓 可 知 (VR-15Pw- 十 Ry-1) 
是 正定 对 称 的 ,办 此 可 以 得 到 使 上 式 达 到 极 小 的 如- 应 是 状态 加- 的 线性 函数 : 


Bi = 一 4- 有- (15.14-6) 
Ay-i = (VHASPNI+ Ru) HASDN,N-1, (15.14~7) 

把 它 代 人 ww- 后 得 到 : 
VN~t 一 fv-iPs-sfy-1, (15,14-8) 


其 中 
Py 一 DOA- 十 gw-i[S 一 3 有 NM 和 13 种 w-i 十 Ra) hSDN ,NA, 
《15.14-9) 
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由 8@xv- 和 3 的 非 负 对 称 性 宙 知 Py-!1 也 是 非 负 对 称 阵 ， 现 在 来 看 vi 与 vin 的 关系 ， 


Vy 本 本 min min* ‘min 1[e8st 十 . py Cf Of 十 ui Riu,) 有 Fr Qif 十 wRim|. .. 


a Hr MJN 一 ! X=}1+} 
由 系统 模型 式 《15.14~3) 知 1, ,zw 对 下 无 影响 ,因此 
N-1 
vi 一 min{min As 2 (fiOQrfi tt 了 Rims)| 
i 峙 N 一 1 天 去 十 工 


+ 1 (Fi Qi + ef Ru))} 
I oil 十 于 天 Of a 二 本 Rao 
根据 式 (15.14-8), 可 以 设 wa 一 > fiuPinfin， 那 么 
一 人 3 FinPnfin 二 fi OF 十 三 Rm]. 


与 tw-1 时 刻 相 类 做, 可 以 得 到 


也 ee Af, . (15.14-10) 
A = (ViPnay 十 RT Prn@iry, (15.14~11) 
“一 于 让 Pi， | 《15.14- 12) 


Pi = Qi + DirmlPrn — Pring YP +t Ri YIP]. (15.14-13) 

只 要 令 Py 中 5, 就 可 递 推 求 出 机 和 Pl,， ?=N 一 1,N 一 2,:…', 0， 非 随机 的 线性 二 次 

问题 的 最 优 控制 规律 就 是 名 二 一 4A/fi, 1 二 0, 1,…*, NN 一 1， 在 这 个 最 优 控 制 规律 作 用 
下 ,所 达到 的 最 小 姓 能 指标 就 是 

a 本 有 (15.14-.14 ) 


现在 来 讨论 考虑 了 随机 作用 的 线性 二 次 高 斯 问题 ， 先 定义 一 个 泛 函 序列 


vi = min mn * ‘amin |FESE, 十 2 (Fs QF 十 a Rr)|. (15.14-15) 


WH! Yl 
当 i 二 N 一 1 时 ， . 
2N-1 一 min 二 [ 严 NSEnN 十 Fi Qh 十 UI-1Ri-IN1-1], 


Wmv 1 


把 式 (15.14-1) 代入 后 a | 
VN-1 = Min 一 L [Fr (Gs, N-—1SDw,r-1 十 Ow-1}Fy 


yl 
+ uy PN-SENA+ Ry-Dur i tt WhaGNAGyA Ww 
十 unasDy,nF yi 十 FN_DN,y_S Ny 
+ Fo-DyvSGv a Wy 十 WHAaGNASDy, wd yl 
+ uy BisSGva Wr + WHAGH-STy-uy tl], 
得 于 Wi 的 数学 期 望 是 零 向 复 ，Ww 与 Fy- 互 不 相关 ,于 是 
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YN—1 = mn FFua(Oh ,NS Dw ,Nl 十 On_Fy 十 Uv BSN 十 Ry21) UN-t 


+ WhGH Gu Wh + 本 -Www + FRB SY yam). 
因为 mv-l 的 选择 不 会 影响 Fw, 而且 x 是 初 值 如 以 及 攻 和 以 前 对 刻 的 观测 值 
XN = 人 | » Xi ,- 3 "3 -1) 
的 函数 :所 以 机 得 到 上 述 的 极 小 值 就 相 小 值 就 相当 于 水 数 
[uw Dy, wi Fa | Ea) (CE Xv -DDN, a 
十 hy- 更 w 十 Ra vest] 
达到 极 小 值 , 那么 最 优 控制 四-, 应 是 
Uy- = — (PhAST Ryn) PN-SDy, wi Fy -1) 
ee Aw_i Fv-il¥y-)), 
在 第 14 章 和 第 15.3 节 中 已 经 指出 , 在 高 斯 分 布 的 随机 作用 琴 ,, ,所 影响 下 , 由 系统 
线 狂 模型 式 《15.14-1) 和 《15.14-2) 得 到 的 后 ，X， 是 联合 高 斯 分 布 的 ， 条 件数 学 期 望 
(Fv-:|Xy-t) 就 是 使 输出 均 方 误差 最 小 的 最 优 过 滤器 的 最 优 输出 We 它 是 系统 式 
M9 14-1) 和 《15.14-2) 的 输出 Xt《 也 是 过 滤器 的 输入 ) 的 线性 涵 数 ， 所 以 


by 一 一 4 也 《15.14- 16) 
把 式 (15.14-16) 代入 vw-1, 考虑 到 最 优 过 滤 输 出 六 -一 | 一 在， 于 是 得 到 
YN 一 [一 7 [FhPu Pu] tan 15,14=17) 


其 中 Pn. Po 14-9), 而 cwi 是 


OOOO””— rr 


十 Wh-1Gh-1Gh-1 Ws , (15.14-18) 
当 了 是 对 称 和 矩阵 时 ,下 列 等 式 成 立 : ee 
[XPX] = RPE + tLPE], (5019) 


因 二 ,和 WW 的 数学 期 望都 是 图 向 量 , 所 以 
owl 一 全 A RE 十 Rw) Wh SN Ee, ] 
中 tr [GHGn ZW 1 


方差 阵 中 ，， 在 最 优 过 下 器 的 设计 计算 中 可 递 推 得 出 ， 它 与 控制 向 量 owt 无 关 ， 因 此 
CN 一 1 与 Uy~1 无 关 ， 现 在 再 来 求 Vi 与 vin 的 关系 ， 由 于 +1 > Whit?2, “"*a WN-1 对 Fk 无 影 
内 ,所 以 可 得 到 ， 


多 | min fun 十 lip: oF to Ra 
af 2 2 
根据 式 (15.14-17) 可 以 设 win 一 LFimPmFml 十 oil ou 与 醒 无 关 , 那 作 


有 _ 
Vi = min FF Pmbin + Fi OF wi Rig] + ain, 
oi 宙 “! 。 i 
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638 第 十 五 章 “噪声 过 沿 的 设计 碌 理 
类 似 于 tw-1 时 刻 , 可 以 得 到 最 优 控制 
& 一 于 =— AY = — (VP 十 RD Pn (15.14-20) 
把 式 (15.14-20) 代 人 gm 后 得 到 
ee 了 天] Ts (15.14-21) 


其 中 z z 
Pp = O! 十 DinalPrn < Pr,( Ys Prnd, 十 Ri)-¥! Pirul@rr,s, . (15.14-13) 


1 了 至 
Qi 到 + 十 了 tr[ DiyaPra (Wr Piawi + Ri) PinDip22,] 
下 rr[GTG;Z3r (15.14-22) 


只 要 令 Pe m5, a 一 0, 就 可 以 递 推 得 到 抽 , Pi, oy 和 wi, ! 一 NN 一 1,…, 1, 0， 性 能 指 
标 7 的 极 小 信 就 是 w， 这 样 就 得 到 了 采样 线性 二 次 高 斯 问题 的 全 部 解 , 即 最 优 痊 制 规 


律 是 
站 一 一 4 六 ,大 一 0,1,N 一 1， (15.14-20) 
其 中 
A 一 【和 PE 十 Re] iPenBerts R= 0 1 ,NO— 1, (15.14-23) 
Pi Ort DrutlPier 一 Pra iPange tt RA) ERPrn Bir, 
R=0,1,..N—1, (15.14-24) 
终端 条 件 为 Py 一 5， 
Pa BP Wt KA 一 CDP — Ci 1), (15.14-25) 
Ki sm ERCLICCAE FLCE 十 Bh)!, . (15.14-26) 
BE, = DutadE Diet GeZhy ,Gh (15.14-27) 
3, 一 BE ~ SELCLICCASFRCE + DN) CHE (15.14-28) 


初始 条 件 为 芒 一 页 ,了 0 一 丈 ,， 这 样 得 到 的 性 能 指标 的 最 小 值 为 
min] 一 村 [天 PP + mo FiPok, +t ulPyY,] 


而 一 1 
1 rT 和 一 
pw [PinaPrtiy TEP + RE) WAPRDAHLAT ER] 
R=0 


N11 ， 
十 > [GAGL Zl. (15.14-29) 
=D 


上 式 中 第 二 项 是 由 于 初 值 的 随机 性 引起 的 附加 性 能 指标 值 ， 第 四 项 是 由 于 系统 状态 的 随 
机 性 引起 的 附加 性 能 指标 值 ， 第 三 项 是 由 于 状态 估计 不 准确 而 引起 的 附加 性 能 指标 值 . 
当 所 有 的 随机 作用 都 不 存在 时 , y 的 最 小 值 就 是 确定 狂 线性 二 次 问题 的 最 小 性 能 指标 
值 ， 
我 们 可 以 把 结果 用 图 15.14-1 所 示 的 方块 图 来 表示 ， 
从 上 述 结果 可 以 看 出 ， 在 线 姓 二 次 高 斯 问题 中 可 以 把 过 涨 问 题 和 控制 问题 分 离开 来 
单独 券 虑 。 在 考虑 过 滤 问 题 时 不 需 考 霸 控 制 是 什么 ， 只 和 需 把 它 看 作 一 个 确定 性 的 输入 就 
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15.14 组 性 二 次 高 新 间 题 639 


Ye ee pe TE ee ee Te he oe ee Vo ee A ee re 


晤 屿 型 ] 最 优 注 人 器 


信和 号 梳 弄 1 状态 


rr ee 一 一 一 一 一 一 一 一 
1 
| 
1 


-一 -二 


a i ee a 


i 
I 
| 
t 
1 
1 
| 
| 
\ 
i 
| ， 录 雪 控制 一 


ee oe er oe em oe A EO A PE ee 


图 15.14-1 


可 以 了 ,在 郊 虑 控制 问题 时 不 需 考 虚 随 机 作用 的 影响 ， 只 需求 出 控制 规律 的 最 优 反 馈 系 
数 A 如 可 然后 , 把 它们 两 个 串联 起 来 , 最 优 随 机 控制 就 用 最 优 有 反馈 系 数 秉 以 经 过 最 优 
过 滤 后 的 输出 而 得 到 的 ,这 就 是 所 谓 的 “分 离 定理 ”， 要 注意 ,对 于 一 般 的 最 优 随机 控制 间 
题 ， 分 离 定 理 - 并 不 是 都 可 以 应 用 的 ， 

对 于 连续 的 线性 二 次 高 斯 问题 分 离 定理 ”仍然 成 立 .。 我 们 这 里 只 叙述 结果 而 不 加 


证 明 . 
假设 系统 的 模型 为 
了 Fl?) 一 ACOFO) + BO) WG) + E(u), (15.14-30) 
t 人 ， 
Kl) = CF 十 NO), sty, (15,14-31) 


其 中 系统 的 状态 F(z) 是 = 维 向 量 陆 机 过 程 ,观测 值 下 (2) 是 mw 维 向 量 随 机 过 程 , * 维 控 制 
冰 数 wl) 是 非 随 机 性 的 ， 厂 Ko 和 NC) 是 互 不 相关 的 数学 期 望 为 零 的 p 维 ,入 维 白 色 高 
斯 随机 过 程 .方差 是 3 和 pC), 3 (GD)， 状态 初 值 F(m) 是 随机 念 最 ,数学 期 望 是 所 , 方差 是 
2F,， 它 与 WO，NGeo 都 互 不 相关 ,4 , 8, 亚 ，C 为 相应 阶 数 的 和 矩阵， 要求 寻找 这 样 的 
最 优 控 制 函 数 w(t), 它 是 系统 状态 初 值 号 oy 和 上 时刻 以 前 观测 植 Kac) 如 委 了 安心 的 
某 种 确定 通 数 ,使 得 性 能 指标 


/= Fn)'SE(CN) 十 二 | (FO) OOFO) + uC) Rua) ] dr (15.14-32) 
达到 极 小 值 ， 其 中 5 和 0(:) 是 非 负 的 对 称 矩阵 ,RD) 是 正定 的 对 称 矩 阵 . 


可 以 证 上 明 ,最 优 控制 函数 , 
(7) 一 AC YO), (15.14-33) 
其 中 最 优 反馈 系数 
4(t) = RO EGPG), (15.14-34) 
矩阵 P(z) 满足 黎 卡 提 方 程 : | 


人 Pl#) = — ATOAPC) — POC)AG) 一 O00) + PO OIRO (PH), 


| 一 (15.14-35) 
终端 条 件 是 Piw) 一 3， 
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640 第 十 五 章 ” 际 南 过滤 的 设计 原理 


(7) 是 最 优 过 滤器 的 输出 , 它 由 下 式 确定 : 
二 FO) = A FOG) + Va) 十 天 (DECD — CGYG)], (15.14-36) 


其 中 
K(t) m EEC CT EN C0), , (15.14-37) 


4 5%) 一 A EC) 十 BEG) A — TEE CEN OC TEC), (15.14-38) 


初始 条 件 为 Fi0) wa FO0), SE(i0) 一 了 oh 
此 结果 也 可 以 用 方块 图 表示 (图 15.14-2) 


图 15.142 一; I 
在 最 优 深 制式 (15.14-33) 的 作用 下 , 性 能 指标 的 最 小 值 是 
rnin f = 1 FC) Pw) POD + Tu[P(i) EY,l + + " K(o) ZC)K"(o) Plo)ao 


Ky sh + oz dr - | z (15.14-39) 


、 我 们 来 看 线性 二 次 高 斯 僻 题 在 控制 系统 设计 中 的 作用 中 、 在 具体 的 集中 参数 
ee 受 控 对 象 《包括 执行 机 构 ) 的 运动 通常 a 
来 描述 : 


-全 一 g(f(), uf), 1), f(a) -fo : (15.14-40) 


f(z) 是 系统 的 状态 ，u(#) 是 控制 输入 ， 受 控 对 象 的 状态 由 测量 装置 经 过 某 种 变换 而 济 
得 ,测量 装置 的 输出 为 

XO = gf , 1), C15. 14-41) 
如 果 测量 装置 有 明显 的 动力 学 特性 ,那么 也 可 以 把 它 并 人 在 受 控 对 象 的 方程 中 ， 假 设 9， 
g 都 是 连续 的 ， 并 且 对 了 和 她 都 有 足够 次 数 的 导数 。 当 给 定 状 态 的 初 值 和 给 定 某 个 控制 
输入 后 , 按 式 (15.14-40) 和 《15.14-41) 就 可 准确 地 算出 系统 的 状态 fC) 和 观测 值 x(2)， 
根据 需要 ， 可 以 确定 符合 某 种 需要 的 较 好 的 控制 输入 硬 (?) 以 及 系统 状态 及 (z) 和 观测 值 
xi(t)， 例 如 在 地 地 导弹 的 飞行 控制 系统 中 , 可 以 根据 某 种 性 能 指标 确定 一 条 从 发 射 点 到 
弹 着 点 的 理想 弹道 曲线 h(t) 和 实现 此 弹道 曲线 的 理想 的 控制 输入 四 (9 , 测量 装置 也 可 
给 出 此 漳 道 曲线 的 观测 值 x(:)， 这 可 以 用 极 大 值 原理 或 动态 规划 等 方法 来 完成 。 如 果 
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15.14 线性 二 次 高 斯 间 题 641 


运动 方程 (15.14~41) 是 准确 的 ,状态 的 初 值 是 准确 的 ,没有 什么 干扰 因素 , 那么 给 了 准确 
的 控制 输入 m(#) 后 ,就 可 以 准确 地 实现 系统 状态 由 (9)。 但 是 , 这 在 实际 上 是 不 可 能 的 ， 
因为 运动 方程 不 可 能 完全 准确 (包括 其 中 某 些 参数 ) , 初 值 i() 也 不 可 能 完全 准确 , 还 有 
各 种 干扰 因素 ,因此 在 加 上 控制 输入 mm(z) 后 ,不 可 能 准确 地 实现 最 优 的 系统 状态 . 那么， 
我 们 就 要 使 实际 的 控制 输入 uCs) 稍 加 改变 ,使 系统 的 状态 f(z) 尽 可 能 地 接近 于 最 优 


fl). 
定义 状态 的 扰动 量 是 
Bf) = ft) — fi(#), (15.14-42) 
输出 的 扰动 量 是 
| 5xft) = x(#) — rx), (15,14-43) 
深 制 输入 的 修正 量 是 汪汪 
BoC) wm WU(#) — (zt) (15.14-44) 


我 们 可 以 加 一 个 反馈 控制 , 根据 状态 的 找 动 量 3f 来 确定 控制 输入 的 修正 攻 , 使 以 后 的 状 
态 扰动 量 尽 可 能 地 小 。 把 运动 方程 各 输出 方程 (15.14-40)，《15.14-41) 在 f(s),， mm(#) 
附近 展开 成 泰 勤 级 数 就 可 以 得 到 


of (#) = pflt), ut), zt) — pF Ct) , tht), 上 


op | Op . 
i 上 fa th 
BF rt 6f(#) 十 Bu 人 十 ao( 6fF(2), dult) , 1), 


(15.14-45) 
5 8x(#) — g(fl2), 1) — g(fi(), 1) 


: 一 dg ! _ 
A + Bol Sf(2), 1), (15.14-46} 
, 在 忽略 扰动 的 高 次 项 后 ,就 可 以 得 到 线性 变 系 数 方程 
二 Bf) = 4(D8fCD + BU) Bus), (15.14-47) 
xft) 一 Corr)， 《15.14-48》 
其 中 
A) of f(t) mtt)y Ba Ou lf Cm (t)s CC) BF leitys (15.14-49) 


为 了 保证 线性 模型 的 有 效 性 ,必须 使 5f(z) 和 6utz) 都 相当 地 小 ,因此 在 选择 最 做 的 8a(z) 
时 使 二 次 泛 函 性 能 指标 


了 mm PAGINAGY, 十 二 arproCDaf + ult} ROG)GuCG) dt (15.14-50) 


取 最 小 值 是 很 恰当 的 这 里 5s 和 8(#) 是 非 负 的 对 称 阵 ，R(45 是 正定 的 对 称 阵 ， 这 样 就 
产生 了 一 个 非 随机 的 线性 二 次 问题 ， 设 计 者 可 以 选用 适当 的 5, 90(z), RC#), 使 非 随机 的 
线性 二 次 问题 有 合适 的 解 . 在 实际 物理 问题 中 ， 受 控 对 象 和 执行 机 构 都 受到 各 种 随机 干 
扰 的 影 柳 , 并 且 系 统 的 状态 并 不 是 能 够 直接 、 全 部 测量 到 的 ,在 测量 过 程 中 也 受到 随机 干 
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642 第 十 五 章 ”噪声 过 渡 的 设计 原理 


扰 的 影响 ,因此 就 需要 考虑 线性 二 次 高 斯 问题 ,这 时 系统 的 状态 F(z) 和 观测 入 戏 ) 都 是 
回 量 随机 过 程 ， 选择 8u(#s) 使 性 能 指标 


/= 1 oF BF (1v)S8F (ty) 十 一 2 -| FO OF + u(t): RO)Gule) dt 
达到 极 小 ， 这 与 保证 线 狂 模型 的 有 效 人 性 是 一 致 的 ， 线 性 二 次 高 斯 问题 的 结果 已 列 在 起 


(15.14-33) 一 《15.14~38) 中 。 对 于 设计 老 来 说 ， 现 在 的 问题 就 是 选择 合适 的 5，CCG)， 
RD 和 ZE 使 整个 控制 系统 有 较 好 的 性 能 . 


15.j5 ”从 噪声 中 检测 信 号 4 


在 很 多 控制 系统 中 被 测量 ,控制 量 或 系统 的 状态 都 不 可 能 直接 得 到 ,必须 用 某 种 被 调 
制 了 的 信号 以 各 种 物理 过 程 的 形式 传送 ,. 我 们 把 未 调制 时 的 原始 量 称 为 消息 , 用 wz) 表 
示 , 载 负 消 息 而 用 来 传输 销 息 的 物理 量 称 为 信号 , 用 fatz) 表示 .如 果 消 息 和 信和 号 是 随机 
项 数 ,那么 我 们 分 别 用 Dtz) 和 Fpl?) 来 表示 .例如 ,在 脉冲 制 雷达 的 距离 测量 系统 中 ,上 县 
标 离 雷达 的 斜 距 是 消息 , 它 是 随时 间 连 续 变化 的 量 , 在 调制 后 , 视频 信号 是 相位 随 距离 变 
化 的 脉冲 序列 ,射频 信号 是 用 视频 信号 调制 的 超 高 频 正弦 振荡 《 见 图 15.15-1). 当然 ,在 
某 些 控制 系统 中 消息 和 信号 是 完全 相同 的 ， 在 前 面 各 节 中 已 经 比较 详细 好 讨论 了 信号 恬 
现 的 问题 . 在 本 节 和 下 一 节 内 将 讨论 信号 的 检测 和 信号 参数 估计 的 问题 ， 在 这 些 问 题 中 
最 优 过 滤 的 设计 往往 不 末 用 均 方 误差 最 小 的 准则 ,而 采用 其 他 准则 . 


， 图 15.13-1 


在 一 般 人 控制 系 统 的 观测 量 中 无 论 信 号 是 否 存在 总 是 有 随机 曲 声 作 用 的 . 对 于 某 些 系 
统 , 例如 雷达 接收 机 , 随机 噪声 作用 较 强 , 不 能 予以 忽略 .信号 检测 的 目的 就 是 要 根据 已 
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15.15 从 噪声 中 检测 信号 643 


知 的 信号 噪声 统计 特性 来 辨识 观测 量 中 只 有 陈 声 呢 还 是 有 信号 存在 ,所 以 通常 称 作 “从 品 
声 中 检测 信号 ”， 
假设 系统 的 观测 值 是 信 屿 和 吧 声 的 叠加 

X(D 一 Fpl) + NOG), . {15.15-1) 
职责 N(9 是 数学 期 望 为 零 的 平稳 随机 过 程 , 信号 Fop(#) 也 是 随机 函数 , 它 是 消息 DD 的 真 
正 载 负 者 、 假 设 在 某 一 时 | 间 闻 隔 中 ， 消 息 D 只 可 能 取 两 个 值 之 一 : 0 或 1、 如 果 消 息 
六 一 0 时 Fo) = 0; 消息 D = 二 1 时 Fi(7) 二 了 (1)， 那么 称 信号 为 “已 知 ” 的 ; 如 果 消息 
D 二 0 时 Fo 一 0， 消息 D 寺 1 时 ，RiG 是 依 御 于 某 个 随机 参数 和 的 随机 函数 
FG) 二 F(1,80), 那么 FQ) 称 为 是 带 有 随机 参数 的 信号 ,假设 $ 与 NG 的 统计 特性 和 
信号 F(, @) 或 f(z) 的 函数 形式 都 已 知 , 现在 要 根据 在 一 段 有 限时 间 间 隔 0 委 :< 魏 工 内 
的 观测 值 Xs) 的 一 个 现实 *(z) 来 辨别 消息 D 取 0 还 是 取 1， 通常 是 把 XC 在 9 委 :所 
内 所 有 可 能 的 取 值 划分 为 两 个 部 分 Ze 和 Zi， 如 果 x(#) 属于 Zo。， 匣 认为 消息 D == 0; 
如 果 *(z) 不 属于 Zo 而 属于 Z1， 那 么 就 认为 消息 D 一 1。 因 为 我 们 是 根据 一 个 观测 值 
rz，0< 委 上 < 魏 了 来 装 别 的 , 所 以 通常 不 可 能 绝对 正确 ,总 有 出 差错 的 可 能 ， 可 能 发 生 两 
种 差错 ， 第 一 种 称 为 “ 岁 警 ”, 即 D 一 0 时 而 *(z) 属于 Z,, 误 认 为 卫 一 1. 虚 警 概率 即 条 件 概 
率 pfxz(D)e Zi 一 0j， 简 记 为 po(2Z1); 第 二 种 是 “ 泥 警 ”, 即 当 忆 一 1 时 ,而 x(z) 属于 . 
Zo 误 认为 D 二 0， 漏 警 概 率 即 条 件 概 率 pfx(f)k ZolD 一 1}, 简 记 为 px(2o)， 另 外 还 有 
两 种 正确 的 情况 ,它们 的 概率 分 别 用 po(Zo) 和 p1(2Z1) 表示 。 显 然 ， 


pof Zo) 十 po 21) =1, pLo0) + nn(Z1) 一 1， 《15.15-2 ) 
条 件 概率 poC21) 和 pr(20) 分 别 是 条 件 概 率 密 度 函 数 的 积分 
po(Z1) = | w(x|D = 0)4dx, [15.15-3) 
tp(Zo) 一 | wlxlD = 1)dr, (15.15-4) 
这 里 是 指 多 维 条 件 概 素 密 度 孙 数 . 


我 们 可 以 按照 不 同 的 准则 来 划分 Z。 和 Zi， 在 划分 好 以 后 可 根据 任意 一 次 的 观测 什 
x(#) ,0 所 + 安 了 ,去 辨别 有 何 种 消息 存在 ， 为 此 可 采用 下 列 准 则 : 
(1) 发 生 差 错 的 全 概率 最 小 : 假定 消息 为 1 或 0 的 先 验 概 率 分 别 是 p(1) 和 2K0)， 
它们 都 是 已 知 的 , 则 发 生 差错 的 全 概率 为 
p= pll)p(20) + pO0)po 21). (15.15~5) 
(2) 贝 叶 斯 准则 ， 即 要 使 平均 损耗 最 小 :假定 “ 虚 芍 ”> 和”“ 漏 警 > 相应 的 损耗 值 为 Ra 
和 Ri, 两 种 正确 的 情况 相应 的 损耗 值 为 Rw 和 . Ra, 那么 平均 损耗 下 定义 为 
R == pO Roopol Z0) + Rapol 23)} + pLDE Ru 21) 十 Riopi( Zo)]. (15.15-6) 
(3) 诺 受 -皮尔 生 (Neyman-Person》 准 则 : 在 虚 著 概率 小 于 一 定 的 水 平 的 条 件 下 使 
漏 警 概率 最 小 ， 这 就 要 求 Z: 满足 下 列 条 件 : 
po(2Z1) = 6 (21) 之 px(Z 所 有 的 Z 应 满足 po(2Z) = 8)， ‘15.15-7) 
(4) 似 然 比 准则 ; 规定 Zi 由 那些 使 D = |! 和 D m= 0 的 条 件 概率 密度 函数 之 比 不 
小 于 某 个 阀 信 8 的 x(), 0 二: 二 T 组 成 ,8B 是 大 于 或 等 于 零 的 值 。 这 种 条 件 概 率 密 度 项 
数 之 比 称 为 位 然 比 , 用 符号 Kx) 表示 。 那么 似 然 比 准则 就 是 要 求 : 
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当 Hx) = wx|ID = 1)/w(xlD = 0)>P 

时 x{2) EZi1, 0 和 < 了 TB 人 0， (15.15-8) 
可 以 证 明 , 只 要 选择 恰 兴 的 有 值 , 第 (1), (2), (3) 种 准 对 都 可 以 化 为 们 然 比 准 出 ， 捉 实 
上 , 祖 据 关系 式 (15.15-2), (15,15-3) 和 (15.15-4), 式 (15.15-5) 可 以 化 为 


pp 一 | pwlslD ml) pO)D m0)] dr, (15.15-9) 


为 了 使 ? 达到 最 小 , 必须 使 积分 式 最 大 , 即 被 积 式 当 x(#) & Zi 时 应 该 是 非 负 的 ,于 是 发 
生 差 错 的 全 概率 最 小 的 条 件 就 化 为 不 等 式 
pll)wlx|D = 1) ~ p00)wlrlD = 0) 0, x(t) € Zi, 
进一步 简化 后 又 得 到 进 择 Zl 的 条 件 是 
= rlD =- 1) ~ UD 
并) ey > (15.15-10) 


若 取 EO 那么 发 生 差错 的 全 概率 最 小 准 出 就 等 价 于 似 然 比 准则 . 同样 , 若 令 


8 到 p(0) ,Ra 一 Rn) 
pl1) {Ri 一 Ra 
那么 似 然 比 准则 就 变 成 贝 时 斯 准则 . 在 采用 似 然 比 准则 时 ， 取 不 同 的 8 信 就 可 以 得 到 不 
司 的 发 生 差错 的 概率 po(21) 和 p.《(2Zo)， 我 们 以 po(21) 为 模 坐 标 ,以 PZ = 1 — p20) 
为 级 举 标 就 可 以 画 出 系统 的 工作 特性 (如 图 
15.15-2 所 示 )。 显 然 当 8 = 0 时 ， ix) 实 对 所 
有 的 xD, 0 专 1 专 7T, 都 能 满足 ,因此 po(21) 一 
1, (2Z)) 一 1; 当 p 呈 00 时 , ix) 守 站 对 所 有 
rz(?),0 世 1 所 7, 都 有 p21) 二 0, pi(21) =0. 
当 8 在 0 到 oo 之 间 变 化 时 , 0 委 po 人 (ZU 委 1, 0 扫 
pi(Zo) 和 1， 可 以 证 明 ， 系 统 的 工作 特性 曲线 是 
条 单调 的 曲线 ， 曲 线 上 每 一 点 的 斜率 就 等 于 按 似 
然 比 准则 的 相应 于 该 点 的 po 21) 和 pu(Z1) 的 阅 
en 1 PL32) 人 和 值 pg， 如 果 给 定 了 庄 曼 ~ 皮 尔 生 准则 中 的 8 值 , 屠 
0 么 由 po(21) = 。 就 可 以 在 系统 的 工作 特性 曲线 
上 和 寻 到 相应 的 8 值 ,因此 诺 曼 - 皮 尔 生 准则 也 可 以 化 成 似 然 比 准 则 . 

在 讨论 信号 检测 问题 时 ， 常 假定 噪声 Yi) 是 个 高 斯 分 布 的 数学 期 望 为 零 的 白色 嗓 
声 ， 如 果品 声 不 是 高 斯 分 布 的 ,那么 解决 信号 检测 问题 就 困难 得 多 ， 幸 好 ,实际 上 我 们 所 
遇 到 的 随机 嗓 声 大 多 是 高 斯 分 布 的 ， 在 讨论 时 ， 我 们 常 以 一 个 有 限 带宽 的 功率 谱 密 度 的 

平稳 随机 过 程 来 近似 白色 噪声 ,如 令 
和 wo) -全 ee 《15.15-11 》 

0， 妇 人 > mc。 


由 功率 谱 密 度 可 以 求 出 它 的 相关 基数: 


可) 一 本 Dr{w) eos wordw 一 N|” cos Wodte = 一 (15.15-12} 
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Paul) 


图 15.15-3 


功率 谱 密度 Bw(w) 和 相关 男 数 >wtc) 示 于 图 15.15-3 中 。 和 由 图 可 以 看 出 ,在 
og- pe = 1,2, 


时 rwv(c) 等 于 零 , 如 果 or 足够 大 ,使 了 六 /ae 时 ，rw(c) 可 近似 看 为 8 函数 ，rw(c) 衬 
<V5(o), 就 很 近 于 白色 听 声 ， 如 果品 声 不 是 白色 的 ,那么 可 以 通过 相应 的 转换 , 拒 它 变 成 
白色 噪声 来 考虑 . 

现在 来 讨论 几 个 从 噪声 中 检测 信号 的 例子 ， 

例 1， 假 定 信号 是 “已 知 ” 的 ,由 D 一 0 时 , Fu(s) 一 0, 了 一 1 时 Pi(p 二 fr) 是 给 定 
的 确定 函数 ，N(D) 是 高 斯 分 布 的 白色 噪声 .现在 要 由 观测 到 的 一 个 现实 x(#), 0 三: 专 7 
来 辨别 D 一 0 还 是 D 一 1, 要 求 根据 似 然 比 准则 来 确定 Z。 

我 们 用 有 限 带 宽 的 平稳 随机 过 程 来 近似 白色 噪声 ， 先 在 区 间 0 << :所 了 内 下 个 分 
点 一 了 ee, 取 办 一 人 At 一 4 工 ， 并 令 xn) 一 ma， Ke 一 办。 这 样 我 们 就 得 到 条 件 
概率 密度 阔 数 : 


~ 二 3 
w(x ~" x#1D = 0) = (2 nNw.) iexp|— > 2 


wtzb ralD = 1) = (2 zNoo fexp{— |. 
依 定义 似 然 比 是 
人 ed 
让 WwW 2 2ND 2 一 其. 
对 指数 的 分 子 和 分 侠 都 分 别 习 汶 At 二 了 /nn 一 于 /ao 局 ,又 有 


Wie es es vs “0{ > C2fiztAs — 有 AD/2aN}. 
k=1 


现 令 w. 一 oo, 即 一 co, Ai = 二 一 0, 对 上 式 取 极 限 后 便 得 到 


(0) = exp | | (fae — 7 Fla). 


4 按 似 然 比 准则 Zi a 使 (x) 寡 ， 
| x fd lin 二 + > \ Fd x € Zi 
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| PCDe 代表 信号 KD)，0 <z < 了， 的 载 负 功 率 瑟 ,而 2zN 代表 单位 赫 效 上 的 曝 声 功 
率 ,一 般 把 ;f(D 二 幅 短信 噪 比 ,用 来 表示 ， 


4 一 了 | Fl ds. 
从 第 153 当中 我 们 知道， 对 信号 f(z) 的 有 限 记 忆 最 优 检测 过 滤器 的 注 冲 响应 孙 数 为 
三 之 1 
和 Fe 1、0 扫 上 < 扫 了 ， 
0 上 <0 或 上 > 了 ， 
如 果 取 1 一 1/N ,并 在 对 f(z) 的 最 优 检测 过 滤器 的 输入 端 加 上 系统 的 观测 值 +, 那么 
在 工时 刻 的 输出 为 


y(T) 一 | .zjrz — at m 4 AKO 
这 种 信号 检测 系统 的 原理 图 见 图 15.15-4, 它 也 可 以 用 相关 器 的 形式 来 实现 (图 15.15-5)。 


/0 


图 15,.15-5 
当 观 测 信 X(z) 是 随机 函数 时 ,最 优 检测 过 滤器 的 输出 Y(7) 也 是 随机 变量 : 
1 T 
Y(T) = es | XD a , 
当 D =0 时 ， OR 当 D 一 1 时 ， 
YO) IAD + NO a = fC 一 2g; 
元 沦 DD 一 0 还 是 D 一 1 YC) 的 方差 都 等 二 
am 一 (CaN pr 2 | | NGONCGOFODF 2) dra 
一 LG 一 AF) dnd 


= — | ft) dt mb 
hr x 4 


:rf SR 人 ar VI IN rH 
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因为 Y(2) 是 高 斯 分 布 的 X(o5 的 线性 泛 函 ,所 以 它 也 是 高 斯 分 布 的 ,知道 了 它 的 数学 期 户 
和 方差 后 , 它 的 分 布 就 确定 了 ， 我 们 就 可 以 算出 根 应 于 不 同 妆 值 ?的 z(Z:) 和 pi(21)， 


而 Te 
po Z1) rd xp|- 人 dy 3 


1 rf” 
pi(Z) 一 EE | cp[ 一 5 i —29)|a, ， 
其 中 «= lnf 十 9。 对 于 不 同 的 信 品 比 4 又 可 以 得 到 信号 栓 测 系统 的 不 同 工 作 特 作 《 见 
图 15.5-5). 


PICZI) 


D 02 0.4 0.6 0.8 1.0 
mt{Z 1) 


图 15.15-6 
例 ?、 假 定 D 一 1 时 信号 是 带 有 随机 相位 的 正弦 振 荡 信 号 
F(#, $B)} = d(t) cos (wi — B), 
其 中 a(7) 是 已 知 的 时 间 函 数 , w 为 确定 的 频率 , w > 2x/ 了 而 相位 外 是 随机 变量 , 它 在 0 
到 2 之 间 均 匀 分 布 


0 og<0,09>2s, 
在 名 取 某 个 确定 的 值 中 时 , F(t, 多) 取 值 为 

Fr p) v= df) cos (wr — p) = d(#) coswicos gp + dle) sin wr sin pe 
假定 澡 声 仍 与 例 1 中 相同 ， 在 $8 取 确定 的 值 PF 时 


os, -op{ 坟 | Ee -oh PC 9)d 


am ep 一 | rft, pa 一 中， 


二 


+ 
-1 | C(O, ds 
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~- 2 他 je (#1) cos wr ds + ER (Ca sin wwf, 


令 | 
WAG cos wtadt 一 M cos0, 
| Gd sin widi 一 Msin86， 
则 
1 {7 M 
2 | xf, VA — Mcoslp — 0), 
似 然 比 
Ka) ~ 人 wp, 9)ae. 
因此 


fei TM jn 
Eo 好 ee de — 一 . 2 
Ir) me | 二 ep| 2 s(P 8) ldgp wh a i 


ni mi( 巡 ) — 


其 中 10s) 一 土 | ceode 是 零 阶 贝 塞 尔 函 数 ， 它 是 一 个 单调 增加 的 函数 ， 按 似 然 比 准 
则 要 求 (x) > p, 就 相当 于 M/xN 大 于 或 等 于 某 个 与 8 相应 的 数 
MM 二 J/( {ac COS dt ) 十 ( | *CDa0) sin xi] ， 


所 以 它 可 以 按 原理 图 15.15-? 来 计算 M， 其 中 0 可 以 是 任意 的 某 个 固定 的 较 高 频率 ， 但 
M 与 9 无 关 , 图 内 的 相关 器 就 是 我 们 前 面 讲 到 的 按 某 个 已 知 信号 的 最 优 检 测 过 请 器 ,例如 


相关 器 1 就 是 脉冲 响应 函数 为 
hrl) 一 Ee — cosw(T—), 9&7, 
0， 0 > 
的 伦 测 过 着 奉 ， 
站 一 


图 15.15-7 
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根据 例 1 中 所 谈 到 的 情况 , 当 D = 0 时 ， 


， 
M os6 -a | rAd{t) cosiwvidz 
nN /9 


下 


Ming 一 
一 ~ 一 日 更 -一 - pi 了 他 了 
了 sin eT xf]d(z) sinw 


“的 数学 期 望都 为 鹤 , 方差 是 29， 它 们 都 是 高 斯 分 布 的 随机 变量 .由 于 cosor 与 sin wot 是 
下 交 的 ,四 2 cosb 与 冯 sin6 统 计 无 关 , 因 此 ( 妆 :】 是 二 阶 外 分 布 的 随机 变量 ， 


2 的 方差 等 于 1, 数学 期 记 为 零 ,所 以 
人 之 a) m= CXDp |- 3]. 
Bm™ e-s1o(V 290), 


a 
po Z1(8)) 一 ep| - <| 
由 于 8 随 的 增加 而 单调 增加 ,所 以 
dpo( Z1(P)) 一 一 cexp |- laa, 


车 根据 系统 的 工作 特性 , 按 似 然 比 准则 来 辨别 消息 D， 则 
dpi(Z1(8)) /dp Z1(8)) 一 


Hl 


因此 : 
p(ZiB)) — | papoC21(8)) = or) ~ oorp|— | CV 2490)do, 


这 样 我 们 就 可 记得 到 在 不 同 的 信和 杂 比 8 时 系统 的 工作 特性 曲线 (图 15.15-8). 

例 3. 规定 信号 Hz) 但 等 于 某 个 常数 m, 噪声 是 数学 期 望 为 零 ,相关 国 数 为 Ruv(c) 一 
e-*lo 的 高 斯 分 布 的 平稳 随机 过 程 ， 概 求 根据 观测 到 的 一 个 现实 x(?), 0 < :< 7， 来 确 
定 D = 二 0 还 是 D = 1， 先 在 0 委 :< 委 和 内 取 有 限 个 观测 值 ，xy == x(40) eo 全 人) me 
Drs 区 于 0,1,2,'，'*, 7n。 我 们 可 以 得 到 条 件 概 率 密 度 限 数 为 
wsos 1 stalD = 0) 一 二 二 一- 
(2 x) = 性 (1 一 pi) 


pp 
a i 一 aa 
2 2 #=0 I 一 pt， 


1 


党 十 1 一 1 


(2z) = TT 一 oo 


R=D 


w(xo, tl> “ra DD = 0) es 
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1 S DEX ee m(l mm | 


| 
xexp| 一 工人 cx 一 1) 
2 ， 大工 0 1 一 扣 


Pil(Z1) 


i 上- 
0 0.2 . D4 0.6 0.8 10 
po 21) 


图 15,15-8 
当 n 一 % 时 , A, 一 max (th 一 14} 一 0, 不 难得 到 
I(x) 一 exp 区 <(0) 十 也 zx(7) 一 - 十 亚 2 Ca = 27}. 

因此 按 似 然 比 准则 , 当 

*(0) 十 x(T) 路 | Ca 之 并 
时 认为 D 二 1, 反之 则 认为 D 一 0, 其 中 

K = 和 ing 十 十 2 27, 
当天 趋 于 一 00 有 时, 小 警 概率 po(21) 二 1, 注 警 概率 p1.(20) 二 0; 而 KK 趋 于 十 时 , 虚 警 概 
率 po(21) 一 0,， 漏 警 概率 pi(20) 一 1; 当 k 和 患 警 概率 与 户 警 概 
率 都 在 0 到 ! 之 间 ， 


上 面 我 们 讨论 的 都 是 根据 一 次 的 观测 值 准 别 D 一 0 或 了 一 1 的、 当然 还 可 以 根据 
多 次 观测 来 作出 辩 别 ， 这 里 我 们 不 再 作 讨 论 ,读者 可 以 参看 文献 [14, 24, 5]. 


15.16 ”信号 参数 的 估计 


现在 来 讨论 从 噪声 中 测定 信号 所 携带 的 消息 ,也 就 是 “估计 信和 号 的 参数 >。 显 然 , 上 一 
节 中 讨论 的 在 噪声 中 检测 信号 的 问题 只 是 一 个 特殊 情况 , 在 这 种 特殊 情况 中 , 消息 D( 即 
参数 ) 只 取 0 和 1 两 个 值 . 例如 ,在 脉冲 制 雷达 中 , 目标 离 雷 达 天 线 的 距离 和 回 波 脉冲 与 
发 射 脉 冲 之 间 的 时 间 间 隔 成 正比 ,为 了 测量 距离 ,我 们 必须 去 估计 信和 号 中 时 间 间 贤 这 个 参 
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数 ， 又 例如 对 活动 目标 来 说 ， 射 频 信号 的 载 频 的 变化 与 在 雷达 天 线 方向 自 标 过度 的 分 是 
成 正比 ,如 果 这 个 速度 也 是 一 个 消息 ,那么 我 们 就 要 估计 信号 中 载 频 的 变化 这 个 参数 . 假 
设 现 测量 是 信号 与 噪声 的 登 加 

X{) = Fp) 十 Mb， {15.16-1) 
信号 Fo(s) 是 消息 D 的 已 知 函数 或 是 消息 DD 的 带 有 随机 参数 唱 的 函数 Fo(1, @); 消息 了 
可 以 是 随机 变量 ,也 可 以 是 未 知 的 非 随 宙 量 ， 假 定 在 XC2) 的 一 个 现实 中 消息 刀 总 是 取 基 
一 个 不 变 的 什 4; 噪声 N(z) 是 数学 期 望 为 零 的 平稳 随机 过 程 ， 现 在 要 求 根据 XX(#) 的 每 
一 个 现实 *( 站 ,0 委 * 和 了 ,估计 与 此 现实 相应 的 消息 值 ， 消 息 D 的 估计 值 思 应 是 输入 
0 它 与 消息 D 的 取 值 4 无关， 

= DEXO)), 0 EET, (15.16-2) 
当 X(#) 取 不 同 的 现实 时 , 户 ee 通常 用 w(z|47 来 表示 信息 D 取 < 
值 时 输入 X(# 的 条 件 概率 密度 函数 。 当 DD 取 4 什 时 估计 户 的 条 件数 学 期 望 是 

Bla) := | se)w(zl2)er， (15.16-3) 


它 显然 是 4 的 函数 ,如 果 (D14d) = 4， D 称 为 无 偏 估 计 . 如 果 消 息 D 可 以 在 某 个 范围 内 
连续 地 取 值 ,那么 可 以 证 组 在 DD 取 4 值 时 任何 估计 依 都 满足 不 等 式 


BF [20 / [Emo 05104) 
当 户 是 无 偏 佑 计时 ， 


i = [ 力 一 了 ]: 演 1/ 名 iaw(zja)| 。 (15.46-5) 


当 无 偏 估计 妃 使 式 (15.16-5) 中 的 左右 两 边 相 等 时 ,此 估计 DD 就 称 为 有 效 估计 ， 可 以 证 
明 ,无 仿 有 效 估 计 是 唯一 的 , 它 的 充分 必要 条 件 是 


人 = tlD— (Dla)), (15.16-6) 


《是 任何 不 等 于 零 的 常数 ， 显 然 ， 如 果 无 含有 效 估计 存在 的 话 。 那 么 这 个 估计 就 是 最 好 
的 但 是 ,在 求 有 效 估 计时 要 计算 -9_ln (z12) 和 | 总 ln(z|2)| ,这 通常 是 比较 困难 的 ; 


另外 ， 有 效 估计 可 能 不 存在 , DD 可 能 是 未 知 非 随机 量 或 取 离散 值 的 随机 变量 , 这 时 有 效 估 
计 便 失去 了 意义 。 所 以 通常 不 采用 有 效 估计 ， 而 采用 其 他 的 估计 方法 ， 和 常用 的 有 下 列 丙 
种 估计 方法 : 

(1) 最 大 事后 概率 密度 函数 法 : 事后 概率 密度 试 是 已 经 得 到 了 观测 量 X(r) 后 再 来 
反 算 消 息 DD 的 概率 密度 ,也 就 是 当 X() 取 值 x(#) 时 的 消息 DD 的 条 件 概率 密度 w(a|x(2))， 


根据 全 概率 公式 有 
walrt)) = wx)d) wa) /w(x), {15.16-7) 
其 中 w(a) 是 消息 D 的 先 验 概率 密度 苞 数 。 可 选用 使 w(alx()) 取 极 大 值 的 4 作为 估计 ， 
” 它 是 xta 的 函数 
wDIx()) = maxwlalxtt)), (15.16-8) 
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这 样 就 得 到 了 户 与 X(2) 的 关系 ， 在 运用 此 种 方法 时 ,消息 DD 必须 是 随机 变量 , 而 且 需 要 
知道 它 的 先 验 概率 w(4)， 如 果 D 是 连续 取 值 的 随机 变量 ,那么 可 以 按照 过 续 函数 求 极 值 
的 方法 求 出 尹 米 ， 
”(2) 最 大 亿 然 法 : 现 把 消息 D 取 4 值 时 的 观测 量 a 0 1 所 7 了 的 条 件 概 率 密 
度 函 数 称 为 似 然 浮 数 . 记 为 L(x(z); 4)， 
L(x(2)s ad) = wlr|a). {15,16-9) 
无 论 消 息 DD 是 未 知 的 非 随机 量 或 是 随机 变量 时 , 似 然 函数 L(x(z); a) 都 存在 .最 大 似 然 
法 就 是 对 于 观测 量 的 一 个 现实 x(o 来 说 ,选取 使 似 然 函 数 取 极 大 值 的 4 作为 估计 力 ， (对 
于 非 随 机 量 来 说 是 4, 因此 户 是 xl?) 的 函数 ， 
Dx)) ma maX 克 (大 (93 d)} = maxwt( x|d), (15.16-10) 


当 4 可 以 连续 变化 时 
8 8 | 
Be LA*0), 4) pe Me = 10， (15.16-11) 


按 最 大 似 然 法 求 佑 计时 可 以 不 需要 知道 消息 DD 的 先 验 统计 特性 ,这 是 它 的 优点 之 一 。 另 
外 可 以 证 明 下 列 事 实 ， 如 果 对 消息 D 存 在 有 效 估计 力 , 那么 力 一 定 是 按 最 大 似 然 法 求 出 
的 唯一 的 估计 : 如 果 观 测 现实 x(7) 的 时 间 趋 于 无 穷 、 则 按 最 大 似 然 法 求 得 的 估计 渐 近 趋 
于 无 偏 有 效 估 计 , 并 且 它 的 分 布 渐 近 趋 于 正 态 分布, 
可 以 指出 最 大 似 然 法 和 最 大 事后 概率 密度 法 二 者 之 间 的 联系 ， 由 公式 (15.16-7) 可 
以 看 出 ,如果 在 w(x14) 取 最 大 值 的 a 值 附近 的 区 域内 消息 DD 的 先 验 概率 密度 w(z) 是 均 
勾 分 布 的 ,那么 w(dix) 和 w(x14) 取 最 大 值 时 的 a 值 是 相同 的 . 因此 ,在 这 种 情况 下 , 按 
这 两 种 方法 求 出 的 估计 是 相同 的 . 
正 是 由 于 以 上 这 个 特点 ， 最 大 似 然 法 在 信号 参数 的 估计 问题 中 应 用 得 很 广泛 下 面 
dt 
， 假 定 信号 f(2) 是 由 消息 4 调制 而 成 ， 
f= 十 md)Blz), 
其 中 性 是 调制 系数 , B(z) 是 载波 , 它 可 能 是 频率 较 高 的 正 技 波 ,也 可 能 是 等 幅 等 宽 的 罕 肪 
冲 序列 , B(#) 和 m 都 是 已 给 定 的 , 消息 4 是 个 未 知 的 非 随机 量 ; 噪声 N(x) 是 数学 期 望 为 
零 的 高 斯 分 布 的 白色 噪声 ; 功率 谱 密 度 Bw(w) = N; 现在 要 求 由 观测 X(D =f(2) 十 
NO 的 一 个 现实 x(2) ,0 过 1 壕 T, 来 估计 消息 4 的 值 , 
根据 第 15.15 节 中 例 1 的 讨论 不 难得 到 似 然 函数 
LCEX(#); d) = wlx(t) 14d) 


一 Kexp 全 人 cx 一 【] 十 mBG) Pa 72 aN|， 


其 中 常数 K 可 由 条 件 | wz(z)14)ar(e) 一 1 来 确定 。， 如 果 按 最 大 似 然 法 求 4 风 


OL{(r(t): d) 
Od 


在 4 等 于 4 时 应 等 于 零 , 于 是 有 
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4 一 | wea | BC ) 一 圭 


一 -了 | x*(t) Bat 一. 
mE 10 m” 


其 中 EE 是 载波 BQ), 0 + 硅 了 载 负 的 功率 。 只 要 用 最 优 检测 过 滤器 来 得 到 
| x (OB ds, 


就 可 以 得 到 要 求 的 消息 4 的 估计 
例 2， 假 定 消息 参数 是 下 脉冲 前 役 上 距 初 始 时 刻 的 时 间 间 卫 z 来 表示 的 , 并 假定 它 是 

未 知 的 非 随机 量 ; 信 号 Fe(e) 是 用 高 频 正弦 振荡 调制 的 脉冲 信号 

Fu 外 ) 一 az 一 Cd)cos(or 十 中 )， 
其 中 由 是 随机 参量 ,在 0 到 2r 内 均匀 分 布 , a(t 一 4) 是 已 知 的 脉冲 信号 ， 

att 一 起 一 0, 葵 z<dZ 和 > 十 ao， 
5 为 已 知 的 脉冲 持续 时 间 , o 为 已 知 的 高 频 正 弦 拨 荡 的 频率 ;噪声 N() 仍 与 例 1 相同 ;更 
在 要 根据 观测 量 X(Cz 二 Fst, 名 ) 十 NC 的 一 个 现实 xD ,0 反 : 委 了 ,来 估计 相应 的 
4 值 . 局 样 , 根据 第 15.15 节 中 例 1 和 例 2 的 讨论 不 难得 到 在 固定 的 时 的 似 然 函 数 


二 (xp d, 外) 一 Kexp|— -1 > | [xC2) 一 atz 一 dcosfoz 十 WAL 


-Kep|— | re) del exp| — 二 | exptn(d， 9)}， 


其 中 
E= .eG — d)cos(wmi + p)ar 
是 信号 载 负 的 能 重 ,而 
nl(d, Pp) 一 mi *(#)a(t — d)}cos(wt + Pp)dt 
式 中 


er, 


M(d) -= /i x(2)a(t — d) costoidt | 十 | | ee — d) sinwidt | 


似 然 函数 为 
L(x(A): =|; 二 L(x(D)3d, p)d9， 
所 以 
LD; a) — Kexp{— ec)a) exp{— 7} | Pre, 9)}ap 
= Kiexp{— | z(Di]exp| 一 二 lo [|. 


.因为 jo(x) 是 x 的 单调 增加 函数 , 按 最 大 似 然 法 求 得 的 估计 应 满足 条 件 : 
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M(4) wa maxM (4). 


Mtd) 是 mw(4, q) 的 包 络 线 ， (a, 9) 可 以 用 最 优 检 测 过 滤器 得 型 ， 检 测 过 滤器 在 a 十 9 
时 刻 得 到 最 大 值 。 因 此 将 输入 x(#) 通过 最 优 检 测 过 斌 器 后 再 通过 无 惯性 检 波 器 , 使 最 后 
的 输出 达 极 大 的 时 刻 就 是 4 十 c。 

例 3， 假 定 信 号 就 是 消息 , 它 等 于 某 个 未 知 常数 4; 虞 声 是 平稳 随机 高 斯 过 程 ， 数 学 
期 望 等 于 零 , 相 关 防 数 为 Ry(o) 一 ep。 现在 蓝 根 据 观 测 值 XC) 二 4 十 NG) 的 一 个 
现实 xf, 0 < 委 上 安 了 , 米 估 计 消 息 值 gz。 用 与 上 节 例 3 根 同 的 方法 可 以 求 出 似 然 范 数 : 


Ltt)s dY — Kop{Z [C0) et | x(2) 4 | 21 荆 )， 


Kk 是 与 4 值 无 关 的 常数 ,可 由 | Z(*(D; Z)dz(D) 一 ! 来 决定 ， 根 据 最 大 似 然 法 ,估计 
4 等 于 


二 EO x(T) + | xb |. 


可 以 看 出 , a 的 估计 4 es 15.9 节 中 例 3 的 结果 一 样 
如 果 信 号 中 包含 两 个 不 同 的 消息 Dl 和 D;, 那 么 可 以 按 最 大 似 然 法 求 出 消息 Di 和 已 
的 联合 估计 (D,, D,). 这 时 似 然 函数 L(x(); d1, d2) 就 是 当 D1 取 4 值 积 D; 取 4; 值 时 
X(D ,0 乞 : 志 了 的 条 件 概 率 密度 函数 w(x()|d, dy). 在 给 定 的 观测 现实 x(2), 0 所 :二 
T 时 ,消息 和 4 的 联合 估计 (D1, 户 ,) 应 是 下 列 联 立 方程 组 的 解 : 
OL(x(#); di， 大) 一 0， 
dal 
OL(x(#); ad) 
- Ba, 
同样 ,最 大 似 然 法 可 以 推广 到 对 任 总 * 个 消息 的 估计 .在 有 多 个 消息 存在 时 ,只 估计 
一 个 消息 而 不 估计 其 他 消息 并 不 会 提高 此 消息 估计 的 准确 程度 。 例如， 在 雷达 的 回 疲 信 
号 中 估计 距离 和 目标 的 径 同 速度 ， 如 乐 只 估计 距离 而 不 去 估计 目标 的 径 同 速度 就 不 能 提 
访 估 计 距 离 的 准确 性 ， 


15.17 一 般 的 最 优 过 滤 问 是 


本 章 讨 论 了 各 种 准则 的 最 优 过 滤 问 题 ,如 信号 的 最 优 复 现 , 信 和 号 的 最 优 检 测 和 信号 参 
数 的 最 优 估 让 等 ， 究 竟 采 用 什么 准则 机 由 具体 的 工程 问题 的 要 求 来 确定 ， 实际 上 可 以 把 
大 部 分 已 有 的 准则 妇 结 为 一 般 的 准则 . 
假定 系统 的 观测 晤 是 有 用 信 号 下 (#) 和 品 商 的 登 加 ， 
X(#) = FC) t+ NG). 
在 一 般 情 况 下 ,可 以 认为 噪声 是 数学 期 望 为 零 的 平稳 随机 过 程 ， 有 用 信号 (2) 是 时 间 # 
的 随机 谓 数 , 它 也 是 消息 和 某 些 参数 的 确定 冰 数 , 其 中 有 些 部 分 可 能 是 随机 的 , 也 可 能 是 
未 知 的 非 随机 量 或 非 随机 函数 .通常 信号 F(z) 表示 为 
Fl) = fi, DG), BOG)), (15.17-1) 
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DQ 一 《Di Di(t)) 为 消息 轴 () 一 (57， st)) 为 参数 ， 我 们 要 求 在 系 
统 的 输出 端 得 到 某 些 消息 或 对 这 些 消 息 进行 某 种 运算 后 的 结果 的 估计 .理想 输出 可 以 者 
示 为 对 信息 进行 某 种 已 知 运 算 的 结果 


Y(t) = gD()).. C317=2) 
系统 的 实际 输出 坊 ) 是 对 观测 量 基 (z) 进行 某 种 可 实现 的 运算 结果 , 它 可 以 表示 成 函数 
关系 

Y() = RLXC)}, (15.17-3) 


实际 上 ,系统 的 输出 愉 虽 总 是 和 理想 输出 Y(z) 有 差别 的 ,我 们 用 损耗 函数 作 生 ，Y) 来 
度量 这 种 差别 ， 它 是 理想 输出 于 和 实际 输出 了 的 某 个 确定 的 函数 ( 泛 函 ) 或 条 件 确定 函 
数 ( 泛 函 ).。 对 于 理想 输出 (4z) 取 基 个 值 yo 时 损耗 函数 的 条 件数 学 期 望 称 为 条 件 风 
险 , 它 只 依赖 于 Jo 的 取 值 y.(z) 和 确定 实际 输出 的 运算 下， 条件 风 险 定义 为 


rhly) ~ BY, DIY, = y(2)1. (15.17-4) 
理想 输出 了 ,(#) 是 随机 函数 时 的 条 件 风 险 (下 | 二) 的 数学 期 望 称 为 平均 风险 ， 它 只 依赖 
于 运算 | 

r(h) = [RORIY)] ~ [CF,, Y)]. (15.17-5) 


实际 上 平均 风险 r( 有 ) 就 是 损耗 函数 ?LY 了 ,, 了) 的 无 条 件数 学 期 望 ， 一 般 的 最 优 过 淡 问 题 - 
就 是 要 选择 运算 严 使 得 相应 于 某 个 损耗 函数 的 平均 风险 取 最 小 值 ， 或 者 使 在 某 种 距 制 条 
件 下 相应 于 某 个 (条 件 损 耗 ) 函 数 的 条 件 平均 风险 取 最 小 值 ， 几乎 所 有 的 统计 准则 都 是 这 
种 一 般 准 则 的 个 列 情 况 ， 下 面 我 们 就 列举 出 相应 于 某 些 统计 准则 的 损耗 函数 或 条 件 损耗 
(1》 均 方 误差 最 小 准则 ， 这 时 取 
{YY) = (YY.— YY,— YY), (15.17-6) 
因此 z 
minr(h) = min(Y, — YY,—Y)., 
(2) 误差 的 范 数 不 超过 某 个 给 定 冰 数 的 概率 最 大 准则 : 这 时 取 
上 (了 及, 了) 一 一 了 | 和 9)， 《15.17-7) 
1, |Y, 了 | > pl), 
因此 
minr(R) 一 minp{ 了 一 Yi> p= maxp{ I = Y| < p00)}. 
(3) 信号 检测 时 差错 的 全 概率 最 小 准则 ;， 假 设 Y, 只 取 0 和 上 两 种 值 ， 如 果 根 据 实 
际 观 测 而 得 的 了 之 8, 则 认为 信号 是 1, 如 了 过 8, 则 认为 信号 为 0。 这 时 取 
Ys ne {Y, 一 0， Y<8} 或 {Y 一 0， Y 完 8}, (15.17-8) 
1， 《7， 一 0， Y 之 好 或 LY = 1], Y < p}, 
因此 
rh) = p{Y =— 0,Y 之 Bp} + plY, = 1,Y < Bp} = 如， 
po 就 是 发 生 凑 错 的 全 概率 ,+r( 有 ) 取 最 小 值 也 就 是 发 生 差错 的 最 小 全 概率 . 
(4) 讲 曼 -皮尔 生 准 则 ;要求 虚 敬 概率 不 超过 某 个 信和 时 漏 罗 概率 最 小 。 以 第 15.15 
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节 可 知 , 当 漏 警 概率 最 小 时 , 虚 警 概率 应 该 取 它 上 限 . 因此 诺 曼 ~ 皮 尔 生 准则 就 化 为 在 虚 
警 概率 P{Y 之 iY ~ 0} 一 < 时 ,差错 全 概率 po 最 小 的 条 件 极 值 问题 ， 这 时 取 
0, {了 二 1， 了 站 或 {Yi 一 0 Y<<p}， 
IY1, Y= /1, {Y= 0, Y > 8}, , (15.17-9) 
1, {Yi=i, Y<p}, 
其 中 , 是 拉 格 朗 只 不 定 乘 子 ， 如 果 一 1 的 先 验 概率 是 p，Y: = 0 的 先 验 概 准 是 4 二 
1 一 p, 那么 
rR) == [上 YI，Y)] 二 1，yY< PP 十 4， pf 一 0，Y7 关 8 
-=p: 四 YY 一 BY 一 1 十 9 人 十 已 一 1)9 
' PHY 守 BlY! = 0} 
= pot hplY BIY = 0}, 
其 中 加 一 (1 一 1)9 也 是 不 定 乘 子 , po 是 发 生 差 错 的 全 概率 . 因此 平均 风险 最 小 也 就 是 
在 p{Y 关 81Yi 一 0} 一 0 条 件 差 错 全 概率 最 小 ， 不 定 秉 于 4 或 1 应 在 找到 最 小 值 后 
再 从 条 件 p{lY 之 8|Y1 二 0} 二 a 来 确定 ， 
(5) 事后 概 来 最 大 准则 : 它 要 求 对 观测 量 X4) 的 任意 给 定 的 现实 x(z)， 条 件 概率 
密度 wlynix) 在 yy 一 y 时 取 最 大 值 ， 这 时 只 要 令 
| MKYyiYy) 一 < 一 56(71 一 了 ) (15.17-10) 
即 可 ,其 中 * 为 任意 常数 ， 这 种 损耗 函数 的 平均 风险 为 


fr(h) 一 [KKY1，Y)] 一 < 一 | Bg — yw yn ydyrdy, 
因为 输出 ”是 运算 及 对 输入 x+(7?) 作用 的 结果 ,所 以 z 
"h) = — {fa — wb, zayras 


ea 5 一 | wear | 人 (yi h{x})wly jx)ay 


oc Jew ls)ar,. 


因为 w(x) 守 0， 所 以 当 r( 和 ) 取 极 小 值 时 wl(y|x) 取 最 大 值 ， 这 意味 着 事后 概率 密度 
w(ynl*) 在 yu 呈 yy 时 取 最 大 值 ， 
《6) 最 大 似 然 法 : 它 要 求 对 观测 量 XG) 的 一 个 现实 x(z)， 条 件 概 率 密度 w(xiy) 
在 1 于 yy 时 取 极 大 值 ， 这 时 令 | 
ICY1, Y) = ~— 6(Y, Y), (15.17-11) 
其 中 * 为 任意 常数 ， 这 种 损耗 函数 的 条 件 风险 为 


hly) 一 | oo ?wzlyDap 


so — ywlr | yay 


= 6 — w(x|y). 
当 条 件 风险 RGA| nn) 取 极 小 值 时 ,输出 ;就 满足 最 大 似 然 法 的 条 件 ， 
对 应 于 所 有 可 能 的 损耗 函数 KK YX 它 还 可 能 包含 某 些 待定 参数 ) 的 平均 风险 (用) 
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最 小 的 准 划 通常 称 为 贝 叶 斯 准则 ， 显 然 , 为 了 按 贝 叶 斯 准则 确定 最 优 过 滤 系 统 , 必 须知 道 
信号 和 阳 声 的 所 有 统计 特性 。 而 对 某 些 个 别 的 准则 才 可 能 只 利用 信号 和 只 声 的 局 部 统计 
特性 . 如果 只 知道 相对 于 理想 输出 中 的 观测 值 KGr) 的 条 件 概 率 特性 ,而 六 的 概率 特性 
不 知道 ， 那 么 最 优 过 让 问题 只 能 按 最 大 似 然 法 来 设计 或 者 按 航 小 极 大 准则 来 设计 极 小 
极 大 准则 就 是 要 保证 系统 在 最 坏 可 能 的 条 件 下 最 好 地 工作 ,即使 所 有 可 能 的 Yi 的 现实 的 
条 件 风 险 植 中 最 大 者 达 极 小 值 

min tax r(hliy,), 


这 种 准则 对 于 某 类 系统 的 设计 特别 有 用 ,例如 ,用 导弹 去 攻击 作 机 动 飞行 的 敌 宙 时 , 敌 机 
总 想 作 某 种 机 动 使 导弹 击 中 它 的 概率 碱 小 ， 这 时 导弹 的 控制 系统 应 这 样 设计 使 得 在 敌 机 
作 最 坏 的 机 动 时 仍 能 使 导弹 尽 可 能 准确 地 接近 它 . 

一 般 来 讲 ,在 相同 的 条 件 下 , 按 不 同 的 准则 设计 出 来 的 最 优 运 算 有 或 最 优 过 滤器 将 不 
相 辣 ， 但 是 在 个 别 的 情况 下 ， 也 可 能 同一 个 过 滤器 对 好 几 种 准则 都 是 最 优 的 .这 里 特别 
要 指出 , 按 第 15.3 节 到 第 15.13 节 的 方法 设计 出 来 的 线性 过 滤器 ,如 果 随 机 信号 和 随机 中 
声 是 正 态 分 布 它 不 仅 对 均 方 误差 最 小 的 准则 是 最 优 的 , 而 且 对 于 以 | 六 一 了 | 为 变量 的 任 
意 非 降 损耗 函数 的 平均 风险 最 小 准则 来 说 , 它 也 是 最 优 的 ,并 且 对 于 事后 概率 密度 最 大 的 
人 准则 来 说 也 是 最 优 的 . 
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在 以 前 各 章 中 , 我 们 所 讨论 的 各 种 控制 系统 , 在 普遍 性 和 复杂 性 上 都 是 逐渐 增加 的 。 
可 是 自始至终 有 一 个 基本 假设 假设 已 经 知道 了 被 控制 的 系统 所 具有 的 性 质 和 特征 。 普 
通 线性 伺服 控制 系统 的 稍 形 是 伺服 机 构 以 及 其 它 元 件 的 传递 函数 在 设计 前 已 经 确定 。 至 
于 变 系数 线性 系统 的 情形 , 我 们 举 出 长 距离 火箭 的 导航 系统 为 例子 , 那里 , 在 设计 以 前 ， 
火箭 的 动力 学 特性 和 空气 动力 学 性 质 就 已 经 确定 了 。 第 九 章 处 理 过 的 根据 指定 积分 条 件 
进行 设计 的 一 般 控制 系统 中 ,系统 对 于 被 控制 的 输入 变化 的 反应 也 假定 是 预先 确定 了 的 ， 
控制 系统 的 设计 工作 是 以 系统 的 这 些 知识 为 依据 。 反 馈 作用 仅仅 是 把 输出 处 的 资料 传送 
到 计算 机 里 ,然后 计算 机 就 根据 它 所 有 的 关于 系统 性 质 的 知识 发 出 “明智 的 "控制 信号 ， 

在 这 一 章 里 ,我 们 还 希望 把 上 述 设计 控制 系统 的 要 求 作 进一步 的 放宽 ,我 们 将 引入 连 
续 "理解 >? 和 连续 测量 的 控制 设计 原理 。 根 据 这 种 原理 ， 进 行 控制 设计 时 就 不 需要 有 关 控 
制 系统 性 质 的 确切 知识 、 在 这 里 我 们 采用 在 控制 过 程 中 不 断 测 量 的 办 法 来 代替 预先 了 解 
控制 性 质 的 要 求 , 这 种 系统 就 称 为 自动 寻求 最 优 运转 点 的 控制 系统 (以 下 简称 自 导 最 优点 
系统 )。 下 面 我 们 将 特别 地 讨论 关于 这 种 控制 系统 的 一 个 简单 例子 。 


16.1 基本 概念 


死 论 我 们 从 控制 计算 机 中 得 到 的 信和 号 是 多 人 么 准确 ， 一 个 控制 系统 性 能 的 精确 程度 总 
是 与 设计 所 依据 的 数据 的 精确 程度 有 关 。 假 设 象 前 面 各 章 那 样 我 们 默认 ;在 了 解 控制 系 
统 的 整个 设计 之 前 ,我 们 已 经 确定 了 控制 系统 的 人 性质 ,那么 由 于 以 下 两 点 理由 我 们 不 可 能 
获得 非常 精确 的 控制 性 能 .第 一 ,原来 假定 的 对 象 在 制造 过 程 中 常常 会 发 生 微小 的 差异 ，. 
例如 ,火箭 模型 的 机 标的 性 能 是 依靠 在 风 洞 中 进行 实验 所 测定 , 然而 ,真正 的 火箭 机 费 的 
性 能 和 神 型 机 机 的 性 能 就 不 会 完全 相同 ,所 以 火箭 的 空气 动力 学 特性 实际 上 和 实验 结果 
有 些 不 同 。 第 二 ,任何 一 个 工程 系统 都 会 在 时 间 过 程 中 发 生 一 些 变化 ,这 种 变化 可 能 是 由 
于 磨损 和 疲劳 而 使 系统 逐渐 损坏 。 也 可 能 是 由 于 系统 所 处 的 周围 环境 有 所 改变 的 缘故 ， 
简 言 之 ,在 系统 实际 进行 运转 之 前 永远 不 可 能 丝毫 不 差 地 知道 一 个 工程 系统 的 性 质 ， 因 
此 ， 如 果 要 求 系统 具有 高 度 精 确 的 控制 性 能 ， 我 们 就 必须 采用 连续 理解 和 测量 的 控制 原 
理 。 

希望 控制 设计 能 够 非常 精确 , 这 个 要 求 也 并 不 是 改变 控制 概念 的 唯一 原因 ; 实际 上 ， 
常常 会 发 生 这 种 情况 ， 系 统 的 性 质 会 发 生 某 些 预料 不 到 的 巨大 变化 。 因 而 使 得 我 们 非 采 
用 连续 理解 和 测量 的 控制 原理 不 可 。 在 处 理 长 距离 火箭 导航 问题 ， 考 虑 空气 扰动 的 影响 
时 我 们 已 经 引进 了 这 个 原理 :在 那里 ,我 们 利用 火箭 的 动力 学 状态 本 身 作 为 连续 测量 那些 
影响 的 测量 仪器 ， 此 外 飞机 在 结 冰 的 气候 条 件 下 飞行 是 一 个 更 明显 的 例子 。 在 机 票 和 机 
身 表 面 上 冰 层 的 堆积 和 深化 会 使 飞机 的 外 形 有 一 些 改 变 . 而且， 冰 块 的 堆积 方式 就 是 无 
法 预先 精确 测定 的 那 种 变量 ， 所 以 由 于 冰 块 的 影响 飞机 的 空气 动力 学 特性 会 发 生 相 当 大 
的 变化 ,而 县 这 种 变化 方式 无 法 预料 到 ,更 不 幸 的 是 ， 所 有 这 些 变 化 总 是 使 飞机 的 性 能 降 
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低 , 也 就 是 说 , 每 公升 汽油 所 能 飞行 的 公里 数 一 定 减少 。 所 以 ,我 们 的 兴趣 在 于 : 设法 了 
解 发 动机 的 功率 ,发 动机 每 分 钟 旋 转 次 数 ,以 及 飞机 的 飞行 情况 应 该 如 何 配合 起 来 才 会 使 
每 公升 汽油 得 到 最 大 的 公里 数 ， 因 为 我 们 应 该 使 飞机 在 最 优 状态 下 飞行 ， 尽 量 少 消耗 那 
不 多 的 燃料 , 可 是 就 在 这 种 危急 情况 下 , 由 于 结 冰 的 作用 , 我 们 原先 关于 飞机 性 能 的 了 解 
和 实际 情况 却 又 不 相符 合 了 , 因此 , 在 这 种 不 利 的 情势 之 下 , 只 有 一 个 解决 这 种 飞行 控制 
问题 的 办 法 ,这 就 是 采用 自动 理解 和 测量 的 控制 系统 ,也 就 是 自 寻 最 优点 系统 ， 这 种 系统 
自动 地 使 飞机 保 圭 最 优 的 运动 条 件 . 

一 个 熟练 的 工作 人 员 自 然而 然 地 采用 寻求 最 优 的 原理 控制 机 器 的 运转 。 他 随时 注意 
机 器 的 输入 和 输出 的 仪表 读数 ,然后 根据 他 的 知识 和 经 验 来 断定 需要 山 玛 一 个 方向 调节 ， 
把 输入 调节 以 后 ,输出 读数 也 就 改变 了 ,根据 这 个 新 的 输出 读数 他 又 来 判断 是 否 到 达 或 者 
超过 最 优 运转 条 件 ,然后 再 进行 输入 的 调节 。 连 续 调节 输入 是 “理解 ”的 过 程 , 念 出 输出 的 
读数 是 反馈 过 程 。 然 而 ,人 工控 制 的 办 法 只 有 系统 反应 绿 慢 的 情况 下 才能 成 功 ,但 是 对 于 
复杂 的 系统 ,用 人 工 直接 来 控制 的 办 法 无 论 动作 得 怎样 好 都 不 容易 得 到 合乎 理想 的 效果 ， 
自 寻 最 优点 的 控制 在 美国 是 由 椎 拍 〈《Draper) 李 炮 滋 〈Y. T. LD)F" 和 拉 宁 (Laning) 
提出 的 ， 舒 尔 《Shult)55 曾经 讨论 过 这 种 原理 在 操纵 飞机 方面 的 应 用 ， 在 苏联 卡 扎 切 维 
奇 (Kasaxeseq) 于 1943 年 曾 研究 过 自 寻 最 优点 系统 并 成 功 地 做 过 工业 试验 呈 . 近年 来 这 
类 系统 已 得 到 了 广泛 的 应 用 ,研究 工作 也 开展 得 极为 迅速 。 


16.2 自 寻 最 优点 控制 原理 


自 寻 最 优点 控制 系统 的 重要 部 分 是 一 个 非 线性 环节 ， 通 过 这 个 环节 来 确定 相应 的 最 
优 运 转 条 件 , 为 了 讨论 简单 起 见 , 我 们 假设 这 个 基本 元 件 只 有 一 个 输入 和 一 个 输出 。 在 现 
”阶段 ,我 们 将 忽略 时 灌 的 影响 ,假设 输出 仅仅 由 于 输入 的 用时 值 所 决定 。， 因 为 系统 有 一 个 
最 优 的 运转 点 ,作为 输入 的 函数 ,这 个 输出 函数 
在 *% 的 地 方 有 一 个 极 大 值 x, 如 图 16.2-1 所 
示 。 通 常 输出 和 输入 的 关系 以 最 优点 作为 参考 
点 ， 于 是 x 十 ww 是 系统 的 输入 ，y* 十 yo 是 输 
出 ,最 优点 就 是 x 二 y* 一 0。 自 和 导 最 优点 系统 
的 目的 在 于 找到 这 个 最 优点 ， 使 系统 保持 在 这 
一 点 附近 运转 ， 在 这 一 点 附近 x 和 沙 之 闻 的 
, 关系 可 以 近似 地 写成 z 
+ 输入 y* = —— kx, (16.2-1) 
Ss 在 概念 方面 ， 关 于 得 到 一 个 自 寻 最 优点 系 
绕 的 方法 ,可 以 叙述 如 下 ， 假设 我 们 开始 有 一 个 负 的 输入 ,也 就 是 比 最 优 输入 的 值 要 小 一 
些 的 输 人 , 象 图 16.2-2 (a) 所 表示 的 那样 , 我 们 以 速率 等 于 党 数 的 方式 使 输入 增加 , 相应 
的 输出 .y* 首先 将 会 增加 ,逐渐 到 达 最 优 值 ,然后 开始 减少 ,如 图 16.2-2(b) 所 示 ，y* 对 于 
时 间 的 微 商 , dy*/di, 首先 是 正 的 ,在 1 那 一 点 降 到 零 (图 16.2-2 (c)), 以 后 就 变 成 负 的 . 
在 2 那 一 点 , dy*/ai 的 值 达 到 系统 中 设计 时 确定 的 临界 值 ， 于 是 输入 变化 的 方向 就 反 转 
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过 来 .现在 的 输 和 人 * 开始 减少 , 它 下 降 的 速率 和 以 前 增加 时 的 常数 速率 相等 。 现 在 y* 又 
增加 了 , say*y/ax 跳 到 正 的 值 。 在 3 那 一 点 , 输 册 达到 了 它 的 极 大 值 ， 于 是 dy*/4ai 又 变 成 
零 。 在 4 那 一 点 , 4ay*/dt 又 到 达 临 界 值 ， 使 输入 再 改变 它 的 方向 。 系统 自己 重复 地 进行 
这 种 过 程 , 而 且 这 种 状态 是 有 周期 性 的 , 这 时 , 我 们 说 系统 围绕 着 最 优点 进行 搜索 ;周期 
T* 叫做 搜索 周期 . 输出 的 最 小 值 A* 叫做 输出 y* 的 搜索 范围 。 因 为 方程 (16.2-1) 表示 


= 会 ww De 搜索 周期 
) 输出 搜索 级 失 ~ 分- "如 A 


dy™ 
“7 的 临界 什 
16 .2-2 


输入 和 输出 是 抛物 线 关 系 ,输出 的 平均 值 等 于 二 A* ， 比 最 优 输 出 小 , 这 个 差别 D* 是 一 


种 损失 ，D* 称 为 搜索 损失 ,这 是 为 了 把 控制 系统 保持 在 最 优点 附近 而 付出 的 代价 。 我 们 


知道 
D+ 一 二 A" (16.2-2) 


系统 的 其 它 特征 数量 可 以 用 A* 和 7* 来 进行 计算 : ”利用 方程 《16.2-1), 输入 的 极 
值 等 于 上 WA*+/ ， 输 入 的 变化 速率 等 于 2 V A*/k/T*。 输出 的 变化 速率 的 临界 值 是 
一 4A*/T*， 所 以 ,假设 我 们 把 搜索 范围 A* (或 者 搜索 损失 D*), 以 及 搜索 局 期 T* 确定 
下 来 以 后 ,系统 就 确定 了 。 这 种 自 寻 最 优点 系统 的 主要 部 分 是 输入 的 试探 变化 、 测 量 输出 
的 装置 ,对 输出 求 微 商 的 装置 、 以 及 zy*yar 达到 预先 规定 的 临界 数值 时 使 输入 反 转 方向 
的 开关 装置 ， 理 解 和 找到 最 优点 的 这 种 作用 是 由 于 强制 输入 变化 而 实现 的 。 但 是 输 人 一 
直 在 变化 也 使 得 输出 有 微小 的 损失 D。 我 们 希望 搜索 范围 A* 比较 小 ， 但 是 如 果 A* 小 ， 
那么 决定 输入 变化 反 转 方向 的 ay*/ar 的 临界 值 也 就 碱 小 。 由 于 系统 中 难免 有 干扰 或 者 
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噪声 出 现 ,于 是 就 增加 了 发 生意 外 的 输入 反 疝 的 危险 性 。 假 设 系 统 运转 离开 了 最 优点 ,很 
明显 ,再 找到 最 优 运转 点 的 时 间 和 搜索 周期 T* 成 正比 ， 确 切 的 说 , 7* 越 大 ,这 个 时 间 也 
就 越 长 ,在 非 线 性 系统 里 的 这 种 关系 是 单 油 的 ,但 不 基线 性 的 ; 当 T* 小 的 时 候 这 种 关系 大 
致 是 线性 的 关系 。 这 样 看 来 ,希望 搜索 周期 短 一 些 。 但 是 如 果 7* 太 小 , 那么 在 搜索 运转 
中 就 很 难 把 输出 信号 和 其 它 随 机 干扰 区 分 开 来 。 关 于 这 一 点 我 们 将 在 下 一 节 里 再 加 以 讨 
论 . 
系统 中 的 试探 输 人 变化 可 以 是 一 个 光宇 的 时 间 函 数 而 不 是 图 16.2-2 (a) 那 种 齿 形 曲 
线 .。 例如 ,我 们 可 以 使 输入 x 由 一 个 变化 缓慢 的 曙 x 和 一 个 正弦 函数 组 合 而 成 , 这 个 正 
纺 函 数 的 振幅 是 常数 a, 频率 是 wm, 这 样 , 
t= ,+ 4 sinwt, (16.2-3) 


于 是 ， ee (16.2-1), 粗 应 的 输出 y* 是 
Rs PE -> dXa Sin tw La 0 二 
kf | 2 kax, sin eol 十 (2 wi), (16.2-4) 


把 输出 信号 加 到 一 个 通 频带 滤波 器 上 ,可 以 消除 变化 缓慢 的 第 一 项 和 第 三 项 的 倍 频 部 分 。 
过 滤 后 留 下 的 信号 是 一 2 kax, sin wr; 然后 通过 一 个 整流 相 乘 器 , 把 这 个 信号 乘 以 正弦 信 


号 asin o/ ,得 到 


一 28a2xssin2cox es karall 一 eos(2 wi)], (16.2-5) 
然后 再 滤 掉 倍 频 项 ,于 十 最 后 我 们 得 到 信和 号 一 sx。。 这 个 信号 可 以 用 来 改变 输入 的 分 量 
Tey 并 使 得 
ws 二 . _ 
> ax， (16.2-5) 
于 是 zx 趋 于 零 , 它 衰 减 的 对 间 党 数 等 于 2 7， 
27+ 一 -二 ， 162-7 
志 (162-7) 


因为 输入 和 输出 之 间 是 抛物 线 关系 ,输出 衰减 的 对 间 常 数 等 于 7?*、 所 以 这 样 一 种 控制 系 
统 也 会 找到 最 优点 而 渐 近 地 接近 最 优点 。 这 种 具有 连续 试探 信号 的 自 寻 最 优点 系统 ， 它 
的 运转 情况 表示 在 图 16.2-3 上 。 图 16.2-3 (ce) 表示 过 滤 后 的 输出 信和 号。 图 16.2-3(d) 表 
示 整 流 伯 乘 器 的 影响 ， 
当 系 统 运 转 接近 最 优点 时 ,因为 输入 有 一 个 正弦 振动 ， 输出 是 一 2simwz, 所以 仍然 
有 输出 损失 D* 二 Ka/2， 为 了 减 小 损失 , 试探 输入 的 振幅 必须 相当 小 , 但 是 册 于 要 海 虑 
系统 中 干扰 和 噪声 的 影响 ,又 有 一 定 的 限制 ,振幅 不 可 能 太 小 。 这 里 输出 的 搜索 范围 A* 
等 于 Xe:， 我 们 得 到 关系 式 
* 1 
D*= py 入, 《16.2-8) 
方程 (16.2-7) 指出 与 输 人 策动 信号 有 关 的 设计 参数 “ 根据 下 面 关系 式 由 D* 和 了 时间 常 数 
7* 决定 
g= 4D*+T* = 2A*T*, , (15.2-9) 
由 方程 (16.2-3) 试探 输入, 得 到 的 信号 [方程 (16.2~5)1 的 整流 部 分 一 Kha?x。， 真 实 
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一 kre sinl wf 
一 《qa?rs。( 略 流 相 来 占有 的 欠 出 ) 
fiP2 ya E57 
(d 
疼 16.2-3 


地 表示 了 输 人 信号 对 最 优 和 输入 的 偏差 的 一 个 量度 。 根据 方程 《16.2-6) 来 连续 策动 输入 
信号 的 办 法 ,只 是 很 多 种 可 能 采用 办 法 中 的 一 种 办 法 。 显 然 ,也 可 以 用 这 个 信号 给 出 一 个 
按照 齿 形 变化 的 输 和 人 并且 加 上 一 个 正弦 振动 , 当 信 号 1 一 Ke?xs| 达 旬 临 界 值 ， 就 反 转 输 入 
的 方向 ， 这 个 自 寻 最 优点 系统 的 搜索 运转 过 程 包含 两 个 不 同 的 频率 ; 一 个 是 低频 分 量 
xt。， 另外 一 个 是 由 正 蔷 输入 振 水 产生 的 高 频 分 量 。 


16.3 于 扰 的 影响 


以 前 关于 理想 化 的 自 寻 最 优点 控制 系统 的 讨论 已 经 表明 : 尽量 减 小 试探 输入 变化 的 
振幅 以 及 减 小 时 间 常 数 7* 是 有 重要 意义 的 。 然而， 由 于 物理 系统 中 普 谱 存在 噪声 和 干 
扰 ， 因 此 在 实际 的 设计 中 就 有 一 些 限制 。 为 了 有 效 地 测量 由 于 为 了 探测 到 最 优点 的 距离 
而 加 的 输入 变化 而 得 到 的 输出 变化 ,那么 随时 间 变 化 的 输出 信号 的 这 一 部 分 频率 分 量 ,应 
该 能 够 与 由 于 噪声 和 干 护 而 产生 的 输出 部 分 区 分 开 来 ， 由 于 干扰 而 产生 的 输出 的 频率 分 
量 的 相对 振幅 可 以 画 成 一 个 以 频率 为 变数 的 函数 图 线 。 这 种 干扰 输出 的 频率 谱 通常 象 图 
16.3-1 所 画 的 那样 ， 有 一 个 低频 部 分 ( 款 移 干扰 ) ,以 及 一 个 高 频 部 分 。 在 这 两 部 分 中 间 ， 
通常 有 一 个 噪声 影响 较 小 的 频率 区 域 。 如 果 设计 自 寻 最 优点 系统 时 ， 使 试探 输入 变化 的 
频率 在 这 个 区 域内 , 那么 试探 输入 的 振幅 可 以 很 小 , 不 致 被 干扰 影响 拓 苇 而 诊 失 了 作用 。 
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于 是 ， 一 般 情况 下 ， 输 入 变化 中 试探 函数 必须 使 输入 变化 得 足够 快 以 避免 桔 移 干扰 的 影 
殉 , 同 时 为 了 防止 杂乱 的 高 频 史 声 ,变化 又 不 能 过 份 快 ， 


16 .3-1 


噪声 影响 的 这 些 芳 虑 ， 指 出 了 前 面 讨 论 过 的 那 两 类 自 寻 最 优点 系统 的 困难 所 在 ， 第 
一 类 系统 具有 举 形 输入 ， 它 们 采用 输出 对 时 间 的 微 商 作为 控制 信号 ， 假 设 输出 中 有 随机 
于 抗 , 由 于 采用 输出 对 时 间 的 微 商 ,于 是 高 频 分 量 的 相对 振幅 将 会 有 所 增加 ， 那 么 就 减 小 
了 息 寻 最 优点 系统 的 有 效 频率 区 域 ， 这 是 一 个 严重 的 缺 扣 .第 一 类 自 寻 最 优点 系统 ,采用 
光滑 的 正 蓄 试探 函数 ,要 求 噪声 影响 小 的 闫 带 相 当 宽 ,因为 除了 输入 中 二 的 变化 而 外 , 还 
有 一 个 频率 相当 高 的 正 驴 变化 ， 所 以 ,如果 控 制 系统 中 的 噪 敲 影响 小 的 频 训 相当 效 罕 ,以 
上 讨论 这 的 这 两 类 自 寻 最 优点 系统 都 是 不 适用 的 ， 在 下 一 节 ， 我 们 将 讨论 另 一 种 比较 好 
的 系统 , 那 种 系统 叫做 自动 保持 最 高 点 的 涵 制 系 绕 ， 


16.4 ”自动 保持 最 高 点 的 控制 系统 


自动 保持 最 高 点 控制 系统 的 输入 变化 情形 和 这 里 研究 过 的 第 一 类 自 寻 最 优点 系统 相 
邮 ， 也 是 速率 等 于 常数 的 周期 变化 。 这 里 主要 的 区 别 在 于 产生 反 转 输入 信号 方向 的 方法 
有 所 改进 ， 当 输出 达到 它 的 极 大 值 以 后 逐渐 下 降 接近 于 限制 的 搜索 范围 时 就 反 转 输 人 信 
号 的 方向 。 现 在 就 用 这 个 事实 本 身 作为 策动 这 种 自动 保持 最 高 点 控制 系统 输入 信 号 反 转 
方向 的 条 件 。 可 以 用 下 述 办 法 实现 这 个 条 件 : 用 一 个 电压 量度 输出 y*。 这 个 电压 称 为 
输出 的 指示 电压 ， 这 个 电压 经 过 一 个 只 会 充电 而 不 能 放电 的 阐 门 通 到 一 个 电容 器 上 。 所 
以 , 在 y* 达 到 最 大 值 以 前 , 电容 器 的 电压 ,其 数值 和 表示 y* 的 电压 相同 。 当 输入 增加 超 
过 最 优 值 时 ,输出 y* 逐渐 下 降 , 但 是 电容 器 的 电压 将 仍然 保持 那个 极 大 信 , 于 是 电容 器 的 
电压 和 输出 的 指示 电压 之 间 。 有 一 个 电压 差 x。 这 个 电压 差 所 容许 的 最 大 值 由 搜索 范围 
Ar 决定 。 当 v 达到 A* 对 ,安装 在 系统 里 的 一 个 开关 发 生 作 用 , 反 转 输入 信号 的 方向 , 在 
同一 时 刻 , 电容 器 放电 , 使 它 的 电压 等 于 输出 的 指示 电压 y*。 关于 这 类 自 导 最 优点 控制 
系统 的 运转 情况 , 可 以 用 图 16.4-1 表示 出 来 ， 

搜索 范围 Ar 和 搜索 损失 D* 之 间 的 关系 ,也 象 方程 (16.2-2) 给 出 的 那样 。 输 入 的 极 
值 仍 然 等 于 土 V A*/X， 输入 的 速率 还 是 2 V A*/K/T*, 可 以 看 出 , 自动 保持 最 高 点 控制 
系统 的 输出 只 有 一 个 基本 频率 ,这 个 频率 由 搜索 周期 T* 决定 , 而 不 采用 输出 的 微 高 ， 这 
种 方法 特别 适用 于 噪声 影响 小 的 频率 区 域 比 较 狭 罕 的 系统 .事实 上 ， 这 方面 有 更 好 的 改 
善 办 法 ,不 直接 利用 电容 器 的 电压 和 输出 指示 电压 y* 之 间 的 电压 差 v 决定 反 转 输入 信号 
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4， 搜索 苍 二 


{ 。 搜索 花 轩 
四 | 


tb 


=+o 1 


图 所 .4-1 


的 方向 ,而 采用 ， 对 于 时 间 的 积分 ， 于 是 可 以 制止 高 频 于 扰 的 影响 ,那么 搜索 范围 和 搜索 
损失 可 以 减 小 而 不 致 于 发 生 输入 信号 出 人 意料 而 反 转 的 情形 。 


16.5 动力 学 现象 的 影响 


前 面 几 节 的 讨论 中 , 我 们 已 经 和 假定 输 和 人 与 输出 之 间 的 关系 是 方程 (86.2-1) 确定 的 雪 
物 线 关 系 ， 并 且 与 输入 的 速率 或 者 输入 对 时 间 的 高 级 微 商 无 关 。 实际 上 只 有 在 输出 对 输 
入 的 反应 是 瞬时 的 ,根本 没有 时 沾 的 倩 形 下 ,这 个 假设 才 正 确 。 但 是 在 任何 一 个 物理 系统 
中 , 这 个 假设 都 不 可 能 严格 地 被 满足 , 事实 上 , 总 是 有 蚀 性 或 名 其 它 动 力学 现 银 的 影响 . 
于 是 我 们 把 方程 (16.2-1) 给 出 的 输出 y* 作为 虚构 地 “可 能 输出 ”， 而 不 是 出 指示 输出 的 
仪表 上 真正 量 得 的 输出 y。 只 有 当 自 寻 最 优点 系统 的 时 间 常 数 7* 无 限 增 大 时 , y* 才 和 y? 
相等 。y* 与 ”的 关系 决定 于 动力 学 现象 的 影响 .但 是 我 们 已 经 着 到 , 可 以 相当 准确 地 用 
一 个 线性 系统 近似 地 描述 这 种 影响 。 假 设 把 目 寻 最 优点 控制 原理 用 到 一 个 内 燃 发 动机 
上 ,如 同 椎 拍 和 李 兆 滋 所 做 过 的 那样 ,可 能 输出 基本 上 是 仪表 上 指示 的 发 动机 的 平均 有 效 
压力 ,而 真正 的 输出 是 发 动机 的 实际 平均 有 效 压 力 。 这 里 ,动力 学 现象 的 影响 主要 是 由 于 
发 动机 的 活塞 ,曲柄 轴 , 以 及 其 它 会 移动 部 分 的 惯性 影响 所 产生 的 。 如 果 发 动机 的 运转 条 
件 变化 得 很 小 ， 这 种 影响 可 以 通过 一 个 常 系数 线性 微分 方程 来 表示 。 由 于 指定 输入 和 输 
出 以 最 优 输 和 人 加以 及 最 优 输 出 yo 为 参考 点 。 这 样 , 实际 上 的 可 能 输出 y* 十 yo 与 实际 上 
由 仪表 指出 的 输出 y 十 yo 之 辣 可 以 写成 一 个 算 子 形式 的 方程 


Cy + yo) Fo( 2) (y* 十 yo)， 
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其 中 Fo 通常 是 算 子 df/di 的 两 个 多 项 式 相 除 的 有 理 分 式 ， 采用 拉 氏 变换 的 说 法 ，Fo(:) 
是 传递 函数 。 这 个 线 幅 系统 把 可 能 输出 转变 为 用 来 控制 输入 变化 的 指示 输出 。 我 们 把 这 
一 部 分 线性 系统 叫做 自 寻 最 优点 系统 的 输出 线性 部 分 ， 所 以 Fe(s) 是 输出 线 任 部 分 的 传 
递 函 数 ,但 是 忽略 动力 学 现象 的 影响 时 , 或 者 当 :一 0， 可 能 输出 就 等 于 指示 输出 。 所 以 


下 面 公式 成 立 : 
Fo(0) 一 1. | ss (16.5-1) 
因为 yj。 是 一 个 常数 ,所 以 可 能 输出 和 指示 输出 之 间 的 算 子 方程 可 以 化 简 成 
ym Fo (2-) y*, . (15.5-2) 


与 上 述 情况 类 似 , 我们 可 以 引信 一 个 “可 能 输入 ”x*。 这 是 自 寻 最 优点 系统 中 实际 产生 
的 驱动 滑 数 ， 而 不 是 真正 地 输入 +。 x 和 x* 两 者 之 间 的 关系 是 由 输入 策动 系统 中 杜 性 以 
及 其 它 动 力学 影响 所 决定 ， 我 们 把 这 个 输入 策动 系统 吗 做 自 导 最 优点 系统 的 输入 线性 部 
分 。 可 能 给 入 x** 和 真正 输 人 zx 之 沿 有 下 面 算 子 方程 的 关系 : 


一 要 
x 一 了 了， (22) E z C16.5-3) 
F,(s) 就 是 输入 线性 部 分 的 传递 函数 。 与 方程 (16.5-1) 类 似 , 我 们 有 

F,(0)》 = 1, (16.5-4) 
于 是 , 整 个 自 寻 最 优点 系统 的 方块 图 可 以 画 成 图 16.5-1 那样 ， 系 统 中 非 线 性 元 件 是 最 优 


输入 策动 机 构 以 及 系统 本 喘 ， 


输 和 人 线性 部 分 榨 制 系统 输出 线性 部 分 
. 输入 软 出 


输入 笨 蕊 效 二 


\ | 16 ,5-1 


输入 * 和 输出 ”之 间 的 关系 是 由 方程 (16.2-1)， (16.5-2)，(16.5-3) 以 及 某 种 特定 
类 型 的 最 优 输入 策动 机 构 所 决定 。 例如， 假设 最 优 输入 策动 机 构 是 前 面 一 节 讨论 过 的 自 
动 保持 最 高 点 那 一 种 类 型 ,于 是 可 能 输入 x* 是 周期 等 于 2T, 振幅 等 于 4 的 齿 形 波 ,如 图 
16.5-2 (a). 那 样 . 


令 
200 一 汉 。 《16.5-5 ) 
和 可 以 展开 成 傅 氏 级 数 : 
* mm 8 s 一 “i 好 
"ry Gt De 
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Ba 1 aet1 ioor tk jug 
NE 一 一 一 上 时 一 一 ee 2 本 16.5 一 和 
2 Co 人 ] ( ) 
We 二 


0 ps 六 
(b) pe 上 一 Eves- ~ > < 
Tie2 2 
PE 有 效 输 出 
} 临 异 电压 整 
| 1 | 
( ¢) 人 CT dy rr bE rif 
电容 器 的 电压 和 答 


?| 出 的 指示 拒 于 之 益 。 输入 策动 反 转 


图 16.5-: 


根据 方程 (2.3-7) 那个 关系 式 , 由 方程 (16.5-3) 所 表示 的 真正 输入 *, 可 以 计算 如 下 : 


wi2n+ 1) 2 


~_int+l1 io 
一 上 上， (- io | ， \ (16.5-7) 


可 能 输 击 y* 由 方程 (16,2-1) 给 出 。 利 用 方程 (16.5-7), 我 们 得 到 
时 16 a 六 ee 《 一 1 )a+m 
mm (人 (22 十 1) 人 2 小 1 
2 十 1 2m 十 1. tpt Lies 
x |F/ tl ico ) F, (2 liw je ) 


i 下 |， 人 i ) F, (- 2 到 十 ioo core 
2 2 


一 FF, (— 和 2 | Tio ) B， 


a F, (~ si 1 ， wo ) F, (- 2m 十 1 一 1 . ioo | | , (16.5—8) 


再 利用 方程 (2,3~7)， ee 5-2), 最 后 a y: 
16 3 过 v < 一 1)"tm 


-nn 17(2m + 1) 
X {Fol 二 zn 十 1)two]F， (2 iw F., (Lt dio eter 


‘2m 1] 二 1 ; wm —{n—sm) jw 
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一 Fu[ 一 (n — m) iwo]F, jm 32 + 1 im] F, ja 三 a) 


No I (2 oj) 


x F, (- 人 oo je 上 (16.5-9) 


方程 (16.5-8) 和 (16.5-?) 清楚 地 表示 出 ,输出 的 搜索 局 期 了 只 是 输 和 人 的 变化 局 期 的 二 分 
之 一 。 由 于 输 和 人 和 输出 之 间 的 基本 抛物 线 关系 ,这 自然 是 可 以 预料 得 到 的 结论 ， 

y 对 于 时 间 的 平均 值 给 出 以 最 优 输 出 yo 作为 参考 的 搜索 损失 D。 由 方程 (16.5-9) 
可 知 , 平均 值 是 那个 方程 由 第 二 项 和 第 三 项 内 m 一 ”的 最 相 加 得 到 的 结果 。 注 意 到 方程 
《16.5-1), 就 得 出 
TO . We 
当 没 有 动力 学 现象 影响 的 时 候 ，PF, = 1, 我 们 可 以 很 容易 囊 检 验 这 个 公式 是 否 正确 ,如 果 
F, 二 1, 级 数 的 求 和 就 简单 了 ,这 时 得 到 万 一 D* 一 o 驮 /3 一 Ak/3， 正 与 方程 《16.2-2) 
攀 求 的 相同 。 方程 (16.5-10) 也 表明 ， 输 出 的 平均 值 和 搜索 损失 与 输出 线性 部 分 无 关 , 自 
然 , 这 正 是 我 们 想象 得 到 的 情形 , 因为 输出 的 状态 由 输入 * 决定 ,并 不 受 输出 线性 部 分 动 
力学 现象 的 影响 ， 输 出 线性 部 分 的 影响 仅仅 是 使 输出 有 一 些微 小 的 变化 .在 内 燃 发 动机 
的 例子 中 ,发 动机 的 功率 是 输出 ,输出 线性 部 分 动力 学 现象 的 影响 由 那些 能 活动 部 分 的 惯 
性 所 决定 。 发 动机 的 功率 必然 与 那些 能 活动 部 分 的 惯性 无 关 . 

如 果 输 入 和 输出 之 间 只 有 一 般 形 式 的 传递 函数 ,那么 ,根据 方程 (16.5-9) 计算 输出 y . 
是 件 很 困难 的 事情 ， 但 是 实际 设计 自 寻 景 优点 系统 的 时 候 ,为 了 避免 高 频 干 扰 , 通 常 使 搜 
尝 周 期 了 比较 长 , 这 时 动力 学 影响 虽然 不 是 完全 可 以 忽略 的 , 但 影响 也 不 大 ， 换 名 话说， 
我 们 可 以 假设 输入 线性 部 分 以 及 输出 线 往 部 分 的 时 间 和 常数 比 搜索 周期 小 ， 然 后 根据 这 种 
假设 进行 分 析 ， 例 如 ,假设 输入 线性 部 分 可 以 近似 地 用 一 个 一 阶 系 统 宕 示 , 它 的 过 闻 常数 
等 于 Tiy 也 就 是 


Fp 


ne | 


由 于 假设 和 了 比较 起 来 是 一 个 小 的 数量 .于 是 无 量 岗 量 re 也 相当 小 ,在 这 种 条 件 下 ， 
方程 (16.5-6) 和 《16.5-7) 那个 级 数 中 开始 几 个 谐 波 差不多 具有 相同 的 振 往 ， 根 据 方程 
《4383)，” 和 和 x 中 所 包含 的 怕 应 的 低频 谐 波 之 间 ， 差异 只 在 于 相 角 间 有 一 个 大 小 等 于 
zi 的 灌 后 。 所 以 离 策 动 及 转 点 比较 远 的 那些 x* 以 及 x 的 区 域 , x*(#) 以 及 x(#) 曲线 的 曲 
率 很 小 ,它们 的 值 主要 由 开始 几 个 谐 波 决定 , 曲线 x* (7) 满 后 于 曲线 x* (一 个 相 角 ti, 而 
振幅 不 改变 。 从 x” 变 到 x, 齿 形 波 的 尖 角 变 圆 了 ， 但 曲线 的 形状 大 致 没有 改变 ,正如 图 
16.5-2 (a) 那样。 ne ted end ll ro 的 一 阶 系 统 
表示 ， 于 是 也 可 以 同样 地 考 虚 Y 和 y* 之 间 的 关系 ,不 难看 出 , y 和 y* 的 曲线 形状 基本 相 

同 ,只 是 ? 滞后 于 y* 一 个 相 角 zo。 这 个 事实 正如 图 16.5-2 (b) 所 画 的 那样 。 


(16.5-11) 
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对 于 方程 (16.5-11) 给 出 的 输入 线性 部 分 的 传递 函数 ,我 们 可 以 由 方程 《16.5~10) 来 


计算 搜索 损失 ， 
po-324 人 XS I 1 
-A211+ (n+ ro/2) 
_32 | < [ (ea) 1 
nt Lo20(28 二 1) 2 stl 
te SS i 
- 之 1 十 《2 z 十 Te 

但 是 


SE I 
2 1)+ 96” 2 1)2 8° 
利用 大 家 丙 熟 悉 的 双 曲 余 切 函 数 展开 式 ( 这 种 展开 式 在 第 10.5 节 曾 经 引用 过 ), 就 得 到 
二 I 4 2m _1 x 
> 1 + (2n+t I(r/2) reoo [om rr 2 
从 方程 《16.5-5)， 了 一 2r/oo， 最 后 得 到 


Dm 经 [ 1 3 十 48 (Ej (co ZT = 过 colli 二 | (16.5-12) 
如 果 时 谐 zt; 比 周期 小 得 很 多 , 双 曲 余 切 函数 几乎 等 于 一 ,于 是 
D4% [ = (三 ) + 24 的 2 (16.5-13) 
3 下 了 T 


因为 输入 的 振幅 « 可 以 用 输入 的 速率 和 周期 7 了 表示， 借助 输入 的 速率 以 及 周期 了， 方程 
(16.5-12) 和 (16.5-13) 可 以 具体 给 出 搜索 损失 D， 对 于 自动 保持 最 高 点 控制 系统 , 如果 
它 的 输入 线性 部 分 是 一 阶 系统 ,时 湛 等 于 7;, 这 些 方程 将 明显 地 指出 , 由 于 输入 线性 部 分 
的 滞后 的 影响 , 搜索 损失 可 以 减 八 , 然而 , 事实 并 不 如 此 : 因为 给 出 决定 策动 输入 反 转 方 
向 的 临界 电压 差 v 时 ,必须 考虑 蝇 声 和 干扰 的 影响 , 搜索 周期 了 应 该 大 一 些 , 因此 当 有 了 时 
滞 天 以 及 权时， 搜索 周期 工 就 比 没 有 时 滞 时 要 大 一 些 , 4 也 随 之 大 一 些 ， 总 的 结果 是 搜 
索 损 失 增 加 了 ,而 不 是 减少 了 , 


16.6 ”稳定 运转 的 设计 


对 于 任何 控制 系统 ,稳定 的 意义 是 : 即使 出 现 内 部 的 或 外 来 的 干扰 时 ,系统 志 将 会 达 
到 设计 中 所 了 要求 的 性 能 ， 我 们 已 经 看 到 ,对 于 一 般 伺服 控制 系统 ,以 及 前 面 几 章 所 谈 到 的 
那些 更 具有 普遍 性 的 控制 系统 中 ， 这 个 要 求 是 怎样 被 满足 的 。 人 至 于 自 寻 最 优点 系统 的 运 
转 , 主 要 之 点 是 ， 必须 使 输入 信号 的 策动 和 输出 信号 配合 得 恰当 ,使 得 输出 保持 和 企 最 优点 
附近 ， 这 种 运转 情况 必须 不 致 于 因为 内 部 的 或 外 来 的 干扰 影响 而 遵 到 破坏 。 如 果 系 统 设 
计 得 好 ,能 达到 上 述 要 求 , 我 们 就 得 到 运转 稳定 的 系统 ， 

对 于 自动 保持 最 高 点 的 控制 系统 ,我 们 已 经 叙述 过 ;采用 输出 量 的 电压 对 一 个 电容 器 
充电 和 放电 来 策动 输 和 人 信号， 如 果 输 出 下 降 ， 电 容 需 的 电压 和 输出 指示 电压 有 一个 电压 


Wm nr nr 
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差 z, 当 v 达到 规定 的 临界 值 ,就 使 输入 的 方向 反 转 ， 在 输入 有 反 转 方向 的 时 刻 , 电 容器 放 
电 , 它 的 电压 又 和 输出 指示 电压 相等 。 如 果 有 动力 学 现象 的 影响 ,那么 即使 输入 信号 反 转 
方向 以 后 , 由 于 输入 线性 部 分 以 及 输出 线性 部 分 的 时 清 作 用 , 输出 仍然 继续 下 降 , 输出 和 
下 容器 之 疗 又 有 电压 差 .。 只 有 当 输 出 的 值 增 加 到 输入 反 转 方向 时 对 应 的 那个 输出 什 的 时 
候 , 才 没有 电位 差 ,这 个 过 程 可 以 用 图 16.5-2 (¢) 表示 出 来 。 在 时 刻 1 和 2 {图 16.5-2) 之 
则 ,我 们 当然 不 希望 那个 发 生 混 清 作 用 的 正 电压 v 出 现 , 因 为 在 这 段 时 间 内 会 产生 反 转 输 
人 信和 号 方向 的 危险 。 为 了 大 大 地 减 小 这 个 起 混淆 作用 的 正 电压 , 在 反 转 输入 信号 方向 的 
时 刻 ， 使 电容 器 的 电压 比 那 一 个 时 刻 输出 指示 电压 低 一 些 ， 以 后 电容 颖 的 电压 又 随 着 输 
出 的 指示 电压 而 改变 。 把 电容 器 的 电容 和 线路 电阻 加 以 适当 的 选择 ， 使 得 输出 增加 的 时 
候 , 电容 器 的 电压 差不多 和 输出 指示 电压 相等 这 个 电压 的 变化 如 图 16.6-1 所 示 ， 这 样 
就 大 大 地 万 小 了 那个 起 混淆 作用 的 正 电 正 差 的 危险 性 (图 16.6-1 b)， 控 制 系统 的 稳定 性 
能 也 就 得 到 改善 。 


给 出 的 指 示 电 压 


(a) 
输入 策动 反 转 


使 输入 反 转 的 
旺 界 正 电 压 莽 


图 16,6-1 


.六 一 党 有 了 党 直 的 给 出 
| 没 带 噪声 的 给 出 


. 图 16.6-2 
我 们 已 经 谈 到 过 ,因为 有 干扰 和 汇 声 的 存在 , 娶 想 三 小 搜索 范围 和 搜索 损失 是 受到 一 


定 跟 制 的 . 这 又 是 一 个 关于 稳定 运转 的 问题 : 我 们 不 希望 产生 不 正确 的 使 输 人 信号 反 转 
方向 的 信号 。 如果 决定 输入 信号 反 转 方 疝 的 临 办 电压 差 太 小 ， 那 么 就 会 产生 不 正确 的 信 
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号 ， 这 种 情形 可 以 由 图 16.6-2 表示 , 其 中 输出 ?包含 着 一 个 高 频 正 防 噪 凋 。 很 容易 看 出 
来 ,假设 旋 界 电压 差 太 小 ,那么 噪声 的 作用 将 会 使 输 人 按 一 种 不 规则 的 状态 变化 ， 为 了 运 
转 稳定 起 见 ,临界 屯 压 差 必须 比 干 扰 的 振幅 来 得 大 。 这 样 , 自 寻 最 优点 系统 的 搜索 损失 不 
能 够 比 系统 中 噪声 的 振幅 小 。 自 然 ,如 果 裳 图 中 骨 示 的 那样 ,于 扰 的 振幅 是 常数 的 真正 的 
纯粹 高 频 正弦 波 , 那 么 可 以 采用 过 滤器 消除 噪声 的 影响 ,于 是 也 就 可 以 采用 一 个 小 得 多 的 
搜索 范围 , 实际 上 , 如 果品 声 或 者 干扰 具有 某 种 过 定 状 态 , 我 们 就 可 以 设计 一 个 合适 的 过 
婆 器 来 改善 这 种 受到 限制 的 系统 性 能 . 


16.7 ” 步 进 探 酿 自 寻 最 优点 系统 


前 而 讨论 的 几 种 自 寻 最 优点 系统 方案 都 属于 连续 探测 ， 连 续 调 整 的 系统 ， 汇 论 输 入 
探测 信号 是 锯齿 形 扫描 , 或 者 是 正弦 信号 , 输出 量 y 都 不 断 地 被 测量 , 比较 和 调整 。 它们 
的 主要 特点 是 :探测 信号 本 身 同 时 又 是 控制 信号 ， 自 寻 最 优点 控制 装置 的 调整 过 程 癌 时 
又 是 理解 受 控 对 象 特性 的 过 程 .我 们 说 ,这 种 控制 装置 具有 理解 (探索 ) 和 深 制 的 两 重 性 ， 

’ 这 是 与 一 般 随 动 系统 的 根本 区 别 所 在 。 连 续 工作 的 系统 不 是 唯一 可 行 的 方案 。 近 年 来 由 
: 于 数字 技术 的 迅速 发 展 , 罗 辑 控制 原理 的 广泛 应 用 , 又 发 展 了 一 种 新 的 技术 , 即 步 进 搜索 
和 步 进 调整 的 自 寻 最 优点 系统 ， 

步 选 探测 和 调整 系 绕 的 工作 原理 在 于 输 人 信和 号 不 做 连续 变化 ， 而 是 在 起 始 状态 的 基 
础 上 向 某 一 有 限 的 变化 ,然后 测量 由 于 该 输入 信号 的 改变 绰 起 输出 量变 化 的 大 小 和 方向 ， 
状 明 了 方向 以 后 ,再 正式 控制 对 象 ,使 其 
按 需 要 的 方向 运动 。 这 种 步 进 系统 比 连 
续 系 统 具 有 更 大 的 灵活 性 。 步 进 探测 和 
步 进 调整 系统 能 够 运用 到 较为 复杂 的 系 
统 ,例如 多 变量 甚至 无 穷 给 系 统 中 去 , 它 
的 基本 工作 原理 如 图 16.7-1 所 示 ， 设 系 
统 某 一 时 刻 工 作 在 由 {x;，y;} 表示 的 状 
态 上 。 青 假定 系统 的 全 局 特性 曲线 y 一 
f(x) 有 一 个 极 小 值 {x0，yo} ,这 个 极 小 Ee 
值 正 是 希 妄 的 最 优 运 转 点 。 步 进 探测 和 调整 的 任务 是 从 由 {x;, yi} 所 表示 的 状态 出 发 , 逐 
步 地 将 工作 点 引 向 {xo, yo}。 为 此 , 先 给 控制 变量 * 以 任意 方向 的 增 量 Ax, 那么 , 系统 的 
工作 点 将 移 往 {x; 十 Ax,， yi 十 Ay}。 如 果 x 的 探测 增 量 Ax 是 固定 的 常数 ， 显 然 ，Ay / 
Ax 的 大 小 和 方向 近似 为 曲线 y = f(x) 在 zx; 点 的 梯度 ， 


gradf(x)| 尘 +t OE A (16.7-1) 
SF 和 


如 果 曲 线 y == fx) 只 有 一 个 极 小 值 , 则 上 式 的 符号 将 唯一 地 确定 最 优 运转 点 {xo，yel 相 
对 于 {xi, yi 的 位 置 ， 例 如 , 若 gradf(x) 在 x 点 的 值 为 正 , 则 最 优 运 转 点 将 位 于 {x,y} 
的 左面 ， 否 则 最 优 运转 点 将 位 于 * 的 右面 ， 如 图 16.7-1 所 示 。 于 是 ,控制 装置 根据 增 最 
Aiy 的 大 小 和 符号 决定 对 输入 量 x 的 调 正方 向 和 大 小 。 调整 规律 一 般 可 写成 
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-Ar =— K(Ay)signAy,. «: (16.7-2) 
上 式 内 sign Ajy 决定 增 量 Ai+rtz 的 符号 ,函数 K{Aiy》>> 0， 决 定 增 量 的 大 小 。 如 果 函 数 
KK me 常数, 即 不 随 增 量 Aiy 的 变化 而 变化 ， 那 么 调整 的 步 长 总 是 常数 ， 这 类 系统 常 称 为 
等 步 长 寻 优 系统 ， 若 取 K ~ aj Aiy| , 即 
AiHr TCO— ,ys {16.7-3) 
则 每 步 接近 最 优 运转 点 的 增 量 与 对 象 特 性 曲 线 和 此 点 的 话 率 成 比例 . 
等 步 长 寻 优 装置 的 唯一 优点 是 装置 简单 ,技术 上 易于 实现 、 它 的 缺点 却 很 多 ,每 步 步 
长 若 选 的 太 大 ,搜索 损失 将 增 大 ,即使 在 没有 干扰 的 情况 下 ， 也 不 能 保证 系统 准确 地 工作 
在 最 优 运转 点 上 ， 这 一 点 与 前 节 讨 论 过 的 连续 作用 的 系统 是 类 似 的 。 如 果 在 最 优点 附近 
对 象 特性 曲线 接近 抛物 线 》 = ax?, 那么 不 难 算出 ,在 稳 态 情况 下 ,搜索 损失 D* 将 为 
二 aK? > D* > aKk?, (16.7-4) 
2 4 | 
如 果 步 长 KK 选 得 很 小 , 稳 态 损失 将 急剧 减 小 ,而 探索 所 需 时 间 将 增长 。. 如 果 每 步 探 索 和 控 
制 所 需 时 间 记 为 To, 起 始 状态 x; 离 最 优 运转 点 的 距离 记 为 1， 则 到 达 最 优点 xo 需 时 


T= (16.7-5) 


它 与 步 长 玉成 反比 。 步 长 越 小 ,系统 的 动作 速度 越 慢 ,按时 间 计 算 的 平均 损失 也 增 大 。 步 
进 长 度 与 增 量 |Aiy| 成 正比 例 的 控制 规律 式 (16.7-3) 就 没有 这 种 缺点 。 当 宛 最 优 运转 点 
很 远 时 ,特性 曲线 斜率 很 大 (如 果 特 性 曲线 果真 如 此 ), 步 长 就 随 之 加 大 , 当 接 近 最 优 运 转 
点 时 ,曲线 斜率 变 小 , 步 长 就 相应 地 城 小 ,使 稳 态 损失 D* 变 小 ， 当 然 ; 如 果 对 象 的 特性 曲 
线 斜 率 处 处 均 很 小 ,采用 这 种 方法 的 好 处 也 明显 减少 。 所 以 , 究竟 要 采用 那 种 方案 , 须 视 
对 象 的 具体 条 件 而 定 。 | | 

上 面 曾 经 指出 ， 步 进 式 寻 优 原 理 可 适用 于 多 变量 系统 。 设 系统 的 输出 点 取决 于 几 个 
输入 变量 , 这 种 关系 可 用 一 个 多 元 函数 y 一 Kx*,……, x。) 表 未 。 再 假设 它 在 某 一 个 特定 
的 区 域内 仅 有 一 个 最 优点 ， 记 为 y* 呈 六 并, 丰 )。 对 单 变 量 的 搜索 和 调整 规律 在 这 
里 依然 可 以 使 用 。 但 是 由 于 输入 数目 的 增多 ， 理 来 了 新 的 问题 如 何 选择 对 多 变 景 的 搜 
索 和 控制 方式 ,以 使 调节 过 程 收敛 较 快 9 

根据 多 元 函数 求 极 值 的 逐步 逼近 方法 ， 搜 索 和 控制 程序 可 分 为 三 类 ， 逐 个 变量 依次 
搜索 调整 ,梯度 向 量 调 整 和 最 速 下 降 调 整 。 现 分 别 对 这 几 种 方法 的 实质 做 一 介绍 . 

输入 变量 逐个 依次 搜索 调整 可 分 为 两 种 : 设 系统 的 瞬时 工作 点 是 yo 和 Xo = (X10s © 

ro)。 在 此 点 上 首先 对 第 一 个 变量 人 Axi, 求 出 
AN = Hxw 十 Atl， x20,° °°, Xa0) 一 fr, xm, ** ,Xa0) . (16.7-6) 
然后 根据 Ay; 的 大 小 和 符号 ， 按 式 | 或 (16.7-3) 的 规律 使 输入 量 za 向 接近 最 优 
点 的 方向 前 进一步 系统 新 的 工作 点 变 为 Xl 二 《xn， TN X30。 3 二 
zl 一 xl 一 Ksign Ay, 

在 xi 点 上 继续 对 第 二 个 输入 量 x 进行 探测 和 谓 整 。 系 统 的 第 二 个 工作 点 是 xu = (x1， 
T21》，Y0 5 xn0)》 X21 X20 一 Kslgn Ay,, 以 此 类 推 ,对 第 个 输入 最 进行 探测 和 调整 后 
系统 便 工作 在 x; 点 上 ， 如 此 便 完成 了 一 个 工作 循环 。 结 果 得 到 图 16.7-2 中 第 一 象限 所 


"hb ri a a 
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示 的 过 绕 运 动 轨迹 1， 理 内 诸 封 闲 曲线 是 函 到 y me (Xk). Sn SD 
系 绽 便 会 接近 最 扰 运 转 点 上 晤 人 XY) 
”1 输 大 变量 囊 个 依次 搜索 调整 的 另 一 个 方 
法 是 , 首先 将 xx 一 直 亩 到 条 件 极 人 点 ， 即 令 
fT a 保持 起 始 状 态 ， 
原理 调 有 至 . 加 
0 
和 
| fn) (0167-7) 
然后 再 将 x ,xw,'** ,x*m 固定 ， 而 对 第 -个 
答 入 量 进行 搜索 和 调整 ,使 运转 点 变 至 


2 min f(xn, 区， x 9 *n0) 
#3 


ep 一 一 一 


到 f{ X11 X21 zp0,***， ya0) 

f(x,) 
以 此 类 推 ， 得 到 图 16.7-2 中 的 运动 轨迹 II 
其 中 每 个 变量 的 终点 都 是 一 个 条 件 极 值 点 。- 加 
从 收敛 速 度 看 两 种 方法 相差 不 多 。 Ou 

按 梯度 向 量 搜索 调整 的 方法 与 上 述 二 者 所 不 同 的 是 依次 索 搜 。 全 局 同时 调整. 在 系 

疣 的 工作 点 :ge 处 依次 搜索 , 求 出 每 一 个 变量 的 增 量 ,Ax ,所 对 庶 的 输出 增 量 《Ay， 
Ay。)。 我 们 知道 , 当 诸 输入 变量 的 增长 相近 时 , 诸 给 出 增 量 构成 的 向 最 Ay 一 (Ap 
Ay°) 与 函数 fn) 在 此 点 的 梯度 向 量 成 比例 : 


az 一 end 一代 玉 ， XL:， < "| 


测 出 增生 Ay 以 后 ， 令 输 入 诸 量 x th 使 系统 的 延续 虑 自 
变 为 x Xs 


x Kgmad f(x) |me “UL (tt. 7-8) 
估 次 授 索 全 局 调整 比 第 一 个 方法 娃 的 是 书 约 调 歼 时 间 ， 又 具有 比例 调整 短小 多 态 损失 
的 好 处 (图 16.7~2, 曲线 ID。 
对 多 变量 对 象 的 叶 优 控制 比较 完善 的 方法 是 最 还 秆 降 法 -。 在 % 点 测量 出 此 点 的 祷 
度 向 量 的 方向 以 后， 令 诸 输 入 量 x 沿 一 gmad fxa) 的 方向 前 进 , 直 至 输 出 量 7 达到 条 御 极 
小 值 时 为 止 ， 然 语 ,再 开 始 第 二 个 循环 ,再 次 测 年 粮 度 向 是, 堂 复 求 条 件 机 值 的 过 程 , 直 革 
最 后 达到 最 优 运 转 点 为 止 ， A 
效 述 。 


16.8 一 简要 值 术 过 方法 -交流 导 加 分 和 法 


前 而 讨论 过 的 各 种 搜索 寻找 系统 最 枕 运 转 点 的 汶 法 ,不 论 原 到 如 何 ， 邦 利 用 了 较 多 的 
关于 对 傅 特 性 的 已 知 信息 。 铀 如 系统 只 有 一 个 极 慎 (最 大 估 或 最 小 值 》3 妈 大 任 吏 最 小 全 
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两 全 函数 的 特性 比较 光滑 ,等 等 。1953 年 美国 其 费 尔 (Kiefer) 提出 了 一 种 方法 四; 它 可 以 
根据 较 少 的 关于 对 象 特 性 的 知识 ， 从 某 种 意义 上 以 最 快 的 程序 找到 最 优 运转 点 的 位 置 ， 
这 就 是 现在 称 之 为 “优选 法 ” 的 搜索 方法 。 下 面 我 们 可 以 看 狂 , 这 个 方法 的 搜索 程序 很 容 
易 用 数字 计算 机 实现 , 所 以 在 各 个 领域 中 都 获得 了 广泛 的 应 用 站。 

先 从 最 简单 的 情况 开始 。 设 系统 的 控制 变量 只 有 一 个 , 工作 点 的 状态 用 函数 f(x) 表 
示 。 控制 变量 的 变化 范围 假定 是 有 限制 的 ， 多 如 它 是 实 轴 上 从 0 到 1 的 区 间 [9， 11. 关 
于 受 控 对 象 的 特性 我 们 只 知道 下 列 几 点 : 

(1) 在 区 二 [0， 1] 上 fx) 只 有 -个 最 大 委 或 最 小 值 ， 它 可 能 是 极 值 ， 也 可 能 不 是 极 
慎 , 而 只 是 在 端点 处 达到 最 大 或 最 小 , 如 图 16.8-1 中 所 示 。 其 次 , (2) 假定 最 大 值 的 两 边 


P| 


ba me we ar 
大 


《 误 一 边 ) 玫 *) 是 逐 增 或 逐 碱 的 , 即 除 最 大 值 外 没有 别 的 极 值 存在 ， 显 然 ,满足 上 述 两 个 条 
性 的 时 数 ftz) 有 无 穷 多 个 ,构成 一 个 类 别 ， 记 为 多， 用 符 号 f(D) 9 并 示 fe) 满足 上 
述 两 个 条 件 ， 

设 已 知 fx) 属于 多 类 。 确定 弛 过 最 夺 的 放 次 数 ， 即 在 区 间 [0， 1] 中 按 
某 种 规则 选 出 N 个 点 ma x, :sw 测 出 f(x) 在 这 NN 个 点 上 的 值 人 5), fx) ,…, 从 xw)， 
eer [s，:]， 保证 最 大 值 f(x*) 正好 位 于 这 个 子 区 间 内 。 要 
求 确定 一 种 试验 程序 , 即 选择 个 试验 点 和 试验 次 序 ,使 最 后 得 到 的 子 区 闻 [*， 人 的 长 度 
尽 可 能 小 ， 把 系统 的 工作 点 置 于 此 子 区 间 内 的 任何 点 上 , 即 可 使 系统 的 工作 点 接近 于 最 优 
状态 ， 当 试验 次 数 N 确 定 后 ,确定 试验 程序 的 方法 有 无 穷 多 种 ， 每 一 种 确定 的 程序 Gu 外 
括 : 选取 N 个 测试 点 ma xy, 测量 受 控 对 象 对 这 些 点 上 的 状态 关 z1) f(x),: 
f(xw); 最 后 根据 测试 结果 来 判断 最 大 值 所 在 的 子 区 间 [;，:1, 把 控制 量 * 调 到 该 区 
内 。 当 然 , 子 区 间 的 两 个 端点 * 和 上 是 根据 六 次 试验 结 者 果 决 定 的 ,所 以 可 容 成 “ 
ee xj Ma); f(x2),: fz), 


ry 2 zs Fx) Hx) fz). 7 (15.8-1) 
于 是 ,种 确定 的 试验 和 罚 断 程序 可 记 为 > 

| Cy 一 《xi 省 2 “> XN3 fix1), f(x2),° “人 f(xw); 了 ys 引 。 (15.8-2) 
一 切 可 能 的 N 交 试验 程序 的 全 体 记 为 2x， 


根据 多 类 中 一 切 1(x) 的 特性 可 知 , 如 果 预 定 要 作 两 次 试验 , 即 NN 一 2, 定义 二 丸 ， 
得 到 的 测试 结果 是 fx) 宕 (zz), 则 f(x) 的 最 大 值 必 在 于 区 间 [9, 加 中 .相反 ,如 果 测 
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坛 结果 是 fx) 所 大 sa)， 则 最 大 信 必 在 子 区 间 ta 11 中 ., 于 是 ,根据 测 得 的 数据 即 可 
判断 | 
[0, x1], 关 fm) 尖 /x), 
A 区 1]， 若 Ke) 所 jm)， 

经 过 N 次 试验 后 ,最 后 判定 的 子 区 间 D 一 [;, 1] 一 方面 依赖 于 试验 程序 Cv, 另 一 方 
面 还 依赖 于 f(x) 的 具体 形式 , 故 DD 一 [s, 1] 依 加 于 Cy & Bx 和 f(x) € 97 用 DD 表示 子 
区 则 [s, 1], 用 2 表示 了 于 区间 D 的 长 度 ， 这 种 依赖 关系 可 记 为 (Dl(f，Cw))， 寻 找 最 
优 的 试验 程序 可 定义 为 ， 对 多 中 所 有 可 能 的 jf(x) 和 一 切 可 能 的 N 次 试验 程序 Cxe 2%， 
找到 一 种 C 训 ,使 下 式 成 立 : 
sap (DU, CH) Sink wp DF, Cu) +e, (16.8-3) 


上 式 内 s 为 给 定 的 任意 小 的 正 数 。 满 足 上 式 的 试验 程序 称 为 最 优 程序 并 记 为 C$， 用 语 
言 来 说 明 ; 式 (16.8-3) 意味 着 最 好 的 试验 程序 能 够 保证 .多 中 一 切 茧 数 fx) 经 N 次 试 
验 后 ,含有 最 大 值 的 子 区 间 DD = [;, 1], 其 长 度 的 最 大 值 是 最 小 的 ， z 

满足 条 件 式 (16.8-3)- 的 最 优 试验 程序 发 现 于 1952 年 唑 ,证 明 的 方法 是 数学 归纳 法 ， 
后 来 又 有 一 些 比较 精确 的 证 明 。 最 近 几 年 华 罗 丙 教授 指出 ,所 有 这 些 证 明 都 不 甚 完备 ;要 
是 结论 是 完全 正确 的 .这 坚 我 们 将 不 拘泥 于 这 些 证 明 的 细节 ,而 是 叙述 这 个 正确 的 结论 ， 
对 证 明细 节 感 兴趣 的 读者 可 在 本 章 末 所 列 有 关 文 献 中 找到 . 

在 讨论 前 述 意义 下 的 最 优 程序 之 前 ， 先 介绍 一 个 很 有 用 的 数列 ， 员 做 斐 滤 那 驾 《Fi 
bonacei》 数 列 , 记 为 数列 ， 任意 给 定 两 个 不 全 为 霍 的 数 wo, ww, 然后 按 下 列 递 推 式 向 后 
推 得 ws 

tM 
SS i 
一 Wi 十 WW -了 守 2 (16.8-4) 
例如 灼 列 . 和 I 
0， + 1 ， 2,.3, 5, 8, 13, 2 34，55，89 
:就 是 二 个 辈 波 那 契 数 列 ， 这 里 事先 给 定 的 是 一 Daz1 
为 了 求 出 数列 中 任何 一 项 的 一 般 表达 式 ， 利 用 等 沸 级 数 的 规律 ， 录 出 一 个 公 比 数 


， 使 每 一 项 都 可 号 成 : | a 
Ha aqg" . (16.8-5) 

前 形式 , 式 内 。 为 任意 的 系数 es (16.8-5) 代入 式 (16. i 得 到 公 比 数 4 应 满足 的 
方程 式 

l+q™= ga. (16.8-6) 
这 里 9 有 两 个 根 

4 二 A = 1.618033989. +. ,g oe A 一 一 1.618033989- ee 

于 是 ,数列 - z z 


| > | 0 Pv 入 wa 
好 1 L181; G147r» qi wy A191, 3 
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2 遍 
d1, GZz92 2292?。 Qi “*, 92 ”5 


2 | 
i tt 41, mdi 4291, A191 十 42929°**, 991 十 4297 ,***, 


都 是 序列 ， 
为 了 求 出 下 数列 中 每 项 的 一 般 表达 式 , 现 对 递 推 关系 式 《16. a 作 " 详 澳 : 对 该 式 
两 端 条 以 : z** 并 从 # * 2 至 co 求 和 ， 
ss a mm py Waa 十 py as， 《16.8-7) 
记 | | 
ma py 网 - (16.8-8) 
式 (16.8-7) 可 写成 
, | DG 一 《= 十 UC) - + wa? 十 at《 避 十 ly 
解 出 后 有 本 
De) 一 ee 2 ye wt 0 (16.8-9) 
AAS 1 5++ 
1 人 8 2+) 
故 上 式 又 可 写成 、 
Ulsg} mm — w 上 上 -人 
了 5 ven 
z 2 十 2 
0 (十 ts 
5 5 大 
"+lon Jrtlon .. 
一 -一 一 一 -一 十 16.8—10 
* (2 5 一 1 yef1 《一 1)"+ 一 产 一 全 ( ) 
- 将 此 式 与 的 时 二 区 《156.8-8) .比较 ， 可 立即 得 到 数列 中 的 = 项 的 解析 表达 
式 ， i . 
| Ystl We a | es 
kw 坊 5 le 5 -一 1)°"™! et 1 (V5 十 Di i 
: 一 组 十 丰 | 和 于 十 {一 1)*1 2 -16.8-11) 
a wa Rp | 


注意 到 上 式 右 讲 9 一 9 时 ，(7 -一 0 而 (了 二】 一 .显然 ， 如 果 令 


V5—1 
m0 和 wi 心 10， 则 wx。 We | 
ta AE 
po 一 lim 


Fe Wo 


讨论 了 es (16.8-3) 疙 义 下 的 最 优 程 序 问题， 


一 0.618033989...、， (16.8-12) 
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文献 [9] 中 提出 了 并 且 用 数学 归纳 法 证 明子 十 到 程 闵 是 最 优 的 .在 试验 次 数 六 给 定 的 条 
件 下 , N 之 2, 最 优 程序 CX 中 的 NN 个 试 蛤 点 申 的 族 洲 个 的 取 当 如 下 | 
(1) 首先 取 


IE (168-13) 
Ht 和 


式 中 ws 是 以 wt6 一 0， 一 1 为 初始 条 件 产 生 的 F 序 列 中 第 # 项 的 数值 ; 测 出 .fx1) 和 
f(x;) 以 后 比较 它们 的 大 小 ， 若 大 mm) 过 天 x2) 则 fx) 的 最 大 值 必 位 于 于 区 阀 [0, ml 中， 
而 子 区 所 [x;, 1] 可 以 舍 掉 。 反 之 ， 邵 果 测试 结果 表明 1(x) > f(x2), 则 应 取 ln, 1] 曾 
舍 掉 [0, zz]。 经 过 两 次 测 最 后 余下 的 子 区 间 记 为 DD 


(2) 第 三 个 试验 点 应 在 余下 的 子 区 闻 内 技 CN- 的 要 求 取 


二 oo D, 或 则 一 (1 一 的 Di mm Dp, (6.8-14) 
这 两 个 点 中 必 有 一 个 在 第 一 步 中 已 作 过 试验 。 例如 ， 如 果 前 两 次 试验 后 留 下 的 是 站 | = 
[0, x1]， 则 按 最 优 程序 C8-1, x*3 ;所 决定 的 试验 D, 
点 是 二 CE 
zy e+ El om ty, Wi 
| Hotl lin | om ii 
此 点 在 第 一 步 中 已 测试 过 。 现 在 只 须 测 试点 图 16.8-2 
Hw—2 D, ms Mr, We He—2 | 
Wa Ha Htl wml 


这 一 点 在 第 一 步 中 尚未 测试 过 . 这 样 ,在 子 区 间 D， 中 只 天 再 测 一 个 点 即 可 又 人 一 个 于 
区 间 。 剩 下 的 子 区 闻 记 为 D,， 见 图 16.8-2 
(3) 第 四 个 测试 点 是 按照 最 优 程序 Cx- 在 D, 中 确定 : 


pm 0 DD, rm (1 一 2)D) = el 1 D.. 6.8-15) 


nn 一 1 


这 里 同样 可 以 发 现 ， 在 任何 情况 下 , *4 和 3 ;这 两 个 点 中 有 一 个 已 试 只 过 | 例如 它 是 x1, 那 
么 , 汰 了 完成 第 三 步 缩 小 剩余 区 间 , 只 需 再 测量 一 个 点 就 够 了 。 以 此 类 推 , 直到 作 完 丸 次 
试验 为 政 , 剩 下 的 子 区 间 [:, 1 的 长 度 (DCj, C$)) 将 在 式 (16.873): te 
的 ， 


-从 这 种 一 般 的 计 沦 中 读者 马上 可 以 辣 罕 到 利用 奖 波导 各 数列 作为 分 吏 方 法 的 全 点 : 
从 第 二 个 测试 点 开始 每 一 步 都 可 以 利 几 前 一 个 测量 的 结果 去 缩小 剩余 子 区 闪 。 这 个 过 程 
本 身 几乎 就 是 对 最 优 程序 C 的 一 种 妇 入 法 “证 明 ”， 下 面 举 几 个 其 体例 于 说 明 最 优 可 序 


的 结构 。 
当 N 一 2 时 ， 只 允许 做 两 次 试验 . 取 F 数 列 w 一 0， 2 一 1， 给 徊 1，t 一 2， 护 最 
优 程序 cz 应 取 
= 一， Ey 
1 2 H3 2 


式 中 5 为 任意 小 数 ， 如 打开 x) 之 1x2), 应 把 x 以 后 的 区 间 合 掉 , 剩 下 的 区 间 [0, 1/2+s] 
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中 必 含 有 f(x) 的 最 大 值 、 到 之 则 应 会 掉 区 闻 [0, 1/2], 剩 下 的 是 [1/2, 1]. 由 此 可 见 
当 只 人 允许 做 两 次 试验 对, 两 个 试验 点 都 应 在 区 闻 [0, 11 的 中 心 附近 。 
对 一 3 的 情况 ,C} 的 程序 要 求 取 
3 2 | 
9 MW = A 


舍 挤 [0, 1/3] 或 [1/3,1] 后 和 三 次 测量 与 N 一 2. 的 情况 相同 。 三 次 试验 后 条 


下 的 子 区 间 不 大 于 1/3, 
最 后 , 令 NN 一 ?7, 即 人 允许 做 7 次 试验 . 按 最 优 程 序 C# 规定 ， 首先 取 的 两 个 试验 点 是 
x 31 0.619， ee 


第 三 个 试验 后 为 (把 剩 下 的 线 侦 长 度 当 作 1) 


bd] 


Wi a i i i 
13 了 13. 


oh 4 Ty 

第 四 个 试验 点 为 , . 
Py 

| . Hs 在 5 

第 五 个 试验 点 是 | 
.600 或 省 一 全 一 全 一 0.400， 

Ns 5 : Ms - 5 ye 

第 六 次 试验 应 取 z | 
067 或 式 33， 

相 有 ,Ht .3 pu ， 4 3 

第 七 次 试验 取 


好 一 本 一 02390. 
2 


从 内 个 仙 中 可 以 由 ， 无论 矣 定 要 做 多 少 次 试验， 最 后 一 次 总 应 取 + 一 172 或 
xz 一 二 十 65 倒数 第 二 次 试验 应 取 = 一 2/3 或 z 一 1/3; 倒数 第 三 次 应 取 x 一 3/5 一 


0.600 或 + 二 2/5 一 0.400; 倒数 第 四 次 试验 应 取 r 型 5/8 二 0.625, 或 + 一 3/8 = 0.375; 
倒数 第 五 次 试验 取 x 一 8/13 ~ 0.615, 或 4 一 5/13 一 0.385; 以 此 类 推 ， 依 前 面 所 证 ， 
这 一 比值 逐步 趋向 x 到 10.618， 和 > 一 1 一 0.618 一 0.382。 

这 样 确定 的 最 优 试验 程 序 Cx 有 一 个 很 大 的 缺点 , 就 是 事先 要 决定 总 试验 次 数 ,然后 
才能 确定 第 一 、 二 点 的 取 法 .这 对 任何 连续 工作 的 自 导 最 优点 控制 系统 来 说 是 没有 实际 
意义 的 ， 当 试验 次 数 超过 5 以 语 , 每 次 取 的 点 差不多 都 是 以 剩余 长 度 的 0.618 所 确定 。 因 
此 ,作为 一 种 近似 方法 ,可 以 在 所 有 情况 下 ,无 论 六 为 多 少 ,每 次 都 以 0.618 或 以 1 一 0.618 一 
0.382 来 选 定 下 一 次 试验 点 的 位 置 . 即 总 取 式 (16.8-12) 所 确定 的 航 限 值 来 决定 试验 点 
的 位 置 , 令 
2 
这 就 得 到 华罗庚 教授 在 文献 [11 中 提 但 的 “优先 法"。 这 个 近似 的 优选 法 用 起 来 简单 ,在 


r+=0D = 
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月 动 系统 中 实现 起 来 也 简单 。 
容易 证 明 , 应 用 最 优 程序 CX, N 次 试验 (搜索 ) 后 , 确定 的 含有 f(x) 的 最 大 值 (最 小 
值 ) 的 区 间 的 最 大 长 度 经 # 不 超过 四 : 
Li LDG, CH) 一 二 + K16.8-16》 


而 应 用 简化 了 的 “优选 法 ,经 过 N 次 搜索 后 . 剩 下 的 ( 含 最 大 信 区 间 长 度 是 


2 N~l | 1 NN-l 
WwW5+l 1.618033989 、 


当 N 是 够 大 时 
EA ~ QL+Y57. -= 1.1708. | ” {16.8-18); 
EN 2 5 5 . 


可 见 , 简化 了 的 “优选 法 "程序 比 严格 的 最 优 搜索 程序 损失 约 为 17 匈 ， 
设 控制 变 最 的 起 始 区 间 长 度 为 霹 ，。 经 过 NN 次 搜索 后 ,si 与 最 后 找到 的 区 闻 长 注 
5 站 用 最 优 程序 C8) 的 比值 以 及 人 4 与 作 (有 简化 了 的 优 和 法 ) 的 比值 列 于 下 才 中 


表 16.8-1 
试验 次 数 TT CN 得 到 的 人 | N/E 
2 1.62 .11.22 
3 3 2.62 1.14 
4 5 4,24 1.13 
5 8 6.85 1.77 
6 13 11.09 1.13 
7 21 17 .94 Tt,1?5 
8 34 29.0 Ly 
9 55 37.0 1.17 
19 33 76,0 本 
11 144 123 1.17 
12 233 199 LI 
13 377 322 i 
14 610 521 Ey 
15 987 843 本 
16 1597 1364 i 
17 2584 2207 1,17 
18 4181 3570 二 和 
19 6765 5778 A 
20 10946 9349 和 
21 ty711 15127 1.17? 
22 28657 24476 ls 
23 46368 39602 过 
24 75025 64078 Br 
25 121393 103680 1,17 
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以 数 字 神 算 宙 为 中 心 的 之 可 自动 机 下 在 日 益 广 沁 好 涂 入 到 工农 业 生 产 。 条 学 技术 于 
充 \ 工 厂 企 业 管 理 等 者 个 方面 。 在 还 辑 烷 制 机 的 帮助 下 ,人们 对 各 种 物 玛 过 程 , 生 产 过 程 ， 
鞭 茸 狂 会 活动 过 程 作 精 细 的 统计 计 等 以 及 数量 的 分 呆 ， 共 和 直接 地 或 问 叶 地 入 侗 这些 过 
程 的 发 展 。 实 路 已 经 证 明 ,多 辑 自动 机 还 能 为 非常 复杂 的 人 的 思维 过 程 提供 支 螺 ,从 而 沪 
大和 延 入 入 的 智能 活动 ,有 如 工 本 母 机 之 扩大 和 了 吴 伸 大 的 体力 一 样 。 头 盘 弛 、 普 远 地 采 用 
教 字 计算 机 和 凌 它 法 辑 自动 机 是 现代 化 工业 农业、 科学 导 术 和 琅 防 的 一 个 牌 要 特征 .一 
个 六 泛 闻 用 数 宇 - 逐 辑 技术 鸡 时 代 已 经 到 来 .生产 和 科学 技术 发 展 网 需要 存 数 字 - 束 辑 导 
术 己 加 发 展 的 客 现 条 忻 , 丙 半 导 钵 集成 电路 的 出 现 又 给 它 锟 鼎 了 可 符 和 的 胸 岳 基础 . 

角 各 娄 海 村 ; 我 们 所 讨论 的 问题 的 范围 仅 根 于 妈 条 具 末 响 或 控制 人 些 物理 过 程 ;使 尝 
贮 对 ，. 送 支 在 某 种 既定 元 义 上 请 是 我 和 的 要 求 ， 以 适应 信 们 在 生产 钱 术 乌 奖 僻 方 面 的 
需要 、 六 毕 物理 过 程 的 变化 规律 是 由 畦 号 的 常 微 势 施 往 ; 偏 竹 分 方程 或 兰 分 和 竹 所 拱 述 
的 ， 由 这 奖 阁 条 所 构成 的 系统 常 称 之 为 动 为 系 绕 ， 对 动力 控制 系统 的 分 析 和 综合 ， 二 十 
多 年 来 一 直 是 自动 控制 科学 技术 工作 者 的 主 得 赋 究 寺 象 。 共 中 关于 线性 系统 的 理论 ， 现 
在 已 发 霸 色 大 当 完善 的 程度 ， 因 此 形成 了 乏 制 理论 的 主要 组 成 部 分 。 这 种 动力 学 理论 二 
十 名 纤 来 帮 导 胡 快 了 浆 量 的 生产 、 工 艺 - 航 空 和 字 航 等 方面 极其 复杂 的 技术 难题 ， 对 自动 
榨 抽 技术 的 涝 步 起 于 很 大 的 推动 作 扯 。 

” 热 击 , 峙 着 科学 技术 的 飞速 发 展 ， 力学 深 制 更 已 订 由 完全 注 赴 突现 实 觅 的 下 让 ， 
刘 软 此 宁 的 控制 系统 与 十 丸 世 纪 示 期 狼 妾 出 现 区 水 轮机 或 陵 泊 机 的 加 发 笛 他 器 一 一 经 全 
系 蔬 的 革 中 下 比 己 发 生 了 换 的 变化 。 提 节气 ”在 现代 棉 制 系统 全 局 中 权 是 一 沾 册 部 , 轩 
将 者 讨 宕 是 显要 多 组 成 部 分 ， 现 代 控 制 系统 的 一 个 新 的 尾 吉 是 它 必 须 惧 有 远 坚 诗 断 的 能 
力 。 它 不 仅 能 正确 地 控制 受 控 对 象 的 运动 ,而 且 , 特 别 重要 攀 是 还 要 根 妖 系统 声 获 得 的 各 
种 类型 的 入 息 , 按 镍 定 的 逻辑 程序 判断 情况 , 过 迪 痰 策 ; 发 出 档 二 和 执行 动作 指 八 。 完 成 
这 些 工 作 的 档 峙 于 委 我 们 统称 为 光 辑 迷 制 装 咖 , 它 常 党 是 由 数字 计算 怕 来 党 贿 的 。 冰 如， 
近 徐 竺 事 述 灼 林 系 中 的 中 心 帕 控 往 科 系 统 ,包括 警 关 雷达 系统 , 自 标 眼 踪 测 本 系统 , 弹道 
计算 装置 和 兵器 控制 系统 。 这 些 大 量 的 技术 设备 联合 自动 工作 的 基础 是 通过 高 速 电子 计 
人 在 禄 期 ;这 此 王 帮 是 由 人 来 完成 购 。 今 天 ,没有 完 
害 风 于 入 乌 笛 灶 四 - 一 一 高 速 数 字 计算 帆 ,这 纤 工 作 的 进行 将 是 很 困难 的 事 尖 圭 ， 现在 很 
闪 找 到 泵 全 有 娃 因 元 忻 或 装 时 的 实际 秩 制 系统 ， 

其 实 , 在 机 物 中 眉 系 统 中 采用 简单 的 转 辑 元 牢 ， 入 其 具 有 把 计 果 或 于 加 计策 能 入 的 
事情 可 以 追 鹿 到 很 后 以 前 ， 早 在 一 千 风 年 以 前 ,我 国 古 并 劳动 人 各 就 便 追 了 极为 巧 钞 的 ， 
按 迎 辑 规 律 运 动 的 机 构 或 系统 中， 例如 早 在 东晋 时 代 ( 公 元 318 一 321 年 ), 有 个 名 竺 斌 部 
的 大 “ 陡 岂 市 , 四 方丈 余 , 开 四 门 , 门 有 一 木 人 ， 纵 四 五 稳 于 中 . 和 敬 出 门 , 木 人 硬 以 手 击 
之 .“ 推 想起 来 ,这 与 近年 来 外 国 所 研究 的 所 谓 解 决 “迷途 之 鼠 ” 局 题 的 逮 辑 结构 原理 订 能 
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相似 中。 此 外 古代 发 明 的 各 种 自 鸣 时 器 ， 护 募 机 构 ， 自 动 木船 等 筹 均 具有 远 辑 运动 的 能 
力 ,只 不 过 多 限于 机 械 器 件 罢 学 。 近 数 十 年 来 ; 由 于 电子 技术 尤 肖 是 数字 技术 的 发 展 , 使 
各 种 自动 机 的 逻辑 运动 规律 更 加 复杂 化 。 最 时 的 近代 髓 动机 , 如 自动 电话 , 电报 , 继 电 保 
护 等 等 早已 广泛 地 应 用 在 人 们 的 生产 和 社会 活动 中 。 但 是 ,只 是 在 近 二 十 年 来 ,由 于 计算 
技术 飞速 发 展 的 需要 ， 逻 辑 机 的 运动 规律 才 被 概括 到 理论 高 度 上 去 研究 。 随 着 计算 技术 
和 理论 研究 的 发 展 ,现在 已 初步 形成 一 门 逻 辑 控制 理论 , 它 对 指导 解决 计算 机 本 身 的 设计 
和 使 用 以及 对 工程 技术 问题 ， 已 经 开始 起 着 很 大 的 作用 。 随 着 电子 数字 计算 机 的 广泛 应 
用 ,特别 是 控制 机 的 广泛 应 用 , 把 逻辑 控制 理论 的 重要 性 提 到 了 更 新 的 高 度 , 其 应 用 的 范 
围 也 大 大 扩展 了 ， 

逻辑 控制 系统 的 任务 概括 说 来 是 信息 变换 。 更 以 较 简 单 的 目标 车 报 系统 为 例 ， 说 明 
远 辑 控制 系统 的 作用 。 设 有 某 远 程 警 戒 雷 达 对 某 一 固定 空域 进行 周期 性 搜索 ， 以 早期 发 
现 从 这 一 指定 空域 方向 飞 来 的 飞机 或 其 它 飞 行 器 ， 当 目标 距离 较 远 时 ， 由 于 雷达 所 接收 
到 的 信和 号 强度 较 能 此 夹 有 空间 吧 音 ， 每 次 搜索 时 都 可 能 发 生 错 误 的 判断 : -在 没有 目标 出 
现时 ,雷达 的 输出 端 出 现 假 信号 ,此 称 为 虞 警 信 号 ; 在 有 目标 飞 来 时 ， 雷 达 输 出 端 却 没有 
信号 出 现 ,此 请 之 漏 警 。 雷 达 按 收 到 的 信号 与 噪音 强度 之 比值 很 小 时 ,无论 碰 徊 :。 和 警 的 
可 能 性 都 很 大 。 用 0 表示 种 达 输 出 无 警报 信号 出 现 ， 用 1 表示 该 次 搜索 时 有 信号 出 现 
那么 雷达 对 给 定 空域 上 连续 做 N 次 周期 搜索 以 后 ,在 输出 端 就 得 到 一 个 信号 序列 

-O01101011100011111.. .100001, | 

此 序列 中 的 每 一 个 符号 表示 该 次 搜索 时 雷达 输出 有 无 警报 信号 测 现 。 为 了 尽早 判 听 此 空 
域内 是 否 有 真 的 且 标 出 现 , 消除 由 噪音 引起 的 说 、 渭 警 的 扰乱 , 常 要 求 对 此 信号 序列 做 出 
较为 正确 的 逻辑 判断 。 例 如 ,可 以 规定 ,凡是 在 三 次 或 三 次 以 上 连续 搜索 时 均 发 现 有 有 内 标 
信号 出 现时 , 则 认为 确实 应 该 发 出 警报 。 反 之 , 警报 发 出 以 后 , 若 连 续 四 次 或 四 次 以 上 雷 
达 输 出 端 或 蒙 光 屏 上 不 出 现 昌 标 信 号 时 就 应 该 解除 警报 .不 难 理解 ， 这 是 一 个 典型 的 逻 
辑 判 断 系 统 、 为 了 分 析 或 设计 这 样 一 个 自动 警报 系统 ， 前 夯 各 章 内 所 述 的 原理 和 方法 很 
少 有 所 帮助 , 因为 这 里 需要 处 理 的 是 一 个 有 限 长 的 , 仅 取信 为 0 或 1 的 信号 序列 ， 对 后 者 
的 分 析 只 能 以 逻辑 代数 为 工具 。 ”,，- 

类 似 上 述 的 自动 系统 实际 上 是 很 多 的 . 一 个 变量 的 取信 可 以 仅 限于 0 和 1, 其 物理 
含义 却 随 实 际 问题 的 不 同 而 各 异 。 但 是 , 和 动力 控制 系统 类 似 , 在 这 类 问题 中 , 可 归纳 出 
一 种 普遍 的 规律 ,建立 统一 的 理论 , 找 出 一 般 的 分 析 和 综合 的 方法 , 这 就 是 逻辑 运算 的 理 
论 。 ，. 8 a 
设 在 某 一 实际 问题 中 , 有 * 个 信号 序列 需要 做 浸 辑 处 理 , 其 中 每 一 个 信号 序列 , 例如 
x {01001110.…},。 一 1,2，……，mz。， 其 序列 的 长 度 可 以 是 有 限 的 ， 也 可 以 是 无 限 的 . 
用 x,(p) 表示 此 序列 的 全 体 , ”表示 序列 中 每 一 符号 的 序号 , 或 者 为 其 出 现时 间 次 序 。 = 
个 序列 的 全 体 记 为 x(zp) ， 后 者 可 视 为 一 个 向 量 ，x(zp) 为 其 分 量 。 对 此 个 序列 进行 逻 
辑 处 理 的 装置 称 为 计算 装置 或 自动 机 , x(p) 称 为 自动 机 的 输入 。 经 自动 机 按 某 一 特定 规 


律 处 理 以 后 的 信号 序列 记 为 z/(p); i 喇 1， 2……，? 其 全 体 记 为 x(p), 称 为 自动 机 的 输 
出 。 自 动机 内 部 出 现 的 诸 中 间 变 量 记 为 gq(p) 一 {qn(p),*……, qm(p)1, 称 为 自动 机 的 状态 
序列 . 设 fi(x1(p), ”3 wep)s a(p), Py da(P))s 1™= 1,'**,m, 为 含有 nn 十 om 个 自 变 
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无 的 二 值 话 数 , 即 仅 取 值 为 0 或 1 的 函数 ,用 表示 这 些 函 数 的 全 体 ， 用 g 亚 {pg1,…, gi} 
表示 另 一 组 ! 个 含有 +w 十 m 个 自 变 元 的 二 值 函 数 ， i 二 光 光 全 六 人 用 下 列 
nt 
ql(p + =f(xtp), gCp)), (17.1~1) 
z(p) — g(x(p), q9(p)). (17.1=2) 
式 中 ”为 离散 的 时 间 瞬 间 ; Ff 和 gg 分 别 为 略 维 和 上 维 癌 量 ， 每 一 个 分 量 都 是 二 值 函 
数 。 在 每 一 时 刻 输 入 ,状态 和 输出 向 量 的 可 能 取 值 数 分 别 为 2", 2” 和 32 个 ， 它 们 的 数目 
是 有 限 的 ,因此 这 种 逻辑 控制 系统 常 称 为 有 有 限 自 动机 或 时 序 逻 辑 机 。 如 果 自 动机 有 无 限 
多 个 状态 、 输出 量 , 则 称 之 为 无 限 自 动机 ， 人 性 何 一 个 数字 机 不 管 它 的 规 楼 多 大 ,状态 总 是 
有 限 的 ， . 
方程 《17,1-1) 和 (17.1-2) 也 可 用 它们 的 分 量 来 表示 : 
qun(p + 11) = frp top); gp ,gap)), 
qap + 1) = frp rap); qip),**, gmp)), 


gmp t 1) = n(n(p),:', ralp); qi(p),**, qn(p)), (17.1=3) 
; zr1(p) g(xi(p), 人 xn(p): qi(p), 本 dm 人 ( 户 ))， 
z2(p) gxiCp),* ”3 xn(p); gi(P), "3 qm(p)), | 


sp) = gxip) ss Xap); qlp)s* ,49m(p)), 于 (17.1-4) 
上 式 内 才 和 如 都 是 诸 自 变 量 的 单 值 的 二 值 嚼 数 ， 

由 于 式 中 各 变量 1, 9j 和 xx 均 只 取 0 或 工 两 值 ， 故 通常 称 为 逻辑 变量 . 因而 一 般 的 
数学 分 析 方 法 不 再 适用 于 这 类 问题 ， 为 了 对 逻辑 控制 系统 进行 分 析 和 综合 就 需要 另外 的 
数学 工具 ， 有 限 自动 机 的 数学 基础 是 逻辑 代数 ,或 称 布尔 代数 ， 这 是 以 最 早 (1847 年 ) 
研究 了 这 个 数学 工具 的 英国 数学 家 布尔 (Boole) 命名 的 . 约 .90 年 后 美国 工程 师 香 
农 《Shannon) 王 1938 年 指出 。 这 种 代数 学 可 以 用 于 自动 机 即 后 来 的 数字 机 葛 分 析 和 设 
计 (eo2， 电 子 数字 计算 机 的 出 现 加 速 了 对 这 一 问题 的 研究 .今天 已 有 可 能 广泛 地 应 用 到 
逻辑 控制 中 来 熟悉 这 种 基本 知识 是 有 益 的 ， 因为 它 可 以 指导 实际 系统 的 设计 工作 ， 有 上 助 
于 对 数字 -多 辑 技术 的 深刻 理解 ， 


17.2 四 辑 代数 的 基本 运算 


在 逻辑 控制 或 数字 计算 中 ， 各 种 最 的 基本 表示 方法 是 用 的 二 过 位 计 数 他 ， 这 一 后 决定 
了 它 的 每 一 组 成 单元 的 状态 只 有 0 和 1 两 种 。 如 果 用 了 消 数 去 指 述 这 烷 系 统 的 运动 ， 这 个 
泵 数 必 人 然 是 二 值 防 数 ， 见 它 的 取 值 只 是 0 和 1。， 可 是 为 什么 要 采用 从 有 两 个 状态 的 器 件 
作为 逻辑 -数字 机 的 基本 器 件 妮 ? 这 有 三 个 原因 .第 一 ,制造 具有 两 个 稳定 态 的 元 件 比 制 
造 共 有 多 个 稳定 态 的 元 件 要 容易 得 多 , 如 共有 两 个 状态 的 继 电 咒 , 晶体管 的 导 和 通 与 截止， 
铁 氧 体 的 两 种 方向 的 饱和 态 ， 磁 带 表 面 磁性 膜 的 磁化 和 不 磁化 等 等 周 是 。 从 可 靠 性 方面 
看 具有 两 种 稳定 态 的 器 人 性 比 线性 恬 件 的 可 靠 狂 高 得 多 .第 二 ， 用 二 进 制 可 以 简单 地 实现 
各 种 逻辑 和 数字 运算 .第 三 ,如 果 要 用 这 类 元 性 来 表示 数 时 ,用 二 进 制 需要 的 其 它 设备 数 
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量 较 少 。 设 每 一 元 件 有 个 稳定 态 , 用 玉 个 元 件 可 以 表示 的 最 大 信息 熏 了 为 了 一 mw ， 如 
果 要 求 能 够 表示 的 信息 里 了 是 常数 , 即 
logi = Nlogm eC, 
式 内 C 为 常数 ， 由 于 个 具有 普 个 稳定 态 的 元 件 要 联 成 一 个 电路 所 需要 的 设备 量 大 概 正 
比 于 mN, 所 以 根据 上 式 有 
mA 一 Lm_ 
log + 
容易 算出 ,上 式 右 端 在 Wee m 2.718 时 有 极 小 值 。 这 说 明 ， 对 和 王 2 和 和 二 3 时 ,电路 
所 需 设 备 是 接近 最 少 的 两 种 情况 。 由 于 站 一 2 还 兼 有 其 它 优 点 ， 所 以 常 优先 采用 二 迁 
制 。 
数理 逻辑 给 二 进 制 运算 提供 了 一 个 很 好 的 理论 基础 ,而 逻辑 代数 《布尔 代数 ) 又 是 数 
理 逻 辑 中 的 重要 基础 工具 。 现 在 就 从 逐 辑 代 数 讨论 起 ， 
设 {4，B,…} 为 一 组 逻辑 变量 ,其 中 每 一 个 变量 只 能 取 0 和 1 两 种 值 。 在 这 一 组 
变量 之 闻 规 定 三 种 基本 运算 ， 加 法 ,乘法 和 补 运算 ， 
(1) 加法; 对 于 任 苞 两 个 逻辑 量 4 和 定义 软 辑 和 为 C， 记 为 4VB 一 、,C 的 值 
由 下 表 17.2-1 ( 真 值 表 ) 规定 : 


”下 17.2-1 


A (a) 
四 17.2-1 (a) 


或 者 用 图 17.2~1 (a) 表示 ， 陋 中 的 粗 点 表示 C 的 取 值 ， 这 意味 着 ,只 要 人 和 中 阅 那 怕 有 
一 个 取 值 为 1 时 ， 它们 的 和 C 都 为 1; 当 且 仅 当 二 者 皆 为 0 时 ,它们 的 和 才 为 0， 这 种 加 法 
有 “或 ”的 意思 ， 所 以 也 称 为 或 运算 。 对 于 或 运算 (加 法 ) 显 然 有 下 列 特性 : 
a ponpal 《交换 律 ) 
I hv- 
B .. ; . pn 
(bh) AYA= A, . 
| 图 人 7,2-4 (b》 或 站 | 在 逻辑 视 束 计算 机 中 ， 加 法 运算 之 用 图 
17.2=1 (b)。、 所 示 的 符号 表示 , 称 为 或 门 。 | 
《2) 和 碌 法 ， 两 个 逻辑 量 的 积 记 为 4 入 8 一 C, 它 的 伟 由 表 17 2-2 规定 ， 隔 数 图 形 见 
图 17.2~2(a)， 对 于 科 法 , 当 且 仅 当 4 和 8 都 为 1 时 ， 它们 的 积 C 才 为 1; 在 别 的 情况 下 CC 
都 为 零 ， 
由 于 这 种 乘法 有 “与 ”的 意思 ,改称 为 与 运算 ,。 与 运算 显然 有 下 列 特性 : 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 www. fineprint, com. cn 


17 .2 带 粮 代 浆 的 基本 运算 583 


17 .2-2 (a) 
4A0 = 10, 
4A1 一 -4， 
(b) ”4AA=4, 
图 17.2-2 (b) 与 站 4AB 二 BA4《〔 乘 法 交换 律 ) 


这 种 乘法 运算 在 膛 辑 图 中 常用 17.2-? (b) 所 示 符 号 囊 示 , 称 为 与 门 . 
.G3) 补 运算 ( 非 运 算 )。 设 4 是 一 个 远 辑 量 , 定义 补 运算 , 记 为 4， 取 值 见 表 17.2-3 
或 图 172-3 (a), 


表 17.2-3 


(b} 


: (a) 
图 17.2-3 Cs) 用 17.2-3 Kb 非 导 

由 于 补 运算 的 意义 可 以 用 一 个 “ 非 ” 字 代表 ， 所 以 通称 为 非 运算 在 逻辑 图 中 常用 图 
了 2~3 (b) 所 示 移 符 号 表示 , 称 为 非 门 ， 在 实际 旧 赔 中 ， 非 运算 总 是 用 放大 器 实现 的 ， 所 
以 用 三 角形 表示 放大 需 , 而 区 图 表示 非 运 算 。 

上 述 三 种 运算 : 加 (或 )、 乘 (与 )\ 补 ( 非 ) 是 兆 辑 代数 (布尔 代数 ) 中 的 基本 运算 其 它 

种 种 运算 都 是 由 这 三 种 运算 派生 出 来 的 ,也 岂 复 合 运算 。 但 是 ,所 有 这 些 运 算 现 在 者 可 以 
用 晶体 管 集 成 电路 来 实现 ,为 使 复合 运算 的 种 类 规格 化 , 便于 大 批量 的 工业 生产 , 有 一 些 
复合 运算 有 时 也 当 作 基本 运算 ， 

(4) 或 非 运算 :定义 两 个 逻辑 变量 的 或 非 运算 为 C 一 4V 巨 ， 即 先 作 加 法 ,然后 对 它 


手 2-4G 图 17.2-4(b) 或 非 门 
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们 的 和 作 非 这 个 < 的 到 值 列 人 表 17.2-4 中 或 用 图 17.2- -4 表示 . 完成 这 一 运算 的 电 
路 叫 或 非 门 ,常用 办 17.2-4《b) 中 的 符号 表示 . 

用 一 种 或 非 门 可 以 实现 所 有 的 三 种 基本 逻辑 运算 : 温 辑 加 . 远 辑 乘 和 非 运算 ,这 可 以 
从 图 17.2-4 9， 0, (©) 清楚 地 看 出 . i . 


0 1 
) 《cy 
图 17.2-4 (0) 
x + r+y 
y | 0 
i (e) 
加 .17.240 .， ,图 "17.2-4.{d) 


(5) ”与 非 运气 的 定义 是 C 一 XK 也; 邵 洁 作 和 法， 然后 对 它们 的 积 非 弃 算 ， 与 非 
”运算 的 取 值 列 于 表 17.2-5 中 或 用 图 17.2-5 (a) 表示 ,图 17.2-5 (b) 是 常 用 的 符号 ,在 电路 
中 称 为 与 非 门 


图 235) ,图 172 全 与 $$ 


有 一 入 与共 站 也 可 昼 和 8 机 人 部 基本 名 运算 : 大 汪 算 ， 生生 实现 各 各 
运算 的 浊 辑 攻 见 图 17.2-5 (c), (d), (ec), yw 


DD 
1 . 


(¢) 


图 17,2-5 Cc) 


图 17,2-5 (9 
(6) “ 异 或 运算 :CC 一 (4VB)YV(4A 巨 ) 称 为 异 或 运算 ,运算 规则 列 于 表 17.2-6 中 
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或 用 图 17.2~6 (a) 表示 ， .在 电路 中 的 符号 如 图 17.2—6 (b) 所 示 , 称 为 异 或 站 


未 17 .2-A6 
Ee 
| . ' C= (AAB)Y(AYB) 


dc 
jt 
| We - 
Ff | 4 )) . Ce(AAB) vAAB) 
| | 1 | 、 人 
1 = 一 少 . -- -tm- B 
4 !/” 8 es 
1 A 二“ (b} 
/4 
(a) 司 
网 17.2-6 (2) .需要 26 (b) 异 或 门 


除 上 述 三 种 复合 运算 外 , 也 有 人 定义 其 它 运算 如 等 价 运 算 , 歼 涵 运算 等 等 , 这 些 运算 
都 可 以 用 加 、 委 和 非 三 种 基本 运算 表示 出 来 . | 

为 了 在 数字 机 和 隶 辑 机 中 实现 这 些 运 算 ， 通常 把 各 种 门 电路 做 在 一 个 集成 电路 的 
单 晶 基 片 上 。 在 中 规模 或 大 规模 集成 电路 的 基 片 上 可 以 作 几 百 个 、 几 千 个 何 电 路 。 图 
17.2-7 中 记 列 三 种 单 门 晶体 管 远 辑 电路 的 原理 图 ， 都 是 用 照 像 制版 和 扩散 法 在 硅 单 片上 
制造 的 集成 电路 的 一 部 分 .， 无 论 是 输出 时 C 和 输入 量 4、 B 的 伯 痢 可 以 用 高 电位 表示 1， 
用 低 上 电位 表示 0. 


图 17.2-7 (a) 单 非 站 | | 图 17 .2-7 (b) 单 与 非 门 
和 普通 代数 运算 类 似 ,利用 三 种 基本 逻辑 运算 可 以 构成 逻辑 算式 , 称 为 组 合 还 辑 ， 为 


了 蔬 写 方便 ,可 把 加 法 符号 V 和 篆 法 符号 人 化 简 ， 在 不 会 引起 误会 的 情况 下 ,下 面 我 们 将 
用 普洱 代数 的 写法 :: 4Y 三 4 十 吾 ，4 人 了 = 汪 4 五 王 48。 这 样 加 法 和 乘法 的 几 个 
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(ce) 
17 .2-7 (c) 单 蜡 或 门 


特性 就 可 写成 . : 
A+BemB+A, 4 了 到 了 ,4 
4 十 4 一 4 A.AmA, 
Atlml, A.0==0, | 
A+A= A; 4.1 一 4 (0172- 1) 


当 一 个 算式 中 同时 含有 加 法 和 笑 法 了 时 ，、 为 了 使 算式 有 确定 的 意义 ， 必须 首先 规定 算法 的 先 
后 次 序 ， 即 规定 强 弱 关系 : 乘法 运算 强 于 (优先 于 ) 加 法 运算 ， 例 如 算式 48 十 CDr 应 先 
将 48B 模 科 , CD 相 索 , 然后 再 相 加 ， 当 然 ， 这 种 优先 关系 也 可 以 用 括号 来 规定 . 非 运算 
仍 用 变量 上 面 的 横 划 表示 ,如 48 十 CD， 要 求 先 把 其 下 面 的 算式 算 完 ,然后 取 其 反 什 ， 

| 两 个 逻辑 代数 式 9 区 zl xay。 ""p xz) 和 Sa(xay a ES | 是 仅 取 值 0 或 1 的 逐 
辑 自 变量 ，# 之 如 如 果 对 任何 一 组 自 变 景 {xal 的 确定 信和 都 有 hi > 则 称 它们 是 等 价 
代数 式 ， 它 人 ] 可 以 相互 代 换 ， .利用 三 种 基本 运算 的 性 质 ,不 难看 出 下 列 等 价 关 系 : 

《4B)C ~ 4(BC) 《乘法 结合 律 )， 


4(B 十 C) 一 4B 二 4C (分 配 律 ). (17.2-2) 
人 然而 下 面 三 个 等 如 确 是 淫 加 代数 外 种 存 的 . 
, 人 小 中. CC 一 (4 十 中 )， (4 + C)s! Lj 
+ = A.B, | 
A-BaA+B. | "(172- 3) 


上 式 中 第 一 AR 这 在 普通 代数 中 是 没有 的 ; 第 志和 第 三 个 是 相 
互 对 称 的 ， 形 象 地 说 , 或 非 运算 与 非 与 运算 等 价 ， 与 非 运 系 和 非 或 运算 等 价 这 样 , 仅 用 
与 非 门 和 或 非 门 就 可 以 实现 右 端 规定 的 运算 . 
等 价 式 (17.2~3) 的 后 两 个 是 逻辑 代数 式 对 假 关系 的 特例 ， 设 a(a xs) 为 由 + 
个 逻辑 让 变量 x, 通过 三 个 基本 运算 构成 的 代数 式 ， 将 * 中 的 每 一 个 加 换 成 乖 , 乘 换 成 加 
De #"， 它 叫 做 * 的 对 侦 式 ,可 以 证 明 个 列 等 式 成 立 : 
n° 和 "Ee) (17.2-4) 
Ce hi “oR, 2 《17.2-5) 
例如 ， (Ds 7 七 相互 对 侦 ; zfy 十 xz 十 gs 与 * 十 y: xy 十 相互 对 
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偶 等 等 因为 1 和 0 相互 对 侦 , 所 以 在 求 对 侦 式 时 , 如果 康 式 中 含有 0 或 1 的 常量 , 必须 
换 成 它们 的 对 偶 量 : 0 换 成 1, 1 换 成 0， 不 难 证 明 ， 两 个 相互 等 价 的 代数 式 的 对 侦 式 也 
是 相互 等 价 的 . 

设 有 * 个 还 辑 变量 {zj ,大 个 (K<>) 自 严 或 者 它 的 非 的 巡查 和 称 为 基本 和 式 。 数 
A 如 x 十 二 十 ，… 十 x 是 基本 和 式 ,而 (x 十)， 
(zz 十 寻 十 .…) (二 十 xo.1 十"…*) 是 和 积 式 . 同样， 世人 个 自 变量 的 积 称 为 基本 积 式 ， 
数 个 基本 积 式 的 逻辑 和 称 为 以 和 式 ,如 

CE 
就 是 一 个 积 和 式 。 利用 代数 式 的 等 价 变换 ， 可 以 把 任 一 个 逻辑 代数 式 化 成 积 和 式 或 和 积 
式 . 但 是 ; 任 一 代数 起 的 和 积 式 或 积 和 式 不 是 唯一 的 

清 足 下 列 四 个 条 件 的 ,由 ”= 。 个 变 熏 构成 的 和 积 趟 称 为 标准 和 积 式 ， 

(1) 和 积 式 中 没有 相同 的 基本 和 式 . 

(2) en hla 

(3) 任 一 基本 和 式 中 不 同时 含 羽 及 i = 12， 

(4) 每 一 个 基本 和 式 中 都 含有 = 个 不 同 运 辑 变量 : uy 

含有 nn- 个 逻辑 灾 量 的 积 和 式 如 果 满足 下 列 四 个 条 件 ， 则 称 为 标准 积 和 式 : 

(1) 代数 式 中 不 含有 相同 的 基本 积 式 ， 

(2) 在 每 个 基本 积 式 中 任 一 变量 只 出 现 一 次 . 

(3) 任 一 基本 积 式 中 不 同时 出 现 * 和 名 ,i 一 1,2, 

《有 每 二 基本 积 式 中 都 党 有 ”个 自 安置. | z 
i 标准 积 相 式 在 数 雹 逻辑 中 常 称 为 完 备 析 取 标 准 形 ; 标准 和 积 式 称 为 完备 合 取 标 准 形 ， 
出 上 述 定义 和 特性 不 难 推 知 : 全 何不 恒 为 常数 的 地 辑 代数 式 都 可 以 化 为 等 价 的 标准 和 家 
式 或 标准 积 和 式 ， 这 两 者 都 是 唯一 的 市 虱 等 于 常数 (0 或 DD 的 池 音 代数 式 当然 不 能 化 
为 标准 形 , 因 为 起 式 与 14 或 0 等 价 ， 

设 有 任意 一 个 单 值 函 数 fx,, 2 wpe) ns xs 是 自 变量 . 若 溯 数 f 和 自 
变星 xi 一 1,2,… ,4) 仅 能 到 们 0 或 1, 我 们 便 称 这 个 函数 为 二 值 消 数 。 一 个 二 信函 
数 可 用 不 同 的 方法 来 表示 ,例如 可 用 滚 狗 或 式 子 染 表示 . 现在 试问 ， 是 否 所 有 的 二 值 函数 
都 可 以 用 逻辑 代 才 式 表示 出 来 呢 ? 回答 是 肯定 的 。 根据 二 借 函 数 的 单 值 性 我 们 知道 ， 每 
一 组 自 变量 的 信 维 一 地 确定 二 值 函数 久 x1, mm x») 的 一 个 值 ， 对 于 含有 ”个 站 变量 
锡 二 秆 阔 数 ,其 自 变量 的 取 值 最 多 可 以 有 ?组 ,我 们 可 以 把 使 攻 m， ,……， , x。) 取 值 为 1 
的 那 组 (1 < 2*) 自 变 量 的 取 值 选 出 来 ， 当 自 变 量 x2,"……, +。 的 取 值 属于 这 ! 组 时 ， 
函数 f(x1, xz ,x。) 便 等 于 1, 否则 ， 函 教 等 于 0. 这 样 一 来 ,判别 函数 x1, x2,…，, xz) 
的 取 值 河 题 就 等 价 于 判别 其 自 变 量 z1,x;,… ; x。 的 取信 是 不 是 属于 这 / 组 的 问题 .根据 

_ 自 变量 的 这 ! 组 取 值 ， 可 以 容易 地 构造 出 一 个 逻辑 代数 式 了 (wy，x2,…， x), 使 f(x， 
X19*" ", x») HT f(r, X19""" 区 有 ) 等 价 ， 例如 , 当 X13 各 和 由 家 全 组 如 17.2~ -7 时 f 
的 值 为 1， 此 时 可 以 构造 如 下 的 代数 式 ， 

f(r, x X27y T3y x4) XXX4 十 TT4 十 Erix3r4 十 E12NIT4 | 


不 难看 出 ， 六 rt xi，33， Xx4) 取 值 为 1 的 充 要 条 和 件 就 是 yx, x3 和 x4 的 取 值 为 表 17.2-7 - 
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家 87.2-7 . ,.， 


中 表示 的 那 放 个 组 合 , 当 自 变 营 的 取信 组 不 属于 这 几 个 组 合 时 ， 人 加 X33 0) 便 等 
于 0. 对 于 任 一 一 值 函数 都 可 用 一 个 代数 式 表 示 这 个 结论 la aa 
禄 据 给 定 的 二 值 函数 Kn» X22,"*"*, x») 我 们 的 党 如 的 下地: 
li > We ls :1 ar ts | 
十 二 ly los ,1， 0, Onr2 i + +10, 0 0)2022 * "x, , 
和 | (17.2-6) 
式 中 共有 2* 项 ， 每 一 项 是 一 个 乘积 : 每 项 的 第 一 个 因 于 都 对 应 了 二 值 函数 1 的 一 个 取 
值 ,而 其 它 因子 则 是 或 zi 一 1, 2……，z)， 并 和 满足 条 件 : 
(1) wi 和 si 1,2,..., 7) 不 能 同时 和 为 因 于 在 同一 关中 由 再 ， 
(2) 只 能 在 其 第 一 个 因 于 中 取 0 值 的 那些 i ls 2, 1) 才 在 非 号 之 下， 也 一 
定 在 非 号 之 下 。 式 (17.2-6) 下 起 含 了 还 数 4 所 有 司 能 的 让 秆 情况 当 把 任 一 组 变量 的 
取 值 代 人 后 ,根据 式 (172-6) 的 御 构 不 难看 出 ,其 中 只 有 一 -项 ， 其 第 一 个 因子 即 为 此 组 变 
量 取 值 所 确定 的 消 数 信 ， 而 该 项 有 的 其 它 因 子 全 等 于 1 ( 册 为 等 于 0 的 变 最 命 在 非 汪 之 下 ， 
而 等 于 1 的 变量 不 东非 号 ). 根据 加 法 的 将 狂 该 项 即 等 于 函 青 的 取 值 在 其 它 项 中 ,第 
一 个 因子 不 论 为 何 值 ， 由 于 其 它 因子 中 奎 少 有 一 个 因子 事 朱 为 0 , 根据 鞘 法 的 特性 ， 这 些 
项 都 等 于 0。 因 此 ,表达 式 (17.2-6) 和 天 a, ;…， zu) 是 等 价 的 ，， 
假定 二 值 前 数 fx1, rz ， £2 是 不 恒 为 6 的 ,那么 ,在 其 等 价 式 (17. 2-6) 中 一 定 有 
一 些 项 的 第 一 个 因子 等 于 1， 因而, 当 mi， ps， x 取 相 应 值 时 ， 式 (17.2-6) 也 等 于 1. 
我 1 ] 已 经 指出 ， 和 式 中 便 为 0 的 项 可 以 格 去 。 乘积 中 便 为 1 的 因子 可 以 去 掉 ， 其 函数 值 不 
会 改变 .根据 这 一 点 ， 去 掉 式 (17. 2-6) 中 那些 恒 为 0 的 项 (由 函数 之 0 值 决定 ) ,在 留 下 
的 不 恒 为 0 项 中 去 掉 其 恒 为 1 的 因子 (第 一 个 因子 )， 这 这 样 一 来 ， ,就 把 式 《17. 2-6) 变 成 一 
个 与 其 等 价 的 远 辑 代数 式 了 ， , 
fn, za- ws xz) 是 一 全 为 0 的 二 信函 数 时 ， 和 可以 人 为 一 个人 的 代 
这 时 ， 若 郊 虑 一 值 于 数 到， xz …， za)。 那么 它 一 定 简 ， z 
Kl, 1 ， efi nt Kh, 1, “1， ar “fae 5 
+ 0. De De 
等 价 . 由 于 等 济 式 的 区 定式 也 是 等 从 的， 所 以 a 和 
jn, za 下 ss, Dr xo tt fs ,esl, Orix2 xa-itn 


a 4 
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根据 等 式 (17.2~3) 可 把 上 式 写 成 
fx, A a 1 十 十 各 十 | … 十 和 
XXX1L， 1,i-1;0) 十 证 条 十， 十 -1 十 +。] 


If0, 0 On (17.2-7) 
人 0 的 项 ， 也 就是 各 因 于 的 第 ~. 项 ， 二 是 式 Lh 2-7) 也 就 其 有 
次 辑 代数 式 的 形式 了 . 
由 于 对 任意 二 信 范 数 痢 可 构造 一 个 和 它 等 价 的 过 加 代数 式 ， 因此 ， 可 以 用 还 辑 代数 式 
来 研究 二 值 函 数 . 


173 


前 面 已 经 指出 ， 利 用 等 价 关 系 式 可 以 对 逻辑 代数 式 进 行 各 种 变换 . 同一 个 二 值 透 数 
可 以 用 多 种 形式 的 代数 式 表 示 , 这 就 提出 一 个 问题 : 能 否 找到 一 个 最 简 表达 式 ( 即 式 中 包 
含 最 少 的 变量 字母 )? 如 果 这 种 最 简 代数 式 能 够 找到 ， 不 论 对 逻辑 控制 系统 的 分 析 焉 综合 
都 会 具有 很 大 的 音义 . 故 逻辑 代数 式 的 简化 (或 称 极 小 化 ) 河 题 具有 一 定 的 实际 意义 ， 从 
技术 观点 来 轿 , 每 一 个 逻辑 代数 式 都 可 以 用 一 个 相应 结构 的 逻辑 网 络 来 实现 。 一 - 般 说 来 ， 
极 小 化 后 的 代数 式 所 对 应 的 网 络 也 是 比较 简单 的 ， 在 技术 实现 中 所 需要 的 开关 电路 ,放大 
器 等 各 种 门 电路 的 数量 也 相应 的 楼 少 些 ， 

下 面 介绍 凡 种 党 用 的 比较 有 效 的 简化 逻辑 代数 式 的 方法 ， 

(1) 试探 法 ， 这 种 方法 ， 是 设计 者 依靠 经 验 和 判别 能 力 利用 前 节 内 所 列 各 等 式 ， 对 
给 出 的 逻辑 代数 式 进行 变换 ， 以 消去 多 余 的 项 和 多 余 的 变量 ; 使 式 子 达到 极 小 化 . 在 作 简 
化 时 ,下 列 恒等式 是 很 有 用 的 。 它 们 的 证 明 都 很 简单 , 故 只 烈 出 结果 ， 

A+AB~A(l+B)=A, AB(A+B)= AB, 


A(A+B)=A,， AB(A + B)= AB + BA, 

A+AB=4+8B, AB+ BA=/AB+ AB, 

4+AB=—=4tB, (A4+B)NB+CNATC)= AB+BC+AC, 

A(A++ 8)= AB, (4+ BMA+C)™AC+ AB, 

A (At BBC 一 (LTB 

{17,3-1} 
a 
， 笨 化 ( 极 小 化 ) 代 数 式 


f= AB+C+ACD+ BD 
首先 应 用 式 (17.2-2) 得 到 
1 一 4 互 十 C 十 5(04D + BD); 
” 按 式 (17.3-1) 有 
fm AB+ 0+AD+ BD; 
再 利用 式 (17.2-2)， (172-3) 和 (17.3-1) 有 | 
j= AB+C+DAT+B)=-AB+C+DA:B ee 


wm ，- 
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例 2. 把 ff 一 4B 十 BC 十 BC 十 4B 极 小 化 。 
首先 应 用 加 法 和 闻 革 的 一 般 特性 ,上 式 可 改写 为 - 
f= AB + BT + 而 C(A A4) + AB(C + TT) 
we AB + ABC + BC+ ABC + ABC + ABC; 
blond ba 秆 式 可 化 简 为 : 
十) 省 G 人 中 天 和 卡 ACG( 示 十 站)m 4 万 十 下 E 十 4. 

“从 这 两 个 例题 中 可 以 看 出 ， 用 这 种 方法 简化 代数 式 时 , 没有 一 定 规律 可 笑 , 同时 难以 
蓝 定 所 律 到 的 简化 式 是 否定 最 和 价 昔 的 ( 妈 报 小 化 的 )， 与 此 相 出 ,平面 的 方法 就 好 些 , 

(2) 图 解法 ， 首 先 把 逻辑 代数 式 的 诸 项 用 几何 图 形 表示 出 来 《 卡 谱 韶 )，. 用 对 此 何 
图形 合并 的 方法 来 达到 简化 式 子 的 目的 ， 这 种 方法 原则 上 可 用 于 具有 任意 个 变量 的 代数 
式 的 简化 ， 当 汉 加 变量 数 和 较 少 只 (并 太 大 于 本 个 )， 此 法 的 优点 就 现 明显 。 下 面 便 以 例题 
说 明 这 种 方法 : ， ，， ，.、，: 
_ 着 招 兵 准 碎 和 文中 每 一 个 基本 积 下 各 做 最 小 项 ,不 难看 册 ， ,报信 有 个 这 辑 变量 的 代 
数 式 化 成 标准 积 和 式 时 ， 至 少 有 3 个 最 小 项 . 关 每 一 个 最 小 项 用 一 个 小 方 洛 表示, 那 和 ， 
在 含有 2* 个 小 有 格 的 乙 形 上 就 一 定 能 表示 任何 * 个 变 昌 的 代数 式 ， 例如 ,具有 了 两 个 变量 

_ 的 逻辑 代数 式 可 用 图 17,.3-! 表示 、 在 那里 ,图 形 左 半 部 分 表示 4s 有 半 部 分 表示 4; 革 半 

部 分 表示 8 下 半 部 分 表示 五 。 这 禹 分 法， 招 赣 个 图 形 分 成 四 个 小 方 格 ， 于 是 小 方 格 3 
对 应 最 小 项 4B; 小 方 格 2 对 应 最 小 项 4A; 方 攀 4 对 应 于 AB 以 及 方略 0 对 应 于 25。 
由 于 任 一 个 二 元 二 值 函 数 都 可 以 用 这 四 个 最 小 项 中 某 些 项 的 逐 辑 和 找 述 ,因此 , 它 的 图 形 
也 可 用 这 四 个 方 帮 的 二 项 成 全 新 来 表 关 fr. 在 轩 解 法 由， 我们 可 采用 第 二 节 中 引用 的 运 第 
符号 , 即 V 代 表 加 法 ， 人 代表 乘法 , 娃 由 将 在 下 耐看 到 . 例如 ,代数 式 

f= A VAB 可 用 图 17.3-1 中 的 方 格 3,:2 和 .1 来 表示 . 利用 等 式 (7 2- -1), 

(17, pv 和 :17.3-1) 简化 函数 。 可 得 


a ,. fmABVABVAB  ... 
~ mABVABVABVAB .| 
EE = A(BYB)Y BC(AYA) 
+ AV, 


0 从 图 形 上 看 ， 这 个 简化 相当 于 把 小 方 格 2 和 3 间 的 界线 及 小 
市 格 : 3 和 t 闻 的 界线 去 撑 , 也 就 是 说 ,把 小 方 格 2 和 3 及 小 方 格 3 和 41 合并， 图 解法 就 是 
这 样 把 小 方 格 进行 合并 来 简化 代数 式 的 。 不 难看 出 , 图 17.3-1， i 
并 后 的 图 形 可 用 一 个 变量 来 表示 . : 

具有 三 个 变量 的 逻辑 代数 起 , 一 定 能 表示 在 图 17.3+2 上 。 在 这 里 ， 无 边 两 列表 示 4 
右边 两 列表 示 4; 中 间 两 列表 示 C， 两 边 两 列表 示 C; 上 面 一 翁 表 示 3， 下 而 一 行 才 示 
下。 这 样 把 图 形 共 分 成 八 个 小 误 格 、 每 一 小 方 阁 都 对 应 一 个 最 小 项 : 方 格 7 对 应 最 小 项 
ABC; 方 格 6 对 应 最 小 项 4BC; 方 裙 5 对 应 48C; 方 格 4 对 应 4BC:. 方 格 3 对 应 
有 BC; 方 格 2 对 应 于 48C; 方 格 4 对 应 于 BC; 方略 -0 对 应 于 最 小 项 48C。 由 于 
, 任 一 三 元 二 值 函数 都 可 用 这 八 个 最 小 项 中 某 些 项 的 多 辑 和 表示 ， 因此 ， ln 17; 3 

的 一 部 或 全 部 小 方 格 。 例 如 ;代数 式 i- 
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f= ABGCVABCYVABCVABCYVYABCY ABC 
就 可 用 图 17.3-2 中 的 小 方 格 6, 7, 5, 3, 1 及 8 的 和 来 表示 。 我 们 把 方 格 6, 7 合并 ; 7 ,5 
合并 ; 3, 1 合并 ;1, 0 合并 ,那么 ,将 得 到 
f= ABVACY ACY A483. 
若 黄 使 4C 和 4C 合并 ,也 就 是 使 合并 后 的 方 格 7, 5 和 方 格 3, 1 再 合并 ,又 可 得 到 


f= ABVCY 了 5 
不 难看 出 ,图 17.3-2 中 任何 两 个 相 邻 方 格 合并 后 的 图 形 , 可 用 两 个 变量 描述 ; 任何 四 个 小 
方 格 若 其 中 每 一 个 方 格 都 与 其 它 任 亏 两 个 方 格 相 邻 , 则 将 它们 合并 后 可 用 一 个 变量 表示 . 
车 整 个 图 形 的 所 有 方 格 都 可 合并 在 一 起 ， 则 可 用 常 值 表示 。 这 里 要 说 明 一 点 ,就 是 我 们 不 
仅 把 有 公共 边界 的 方 格 视 作 是 相 邻 的 ， 对 那些 处 于 网 一 行 或 一 列 两 端的 小 方 格 也 视 作 
相 邻 ， 而 且 把 两 侧 的 两 列 或 项 末 两 行 也 视 作 相 部 . 因为 当 用 不 同方 法 分 割 图 形 时 ， 这 些小 
方 格 ( 列 或 行 ) 确 实 可 以 变 为 相 邻 的 多 17.3-3 识 表 示 了 三 变量 图 形 的 另 一 分 割 方法 ， 比 
较 图 17.3-3 和 17.3~2 可 以 明显 君 到 这 一 点 ， | 
具有 四 个 逻辑 变量 的 代数 式 可 由 图 17.3~4 表示 ; 具有 五 个 逐 辑 变量 的 代数 式 可 用 图 
17.3-5 表示 ;如 此 等 等 。 图 17.3-4 , 图 17.3-5 以 及 表示 更 多 变量 的 图 形 的 划分 方法 ,与 图 
17.3~1 和 图 17.3-2 的 划分 方法 是 相同 的 。 这 里 不 再 重复 ,从 几何 意义 上 来 说 , 每 个 小 方 


图 17. 3-4 


格 为 表示 各 变量 的 图 形 的 交 , 表 征 代数 式 的 锋 形 则 是 这 些 交集 的 和 。 这 样 一 来 ;我 们 便 可 
知道 乘法 运算 ”入 ”的 几何 意义 是 相应 变量 图 形 的 交 ，: 加 法 运算 “VYV” 的 几何 意义 是 相应 图 
形 的 和 。 从 这 种 匣 义 上 来 说 。 代 数 式 的 简化 就 是 把 表征 它 的 图 形 如 何以 最 少 的 字母 描述 
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出 来 。 例 如 , 欲 简化 逻辑 代数 式 - a S 
jf"™ ABCDYVABCDY ABCDVABCDV ABCDV 4BCDV ABCD, 
由 于 它 含 有 四 个 变量 ,因此 , 它 能 用 图 17.3-4 那样 的 图 形 表示 . 图 中 标 出 了 4; 2, 8,5， 
”C, 5, 了 和 方 的 图 形 。 根 据 可 法 运算 " V" 及 乘法 运算 * 人 * 的 几何 意义 ,不 难看 出 ， 上 式 
各 项 分 别 对 应 图 17. 3-4 中 小 方 槐 2, 5, 11， 12, 13, ma “如 果 我 们 把 相 邻 小 方 格 合 
并 起 来 拱 述 ,那么 ,前 述 代数 式 便 简化 为 
f~ ABYNCD = AB + CD, 
对 于 四 变量 图 形 的 简化 ， 下 列 规则 很 有 用 处 ” - . 
《9D 任意 南 个 想 邻 小 方 格 合并 后 ,出 变 成 一 个 二 变量 的 项 。， ee 
《2) 车 把 任 一 行 或 一 列 的 所 有 方 格 合并 ， 内 个 相 方正 方形 合并 ， 
们 合并 后 的 图 形 可 用 两 个 变量 的 项 表示 。 I 
. (3》 车 住 硕 相 铬 两 行 或 两 列 合 闪 后 ， 出 可 用 一 个 变 最 的 项 表 东 避 BE ek 
不 难看 出 ， 对 这 几 个 法 则 消 加 修改 , 便 可 用 于 更 多 变量 的 图 形 的 简化 ， 道理 完全 一 样 ， 
于 辑 代数 的 简化 方法 还 有 很 多 ， 如 展示 法 ， 图 表 法 等 等 它们 一 般 较 繁 ,但 当代 数 式 
中 变量 较 甸 时， 用 起 来 颇 为 清晰 有 效 。 由 于 它 它们 简化 的 原理 也 是 基于 项 的 合并 和 消去 
余 字母， 因此 ， ,这 里 不 再 着 述 ， a . 


ee 4 这 辑 代数 式 的 技术 实现 


从 第 二 书 中 可 以 知道 ,到 交代 数 中 最 基本 的 运算 只 有 三 种 逻辑 加 法 ， ni 
缉 非 运算 ， 这 三 种 基本 和 逐 算 都 可 以 用 电 休 管 属 成 门 电路 ,封装 在 一 个 很 小 的 沉 体 中 。 给 
一 个 逻辑 代数 式 ， 就 可 以 用 这 种 门 电 咯 ( 集 成 电路 顺序 连接 成 珊 络 ， ws 
运算 .但 是 ,仅仅 有 这 三 种 对 应 基本 运算 的 门 电路 还 不 能 满足 实际 要 求 ， 因 为 有 些 电 
路 , 虽然 可 以 用 三 三 种 基本 运算 电路 组 合 而 成 ， 但 是 用 起 来 很 不 方便 , 浪费 器 件 。 因 此 有 必 
要 对 它 进行 逻辑 化 简 ， 然后 做 成 标准 的 集 或 电 政 , 供 系统 设计 者 选用 ， 这 样 做 一 方面 可 以 
降低 电路 成 本 ， 又 可 以 提高 集成 电路 的 集成 密度 ， 这 里 介绍 三 种 代数 式 的 电路 实现 : 半 
加 器 ,全 加 器 和 通道 译 码 选 择 器 . 
”. 半 加 器 是 具有 两 个 输入 和 西 个 输出 的 逮 辑 电路 。 设 4，B 均 为 取 值 0 或 1 的 馆 辑 变 
量 ， 半 加 器 的 远 辑 功能 由 下 表 定 义 : 表 下 太 删 做 被 加 数 4 积 加 数 B 的“ 和”, C 是 加 法 进 
位 .按照 上 表 的 规定 ,和 3 当 且 权 当 4 和 B 涉 同时 为 0 或 不 同时 为 1 时 才 为 1, 其 它 情况 


一. rr 
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表 17.4-1 


] 


$= AB+B4 .C= AB 


下 5S 都 为 0， 进位 C 只 有 在 4 和 8 都 为 1 时 才 等 于 1， 否则 总 为 0， 因 此 , 半 加 咒 要 求 的 


逻辑 代数 式 为 
S=AB+ BA,C =!AB. (17.4-1) 


用 三 种 基本 运算 构成 的 半 加 器 丈 辑 电路 示 于 图 17.4-1 (a). 


下 站 1 i ts 


图 “17.4-I (a) 半 加 器 地 辑 图 


但 是 , 利用 代数 运算 可 知 , 半 加 器 也 可 以 用 其 它 方 法 构成 , 例如 用 三 个 门 就 可 完成 式 
(17.4-1) 要 求 的 运算 , 见 图 17.4-1 (b》 


.图 灯 + 半 加 器 丈 辑 图 
这 两 个 电路 是 等 价 的 , 因为 应 用 前 节 所 述 的 演算 规则 有 
SAB+BAP~AB+AB+AA+ BE A(A4+ 8) B(A+B) 
二 《4+ BA+B)= (4+ BAR(CA+B 二 8B8)++ 48B). 

而 图 17.4-1 (b》 中 的 结构 正 是 上 式 右 端 代数 式 的 准确 实现 ; “这 样 ， 就 比 图 17.4-1《a) 中 
的 逻辑 结构 化 简 了 很 多 。 特 别 是 与 门 、 或 门 和 非 门 常常 是 作 在 一 起 的 ， 当 输 人 是 高 电 平 
时 ,输出 往往 是 低 电 平 ， 俩 电路 工作 可 区 9 17.4-1 (c) 中 给 出 半 析 器 (集成 电路 ) 的 电 原 
再 图 . 

“… 半 加 禹 不 能 作 完 整 的 加 法 ,因为 仅 有 两 个 输入 端 。 在 完整 的 加 法 运算 中 ,还 需要 有 第 
三 个 输入 端 ， 供 低位 数字 的 进位 用 。 其 有 三 个 输 人 和 两 个 输出 的 加 法 器 称 为 全 加 器 ， 用 
Cin 表示 相 临 低位 数 的 进位 ，Cou. 表示 向 高 位 数 的 输出 ,5 表示 4, B 两 个 量 的 和 碱 掉 进 
位 后 的 余数 ， 则 全 加 器 的 运算 规则 列 于 表 17.4~2 中 。 按照 表 中 所 列 取 值 的 规定 ,可 立即 
写 出 5 和 Cou 的 逻辑 代数 标准 积 和 式 : 
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图 17,4-1(e) 


S ~ AFC, - 十 BE， 十 ABT, 十 4 


Cou me4BCi 十 4 三 Ci 十 4BCi 十 4BCin。 (17.4-2》 
| 0 


和 
~ 已 mA 
oOo- mo|wi 

1 | 
中 


a a A , : a 
图 17.4-2 (>) 全 加 器 
首先 ,全 吉 震 当 扼 可 用 寅 个 半 加 器 证 葡 而 成 ;如 力 这 42 所 示 ， 应 用 前 书 叙述 的 
ae en on 4-2)) 化 阅 ， :PN 
5 mm XC + dBCn 4BE. 4 = (AE + a 十 + (a8 + ABYE, 
因为 按 式 (17.3-1) 有 
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AB+ABmAd+B+A4B=(A 二 了 H) .AB en (4 十 BB)( 有 十 百 ) 一 及 从 十 44 闻 ， 
Sm (AB + AB)Cint (CAB 4 AB)Ci, (17.4-3) 
这 一 等 式 恰 恰 说 明了 全 加 器 的 和 是 由 两 外 半 加 器 华 联 而 成 的 第 一 个 半 加 器 完成 运算 
Si 一 AB+ BA, 人 5 m= SICin 一 Cu 至 于 进位 Cou: 的 运算 从 图 
中 可 以 清楚 姥 出 . : 
式 (17.4-2) 中 的 第 二 式 还 可 以 化 全 (用 作 图 法 或 试探 法 及 I 
Co mm 了 BC 十 43BC Ab C+ 4 号 Ce ， 1 
一 人 4B 十 4B)Can 十 4(BCu 十 瑟 Ca) 
=- BC AB AC,, 1 2 (17.4-4) 
这 里 应 用 了 式 (17.3-1) 中 的 4B(4 十 B) ~ 48 十 六 4 和 48 十 4 首 必 4 两 个 恒 等 
式 . = : 
17.4-2 (b) 是 用 八 个 与 非 门 组 磺 的 全 加 器 的 浸 邦 原理 图 。 由 图 的 结构 ， 并 利用 式 


和 
用 17.4-2 (b) 爹 诉 器 进 辑 医 


C0 中 的 诸 怪 等 式 ， 容 荔 号 出 各 中 间 诺 量 Zi Re | 
CT me AB 吃 : ee 从 十 如 ， . 
2 Lr. Pr = ABC 一 A 不 日 十 Fi, 
Zi BE! Cinm ABCin A 直下 二 Ch 
Zi AZ1Z2 = A(A+ 了 B)( 有 + B+ Ch) 王妃 Ci 一 了 十 中 十 Cin, 
Co (B+ CoA(A+ 有 二 Cu) Ce 
mm (AB 4 AB)- Cn AB+BA Ca 
Ze BZiZi 一 B(4 十 瑟 J(4 站 吾 十 人) -ABC 人 全 到 十 fhe 
于 是 ， 可 推 翘 ;”- A | . 
Bi. ZZ2Ls me ZI + Zi + Zs AB 二 ABC, + ABG, : 
ww A(B + BCw) + ABGE ww H+ ACi + ABCa : 
ww ACls + BCA + ACi) me AC, + AB + BBO. 
本 以 Z; 的 输出 恰恰 是 全 加 器 进位 输出 . Csee 的 表达 式 (17.4-4)、 同 样 ， 可 以 算出 ， -输出 
Za 是 由 式 《17.4-2) 中 第 一 个 代数 式 要 求 的 全 加 器 的 和 输出 5. 
Za ZiZsZs  Z4 + Zs + Zs = ABC;s + ABCis t+ ABC;, + ABC,, 
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图 .17.4-2 《cy 是 国产 .252 全 各 器 电路 图 和 封装 接线 图 . 


3 2 
~ (4) (8) (Cw 2 | , 
,| rm 这 Vi 


te} a) 
图 17,4-2 Cc):252 全 加 器 昂 路 图 和 外 形 图 


从 上 述 两 例 中 可 以 看 到 , 贡 三 种 基本 运算 组成 的 驾 辑 代数 起 能 够 用 各 种 电路 的 组 含 
去 实现 ， 由 于 大 ,中 规模 集成 电路 的 生产 ,几乎 任何 一 种 远 辑 电 店 兰 可 以 用 这 些 标准 集成 
电路 去 实现 它 ,只 器 要 事先 确定 逻辑 连接 图 ,和 按 椒 要 求 去 迷 搁 各 输出 ,输入 端 引 线 ,正确 
地 供给 电源 和 接地 就 行 了 .下 面 再 讨论 一 个 另外 类 型 的 例子 即 如 何 用 基本 莹 和 辑 电 路 去 
实现 多 路 译 码 远 择 器: 
设 有 八 个 不 同 的 信号 通 遵 ; 要 求 设计 十 个 选 通电 路 ; 搂 归 需要 由 指令 选 通 其 中 任何 一 
”个 。 设 信号 通道 是 41, 4,,……, 4 : 可 雇用 三 站 逻辑 变量 六。、Y ;Zz 组 城 编码 ， 每 一 种 纺 
码 对 应 一 个 通道 选 通 指令 , 因 关 去 个 逻辑 变量 能 组 成 2 十 8 种 码 ,“ 进 外 ,还 要 求 输 出 有 开 
启 -闭锁 措施 ， 只 有 在 需要 时 才 按 指令 送出 被 选 通 道 的 信息 ， 否 则 应 禁止 任 闻 信和 喘 输 出 ， 
现 规定 各 通道 的 选 通 编 玛 指令 如 表 17.4~3 所 示 .: 当 侈 通 指令 工 为 高 电位 时 ,电路 将 正常 
工作 ,如 果 了 为 概 电 位 时 【 茜 企 )y 将 没有 年 何 数据 输出 .整个 电路 由 六 个 非 门 \ 八 个 与 站 
和 两 个 或 非 门 组 成 . 2 
例如 ,讨论 .4 通道 的 选 通过 程 ,与 门 ? 的 输出 是 : 
XYZA! 
或 非 门 9 的 输出 是 : ES 


ny -arr -cei 
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表 17.4-3， 

编码 拉 邻 XY2 |. 

00 
1 00. 嘎 , 卫 .之 . A 
1 10 KYA 
1 DEl 元 ,了 ,Z.4。 

100 - 天. 了。 三 .4 

lo01 KX"¥.2. A 
1 110 XY 
1 111 
0 


= 二 = 三 防 
二 一品 
De | Bb 
= 二 > D> 
_ 8 
=) - 
-x 
二 世 六 = 


”图 17.4-3 多 路 译 码 选择 由 


BB 二 Bi 十 '…' 十 Ba 二 了 )== Bli' B+: Bs 7, 

总 输出 为 8 

fm 亚 (Bi 十 未) 一 刺 了 一 (Bi 十 十 .十 吾 十 示 ) 
- = BT+t BT 二 Bal. (17.4-5) 
由 表 17.4~3 可 以 看 出 , 当 送 来 的 指令 码 对 应 Bi 时 ,上 式 中 其 它 项 均 为 0, 输出 了 一 吾 i 了 一 
41T。 故 当 了 二 1( 高 电位 ) 时 ,输出 端 直 就 与 通道 4 楼 通 。 


17.5 时 序 轨 辑 方程 和 有 限 自动 机 


前 几 节 内 的 讨论 是 以 逻辑 代数 式 为 若 础 的 。 它 类 似 初等 数学 中 的 四 则 运算 .逻辑 代 
数 式 是 由 几 种 最 基本 的 运算 法 则 组 合 而 成 , 故 育 人 称 为 组 合 逻 辑 理论 ， 但 是 ,用 代数 式 不 
能 描述 过 程 ， 即 随时 间 变 化 的 逻辑 变量 ， 正 嫩 在 商 等 数学 中 为 了 描述 一 个 过 程 不 得 不 建 
立 一 个 量 或 一 组 量 在 变化 过 程 中 所 应 该 满足 的 条 件 。 妈 方程式， 如 微分 方程 、 差 分 方程 
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那 祥 。 这 类 方程 式 中 的 主要 变量 是 时 间 !， 故 称 为 发 展 方程 。 在 逻辑 运算 中 也 出 现 同样 
的 问题 ， 即 建立 模型 的 问题 ， 这 个 模型 能 够 措 述 随时 间 变 化 的 整个 逻辑 过 程 。 这 种 模型 
常 称 为 时 序 遵 辑 方程 。 又 由 于 一 切 数字 机 或 其 它 数控 装置 都 是 按 节拍 工作 的 《虽然 节拍 
频率 或 河 塌 不 一 定 是 相等 的 ), 所 以 每 一 个 时 序 还 辑 方程 也 称 为 一 个 自动 机 ， 这 和 通常 称 
一 组 常 微分 方程 为 动力 系统 一 样 ， 
最 简单 的 例子 是 同步 触发 器 。 例 如 一 种 则 R-5 触发 器 的 ， 它 有 两 个 互补 输出 9 和 
5, 当 8 一 1 时 , 0 一 0; 反之 当 D 一 0 时 , 癌 一 1， 它 有 三 个 输入 端 : 置 1 端 3， 置 堆 
_“《 清 零 ) 端 尺 和 时 钟 间 步 端 CP, 见 图 17.5-1 中 的 符 导 和 还 辑 示 意图. ee 
CPP 多 给 触发 器 规定 离散 的 节拍 即时 间 顺 序 : tm0;1,2,.. ， 在 1 二 
时 O(n) 的 状态 依 轩 平 前 -节拍 十 辖 大 端的 值 ， 这 种 美 系 作 表 六 5 es R(n), 


We 51 


O(n + 1) 


1 

~ |! 

车 || 
+ . 


Go) 


0 0 
0、 1 O(n) 
.0 0 Qn) 

0 1 l 
1 0 Qn) 

1 . 1 0 

‘1. “0 O(n) 

1 «1 不 定 


图 17.5-1 R-S 甬 发 加 ， 


5(n) 和 [CR 民 o) 都 表示 它们 在 = 。 时刻 的 取 什 ， 请 ol 是 +， 一 2 十 I 表 
中 规定 的 输出 、 输入 关系 可 以 用 两 个 时 序 黎 辑 方程 式 推 述 出 来 : 


(r+ Dl CCo) 十 SCa))CCP(n)R(n) 十 CP(n)0(n)), 
O(n 十 iy oa O(z) ， SCz) CP(n) 十 R(n): O(n)， CP(n). {17.5-1) 
我 们 君 到 ,这 个 器 件 的 输出 是 由 前 一 时 刻 的 状态 和 输 人 量 的 值 决定 的 ， 这 与 前 节 的 远 辑 代 
数 式 是 根本 不 同 的 ,这 里 输入 信号 和 状态 (办 出) 都 是 随时 间 变 化 的 过 程 。 
现在 我 们 一 般 地 讨论 这 类 系统 的 特点 。 设 有 一 个 时 谷 膛 辑 系统 ， 它 的 内 部 状态 用 向 
重 表示 , 记 为 9,9 一 {9 4 “nqmj; 输入 慷 号 用 向 量 交 玫 {x1, zz，xe} 表示 ; 输出 
疝 量 记 为 z 一 人 zt #2 sy ij 在 竺 一峰 间 , 辽 三 种 多 厚重 由 王 列 方程 式 联系 着 : 


qn 十 1) wi FOX(n) .gn qh ) mi 753-2) 
Ze) = g(x(n), qn "), ; (17.5-3) 
i 


ee 名} 是 向 量 溪 辑 也 数 ， 即刻 g; 是 诸 自 变量 
的 二 信函 数 , 信 第 172 节 的 证 明 。 上 式 是 逮 辑 代数 式 ?它们 显 省 :一 "是 指 代 数 式 4 


可 能 随时 间 而 发 生变 化 ; 钢 是 初始 状态 .、“， : SE 
如 果 式 (17.5-2) 和 (17， 5-4)- 帮 多 不 壁 合 时 间 变 量 多 凡人 时 序 浊 加 方程 由 


它 描述 的 逻辑 系统 称 为 定常 自动 机 ,否则 附 短 非 定常 的 , 


一 全 de EO Ad i Rnw 
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”由 一 毛孔 能 和 的 有 穷 长 的 输入 序列 {x(00， x Sx)}, Ro 0, 1 2 
oo 的 全 体 构 兢 的 集合 记 为 义 ; 一 切 可 能 的 状态 4 的 人 生体 记 为 :CQ, 册 做 状态 空间 ; .用 Z 表 
示 输 出 量 '* 的 和 值 构成 的 祭 合 , 称 为 输出 集合 。 于 旦 ;一 个 遥 辑 自动 机 可 以 用 (X,，0, 2Z。、 
f, 8) 这 五 个 要 业 完 全 描述 出 来 。 如 果 状 态 空 阅 台 所 含有 的 元 为 有 穷 多 个 , 则 称 为 在 限 由 
动机 ， A 有 时 可 用 符号 Ws, 9 2; ， 尝 光 出 同 种 机 的 具体 形 
式 。 

”按照 数字 技术 中 的 习惯 ， 输入 xx, 状态 和 输出 在 每 于 划 的 了 仙人 人 
以 ,每 于 刘 与 让 动机 联系 着 的 是 输 人 字 , 状 态 字 和 输出 序 。 到 

: 定常 有 限 委 动机 的 工作 可 以 用 典型 表 来 并 述 , 如 表 . 17， 5-? 所 示 . 设 答 入 x 可 般 有 r 
个 值 ( 字 )， 注 状 态 空间 & 含 个 不 同 的 状态 ( 字 ) , 则 典型 素 中 应 含有 * XX 个 行 ,对 和 餐 一 
行 核 照 关 系 式 下 和 gg 可 以 求 出 相应 的 状态 字 4g 和 输出 字 有 。 这 样 ， 只 要 给 出 一 个 特定 前 


给 入 序列 {x(z)] ,就 可 立即 按 表 列 内 容 读 出 。 ” 
的 态 和 边 而 麟 序列 。 
i a 表 17.5-2 8 4 | 
0 gn + 1) = 区 My a - 有 > 
S110 i ee , : 
区 1 入 部 
， 所 
pe ， 


图 17.5-2 (a) 输入 树 


, Cm Po Ye) 


a - 

用 一 种 叫做 树 的 图 示 法 。 对 简单 的 自动 机 可 
以 得 到 较 好 的 直观 性 。 Ee 
““ 落 筷 动机 有 * 个 输入 单字 ， 在 平面 + 取 ， ，.， 
一 点 笑 为 始点 ， 自 该 点 出 发 引出 + 个 蒂 有 剩 .，  ， … 
头 的 分 支 ， 称 为 第 一 层 分 支 ， 再 以 每 个 简 头 “!: tb | 

的 顶点 作为 新 的 始点 。 以 同样 的 方法 分 别 中 : ， ，，， 图 17.52(b 庆 在 覆 ，，， 
出 个 分 支 ， 称 为 第 二 畦 分 支 。 如 此 继续 下 起 , 河 得 到 无 穷 层 分 支 ， 于 是 就 得 到 了 图 
47.5~2 人 a) 所 示 的 树 状 图 形 。 规定 从 每 个 端点 所 绊 疆 的 ,> 个 分 支 按 自 左 亿 右 的 顺序 与 办 


Co, BY 
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”人 单字 zy 2 4 一 一 对 应 ( 当 多 ;这 积 对 应 关系 可 以 住 定 ,但 一 旦 确定 后 , 就 不 再 
客 蛮 ).: 这样 的 图 形 称 为 输入 树 ; 从 树 的 0 点 出 发 , 沿 篇 头 方向 前 进 经 过 的 道 跳 称 为 输入 
路 . 显然 ,第 一 层 分 支 表示 第 一 个 节拍 的 办 人 ,第 二 层 分 支 表示 第 过 个 节拍 的 输入 。”…。 
凶 而 ,每 条 输入 路 与 输入 序列 就 有 一 一 对 应 的 关系 ,图 ,17.5-2 (a) 粗 线 画 的 输入 路 所 对 
应 的 输入 序列 为 x x; x; 而 飞 -> 邯 第 一 拍 输 入 xz1; 第 二 竹 输 入 wy; 第 三 拍 输 入 娩 ，……、 

假定 自动 机 的 初始 状态 qo 已 经 给 定 ,一 旦 x(0) 给 定 后 ,输出 状态 z(0) 也 就 确定 了 ， 
想 定 把 输入 xx 的 可 能 取 愉 《有 穷 多 个 ) 的 编号 用 字母 o 表示 ,状态 空间 中 的 元 素 编 号 用 
8 表示 ,而 输出 状态 z 的 编号 有 ?7 表示 , 则 图 175~2 (a) 下 的 起 始点 的 输入 ,状态 和 输出 
就 可 用 三 个 崩 然 数 标志 出 来 《中 , po， Yo)， 笨 样 ,图 中 任 一 个 分 支点 都 可 以 用 三 站 数 指出 
它 所 代表 的 输入 、 状 态 和 输出 ,例如 (in 看; 71) 求 孙 第 一 步 《 节 拍 ) 末 系统 的 输入 、 状 态 和 
输出 ,(6;、B,, ys) 表示 第 + 划 朱 未 的 输入 状态 和 输出 等 等 ， 这 和 样 ,就 把 图 .17.5=2(a) 的 
输入 树 变 为 图 1y.5-2 (b) 的 状态 树 ,图 上 的 任何 一 条 项 序 连 线 都 未 示 了 一 个 基体 的 过 程 . 

我 们 再 回来 讨论 时 序 远 辑 方程 式 (17.5-2)，(17.5-3) 和 它 所 描述 的 自动 机 的 一 些 特 

， 首 先 ,这 类 系统 常 包含 反馈 作用 ， 即 : 一 = 时 刻 的 状态 或 输出 要 在 ! 一 十 1 时 刻 当 
oe yt 侧 如 图 17.5-1 所 示 的 及 -5 触发 器 中 就 包含 两 条 反馈 线 : 
把 输出 忆 再 送 回 第 4 个 与 非 门 的 输入 端 , 吾 则 又 送 到 第 三 个 与 非 的 输入 端 .由 于 航 改 
器 是 一 切 数字 电路 和 到 辑 电 络 的 基本 器 件 ,其 中 D 航 发 器 和 上 IF 航 发 器 是 应 用 最 广 的 
们 的 逻辑 原理 图 中 都 包含 反馈 作用 . | | 


图 17.5-3 SC 3101 型 姜 航 发 器 的 封装 符号 和 还 概略 - 


图 7。 5 个 触发 避 的 寺 疾 符号 和 江 各 因 , 


Dp 航 发 器 久 则 症 过 艇 发 器 图 17.5-3 是 国产 SG3101 并 力 妆 性 回 休 电 庄 的 六 交 

线 和 如 辑 图 ， 它 广泛 应 用 于 数控 系统 中 , 作 数 码 寄 存 器 , 艳 位 寄存 器 和 计数 器 等 , 如 泉 在 
信号 输入 端 了 处 接 上 托 制 门 , 可 构成 多 功能 触发 回 :* 它 的 工作 为 式 列 于 表 17.5-3 中 ， 时 

_ 钟 脉冲 是 正 妨 冲 列 。 时钟 脉 冲 从 0 变 为 1 以 前 的 时 间 为 -zen .自传 变 1 以 高 的 时 间 为 
十 :1. . 程 时钟 脉冲 全 人 变 为 二 时 力 端 输入 传送 到 8 端 ， 时 俩 脉冲 变 为 1 以 语 ; 即 
fm 十 上 时 盈 端 输 大 对 输出 乡 无 影 随 ;如果 需 变 抬 2 置 0 或 1, 则 必须 在 CP 咏 0 时 间 
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表 147.:9>3 


羡 从 尺 或 5 问 加 和 人 商 电位 信和 号. 
D 触发 器 的 时 序 屠 辑 方程 式 是 
On + 1) = p(n), n 0, 1,2, (17.5-4) 
如 果品 输入 数据 形式 是 融 低 电位 ,时 钟 信号 是 短 脉冲 , 则 DD 及 发 器 对 输入 人 号 来 说 就 是 一 
个 延迟 单元 ， 


另 一 种 更 为 通用 的 是 J*K 触发 器 (图 17.5-4)， 它 既 能 在 时 钟 脉 冲 的 驱动 下 同步 工 
作 , 也 能 作为 普通 触发 器 非 同步 工 作 。 它 的 工作 方式 列 于 表 17.5-4 中 . 家 17.5-4 (a) 是 
在 有 同步 时 序 脉 冲 CP 时 的 工作 情况 , 表 17.5-4 (b) 人 下 全 


的 非 同步 工作 可 由 下 列 时 序 膛 辑 方程 持 述 ; 
etz 士 1) 一 K(p)9(m) 十 jo se 人 
: 表 17.5-4(a) | 表 17.5-4(b) 
J x | | Kk 


sr 


0 
人 
1 
1 . 
0 
0 
l 
1 


me im mm 
| 


从 这 两 个 全 中 可 以 看 到 ， 时 序 溪 辑 网 络 
有 两 个 特点 : (1) 有 反馈 回路 ; 《2) 有 记忆 
《延迟 ) 能 力 ， 即 保持 前 一 步 的 信息 来 确定 以 
后 的 状态 。 其实， 这 两 个 特点 是 一 切 由 时 序 - 
过 加 方程 揣 述 航 自动 机 的 共同 特点 。 一 般 的 0 
自动 机 可 以 表示 成 图 17.5-5 所 示 的 逐 辑 方块 图 ， 记 忆 人 能力 越 强 ， 自动 机 所 能 完成 的 工作 
就 越 复杂 ,这 是 很 自然 的 ， 功 能 复杂 的 数控 设备 要 求 有 较 大 容量 的 在 贮 串 ,前 面 出 更 的 数 
据 不 仅 能 殿下 一 步 计算 合用 ,而 县 可 以 多 次 使 用 。 在 必 票 时 ,还 可 以 改变 系统 结构 ， 从 存 
入 器 中 选取 过 去 任何 时 刻 的 决 态 作为 输入 ， 这 在 数字 计算 机 中 是 主要 的 工作 方式 ， 

比较 简单 的 带 有 反锁 的 逻辑 网 络 是 反锁 讨 数 器 .图 17.5-6 是 一 个 典型 的 (> 一 纪 位 
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二 进 制 计数 器 .计数 开始 时 每 一 般 发 器 都 处 于 5 状态 。 当 时 印 脉 冲 总 数 达到 2"…: 时 ， 全 
部 触发 器 回 零 ,计数 重新 开始 。 当 脉冲 总 数 达到 2 一时, 第 # 个 触发 句 的 状态 0。 由 0 变 

”为 1, 而 01,…，9。4 均 为 0, 这 时 第 ?不 舰 发 器 的 作用 有 如 移 位 谋 存 回 ， 当 计数 到 2 
时 第 一 1 个 触发 器 的 输出 2,-, 一 1， 但 由 于 与 非 门 的 输出 禁止 时 钟 脉 冲 选 入 第 = 个 
触发 器 , 故 9。 一 0， 当 计数 至 2" 时 。p,-, 由 土 变 4; 与 非 门 打开 ,9。 变 为 1， 第 2: 二 
! 个 脉冲 到 来 时 , 第 一 个 触发 必 因 为 被 9. 关闭， 履 不 能 开始 计数 ,但 第 ”个 和 器 0. 将 
又 从 1 变 为 0, 这 样 一 个 德 环 结束 。 


,1 .546 Ce 一 坊 位 反馈 计数 器 … 三 


可 以 首 到: 友 横 作用 是 诬 针 妆 拓 内 半生 : 不 仅 整 个 计数 器 少 二 条 交 反 愤 线 ， 

个 艇 发 只 都 有 自己 的 反馈 线 ， 这 类 反馈 计数 器 栖 者 类 控制 黑 中 都 有 广 噬 的 窟 其 六 ， 
按时 序 逻辑 工作 的 系统 出 ;由 于 引进 耶 反 局 ,可 能 出 玩 新 的 问题 ， 在 设计 不 好 时 ， 系 
统 可 能 是 不 稳定 的 。 例 如 一 个 非 门 被 反馈 作用 后 , 输出 是 不 确定 的 , 或 者 会 发 生 振荡 ,或 
者 输出 在 4 和 中间， 办 不 清 栓 出 状态 (图 17.5r7)。- 这 种 拟态 叫 焦 不 稳定 态 一 一 一 a 


17.5-7 “不 稳定 的 反馈 非 站 图 好.5-8 ; 状态 不 确定 的 网 络 ， 


好 便 反馈 不 是 咀 时 的 ， 冲 输入 作用 不 变 时 ， 葵 出 状态 可 能 是 不 确定 的 例如 ,图 
17.5- 所 中 未 的 汲 辑 殉 络 ， 遇 负 以 人 * 恒 为 1; -输出 了 类 是 不 能 确定 的 - 设 初 始 状 恋 
4(00). 内 dv 因为 与 门 驻 注 发 ， 第 二 步 质 省 就 变 为 
0， i 哲人 尖 没 有 确定 的 物 包 状 
态 ， 

由 两 个 与 门 移 站 反 局 的 兄 然 可 能 疝 时 存在 
稳定 窟 和 不 稳定 次 ,例如 图 :17.429 中 所 示 胸 本 
| 络 有 再 个 稳定 状态 《45 35D=Ki BY 和 C0， 本 而 

让 状态 (Ex9) 和 多 ， 凡是 不 稳定 的 ， 

Ee “上 过 有 全 全 于 说 明 ， 二 个 由 时 序 于 加 方程 

“ 述 的 ee 竺 过程. 
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qn + 1) we x(n) qn), | 

qn + 1) = rn) * qi(n), (17.5-6) 

如 果 两 个 反馈 延迟 的 时 间 不 严格 相等 , 风 (qt，42) 王 (1，0) 和 《0,1) 这 两 个 状态 (在 

rl 一 1，x; me 1 情况 下 ) 是 不 稳定 的 , 可 能 以 《0, 0) 或 (1, 1) 中 的 某 一 个 稳定 态 结束 振 
荡 . 


17.6 ”之 辑 网 络 的 分 析 


当 一 个 网 辑 网 络 的 结构 给 定 后 ,首先 要 分 析 判 断 它 能 否 正常 工作 ,进一步 确定 它 的 远 
辑 功能 ， 这 就 是 逻辑 网 络 的 分 析 任 务 ， 
逻辑 网 络 能 够 正常 工作 是 指 在 任何 可 能 的 输入 作用 下 ， 每 个 接点 在 每 一 时 刻 都 有 确 
| 定 的 状态 , 这 个 状态 单一 地 为 该 时 刻 及 以 前 的 输入 ,状态 所 决定 ， 上 节 已 指出 , 有 限 自动 
机 是 由 水 辑 ( 代 数 ) 单 元 和 延迟 单元 组 成 的 ,不 是 随便 什么 钢 络 都 能 正常 工作 ， 实 际 上 , 绝 
大 多 数 不 含 延迟 单元 的 反馈 网 络 都 不 能 正当 工作 。 如果 认为 逻辑 单元 是 瞬 时 作用 的 ， 每 
一 逐 辑 (代数 ) 单 元 的 输出 直接 决定 于 该 时 刻 的 输入 值 。 如 果 在 一 个 反馈 网 络 中 不 含 信 号 
延迟 单元 , 则 反馈 信号 可 能 与 输入 信号 互相 影响 , 甚至 相互 矛盾 ， 因 此 , 可 能 存在 这 样 一 
类 具有 反馈 的 逻辑 网 络 , 它 的 状态 不 是 输入 信号 和 以 前 状态 的 单 值 函数 , 芯 玛 是 完全 不 确 
定 的 。 还 有 更 为 严重 的 情况 ， 如 果 膛 辑 单元 之 间 连 接 不 适当 ， 反 馈线 路 上 又 没有 延迟 单 
元 ,从 而 使 局 部 的 甚至 整个 系统 的 接点 之 间 形 成 矛盾 的 依赖 关系 ,这 类 反馈 网 络 称 为 基质 
环 ， 贺 17.6-1 就 是 一 个 矛盾 环 ， 图 中 当 输 入 * 取 和 值 为 0 时 , 若 输 出 9 也 取 0 值 ， 则 》 为 


“ y 了 


图 17.6-1 


0, 就 使 ?由 0 变 为 1, 因而 7 应 为 1, 4 又 该 为 0 这 样 ,就 将 无 法 确定 输出 的 状态 ,这 就 
是 网 络 本 身 存 在 的 相互 矛盾 关系 记 引 起 ， 此 外 还 有 一 类 含 延 迟 单元 的 反馈 有 网 络 ， 在 同一 
节拍 上 各 接点 状态 的 依赖 关系 虽然 没有 矛盾 ， 但 在 某 些 输入 作用 下 贺 络 内 某 些 接点 的 状 
态 并 不 单 值 取 决 于 输入 ， 图 17.5-8 即 为 一 例 . z 

含有 矛盾 环 的 网 络 称 为 矛盾 网 络 ， 显 然 巴 盾 网 络 是 不 能 正常 工作 的 ， 因 而 在 设计 时 
要 避免 ， 当 然 ， 可 能 有 某 些 不 含 延迟 单元 的 反馈 网 络 也 能 正常 工作 。 但 是 ， 一 般 情 况 下 
比较 复杂 的 无 延迟 的 反馈 网 络 中 出 现 矛 活 环 的 可 能 性 很 大 。 所 以 凡是 不 含 延迟 的 反馈 网 
络 ， 都 视 为 可 疑 的 矛盾 环 ， 能 够 正常 工作 的 可 疑 荐 盾 环 称 为 假 巴 盾 环 ， 在 设计 中 要 避免 
出 现 不 含 延迟 的 反馈 逐 辑 网 络 . 

现在 讨论 含有 延迟 单元 的 反馈 网 络 , 如 图 17.6-2 所 示 . 由 于 输出 9 信号 经 过 延迟 单 
元 后 ,至 少 经 一 个 节拍 后 才能 进入 输入 端 ， 所 以 延迟 单元 对 反馈 信号 起 隔离 作用 ,中 断 输 
人 和 反馈 信号 的 属 时 循环 影响 ,避免 出 现 矛 盾 环 ,使 系统 的 状态 能 够 在 每 一 瞬间 都 能 唯一 
地 葡 定 。 这 类 还 辑 网 络 称 为 正则 网 络 ， 归 纳 起 来 ,为 了 保证 一 个 时 序 逻 辑 网 络 是 正则 的 ， 
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只 要 满足 下 面 两 个 条 件 即 可 ; 
(0) 两 个 以 上 的 基本 水 辑 单元 串联 或 并 联 工作 时 ， 它们 的 输出 端 不 相互 联接 
《2) 任何 反 镍 还 路 上 都 至 少 包 含 一 个 延迟 时 间 为 一 个 节拍 以 上 的 延迟 单元 . 
对 于 比较 复杂 的 鸯 络 ， 用 直接 观察 的 方法 去 
x(7) 判断 是 否 存在 矛盾 环 较为 困难 。 这 里 再 介绍 另 一 
ci》 种 方法 ， 即 直接 由 逻辑 爽 络 的 结构 图 来 判断 它 能 
: 否 正 常 工作 、 为 此 ,对 网 络 的 接点 引进 秩 的 概念 . 
假设 一 个 接点 某 时 刻 的 状态 不 依赖 于 该 时 刻 所 有 
”其 它 接点 的 状态 , 则 定义 此 接点 的 秩 为 40， 因而 ， 
Es 网 络 的 所 有 输入 接点 及 延迟 单元 的 输出 接点 的 秩 
都 为 0。 若菜 一 单元 的 输出 接点 前 状态 依赖 于 同一 时 刻 该 单元 输入 接点 的 状态 ， 则 输出 
点 的 秩 就 比 诸 输入 端的 最 大 秩 大 1、 网 络 中 的 所 有 逻辑 单元 ( 逐 辑 加 单元 ,化 辑 羔 单元 和 
非 单元 等 ) 都 可 以 按 此 规定 去 确定 输入 端 和 输出 端的 秩 。 根据 秩 的 定义 ， 在 图 17.6-3 所 
示 的 网 络 中 ,输入 接点 m 和 xz 的 秩 就 为 0 , 搂 点 ” 的 秩 为 2, 输出 的 秩 为 4。 因 此 , 开 环 
疯 络 总 可 以 唯一 地 定 出 各 接 上 的 秩 ， 闭 环 正 则 贺 络 ,由 于 延迟 单元 的 存在 , 环 路 中 各 接点 
的 秩 不 会 循环 递增 ,因而 是 唯一 确定 的 ， 这 样 ,对 于 正则 现 络 的 每 个 接点 都 可 定 出 确定 的 
秩 ， 若 网 络 的 每 个 接点 都 有 确定 的 秩 , 那 么 可 以 断言 , 它 一 定 不 是 矛盾 网 络 ， 如 果 是 矛盾 
网 络 , 那 女 接点 的 秩 一 定 是 循环 递增 的 ， 也 就 是 没有 确定 的 秩 这 样 ,我 们 就 可 以 根据 上 
述 原 则 , 来 判断 网 络 的 正则 性 ， 图 17.6-3 的 - 
较 络 中 ,每 个 接点 都 有 秩 , 所 以 是 正则 网 络 .- 
此 外 ， 我 们 还 可 以 按 哆 络 的 代数 方程 组 
来 判断 网络 的 正 风 性。 如 果 对 逻辑 殉 络 的 每 
个 单元 列 出 输出 与 输入 的 关系 式 ， 那 么 整个 
网 络 就 对 应 一 个 方程 组 ， 它 反映 了 网 络 的 结 , 
构 形式 ， 若 网 络 的 每 个 接点 都 有 秩 ， 那 么 描述 它 的 方程 组 可 以 按照 接点 秩 非 减 的 规律 排 
列 ， 使 得 出 玉 在 逻辑 单元 方程 式 右 端的 窑 量 不 再 在 该 方程 以 及 在 它 以 后 的 所 有 方程 的 左 
端 出 现 。 此 种 方程 组 称 为 正则 的 ， 反 之 , 若 方程 组 正则 , 则 网 络 的 每 个 接点 必定 都 有 确定 
的 秩 ,因而 网 络 一 定 是 正则 的 . 
判断 了 给 定 的 逻辑 圆 络 能 够 正常 工作 以 后 ,进一步 要 研究 网 络 具有 怎样 的 地 辑 功能 、 
第 17.5 节 已 经 指出 了 几 种 描述 有 限 自 动机 功能 的 方法 , 例如 典型 方程 组 和 典型 表 等 。 这 
里 ,我 们 采用 典型 方程 组 的 方法 来 描述 逻辑 网 络 的 功能 ， 为 此 ,只 要 对 殉 络 的 每 个 组 成 单 
元 列 出 输出 ~ 输入 逻辑 代数 和 时 序 丈 辑 关系 式 ， 它 们 的 爹 体 就 是 描述 爽 络 功能 的 方程 组 ， 
进而 把 它 化 为 典型 方程 组 ， 为 了 将 前 者 转 化 为 后 者 ， 需 要 进一步 说 明 关于 网 络 内 部 状态 
的 实质 ， 以 正确 确定 钢 络 的 状态 分 重 ， 如 前 所 述 ， 如果 一 个 正则 网 络 全 部 由 逻辑 单元 组 
”成 ,而 不 含有 延迟 单元 , 网 络 的 输出 信号 将 单 值 地 决定 于 每 拍 上 的 输入 信号 , 而 与 以 前 各 
节拍 的 输入 无 关 , 这 种 网 络 也 可 称 为 无 记忆 的 自动 机 . 若 正则 网 络 中 含有 一 个 《或 数 个 ) 
延迟 单元 ,后 老 招 某 些 信号 延迟 一 拍 或 数 拍 后 向 下 传递 ,例如 通过 各 类 触发 器 、 延 迟 线 等 . 
击 于 爵 间 各 节点 状态 不 同 , 一 个 确定 的 输入 信 号 ,就 可 能 对 应 不 同 的 状态 和 办 出， 
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能 够 完全 地 单一 确定 一 个 时 序 逻 辑 现 络 或 整个 自动 机 在 一 切 时 刻 的 变化 规律 的 一 组 
逻辑 变量 称 为 状态 变量 例如 ,图 17.6-4 (a) 所 示 的 时 序 远 辑 网 络 中 的 三 个 变量 q1, 9: 和 
943 就 构成 了 状态 变量 的 全 体 ,其 它 中 加 变量 有 1, 了， 万 ,天 天 2 天; 等 都 可 由 三 个 状态 变量 


网- 17.6-4 (Ca) 


”现在 分 析 一 下 图 中 的 逻辑 结构 。 显然 有 下 列 关 系 式 : (wn) 一 g(xn)， Ki(n) 一 1 
了 2) qi(n), Ks(n) - qi(n); Jan) 一 qi(n) qn), Ks(n) 三 1], 无 论 用 前 述 两 个 条 
件 或 用 秩 数 的 检查 办 法 均 可 验证 ， 这 是 一 个 正则 网 络 ， 不 包含 任何 矛 目 环 ， 因 为 三 个 
J-K 触发 器 都 含有 延迟 环节 ,如 式 (17.5~5) 所 表示 的 那样 。 将 上 面 列 出 的 关系 式 积 式 
(17.5-5) 联 立 , 消 掉 中 间 变 量 后 ,就 得 到 时 序 逻 辑 方程 为 


qn + 1) = gn) * qin), 
492(2 十 1) = qr) qn) + (rn) * qn), 
g(x t+ 1) = qr) qn) * gn), “(17.6-1) 
根据 这 个 时 序 逻 辑 方程 组 ， 可 以 推算 出 工作 过 程 的 状态 表 (图 17.6-4b)， 从 表 中 取 值 可 
以 君 明 ,图 17.6-4 《b) 中 所 示 的 时 序 网 络 是 一 个 五 分 上 闫 计数 器 、 每 五 个 时 钟 六 六 对 应 一 


时 间 序 列 t=n! qn) gn) gi(n) 9xn+1)9z(n 十 1)9u(n 十 1) 


(b) 
图 ”17.6-+ Cb》 


个 44 的 输出 高 电位 ， 同 时 前 三 个 触发 器 清 零 . 当 第 六 个 时 钟 脉冲 到 来 时 q1 又 变 为 1, 而 
q4 变 为 0, 其 它 依然 保持 零 ,开始 第 三 个 循环 ， 以 此 类 推 ,如 果 加 是 时 钟 脉 冲 的 频率 , 则 第 
四 个 触发 器 的 输出 端 a4 送出 频率 为 jw/5 的 正 脉冲 列 . 

图 17.6-5 是 ”位 循环 移 位 计数 器 .这 种 计数 器 常用 在 数控 技术 中 。 它 是 以 移 位 寄 
存 器 的 方式 工作 的 。 起 始 时 , 用 置 零 脉冲 清除 所 有 触发 器 , 同时 在 第 一 个 触发 器 中 置 i， 
此 后 ,每 一 个 时 钟 脉冲 使 1 后 捧 一 位 。 第 一 个 脉冲 到 来 以 后 , 9 变 为 0, 9 变 为 1; 第 二 个 
脉冲 到 来 以 后 ，42 变 为 0，4s 变 为 1, 以 此 类 推 ， 每 一 时 刻 , = 个 触发 器 中 只 有 一 个 为 1， 
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图 .17.6-5 御 环 移 位 计数 器 


其 余 输 出 都 为 0。 第 # 一 1 个 脉冲 到 来 之 后 , 9, 从 0 变 为 1， 其 余 均 为 0， 第 # 个 脉冲 到 

来 后 qs 从 1 又 变 为 0, 而 由 于 反馈 作用 ,同时 使 第 一 个 触发 器 置 1. 这 样 每 = 个 脉冲 循环 
一 次 ， 可 以 看 到 ,这 是 通过 反馈 实现 的 ， 它 的 时 序 逮 辑 方程 式 为 

gn t+ i)= g(r), t= 1,2,...,n, (17.6-2) 

总 之 ,应 用 组 合 逻 辑 和 时 序 逻 辑 可 以 设计 出 各 种 各 样 用 途 的 逻辑 网 络 。 除 计数 器 、 寄 

存 器 以 外 ， 还 可 以 构成 能 完成 各 种 算术 运算 和 逮 辑 运算 的 装置 。 可 以 说 现代 数字 计算 机 


一 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 www. fineprint, com. cn 


17.7 线 宪 - 自 动机 709 


按照 数字 技术 的 习惯 ,x, 9 和 = 分别 叫 做 输 人 字 、 状 态 字 和 输出 字 , - 
转移 函数 了 和 输出 函数 g 可 以 用 流程 表 来 定义 , 例如 用 图 17.7~1 中 所 示 的 表 将 唯一 
确定 两 个 范 数 .和 表 的 左 半 部 分 称 为 状态 转移 表 , 记 为 Ta; 右 半 部 分 叫做 输出 表 , 记 为 了。， 
由 流程 表 的 结构 可 知 , T。 中 含有 (多 十 1)(r 十 1) 个 元 素 , 但 总 状态 数 只 有 大 十 工人 个 ,所 
以 其 中 必 有 重复 。 对 输出 流程 表 7= 也 如 此 。 根 据 流 程 表 , 当 输 人 字 列 和 初始 状态 为 已 知 
后 ,可 以 立即 写 出 整个 状态 的 转移 过 程 和 输出 过 程 ， 流 程 表 是 有 限 自 动机 设计 中 ,常用 来 
定义 转移 消 数 和 输出 函数 的 方法 ， 
在 由 0 和 1 构成 的 集合 {0, 1} 中 定义 四 则 运算 加 、 减 、 滋 、 除 以 后 , 它 就 变 成 一 个 数 
域 , 记 为 CF(2)。 首 先 ,定义 加 法 引 : 
0 由 0 =0,， 181l 一 0， 1B0 = (Pl = 1 (17.7-2) 
这 种 加 法 称 为 模 2 加 法 ， 用 普通 加 法 表示 ,上 式 可 写 为 
0 二 0 一 0， 1+1l=2=0, 1+0=0+1=1 (mod2). 
在 GF(2) 中 ,因为 负数 一 1 一 一 1 十 2(mod2) 十 1(mod2), 所 以 (一 1 二 二 1 
(mod2)， 见 减法 和 加 法 是 等 价 的 ， 如 虹 用 日 表示 GF (2) 中 的 减法 , 则 
0Gi = 0Bl=1, lOl= 1Dl = 0, (17.7-3) 
所 以 ,加 东 和 减法 是 等 价 的 . 
下 和 除 沪 的 定义 与 区 中 的 和 法 没有 站 
0.0 一 0，0.1 一 1.0 一 0，1 .1 一 1. (17.7-.4) 
GF (2) 中 的 非 零 元 只 有 一 个 1, 除 靶 只 定义 下 ee 


一 一 0 1 一 0， 一 一 1 1 一 1. 《17.7-5) 


因此 由 0 和 1 构成 的 数 域 GF (2) 第 称 为 二 元 域 . 可 在 GF (2) 中 只 要 有 类 
法 和 乘法 两 种 运算 就 够 了 ， 

今 将 ? 十 工 个 输 人 字 用 GF (2) 的 数 编 成 4 位 二 进 制 码 ,每 一 位 看 成 是 向 量 的 一 个 
分 量 , 然后 定义 两 个 字 和 的 加 法 (mod2) 和 和 蒋 常数 ， 则 XX 变 成 一 个 5 维 线性 空间 。 例 如 , 设 
有 二 4，XIm 王 ti00， xz 一 1011， 则 定义 

2i 十 2 一 1100 十 1011 一 0111，(mod2)， 
or = ac00, x 一 0 或 1. 
这 样 , 输 入 集合 忒 就 变 成 一 个 线 狂 罕 间 , 型 做 定义 于 数 域 GF (2) 上 的 线性 空间 ， 每 一 个 
输 人 字 x 也 可 称 为 输 人 启 量 .用 同样 的 办 法 , 可 以 把 状态 集合 2 和 输出 集合 Z 变 为 
GF(2) 上 的 线性 空间 , 称 为 状态 空间 和 输出 空间 , 故 9 和 z 可 分 别称 为 状态 癌 量 积 输 出 
向 量 ， 显 然 线 竹 空间 X, 8, 2 的 维 数 分 别 是 *, ,tp。 

时 序 逐 辑 方程 (17.7-1) 中 的 函数 了 和， 如 果 是 诸 自 变量 的 线性 泣 数 , 则 它 所 描述 的 
自动 机 对 弄 做 线性 自动 机 ， 在 三 种 基本 逻辑 运算 中 ,显然 逻辑 加 运算 是 线性 的 , 即 x(x 十 
y)》 一 ar 十 ay。 由 于 在 线性 空间 中 没有 定义 向 量 相 乘 的 运算 ,所 以 逻辑 乘 不 是 线性 运算 。 

为 了 扩大 线性 自动 机 理论 所 能 研究 的 范围 , 常 选择 借 或 运算 作为 线性 空间 中 的 加 法 . 
前 面 已 经 讲 过 (图 17.2-6 a), 异 或 运算 仍 用 符号 狠 表 示 , 它 的 定义 是 

XPBymr:y+'y, (17.7-6) 
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或 者 说 ， 它 是 在 E cr) 中 的 加 法 , 即 模 2 加 法 : 
+By = x + ymod2), 
容易 检查 异 或 运算 是 一 种 线 性 运算 ， 设 cecGF (2), 即 o 二 1 或 0, 那么 就 有 a(x 鲜 Y) 一 
ax 人 由 cy， 和 【《c 申 p)z 一 ax 引 8z， 这 两 个 恒等式 都 可 以 用 取 值 表 进 行 检 查 。 下面 几 个 恒 
等 式 是 式 (17.7-6) 的 直接 结果 : . 
z0 一 zx-0 十 5. 0 一 >x， 
x*Cl=7r.1+x-.1=-=*, 
”7 四 zx 一 0， Br 一 1， 
xDy wyDr mzxz.yT+.y, 
+DyDIl 一 xy 由 1 曲 》 王 zx 十， 了 mx .7y 十 (xzx 十 y)， (17.7-7) 
由 上 列 各 式 可 知 , 用 愉 或 门 可 以 作 非 运算 ,如 图 17.7-2 所 示 。 但 是 , 对 于 两 个 逻辑 变 


， 。 量 * 和 ”来 说 , . 异 或 运算 既 不 是 逻辑 加 法 也 不 是 
J ) 人 一 逻辑 乘法 ;而 是 二 者 的 混 含 。 但 是 和 或 非 门 ,与 非 
入 | 、 、 : 


门 不 同 ， 异 或 门 不 能 单独 实现 逻辑 加 法 或 逻辑 筠 


”图 27,972 用 异 或 门 作 非 到 算 。 法， 因此 ,由 蜡 或 运算 为 基础 的 线性 自动 机 不 可 
能 实现 全 部 逻辑 运算 , 即 不 能 实现 逻辑 代数 所 可 能 提供 的 全 部 功能 尽管 如 此 ,由 异 或 运 
算 为 基础 的 线性 自动 机 仍 可 以 具有 可 观 的 逻辑 功能 ， 因 而 线性 理论 在 实际 问题 中 获得 了 
广泛 的 应 用 。 例 如 , 存 贮 器 的 读 瑟 电路 , 有 限 位 长 二 进 数 的 四 则 运算 (全 加 器 和 半 加 器 )， 
各 种 计算 器 和 分 频 器 , 自动 纠 错 码 的 实现 , 各 种 量 的 编码 和 译 码 , 各 种 充 之 冶 的 根 石 转换 
等 等 ,都 可 以 用 线性 理论 去 描述 、 分 折 并 设计 

设 X, 0, Z 分 别 是 某 一 有 限 自 动机 的 输入 空间 、 状态 空间 和 输出 空间 。. 如 果 该 自动 
机 可 以 用 下 列 线性 方程 描述 , 则 称 它 为 线性 有 限 自 动机 。 . 

q(t + 1) = Ag())DBx0), 
Zz = CUDBDXG), 1 = 0, 下， 2， : {17.7-8) 
式 中 4 是 和 mx 开 阶 方 矩 阵 ;是 二 X 关 阶 长 方 矩阵 ，C 是 ! X 四 避 阶 长 方 短 隆 ， D 是 1 Xaz 
阶 长 方 短 阵 ， 由 于 各 线性 空间 中 的 加 法 运算 是 四 , 数 域 是 GF (2), 那么 这 些 和 矩阵 中 的 元 
素 都 属于 GF (2), 即 0 或 丰 在 和 矩阵 之 间 和 向 量 之 间作 加 法 时 要 按 模 2 规则 进行 , 即 用 
异 或 运算 由 。 从 式 (17.7-8) 中 可 以 看 出 ,，4, 8, C,D 都 是 从 “个 线性 空间 到 另 一 线性 
空间 (或 在 同一 空间 内 ) 的 线性 变 痪 . 

前 面 已 经 指出 ， 任 一 个 有 限 自动 机 的 功能 可 以 由 图 17.7-1 .1 所 示 的 流程 到 完全 确定 . 
当然 ,任意 规定 的 一 个 流程 表 不 一 定 能 用 线性 自动 机 去 实现 它 , 而 可 能 为 非 线性 的 自动 机 
所 实现 、 具 有 何 种 特征 的 流程 表 可 以 用 线性 自动 机 去 实现 ,什么 样 的 表 不 可 能 用 线性 自 
动机 去 实现 ,有 一 些 简单 的 特征 可 供 参 考 , 下 面 还 要 讲 到 ，: 

数码 变换 器 是 一 种 典型 的 逻辑 自动 机 ,能 用 线性 理论 来 处 理 . 例如 ,用 以 标定 其 传动 
轴 的 角度 位 置 的 数控 系统 中 常用 循环 码 ( 灰 码 ) 来 表示 。 这 种 码 也 叫 等 距离 码 , 用 这 种 码 
作成 的 码 盘 在 实际 应 用 中 比较 方便 。 将 圆 半 分 为 32 等 分 的 码 盘 ， 其 三 种 码 的 玫 示 方法 列 
于 表 17.7~1 中 ， 

用 刀 和 g; 分 别 表示 二 进 制 码 和 旗 码 的 第 ;位 数字 《 自 右 向 左 ), 那么 ,这 两 种 码 的 关 


一 
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系 可 由 线性 运算 所 单一 确定 ， 


gi bBo mB bn br Br i ml, 2,..., n, (17.7-9) 
为 简单 起 见 疯 写 出 用 灰 码 天 示 的 现 位 计数 器 的 线性 时 到 地 模 旋 相 它 需 要 计数 器 顺序 
出 现 四 种 状态 : 

n= 001), gq= (011), 9 一 (110)， gq = (100). (17.7-10) 


若 输 出 为 2Q) 一 《4q2(0), 49312))， 按 式 (17.7-8), 设 


1 


表 17.7-! 三 种 码 的 比较 
十 进 制 码 二 进 制 码 灰 到 


0 00000 00000 
1 0000i O00001 
2 00010 0Q001L 
3 00011 00010 
4 00100 0I110 
5 DI10L DI111 
6 00110 00107 
7 00111 00109 
8 010%0 0I100 
9 01021 01101 
10 01010 01111 
11 1011 G1110 
12 01130 O1010 
13 O1101 UiU1I 
"4 01110 01001 
15 D1i111 01000 
于 是 计数 器 的 一 般 表 达 式 为 
9 十 1) 一 qi Ba Bost) Bz), 
Git + 1) sang?)Bavglt) Bangi) PrC), 
2 人 tt + 1) 一 angi(t) Benge) B29 Bx), {17.7-11) 
代入 式 (17. 7~10) 的 值 以 后 , 解 代 数 方程 ,可 以 立即 得 到 
A11 941 413 111 


4 一 | a oa| 一 |100|. 
| A G1 OY 0 1 0 
于 是 以 灰 码 表示 的 两 位 计数 器 的 时 序 方程 式 就 为 
q(t++ 1) = a BAN Ba Br), 
qt 十 1) = q(t BxG), 
q(t + 1) = 91) Br), {17.7-12) 
设 初 始 状 态 为 qx(0) 一 《001), 于 是 式 《17.7-12) 的 状态 序列 如 下 表 所 示 ， 
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. 表 17.7-2 
i .a ”3 2 | 
一 人 | 
* 二 1 
一 2 
二 3 
上 一 4 


根据 方程 式 (17.7-12) 可 立即 画 出 计数 器 的 逻辑 结构 图 17.7-3 图 中 小 方块 表示 同步 
延迟 单元 ， 


将 式 (17.7-12) 写成 向 量 等 式 (17.7-8) 时 ,输出 矩阵 D == 0， 
1 0) 
001 
我 们 再 回来 讨论 式 (17.7-8) 的 通 解 问题 。 设 自动 机 的 初始 状态 是 各， 初始 时 刻 为 
: = 0。 由 递 推 计算 可 知 


9(1) = AqoD Bx(0), 
92) = AiqBABxX(0 BBxC1), 


和 


, Rn 一 1 | . 
Sa) mg 四 > 四 dBx 0 718}. 


i=0 


应 注意 到 4 吃 为 单位 方 阵 。 计算 4 的 各 次 曙 和 任意 两 矩阵 相 秉 时 ， 一 切 数 的 加 法 都 
要 按 GF (2) DA 即 模 2 加 法 。 将 上 式 代 人 式 (17; J 的 第 二 式 (输出 方程 
式 ) ,又 有 


Z(n) = C AguD cdBxG)6prGo) (177-14) 


设 系 统 的 状态 向 量 是 mw 维 的， 由 于 每 一 个 分 量 只 取 0 或 L 两 种 信 ， 故 总 共 可 能 的 状态 
为 2” 个。 如 果 从 任何 状态 g 出 发 可 以 用 某 一 输 人 序列 fx 人 GD)j 到 达 另 一 个 任意 状态 ， 
这 时 由 2” 个 点 构成 的 状态 空间 8 油 轴 联 通 空 间 ,而 被 该 方程 式 揪 述 的 自动 机 叫 完全 能 控 
的 。 几 了 和 第 四 章 中 对 微分 方程 和 差分 方程 的 讨论 完全 一 样 , 自动 机 式 (17.7-8) 完全 能 
ee 

mm (A™™1B, Md”?B,-..., AB, B) 
的 秩 为 m。 de : 
P 四 9g 一 《pb pa, pm) BF, 91,***, 9m) 


VI Se ee rh be th i dA ". os 
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一 《六 四 4, PB PnDA4n), 
9 中 9 一 0 有 
在 式 《17.7-13) 两 端 加 4*qo 后 得 


xf0) 
g(z) 申 4"9o = p33 BA'BxX() ~- cz Em |， {17.7-15) 
和 xz 一 1 


而 9(>) 申 4"go 可 以 是 六 维 状 态 空间 2 中 的 任何 向 量 ， 故 纪 的 秩 必须 为 mm。 另 方面 ,只 
要 S 的 秩 是 m, 那么 , 无 论 式 〈17.7-15) 的 左 端 为 何 向 量 ， 必 存 在 一 组 {x(i)}， 使 式 
(17.7-15) 有 非 零 解 《可 能 不 是 唯一 的 )， z 
最 后 ,我 们 再 回来 讨论 流程 表 图 17.7-1。 前 面 已 经 指出 , 仅 用 一 种 办 或 运算 四 不 能 和 
现 所 有 的 三 种 基本 逻辑 运算 。 所 以 易 或 门 和 与 非 门 ,或 非 门 不 同 , 后 两 种 是 “万 能 的 ?。 朋 
| 一 种 与 非 门 就 可 以 实现 全 部 三 种 基本 你 辑 运算 ,或 非 门 也 一 样 ， 假 定 用 流程 至 图 17.7-1 
: 指定 了 自动 机 应 该 具有 的 逻辑 功能 ,那么 就 有 两 种 可 能 ， 可 能 用 线性 时 序 逻 辑 机 实现 它 ， 
或 者 不 可 能 用 线性 机 实现 它 。 而 线性 机 能 够 实现 
的 流程 表 又 有 什么 特点 呢 9 下 面 可 以 看 到 。 凡 线 
性 时 序 逻 辑 能 够 实现 的 流程 表 都 有 一 个 特点 ， 即 
奇偶 不 变性 的 特点 ， 
设 状态 空间 的 向 量 qg 是 % 维 的 ,共有 不 十 1 一 
2” 个 状态 ,输入 空间 的 向 量 x 是 > 维 的 ,因而 总 共 
有 ，* 十 1 一 2* 个 不 同 的 输入 向 量 。 设 有 一 时 序 
还 辑 自动 机 《有限 自动 机 ), 它 的 流程 表 如 图 a 
17.7~4 所 未 。 银 定 这 个 表 定 义 的 自动 机 可 用 线性 机 实现 ,或 者 说 它 与 某 种 线性 机 等 价 . 那 
么 输入 和 状态 之 间 的 时 序 关系 必然 能 为 线性 方 邦 所 描述 , 即 


giti + 1) = Ag(t) + Bxtls) (17.7-16) 
设 XC) = x;, 而 gi(7) = go 则 

gaol! 1) = Aqo + Bx E 《17.7-17) 
当 x( 攻 一 2 时 ， 

gu(t 十 1) = 49o 十 Bx, (17.7-18) 


将 (17.7=17) 和 (17.7-18) 两 式 按 模 2 相 加 , 注 关 到 向 量 在 GF (2) 中 的 加 法 ， 
9 四 9 = (Pa, 9: 四 9， qnB4n) = (0, 0,.--, 0), 
则 有 
Got + 1)Bqult + 1) = BX; Bx: "= B(xODx). (17.7-19) 
由 上 式 知 人 
态 无 关 。 例 如 ,对 第 二 行 的 十 一 步 状 态 也 有 
ql 十 Bau + 1) = B(xPY), (17,7-20) 
比较 式 (17.7-19) 和 {17.7~20), 可 知 
qo Da HiP qs 
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而 这 个 等 式 对 任何 两 行 都 成 立 , 故 又 有 
go 四 gu 一 GjBq = qiPDq9 = = quPqu (17.7-21) 
由 于 i 和 ! 是 任意 的 ， 故 流程 表 中 对 应 任意 两 个 输入 ， 各 行 对 应 该 输入 的 两 个 状态 的 和 
( 模 2) 都 相等 。 又 因为 任意 一 个 状态 向 量 的 偶 次 和 都 为 0 向量， 例如 
9 四 由 9 申 9 = (9 申 9) 绅 (9 由 9) 一 0 由 0 一 0， 
所 以 夫 中 各 行 相应 于 同 列 的 偶数 个 状态 的 如 (楼 2) 都 应 该 相等 : 
> Bq 一 Sow ;之 15 十 1 为 偶数 ， 《17.7-22) 


im0， 1 2 
由 于 每 一 状态 向 量 的 分 量 公 取 0 或 1 两 个 值 , 所 以 等 式 《17.7-22) 让 意味 着 : 流程 表 中 
任 疮 指定 的 偶数 个 列 中 ， 每 一 行 相 应 列 的 诸 状态 的 模 2 和 的 奇偶 性 是 一 个 个 变 特征 。 这 
是 用 线性 自动 机 能 够 实现 给 定 的 流 稳 雹 的 必要 条 件 。 


”17.8 “传递 函数 与 状态 多 项 起 


和 GF(2) 中 的 任 一 函数 , 自 变 量 : 是 按 节拍 变化 的 , 1 一 0，1， 
= 个 隙 数 1 ，f0D) 0，Y+ < 之 0、 都 可 以 用 一 个 数列 表示 ,例如 
10) = ea *} 
表示 0) 一 0， fi) 。 一 0， 大 2) 一 1， 帮 3) 一 1,.…， 等 等 ， 设 : 为 取 值 于 复 平面 上 的 
单位 贺 内 的 变量 , |*| < 1。 定义 隧 数 


StH] = FCO) 一 Df), CD- 


显然 (人 ) 是 一 个 复 变量 的 复 值 函 数 , 右 端 级 数 按照 复数 的 加 法 是 绝对 收敛 的 ， 这 种 线性 


变换 和 第 十 章 中 对 离散 系统 的 拉 氏 变 痢 是 相同 的 ,差异 仅 在 于 fC#) 的 取 值 域 变 为 GF(2). 
由 于 这 种 变换 的 线性 特点 ， 容 易 检 查 下列 恒 等 式 的 正确 性 : 对 一 切 满足 条 件 fC) 一 0， 
Yi 过 0 的 滔 数 f(x) 有 
SLfi( DE 1 ee Fi(s)BF,(s), 
S[afQ)] 一 xcF(z)，(〔(ceGRFC2) 的 常数 )， 
S[fC1 — #2)] sn s"F ls), 时 
S[jG + 1n)] = En 十 其 1 十 -十 大 2 一 于 1)。 
{17.8-2) 
经 过 这 种 线 狂 变换 后 ， 原 活 数 f(z) 变 为 它 的 象 孙 数 we F(s) 是 以 0 或 1 为 系数 
的 复 变 量 * 的 多 项 式 。 从 代数 学 中 我 们 知道 ,定义 于 二 元 域 GF(2} 上 的 一 切 多 项 式 之 间 
可 以 作 加 减 溢 除 等 四 则 运算 ,在 这 些 运 算 以 后 的 结果 仍然 是 GFK2)》 上 的 多 项 式 。 定义 于 
GE (2) 上 的 一 切 多 项 式 也 构成 一 个 域 。 因 此 ， 在 式 《17.8-2) 中 的 Fi(s)@@F2(s) 这 种 写 
法 意味 着 相同 阶 的 系数 按 模 2 加 法 相 加 .注意 到 这 一 点 ,下 列 恒等式 也 容易 验证 : 


SUCO# pO = 5 | DO 一 要] ~ PAOF), 
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s [> Blly )| = 卫生， (17.8-3) 
对 轧 期 函数 ft 十 T) 二 f(s) 有 
DZ Fs 
i 一 
2 (17.8-4) 
上 式 中 的 分 母 上 1@: 正 是 指 GF(2) 上 的 多 项 式 按 模 2 相 加 ， 对 单位 圆 内 的 复 变 量 :, 下 
列 级 数 是 一 致 收敛 的 
1 
上 上 一“ 
如 果 把 这 个 级 数 看 成 是 定义 于 GF(2) 上 的 多 项 式 的 级 数 ， 不 难 证 明 
1 3 a 一 
1 由 :由 "外 -由 ……， (17.8-5) 


事实 上 ,对 上 式 左 右 均 乘 以 1@5， 立即 得 
-lB: yy 
1 Pe (1@B:BrB:….)(1D:) 


= (1D:@BrB.…)BUBB DB) 一 1, 
因为 “" 钰 :* = (1B1) 一 0， 
上 上 节 中 我 们 讨论 过 , 在 线性 时 序 自动 机 中 只 有 两 种 运算 , 一 种 是 延迟 , 另 一 种 是 模 
加 法 ,前 者 可 用 和 任何 具有 时 滞 特 性 的 器 件 来 实现 ,如 用 延迟 触发 器 (D 触发 柴 ) 等 , 而 模 : 
加 法 可 用 蜡 或 门 来 实现 。 在 逻辑 网 络 中 ， 移 位 寄存 器 是 广泛 用 作 延 迟 运算 的 器 件 . 图 
17.8-1 中 所 示 的 由 ”位 和 区 位 移 位 寄存 器 并 联 的 网 络 对 输入 函数 1(#) 的 作用 可 写 为 
Z2() FBPF) = ("BF (Cs). 


17.8-1 
所 以 ,用 移 位 寄存 器 联 成 的 并 联网 络 可 以 用 一 个 # 阶 多 项 式 表 示 , 记 为 
W(s) = Bas DIB Pg", (17.8-6) 
式 中 4 为 0 或 1， 
图 17.8~2 中 所 示 的 反馈 网 络 也 可 用 线性 运算 表示 出 来 ，。 


sD 


图 17.3-2 
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由 图 示 符 号 有 ; 2Z(*) 二 Wl) 王 ( 人 、 王 () 一 F()@2Z0) 因为 多 项 式 可 以 相 除 ， 解 出 
Z(s) 和 El(s) 后 有 : 


wt{s) 
A 


yi ey ay (17.8-7) 
由 此 奢 出 ,在 线性 时 序 逻辑 网 络 中 ,输出 和 输入 之 间 的 关 采 与 一 般 线 任 反 馈 窒 制 系统 是 一 
伴 的 ， 所 不 同 的 地 方 仅 在 于 把 通常 的 加 法 珊 成 GF(2) 中 的 加 法 ， 即 横 2 加 法 ， 上 式 中 
了 f (六 叫做 开路 传递 浮 数 , 币 8 人 一 开 芝 和 cy 则 由 做 闭 路 传 北欧 数 ， 
现 用 传递 函数 的 方法 试 分 析 图 17.8-3 中 所 示 的 反馈 系 绕 ， 图 中 5; 是 四 级 移 位 寄存 
器 ， 用 象 了 数 写 出 各 变量 之 问 的 关系 ,并 候 定 在 + 0 时 ,4《0) 0。 


Ors) > 20,05), Qa(s) _ Es), = 
BO = 09069KD， BD) ~ BAOOFO. 


解 出 Qs) 后 有 | 
Z{s) Qs) i F(s), 0 
用 式 (17.8-5) 时 

ee (10°®: D3 Ee "Dr OD) 十 
所以 
Zs) 一 AIGBaGuGmpa + 51I 候 2 遇 < 由 FF 十 +, 
加 果 世 虽 一 {11111111. 上 ， 则 2C2) 到 100001100001100001100-.]}。 
这 个 例子 表明 ， 用 传递 函数 的 办 法 可 以 求 出 对 任何 输 和 人 作用 的 反应 。 上 例 中 假定 在 

z 二 0 时 各 移 位 寄存 器 的 初始 状态 都 是 0， 当 初始 状态 不 是 0 时 , 只 要 考虑 到 初始 状态 

和 线性 控制 系统 类 似 , 世 可 以 容易 地 求 出 对 任何 输入 的 反应 。 
和 普通 多 项 式 代数 一 样 ， 以 GF(2) 为 系数 的 任 一 多 项 式 有 的 因 式 分 解 。 设 
0(5) 为 一 # 阶 多 项 式 ， 它 必 定 可 以 唯一 地 分 解 为 
OF) = (PA) (Ps) Ys - “(Pals))m, 和 小 人 小 十 站 【17.8-9) 

其 中 每 一 个 Pi(s) 都 是 最 简 因 式 。 , 
设 F(s) 和 8(s) 为 任意 两 个 GF(2) 上 的 多 项 式 ，8(s) 有 式 《17.8-9) 的 因 式 分 解 . 
了 么 ,分 式 Fls)/9(s) 有 唯一 一 的 部 分 分 式 展开 : 


| EC ii ) 时 
CS P()® 3 > Gy : (17.8-10) 
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式 中 P(s) 是 商 多 项 式 , q;;(s) 是 阶 数 比 Pr) 低 的 多 项 式 。 
如 果 给 定 一 个 由 堵 路 传递 通 数 %(2) 描述 的 时 序 逻 辑 网 络 : 
站 一 2 由 ar 四 四 中 os 8 
5 中 pn 四 5 
按 前 述 计算 方法 检查 ,可 以 用 # 级 移 位 寄存 器 和 相应 的 线 性 输 人 和 反锁 来 搓 现 ， 如 
17.8~4 所 示 。 图 中 5; 是 第 i 级 移 位 寄存 器 , a; 和 5; 都 是 等 于 0 或 1 的 系数 ， 如 果 系 数 为 


图 17.4-4 


1, 则 通路 接 通 ,如 果 系数 为 0, 则 此 路 断 开 . 因为 a 各 都 是 任意 常数 ， 所 以 用 图 17.8-4 
的 方法 可 以 实现 任何 传递 函数 、 

实现 给 定 的 传递 函数 的 另 一 个 方法 ， 是 利用 部 分 分 式 展开 式 《17.8-10)。 对 每 一 个 分 
式 按 图 17.8-4 表示 的 反馈 姐 路 实现 ,然后 把 这 些 分 式 用 模 2 加 法 ( 异 或 门 ) 并 联 起 来 

设 Fn 为 # 阶 多 项 式 ，F(S) 呈 有 十 十 十 "二 (i). 在 FG) 中 用 Yo 
代替 :, 再 乘 以 o, 得 到 一 个 新 的 以 o 一 1/ * 为 自 变 量 的 多 项 式 F*(o)， 


EF*(g) 一 on (+) z (17.8-12) 
称 为 R(s) 的 互 反 多 项 式 .显然 
F*(o) 一 onF 避 )， F**(s) = "(1 4) BV we PY, 


这 就 是 所 谓 互 反 性 . 
设 有 一 > 级 移 位 寡 存 器 构成 的 逻辑 网 络 , 它 的 传递 函数 为 一 r 阶 多 项 式 
W(:) 一 gD DBAr DB: Bg DBI, 
它 的 互 反 多 项 式 是 
W"(0) 一 pr B90™ BDI Pq 
按 定义 ,输出 Z(:) = WV(s)F(s) 的 互 反 多 项 式 就 是 


Z*(g) 一 CAG F (+) — W*(g) . F*(o). (17.8-13) 


由 此 可 知 ,用 互 反 多 项 式 表示 的 输入 输出 象 沙 数 之 同 岂 有 类 似 传 递 函 数 之 间 的 关系 。 只 
要 W(s) 是 一 个 多 项 式 , 式 (17.8~13) 总 成 立 ,其 中 Z*(o) 是 # 十 + 阶 的 0 的 多 项 式 . 等 
式 《17.8-13) 所 决定 的 三 个 互 反 多 项 式 之 闻 的 关系 ， 可 以 用 图 17.8-5 所 示 的 时 序 逐 辑 网 
络 来 实现 。 图 中 3 表示 第 i 级 移 位 寄存 器 ，g, 表示 输入 信和 喘 的 连 线 , 当 4 为 0 时 此 连 线 
断 开 , gi 为 1 时 连 线 接 通 ,输入 互 反 多 项 式 为 F*《a), 输出 互 反 多 项 式 为 Z*(o), 中间 的 
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图 17,8-5 

网 络 表 示 传 递 函数 区 (。) 的 互 反 多 项 式 W*(o): 
Fr(a) = fr Bho ®t, 
W*(0) 一 2o7 中 4 名 … “By,, 


Za) = z00° "Ba "PB. Ds, {17.8-14) 
按 等 式 (17. 8- -13) 解 出 Zz*(o) 的 诸 系 数 为 
zi >, fo, , (17.8-15) 
. a+B=i ， 


再 把 Z*(o) 恢复 成 。 的 多 项 式 , 册 
Z{s) = zoB2sDzr BBD, 
可 以 看 出 ; 当 * = i 时 的 Zi) 恰恰 是 .Z*(o) 的 第 ;项 系数 (从 on 开始 )。 
再 注意 到 下 列 关系 式 ， 在 :二 sn 十 1 时 刻 各 级 移 位 害 存 器 的 状态 分 别 是 
A 二 了) 到 grf(n), 
. sa 十 a 一 ~ ln) Darn), 


CELE 


sn+1)= ‘1(7)Daf(n), (17.8-16) 
从 上 式 中 解 出 s(n 十 1 )， : 3 ， . 


(n+ l= .5 .Bgf(F) (17.8-17) 
+Ap=n+r—j+1 
与 式 (17.8-15) 比较 立即 可 得 到 : 


Zatr = si(# DD， Be = sn) Spit s(n + 1). 
于 是 输出 多 项 式 Z*(o) 可 号 为 
Z*(0) = zo0" tOBz0" tOB Bar Brn + 1)o™!B: Bn + 1) 四 (17.8-13) 
这 就 是 说 ,输出 多 项 式 的 前 ” 十 1 项 代表 从 + 一 0 到 + 一 n 的 输出 z(?), 0 志 : 攻 7; 而 
最 后 * 项 的 系数 是 * 级 移 位 寄存 器 在 上 一 a 十 1 时刻 的 状态 ， 
对 线性 反馈 的 逻辑 网 络 也 有 同样 的 事实 ， 现 讨论 图 17.8-6 中 的 一 般 情况 。 
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由 式 (17.8-11) 知 , 它 的 传递 冰 数 是 
—_ 
0 ™ TB BEB 0 
设 输 入 信号 fC) 是 长 度 为 = 十 1 的 序列 9 一 {有 及-…f.00…} 显然 ,输出 =(9) 的 象 函 
数 Z(7) se BO) Fs): 


Zr = hhBfs BBfor") 
1@B0s 人 Bin- “Bb 


将 Z(s) 的 右 端 分 为 主 部 和 剩余 真 分 式 两 部 分 ,并 设 w 之 +, 则 


a Z1(s) 
2 Forg 二 了 十 和 和 上 习 但 了 多 mr 
《5) 亚 《2 十 21 sn 7)s 十 Il... Br CD (17.8-20) 


式 中 Zi(s) 的 最 高 军 低 于 +, 因而 第 二 项 是 真 分 式 。 于 是 输出 信号 在 时 间 [0, *] 内 为 
了 人 人 {00. “0; 2zo21 "gr}s 


这 意味 着 ， 当 各 移 位 寄存 器 的 初始 状态 都 为 0 时 ,输出 端 要 在 第 > + 1 拍 时 才 可 能 出 现 非 
零 信号 。 从 图 示 结构 可 以 推出 , : 一 ”十 1 时刻 的 各 寄存 器 的 状态 是 

(n+ 1)= fn) Bobs ln), 

nn 十 1) = nn)Os,-1s(n), 


LE 


和 


A (17.8-21) 


定义 状态 多 项 式 

S*(g, 0) = so" BS A) DB BN Bs), (17.8-22) 
式 中 no0，( 一 0.1.2,… 2) 是 在 : 时刻 第 + 级 移 位 寄存 器 的 状态 。 再 定义 输入 多 
项 式 


F*(0o) = for Bho DO,. 
它 是 F(s) 的 互 友 多 项 式 。 再 令 Z*(g) 为 输入 多 项 式 
Z*(0) = zB BDz,. 
将 式 《 17.8-21) 分 别 莱 以 .ga7! 后 相 加 , 解 出 S*(o, +) 如 下 ; 
Ss*(o, 0) = (0) = fh, 
S (ro，1) = fiBofBB"(o) ss, 
S$*(g, 2) 一 fBoh BhDBB (rz Dos], 
5 (站 n) (Bo O21. ‘Bf BE (os,Bor,1B “四 cz) 
mu F*(g)DB*(o)Z*(o), (17.8-23) 
式 中 BY(0) 一 熙 四 bo 四 5 利息 玉 是 式 (17.8-19) 所 定义 的 传递 孙 数 9$(s) 分 母 
的 互 芭 多 项 式 。 于 是 , 由 式 (17.8-23) 可 推 知 


下 (to) zs* So nm) 
Bc) 一 2 (ID po) 
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或 者 展开 写成 


. fr” Bho BP:…Di, 
Se “D2, -PDs, 


ee sa) BB Bn) (1179-2 
(zB BDz) ODD Db (17.8-24) 


把 输出 输入 和 传递 函数 都 改写 成 互 反 多 项 式 以 后 ，F*(c)/B8”(c) 的 整 式 部 分 恰恰 
是 网 络 的 输出 序列 z(#), 《4 一 0, 1, 2,……, 2)， 而 真 分 式 部 分 的 分 子 各 项 正 是 各 移 位 寄 
存 器 在 :二 7 了 时刻 的 状态 ,显然 ,这 个 有 趣 的 事实 也 可 以 直接 从 式 《17.8-20》 中 的 ZKw) 
转化 得 到 ,结果 是 完全 一 样 的 ， 
A 般 的 表达 式 可 以 叙述 如 下 设 岗 络 的 传递 函数 是 式 (17. 8-11) 的 形式 : 
0 )— aPBasBar BD: .Ba 0 
1Bhs BIB Bo" 
输入 1 是 长 度 为 > 十 1 的 序列 ， 它 的 象 函数 是 
FOG) = hhBB Bhr, 
长 度 为 = + 1 的 输出 *(z) 的 象 函数 是 | 
Z(5) we z0 引 zt 和 申 … 申 xs. 
. 那么 


#f 2 /Bao PB Ba ,pel ny\ 
le 和 "BoB F 《5) 


式 中 《: te 而 各 级 移 位 寄存 器 的 状态 是 (+ 一 # 时 刻 ) 
Sr(o; 1) = Rg ee), (178725) 
式 中 4*(0) 一 400 图 … 图 0,，Rg 表示 4*(o) F*(0) 被 B*(a) 除 后 的 余 式 。 


17.9 具有 无 限 记忆 能 力 的 自动 机 


在 第 17.5 节 中 我 们 讨论 了 由 时 序 混 辑 哎 络 构成 的 有 限 自 动机 ， 那里 还 介绍 了 如 计数 
器 ,触发 器 等 最 初等 的 有 限 自动 机 的 实例 。 在 这 一 贡 , 我 们 将 从 更 为 一 般 的 概念 上 去 研究 
有 限 自 动机 的 性 能 和 性 能 极 跟 ,并 简单 地 讨论 一 下 ,自动 机 能 做 什么 和 不 能 做 什么 、 重 复 
17.3 光 节 中 的 定义 ， 一 个 有 限 自动 机 是 由 五 个 要 素 组 成 的 : 输入 集合 ,状态 集合 OQ 和 


| 中 了 re -wil, pm t+ Ey a se Arw -Th em wl. Av. EI Pr*r\r ha fr A 
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OF” "oTnTn 1 "TIXO> 状态 总 数 小 于 2n 十 1 的 时 库 自动 机 不 能 发 现 它 是 不 是 前 后 对 
浆 的 .因为 它 需 要 记忆 和 等 竺 ， 待 全 部 序列 接收 完毕 后 ,才能 逐 位 加 以 比较 ,而 有 限 让 动机 
的 记忆 能 力 是 有 限 的 , 只 要 状态 空间 2 的 状态 数目 小 于 2” 十 1， sim Med 
长 的 输出 序列 也 是 无 济 于 事 的 ， 另 一 个 例子 是 倒序 ， 对 给 定 的 输入 序列 *er… rs， 要 求 
输出 倒转 题 序 变 成 x,xs_t -zixs， 这 个 任务 仅 烛 有 限 状态 小 于 各 的 时 序 浊 辑 必 动 机 也 不 
能 完成 ， 而 必须 人 助 子 足够 大 的 记忆 容量 等 待 输 人 序列 搂 收 完毕 后 才能 倒序 送出 需要 的 
数据 。 
总 之 ;有 限 自动 机 能 够 完成 任务 的 范围 是 有 限 的 ,但 是 这 样 的 论断 仍 檬 不 是 。 因 为 尽 
营 有 限 自 动机 的 记忆 能 力 是 有 限 的 ,这 并 不 妨碍 它 接收 和 输出 无 穷 序 列 ,一 旦 它 开始 按 节 
拍 工 作 , 无 论 是 输入 或 输出 序列 都 可 以 是 无 限 长 的 。 可 以 设想 ,只 要 不 需要 有 很 大 记忆 
能 力 的 数据 加 工 ， 有 限 自 动机 就 有 可 能 完成 对 无 穷 序 列 的 处 理 。 能 不 能 给 出 一 -个 确切 的 
定义 来 描述 有 限 自动 机 的 功能 范围 呢 ? 答复 是 肯定 和 的 ， 这 种 功能 范围 的 确定 是 由 克 林 . 
《Klecne) 完成 的 am， 下 面 概略 地 叙述 一 下 这 个 主要 结果 ， 

设 xox… x。 x。 是 有 限 自 动机 的 某 一 输入 序列 、 由 于 序列 长 度 8 可 以 是 任意 的 ， 
所 以 各 种 不 同 长 度 的 不 同 序列 有 无 穷 多 个 ,用 G we {有 X, (0, co)} 表示 它 。 在 G 中 一 切 长 
度 为 p 且 具有 某 种 指定 特征 < 的 序列 的 全 体 记 为 Gi(e,p)， 它 是 G 的 子 集 ， 例如， 一 切 
长 度 为 10, 最 后 三 位 都 为 0 的 二 进 制 序列 的 全 体 ,或 者 长 度 为 100 而 最 后 四 位 荐 1010 的 
序列 全 体 等 等 都 可 以 构成 一 个 子 集 ， 在 一 切 子 集 {Gic, p)} 之 间 规定 下 列 送 算 : 

(1) 并 运算 ， 按照 通常 集合 的 并 运算 定义 , D 一 Gi(c;; pi)U G2(cj, py), 集合 口 是 
由 一 切 长 度 为 py 且 具 有 <, 特征 的 序列 和 长 度 为 py 县 具有 cj 特征 的 序列 组 成 的 ， 一 切 有 
穷 个 或 无 穷 个 子 集 的 并 


D= (Gle;; pi) {17.9-1) 
jrj 让 . 


仍然 是 6 中 的 集合 . 

(2) 集合 局 四 作 Geis 1) 和 G2(#j, pz) 的 积 ， 记 为 D 富 G1* G;， 它 是 含有 一 著 长 
六 为 十 py, 前 面 Pi 个 符号 具有 特征 c;, 后面 pi 个 符号 具有 特征 cj 的 序列 全 体 ， 

《3) 重复 : 属于 任何 一 个 子 集 Gitci ,pP1) 的 同一 个 序列 皖 连 重复 任意 多 次 。 


.如果 输 入 序列 集合 6 中 的 于 集 按照 上 列 三 种 运算 晤 封闭 的 ， 则 5G 弄 作 正则 输入 序列 


集合 ， 

设 0 是 有 限 自 动机 的 状态 集合 ,用 9, 表示 它 的 某 一 子 集 ， 如 果 对 给 定 的 具有 指定 特 
征 * 的 长 度 为 的 输入 序列 子 集 Gi(c, p) 可 以 找到 8 中 的 子 集 9;1, 使 qlp 十 1D)& 9; 当 
县 仅 当 fm zy xp} E GLe,p) 时 成 立 , 而 与 初始 状态 9(0) 元 关 ， 则 说 输入 序列 于 集 
Ge ,Pp) 可 为 有 限 自 动机 表示 . 换言之 ,任何 具有 特征 。 的 长 度 为 ? 的 输 人 序列 ;都 可 以 
而 县 只 能 在 第 8p 十 1 步 由 有 限 自 动机 发 现 (状态 qlp 十 1) 进 人 91)， 而 不 应 该 在 ?十 1 
以 前 , 即 当 特征 < 尚未 表现 出 来 以前 ,出 现 8; 中 的 状态 ， 

利用 这 样 的 可 表现 性 的 定义 、 克 宁 证 明了 一 个 重要 事实 ; 一 切 正 则 性 输入 序列 部 能 
为 有 限 让 动 机 所 表示 3 有限 自动 机 也 只 能 表示 正则 性 输入 序列 "3， 这 样 一 来 ,有 限 外 动机 
的 表现 功能 范围 就 清楚 地 被 确定 了 。 这 荐 从 有 限 自 动机 对 输入 序列 的 及 应 这 个 观点 去 研 
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究 有 限 自 动机 的 功能 的 ee 这 与 其 它 概 念 有 

关 , 但 是 ,目前 我 们 还 不 知道 有 比 克 林 的 这 种 功能 旭 分 更 为 广泛 的 结 

sot 在 现代 计算 

机 技术 中 ; 有限 自动 机 太 概 只 能 具有 计数 器 , 移 位 寄存 器 , 串 行 -并 行 数码 转换 器 时 序 信 

号 译 码 器 等 较为 初等 的 功能 。 更 为 复杂 的 逻辑 运算 和 数字 运算 都 需要 有 足够 数量 的 存 贮 

器 | | 

为 了 进一步 研究 带 有 存 贮 器 的 自动 机 的 功能 ,我 们 需要 引进 关于 算法 《algorithm) 的 

概念 。 我 们 知道 ,在 数字 计算 机 上 解 算 问 题 要 编程 序 , 而 在 编制 程序 之 前 要 选 定 解决 所 处 

理 问 题 的 算法 。 只 要 有 了 解决 问题 的 算法 ， 就 能 实现 解 算 问 题 的 过 程 机 械 化 和 自动 化 

不 仅 如 此 ,只 要 计算 机 的 容量 足够 大 ,在 给 定 了 运算 对 象 , 选 定 了 算法 以 后 ,不 管 多 么 复杂 

的 问题 都 能 用 计算 机 自动 地 求解 。 从 这 个 意义 上 讲 , 对 自动 机 来 说 ,算法 具有 根本 的 重要 

性 . ， 

算 靶 通常 定义 为 对 解决 特定 问题 所 规定 的 严格 的 计算 规则 ， 包 括 运算 对 象 ， 运 算 步 
又 ,每 一 步 的 运算 法 则 ,达到 运算 终点 的 条 件 等 等 。 例 如 两 个 二 进 制 数 的 相 乘 、 相 除 、 相 加 
和 相 减 , 就 规定 了 严格 的 算法 , 只 要 遵照 算法 的 规则 , 一 步 一 步 地 就 能 得 到 正确 的 计算 结 
果 . 稍微 复 杂 一 点 的 算法 ,如 求 两 个 正 整 数 “ “ 和 “的 最 大 公 因子 ( 欧 几 里 德 算法 )， 这 个 算 
法 可 氢 述 如 下 ， 

(1) 比较 a, 两 数 的 大 小 ， 可 能 出 现 三 种 情况 ,-a 一 5,4 >5,a 之 5. 

(2〉 车 e = 6, 则 每 一 个 都 是 最 大 公 因 子 ， 计算 停止、 否则 进 人 下 一 步 又 ， 

(3) . 如果 a 之 5, 则 两 者 互 换 位 置 ,进入 下 一 步 ， | 

(4) 如 果 5 沁 4a， 则 从 中 诚实 @, 各 出 oc 一 5 一 2 和 进入 下 一 步 . 

(5) 比较 < 和 se, 返回 《1)， 
这 是 一 个 非常 典型 的 算法 . 对 任何 两 个 正 整 数 ， 只 要 机 械 地 按照 规定 的 步骤 去 执行 。 最 
后 一 定 能 求 出 它们 的 最 大 公 因 子 。 其 实 ,现在 通用 的 各 种 计算 方法 ，- 如 解 常 微分 方程 的 
龙 格 - 库 塔 法 , 求 积 分 的 辛 普 生 法 , 解 偏 微分 方程 的 现 格 法 和 有 限 元 法 ， 求 函 数 极 值 的 牛 邮 
法 最速 下 降 法 ,优选 法 等 等 都 是 解 各 种 类 型 问题 的 算法 , 

所 有 现代 的 计算 机 都 属于 具有 有 穷 存 贮 能 力 的 自动 机 ,所 以 ,可 以 说 ， 凡是 确定 了 算 

”法 的 间 题 都 能 用 自动 机 以 机 械 化 的 方式 解决 ,然而 不 一 定 能 为 有 限时 序 自 动机 所 解决 , 因 
为 按 定义 有 限 衣 动机 除了 它 的 有 穷 个 状态 以 外 没有 另外 的 存 贮 能 力 、 为 了 克服 有 限 自 
动机 的 这 一 缺点 ; 早 在 数字 计算 机 出 现 以 前 , 英国 科学 家 图 灵 (Tiring, 见 文献 [1461) 提 
当 了 一 种 其 有 无 穷 记忆 能 力 的 最 简单 的 自动 机 模型 , 它 “ 几 乎 * 能 完成 所 有 可 能 的 算法 . 
这 种 自动 机 由 一 个 有 限 自 动机 加 上 一 个 开 穷 容量 的 存 贮 装置 (磁带 ) 构成 , 它 的 原理 示 于 
图 17.9-1 中 ，M 是 左右 均 为 无 穷 长 的 磁带 , 上 面 划分 为 均匀 的 记忆 单元 .4 是 具有 有 限 
状态 的 自动 机 , 它 按 固定 的 节拍 工作 ,每 一 个 节拍 中 它 从 磁 蒂 上 读 出 一 个 字 和 控 去 厌 字 再 
写 上 一 个 字 (改变 存 贮 内 容 ) G 是 磁带 控制 器 , 它 根据 4 的 状态 确定 下 一 节拍 磁带 应 该 移 
动 的 方向 , 5 是 磁带 移动 驱动 器 。 每 经 过 一 个 世 拍 , 4 可 以 沿 磁 带 右 移 一 位 ,或 左 移 -- 位 ， 
或 者 仍 停留 在 原 位 置 。4 和 怠 联 合 构成 一 下 具有 有 限 内 存 贮 能 力 的 有 限 自动 机 . 在 工作 
开始 以 前 将 原始 数据 记录 在 磁带 上 。 开始 工作 后 ,4 不 断 加 工 从 磁带 上 读 出 来 的 数据 ,党 


本 
CR 
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”本 了 .9-1T 图 灵机 


去 原来 的 数据 , 再 写 上 4 的 输出 数据 ， 按照 一 定 的 规则 ， G 和 5 决定 下 一 步 磁 带 应 该 移动 
的 方向 ,移动 后 , 4 又 开始 读 、 擦 、 写 等 等 ,以 此 类 推 , 直到 4 读 遍 原始 数据 , 又 改写 成 它 自 
己 的 中 间 输 嘲 数 据 , 达到 某 一 条 件 后 而 停机 ,这 样 就 完成 了 对 原始 数据 的 改造 (处理), 图 
灵机 的 这 些 动作 可 以 分 解 为 6 个 基本 指令 (假定 磁带 上 记录 的 是 二 进 制 码 ): , 
(1) 擦 去 磁带 上 的 原 码 ， 

(2 二 1 

《3) 向 地 址 序号 增 大 的 方向 移动 一 位 。 

(4) 疝 地 址 序号 减 小 的 方向 移动 一 位 . 

《5) 条 件 转 移 ; 如 果 磁 带 土 原 码 为 1 , 则 转向 第 * 条 指令 ， 香 则 按 关 序 执行 下 一条 背 


《6) 停机 。 
可 以 证 明 ， 用 这 6 条 最 简单 的 指令 可 以 完成 图 灵机 的 一 切 动作 。 所 以 只 有 这 六 条 指 
令 的 计算 机 与 图 灵机 等 价 中 。 利 用 图 灵机 的 程序 ， 或 利用 这 6 条 指令 可 以 编 出 执行 已 知 
的 各 种 算法 的 计算 机 程序 。 也 就 是 说 ,用 这 种 最 简单 的 指令 系统 能 够 进行 四 则 运算 ,逻辑 
运算 等 等 ， 于 是 ,就 出 现 了 一 种 猪 想 : 图 灵机 是 一 种 最 简单 的 “万 能 > 计算 机 , 它 能 完成 人 
们 所 规定 的 一 切 可 能 的 算法 。 也 就 是 说 ,凡是 人 们 所 能 发 明 的 一 切 算法 ,都 能 用 图 灵机 去 
自动 地 实现 全 部 运算 。 至今 这 一 断言 仍然 是 一 种 猜想 ,四 十 多 年 来 没有 人 能 够 推 釉 它 ,也 
没有 人 能 够 严格 地 证 明 它 。 为 了 检验 这 个 猜想 的 正确 性 ， 人 们 用 这 种 简单 的 指令 系统 编 
出 了 各 种 算法 程序 ,这 说 明 这 种 猜想 是 有 根据 的 . 
直到 现在 ， 人 们 还 常常 握 出 下 列 最 有 兴趣 的 问题 ， 计算机 的 功能 极限 是 否 存在 ? 是 
不 是 在 人 类 活动 中 所 提出 的 任何 问题 ;即便 人 自己 还 不 会 解答 它 , 却 能 在 计算 机 的 帮助 下 
找到 答案 ? 到 现在 为 止 ,对 这 个 问题 的 答复 是 否定 的 。 如 果 关 于 图 灵机 的 猜想 是 对 的 , 那 
么 ,计算 机 (自动 机 ) 只 能 解决 一 切 人 们 已 经 找到 了 算法 的 那些 问题 ， 也 就 是 说 ,凡是 人 们 
自己 规定 了 计算 方法 的 那些 问题 计算 机 都 可 以 机 械 地 求 出 答案 。 这 样 一 来 ， 问 题 就 归结 
为 ， 是 不 是 人 们 所 能 提出 的 任何 合乎 逻辑 的 问题 都 存在 一 种 算法 、 按 照 这 种 算法 可 以 得 
到 正确 的 答案 ”对 现在 还 没有 找到 算法 的 那些 合乎 逻辑 的 问题 ， 是 否 将 来 会 找到 相应 的 
算法 ? 于 是 , 问题 又 可 归结 为 。 是 否 有 这 样 的 合乎 还 辑 的 命题 , 对 它们 根本 不 存在 算法 ， 
而 人 们 也 永远 找 不 到 这 样 一 种 算法 ， 我 们 把 这 种 找 不 到 算法 的 问题 叫做 “算法 不 可 解 ”的 
问题 . 
遗 恨 的 是 ， 这 种 算法 不 可 解 的 问题 是 存在 的 。 从 1936 年 以 来， 人 们 不 断 地 找到 了 各 
种 类 型 的 命题 ,严格 证 明了 这 些 侣 题 的 算法 不 可 解 性 号)， 这 个 事实 提醒 我 们 ,世界 上 存在 
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这 样 的 命题 , 人 类 将 永远 不 能 找到 算法 , 至 少 在 现 有 的 数学 工具 的 条 件 下 , 不 可 能 编 出 计 
算 机 程序 ,从 而 借助 于 计算 机 求 得 答案 。 因此 从 这 个 意义 上 讲 , 计 算 机 的 功能 范围 是 有 限 
度 的 .在 计算 机 科学 已 经 相当 发 达 的 今天 ， 我 们 还 只 能 认为 ， 只 有 人 们 自己 会 算 的 题目 
计算 机 才能 算 . 

。 然而 ， 这 个 现在 的 结论 不 应 该 引起 某 种 悲观 的 情绪 ,即便 是 确实 存在 很 多 算法 不 可 
解 的 问题 ,这 并 不 意味 着 某 一 具体 问题 是 没有 办 法 解 的 。 在 某 类 算法 不 可 解 的 问题 中 ,每 
一 个 具体 问题 不 一 定 是 不 可 解 的 。 算 法 不 可 解 性 只 是 证 明了 对 某 类 问题 不 存在 “ 遥 解 算 

”法 ”。 其 次 ,数学 术 身 还 在 发 展 。 不 能 认为 我 们 现在 掌握 的 全 部 数学 工具 构成 了 人 类 历史 
土 的 最 后 的 知识 范围 ， 在 现在 的 知识 范围 内 不 可 解 的 问题 ， 应 用 新 的 概念 和 新 的 数学 工 
具 去 提出 新 的 命题 以 后 ， 将 可 能 从 另外 的 意义 上 变 成 可 解 的 。 SN 
先例 的 ， 


17.10 人 


解决 有 限 咎 动机 的 综合 亲 题 就 是 根据 给 定 的 逻辑 要 求 列 写 网 络 和 的 典型 方程 并 设计 出 
圆 络 的 结 榴 图 . 这 一 步 可 以 而 做 过 辑 综合 ;第 二 步 要 选取 合适 的 元 件 来 实现 这 个 网 络 , 这 
是 技术 实现 的 任务 ， 在 综合 时 还 常 对 自动 机 的 某 些 指标 事先 提出 要 求 ， 例如 ， 要 求 装置 所 
用 的 元 件 最 少 。 这 里 我 们 将 讨论 一 个 逻辑 综合 问题 的 例子 ， 
”在 警戒 雷达 系统 中 要 求 设计 一 个 自动 报警 装置 ,使 它 具 有 这 样 的 逻辑 功能 : 雷达 作 
周期 性 搜索 时 , 若 来 自 县 标的 反射 信号 连续 出 现 三 次 ， 还 辑 装 置 便 送 去 警报 信号 ;此 后 ,只 
有 当 连 续 四 次 没有 接收 到 反射 信号 时 ,逻辑 装置 才 解 除 警报 ,否则 , 它 一 直 发 出 警报 信号 ， 
我 们 试 根据 前 面 的 讨论 来 设计 一 个 这 样 的 装置 .综合 的 步骤 是 首先 根据 上 述 要 求 画 出 相 
应 的 “ 树 ” ,然后 ,由 “ 树 ?” 列 出 典型 方程 并 加 以 简化 ,最 后 画 出 它 的 结构 图 

本 例 中 的 输入 和 柱 出 信号 都 只 有 两 种 取信 我们 以 + 表示 有 信号 人 警报) 脉冲 , 0 表示 
没有 信号 (警报 脉冲 .那么 对 于 任何 一 个 输入 脉冲 序列 , 俩 如 图 17.10-1(a) 所 示 , 要 求 


输入 x 


图 17.10-4 ， 


逻辑 装置 的 输出 脉冲 序列 如 图 17.10~1 (b》 所 示 。 从 平面 上 一 点 出 发 引出 一 棵 树 ( 图 
17.10~2), 从 它 的 针 个 端点 只 引出 两 个 分 支 , 左 例 分 支 表示 输入 为 ! , 右 侧 分 支 表 承 输 人 为 
1 (0 和 1 未 标注 在 图 中 )、 这 样 树 中 每 一 条 从 始点 出 发 的 路 都 对 应 一 个 确定 的 输入 序列 ， 
根据 对 装置 的 逻辑 可 求 ,就 可 确定 相应 的 输出 序列 。 例 如 , 树 中 粗 线 所 标的 路 对 应 于 输入 
席 列 111000…。 当 第 一 ,二 拍 上 输入 为 时 ,输出 应 都 为 4, 当 第 三 拍 上 输入 再 出 现 1, 输 


了 和 
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出 就 为 1 接着 第 4, 5,6 拍 上 输 人 虽然 都 为 0。 但 按 要 求 输出 仍 都 为 1, 直 到 第 7 拍 上 输 
人 再 为 0 时 , 输出 才 为 0, 若 第 8,9,… 拍 输入 仍 为 0, 则 输出 也 都 为 0, 因而 相应 的 输出 
序列 就 为 00111100…。 按 这 样 的 方法 , 树 上 等 一 分 支 都 对 应 一 个 确定 的 输出 单字 。 在 图 
17.10-2 上 比较 从 各 端点 派生 的 子 树 , 可 以 发 现 端点 Na, Ny, Nis, Nyw, Na 等 与 No 同类， 


N, ™ Nb N! 
图 17.10-2 图 17.10-3 


而 Nt，Nwv，Na，Na 等 端点 与 Ni 同类， 在 每 一 类 中 磷 出 其 中 一 个 端点 所 引 的 分 支 ， 其 
它 同类 端点 所 引 分 支 都 可 省 略 。 本 例 中 所 有 端点 共 分 7 类， 它们 分 别 表 示 网 络 的 7 种 状 
态 ， 以 状态 向 量 (单字 ) g，9，…-:，% 表示 。 这 样 , 就 得 到 只 含有 跟 个 分 支 的 基本 树 
(图 17.10-3), 轴 上 的 同类 端点 标 以 相同 的 状态 符号 No, Ni, N;,，-*, N;， 并 不 是 根据 性 
何 给 定 的 逻辑 要 求 都 能 建立 基本 树 。 因 而 也 不 是 根据 性 何 给 定购 要 求 都 能 役 计 出 正常 土 
作 的 逻辑 网 络 来 .例如 ,对 装置 提出 这 样 的 要 求 :输入 脉冲 序列 中 当 有 脉冲 的 虎 序 号 码 是 
质数 时 ,装置 就 有 输出 脉冲 信号 ,否则 没有 输出 脉冲 信号 .这 个 逻辑 关系 所 对 记 的 树 的 异 
类 端点 将 有 无 限 多 个 。 它 要 求 运 辑 殉 络 的 状态 亲 量 具有 无 限 多 个 分 量 。 阁 用 有 限 自 动机 
是 不 能 实现 的， 

要 建立 现 络 的 监 型 方程 ,还 需要 把 “ 树 ” 变 为 典型 表 。 为 了 使 逻辑 网 络 具 有 7 种 状态 ， 
我 们 采用 三 个 状态 分 量 m, 9 和 93, 每 个 分 量 的 取 值 为 6 或 1。 这样; 它们 组 合 起 来 共有 
2 二 8 个 状态 单字 , 定义 为 名 一 000; = 001; 一 010:; 和 一 0 = 100; 
;一 101; qs 一 110; 9 一 111， 逻辑 陋 络 的 典型 表 见 表 17.10-1. 表 的 左 半 部 分 是 
+ 二 时刻 上 的 输入 x(y) 和 网 络 状态 glp) 各 种 可 能 的 了 到 值 。 总 起 来 共有 四 个 分 量 x*(p)， 
CP) ，4zCP) 和 和 qa(#) ， 因 而 它们 的 取 值 组 合共 有 2+ ee 16 种 。 表 的 右 半 部 分 是 同一 节拍 
上 网 络 的 输出 和 下 一 书 拍 上 现 络 状态 的 取 值 ， 它 们 分 别 与 每 组 x(p) q1(p) 92Cp) 93Cp) 的 
值 相 对 应 。 这 种 对 应 关系 可 以 这 样 来 求 得 : 对 于 每 一 组 确定 的 9i(p) 4x(p) qs(p) 的 值 ,可 
以 在 树 上 找到 相应 的 端点 ， 再 根据 x(p) 的 值 找到 从 此 端点 引出 的 相应 的 分 支 ， 分 支 端 
点 所 对 应 的 输出 单字 即 为 所 求 的 输出 zlp)， 分支 第 头顶 点 所 注 的 状态 序号 即 为 所 求 的 
q(p 十 1)， 胡 把 它 转 化 为 二 进 制 数码 ， 就 得 到 每 个 状态 分 量 qnCp 十 1), qz 十 1) 和 
qx(p 十 1) 的 值 。 把 它们 填写 在 表 右 半 部 相应 的 格子 内 ,这 样 就 得 到 了 表 17.10-1。 表 中 
最 后 两 行 q(p) 呈 1 ，92(P) 一 1，43(p) 到 1。 这 种 状态 在 网 络 中 是 不 会 出 现 的 ,因而 , 相 
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应 的 输出 单字 x(p) 和 下 一 拍 的 状态 单字 q(p 十 1) 可 以 很 据 简 北 过 辑 方程 的 种 区 任意 选 
定 。 下 面 我 们 可 以 看 到 表 中 所 确定 的 信 将 使 还 辑 方程 组 大 为 简化 ， 


表 17,10-t 


序 号 |] xp | np | |] | rm jc+Dlce+Dlre+D 


I 0 0 0 0 0 0 0 0 
2 1 0 0 0 0 0 0 1 
3 0 0 0 1 0 0 0 0 
4 1 0 0 1 0 0 1 0 
5 0 0 1 0 0 0 0 0 
6 1 0 1 0 1 0 1 1 
7 - 0 0 1 1 1 1 0 0 
8 i 0 1 1 ， 1 他 .1 1 
9 0 1 0 0 1 1 .0 1 
10 | 1 1 - 8 0 1 0 下 1 
11 0 1 0 1 1 1 1 0 
12 1 1 0 1 1 0 1 1 
13 0 . .1 1 0. 0 0 0 0 
14 1 1 1 0 1 好 1 1 
15… 0 I 1 1 .1 1 : 1 0 
16 1 .1 1 1 1 .0 .1 1 


现在 ,得 根据 远 辑 表 17.10-1 列 写 逻 辑 方程 组 。 表 中 当 x(p) qi(p) qz(p) qs(p) 的 取 值 
为 第 6 一 12 行 及 第 14 一 16 行 之 一 时 z(p) 才 为 1, 其 它 行 中 xp) 都 为 0, 因 而 z(p) 可 以 表 
示 为 *(P), qr(P), qz(P) 和 43(p) 的 二 值 函 数 ,这 样 就 得 到 了 输出 方程 ， 

wp) me x (pF(P)G PI TP) + x pap) gp) gp) 十 x Cplp) gp gp) 

+ pp Tp Rp) + xtp) gp FP) Rp) 十 zp)qp) gap) gp) 
+ xCp)qip) Rp) gp) + rp) pgp) Rp) + sp) qi(p) gp) gp) 
+ xp)gCp)glp) gp). 《17.10-1) 
网 理 可 以 列 号 状态 方程 组 : 到 
mi(p i+ 1) 一 二 (加 多 (加 )9z( 庆 )93( 庆 ) 十 ECp) gp EPs) 
+ zp)q(p)g(p) Gtp) 十 x{p) gtp) gp) gp), 
P+1) 一 rp)R pgp) gp) + x(p)F(p) gp) Fp) 
十 rR gp) gp) 十 rlp)g pgp) ap) 
+ (pp)g pp) gp) TF x Pp) Cp)F(p) gCp) 
tx(p)q(p)g(p) gp) 十 SCp)akp) gp le) 
+ xlp)q(p) gp) gqtp), - (17.10-2) 
qitp 十 1) 一 和 (加 81( 放 732( 记 53(z) _ CF) pa | 
二 x(p)qi(p) gp) gp) + Ep) gp) pap) 
+ rp)qp) gp Tp) 十 rp)qlp) Fp) gp) 
+ rp)n(tp) gp Hp) + x Cp)g(p) gp) gp), 
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利用 第 17,3 节 所 介绍 的 图 解法 对 方程 组 (17.10-2) 进行 化 简 ， 用 相 邻 小 方 格 归 并 的 
方法 就 得 到 简化 的 时 序 逻 辑 方 程 组 。 简 化 后 的 状态 方程 组 为 
如 十 1) = sp (gp) gp) + qi(p)93(p)), 


(也 十 1 一 *(p) qtp) 十 x(p) gCp) 十 r+(p)aq(p) 十 ottp) qtp) 9 
giAp i 1) = rtp) gp) + x pI gp) 十 x pTAP) 十 lpIa(p) gtp), 
(17.10-3) 
输出 方程 为 
z(p) 一 qi(p)F2(p) + gp) gp) + xCp) gp). (17.10-4) 


这 就 是 所 求 的 自动 警报 系统 的 逻辑 方程 组 , 其 中 s(p) 就 是 输出 警报 信号 。 容 易 检 查 , 输 
出 z(p) 对 输入 信号 序列 {x《p)}》 的 反应 完全 满足 本 例 中 提出 的 要 求 。 时 序 轴 辑 方程 组 
(17.10-3)》 不 一 定 是 最 简单 的 ,因为 当 状 态 单字 以 另 一 种 方式 与 91, 4;, 9; 的 组 合 对 应 时 ， 

就 可 得 到 另 一 种 时 序 逻 辑 方程 组 , 但 这 些 系统 都 具有 同样 的 逻辑 功能 , 因而 是 等 价 的 ,一 

' 般 情况 下 ,这 商 个 方程 组 的 简单 程度 是 不 同 的 . 

下 面 就 可 以 根据 时 序 方程 组 (17.10-3) 画 出 远 辑 网 络 的 结构 图 。 因为 时 序 下 辑 方程 

| 实质 上 是 一 个 含有 时 间 变 量 的 逻辑 代数 式 ， 利 用 基本 逐 辑 单元 和 延迟 单元 可 以 实现 任何 
方程 。 本 例 的 结构 图 如 图 17.10-4 所 示 , 它 需 要 6 个 与 门 , 5 个 或 门 , 3 个 非 门 和 3 个 延 
返 单元 ， 


图 17.10-4 

随 着 控制 技术 的 发 展 ， 很 多 自动 控制 系统 中 已 引进 了 效 辑 元 件 ， 作 为 控制 装置 的 组 
成 部 分 。 可 以 设想 ,在 这 些 地 方 有 限 自 动机 的 理论 都 可 以 得 到 广泛 应 用 。 因 此 ,有 限 自动 
机 一 一 逻辑 控制 装置 不 仅 像 前 节 举 例 中 那样 可 以 独立 地 构成 系统 ， 它 也 可 以 引 人 到 通常 . 
的 动力 学 系统 中 去 ， 使 后 者 的 功能 获得 改善 ， 下 面 我 们 以 一 个 自 寻 最 优点 系统 为 例 来 说 
明 如 何 利用 丈 辑 装置 的 设计 原理 解决 控制 装置 的 综合 河 题 . 

第 十 六 章 中 所 介绍 的 自 导 最 优 运 转 点 控制 系统 的 控制 器 ， 便 有 可 能 用 有 限 自 动机 理 
论 进行 综合 . 现在 我 们 讨论 一 个 具体 的 系统 ,如 果 对 象 的 特性 如 第 16.1 节 所 述 ,输入 和 输 
出 在 极 值 点 附近 的 关系 如 图 17.10-5。 假 若 实现 自 寻 最 优 运转 点 的 方法 是 在 每 一 个 节拍 
上 ,例如 在 ?f 拍 上 , 使 输入 量 * 增加 Ax 或 减少 Ax(Ax 为 一 固定 小 量 ), 此 时 输出 量 y(p) 
也 会 有 一 变化 Ay(p) 到 y(p) 一 ylp 一 1)。 这 里 , y(p) 是 第 p 拍 的 输出 是, yl(p 一 1 是 
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第 ? 一 1 拍 的 输出 盟 ， 在 图 17.10-5 中 可 以 明显 看 出 , 若 工 作 点 Xp) 在 最 大 值 %m 左 侧 较 
远 的 地 方 ,而 加 和 的 Ax(p) 大 于 零 , 则 Ay(lp) 也 大 于 零 。 因 此 ,下 一 拍 的 Axly 十 1) 仍 应 
取 正 值 ， 若 工作 点 yp) 在 最 优点 yo 的 右 侧 ,又 当 Axkp) 取 正 值 时 , 则 有 Aylp) < 8， 所 


0b) 

图 17.10-6 - 
以 下 一 步 的 Ax(p 十 1) 应 取 负 信 ， 依 此 类 推 ,可 得 到 输入 与 输出 增 量 的 四 种 符号 关系 ,如 
图 17.10-7 所 示 。 实现 了 这 些 符号 所 确定 的 逻辑 关系 ,可 使 系统 自动 地 处 于 最 优 运转 点 


Ax(p) Avy(lp) s.(p) za(f) . rtp+ 1) 
ts 中 | I 
+ . 后 好 
三 1 
a 0 
0 | (by) 


四. 10-7 输入 、 往 出 增 的 符 包 | 


附近 工作 。 落 网 a(p) 和 #2(p) 分 别 囊 示 Axrtp) 和 Ay(p) 的 符号 ， 并 令 st(p) 己 ] 表示 
办 x(p) 为 正 ，21(p) 呈 0 表示 Ax(z) 为 负 ， zaz[p) 王 1 表示 Ay(p) 为 正 ，zz(p) 一 0 表示 
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Ay(p) 为 负 。 于 是 ， 玫 17.10-7 (a) 就 可 写成 图 17.10~7 (b) 的 形式 .不 难 利用 有 限 自 动 
机 理论 来 实现 此 表 欧 逻辑 关系 . ae 下 有 限 只 动机 的 给 人 ,SiCp) 是 其 状态 , 它 的 时 序 还 
辑 方程 为 上 
zi(p + 1) 一 zp)ra(p) 十 a CpaCp). | 

根据 这 个 暴 型 方程 便 可 容易 地 画 出 相应 的 自动 机 的 结构 图 ， 如 图 17， 10-6 (a). 此 时 , 目 
寻 最 优 运 转 点 控制 系统 的 方块 图 如 图 17.10-5 (b) 所 示 。 在 图 中 ,测量 装置 ， 求 差 装置 ， 
符号 测量 器 等 可 以 是 连续 工作 的 ， 也 可 以 按 自动 机 的 节拍 工作 . 车 自 专 最 优 运转 点 控制 
系统 采用 数字 济 量 装置 ,那么 , 求 差 装置 和 符号 测量 器 草 都 可 以 综合 于 启动 机 中 ; 即 整个 
控制 装置 成 为 一 个 有 限 自动 机 。 当 然 ， 那 时 系统 采用 的 元 件数 旦 要 多 些 ， 构 造 也 要 复杂 
些 , 执行 机 构 的 动作 方向 由 自动 机 的 输出 所 确定 ,但 每 一 步 的 步 长 是 相等 的 、 图 17.10-6 
这 个 系统 能 从 原理 上 实现 自 寻 最 优 运转 点 的 控制 


人 工 智能 


在 工程 档 制 论 这 个 技术 领域 内 还 有 一 类 新 的 研究 方向 ， 统称 之 为 “人 工 智能 *。 它 的 
确切 的 碘 究 范围 并 没有 了 明确 的 界限 ,更 没有 形成 绩 一 的 理论 、 但 是 ,在 人 工 智 能 这 个 名 称 
下 所 研究 的 大 量 技术 问题 却 明 显 地 反 缺 了 科学 实验 、 生 产 过 程 甚至 人 类 社会 活动 中 的 具 
体 的 需要 , 在 某 些 方面 已 经 取得 了 具有 实用 价值 的 成 果 , 为 工业 ,社会 事业 的 现代 化 提供 
了 新 的 技术 和 手段。 从 这 个 主要 方面 来 看 ， 作为 工程 控制 论 的 一 个 组 成 部 分 ,对 人 工 智能 的 
各 种 问题 的 深入 研究 无 疑 具 有 现实 的 和 长 远 的 意义 。 

在 人 工 智能 这 个 标题 下 所 研究 的 问题 涉及 面 很 广 ， 图 人 象 识别 、 文字 识别 、 声音 识别 : 
语言 识别 和 勒 译 通常 被 列 人 人 工 智能 的 范畴 ， 这 也 是 近 十 几 年 来 已 经 取得 巨大 成 就 的 领 
域 ,并 已 广泛 应 用 到 印刷 ,出 版 邮政、 生产 ,工艺 , 电 于 计算 机 技术 中 。 在 现代 航天 、 导 弹 ， 
反潜 等 军事 技术 中 的 应 用 则 导致 了 新 的 技术 突破 。 属于 拉丁 语系 的 各 国语 言 文字 的 识别 
和 翻译 已 经 自动 化 了 , 有 的 已 经 商业 化 了 , 它 大 大 减轻 了 专业 翻译 人 员 的 脑力 劳动 强度 ， 
提高 了 文献 出 版 印 吊 的 速度 和 能 力 ， 

另 一 类 被 列 人 人 工 智能 范围 的 是 仿生 学 . 识别 动物 的 神经 系统 的 工作 原理 ， 尤其 是 
认识 人 类 大 闹 的 思维 活动 原理 和 具体 的 结构 功能 始终 是 一 个 最 引人入胜 和 的， 具有 重大 科 
学 意义 的 课题 。 高 速 数 字 计 算 机 的 出 现 嗓 进一步 推动 了 这 一 研究 工作 的 进展 。 工 程控 制 
论 不 是 从 细胞 的 分 子 生 物 学 方面 去 研究 动物 神经 系统 ,而 是 着 重 研究 它 对 输入 信息 (不 管 
是 否 以 具体 的 物理 重 形 式 进入 感觉 器 官 ) 的 接收 ,传递 .贮存 和 处 理 的 原理 .既然 动物 的 神 
经 系统 的 存 在 是 物质 的 , 它 的 活动 (包括 人 的 大 脑 的 思 纵 活动 ) 是 物质 运动 的 一 种 表现 形 
式 , 那么 它 一 定 是 可 认识 的 。 因 此 , 从 人 工 智能 的 角度 去 研究 人 类 神经 系统 的 工作 原理 ， 
特别 是 研究 它 对 信息 处 理 的 原理 即 思维 活动 的 需 理 ,不 仅 在 科学 上 是 莫 常 重要 的 ,而 有 对 
工程 控制 论 的 发 展 也 具有 现实 的 和 深远 的 意义 。 普 遍 认为 ,， 人 的 大 脑 是 自然 界 由 生物 进 
化 而 形成 的 一 种 最 精密 、 最 完善 .最 可 个 的 “机 器 ”， 对 它 的 功能 的 那 怕 是 部 分 的 真实 了 逢 
郁 会 给 自动 化 技术 提供 启示 ,从 而 推动 它 的 发 展 和 进步 . 

到 目前 为 士 ， 从 控制 论 方面 对 神经 系统 的 活动 规律 的 研究 大 致 分 为 两 类 :首先 是 结 
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构 模 氢 ,如 第 17.12 节 中 介绍 的 关于 神经 元 的 模型 就 是 一 种 仿生 模拟 的 尝试 . 第 二 种 是 对 
生物 有 有 上 的 活动 的 宏观 模拟 , 称 为 进化 过 程 模拟 中 ,用 具有 较为 丰富 的 逻辑 功能 的 数字 计 
算 机 去 模仿 某 些 生物 对 外 界 作 用 的 反应 活动 的 还 辑 规律 ， 从 而 得 到 局 部 的 定量 描述 、 用 
以 描述 过 程 的 数学 工具 是 数学 分 析 和 逻辑 代数 ,特别 是 有 限 自动 机 理论 . - 

作为 一 个 精确 定义 的 问题 去 研究 人 工 智能 还 有 很 多 困难 、 例 如 什么 是 “智能 ”就 很 难 
给 出 确切 的 定 关 有 入 认为 “智能 ”可 定义 为 “在 各 种 复杂 的 条 件 下 ,为 成 功 的 达到 某 一 类 
虽 的 而 作出 决断 的 能 力 ? 呈 。 还 有 人 把 人 工 智能 和 * 智 能 放大 器 ”等同 起 来 ,等 等 。 从 工程 
控制 论 的 观点 来 看 ,作为 一 门 技术 学 科 , 人 工 智能 的 任务 是 用 机 器 去 部 分 地 代替 人 的 脑力 
劳动 。 自 从 电子 数字 计算 机 出 现 以 来 , 已 有 大 量 事 实证 明 , 机 器 不 仅 能 作 很 复杂 的 计算 ， 
例如 解 微分 方程 ,积分 方程 ,代数 方程 等 ,而 且 能 作 数 学 推理 ,逻辑 判 凯 , 把 人 从 繁重 的 , 单 
调 的 脐 力 劳动 中 解脱 出 来 、 这 就 如 工作 苹 机 是 人 手 的 延伸 一 样 ， 机 器 也 能 帮助 人 思维 ， 
在 有 些 间 题 中 它 比 人 的 思维 能 力 更 快 ,更 精细 ,并 且 还 能 完成 光 人 靠 人 的 脑力 劳动 无 法 完成 
的 课题 。 我 们 说 机 才能 代替 人 进行 一 些 脑力 劳动 ， 是 因为 脑力 劳动 一 一 思维 过 程 同 世界 
上 其 它 一 切 事物 一 样 都 是 物质 的 运动 或 运动 着 的 物质 ;不 然 就 会 陷入 唯心 沦 ， 但 是 ,机 器 
不 可 能 代替 人 的 全 部 思维 活动 ,因为 第 一 ;机 器 是 人 设计 制 仁 的 ;人 是 机 器 的 主人 ,机 器 永 
远 是 从 属 的 ; 第 二 , 当 人 从 简单 的 ,繁琐 移 脑 力 劳 动 中 解脱 出来 以 后 又 可 以 向 更 高 一 级 发 
展 ， ET 人 就 变 得 更 珊 明 。 不 过 种 认识 问题 就 要 陷入 机 
械 唯 物 论 . 

电 于 计算 机 能 够 完成 光 靠 人 的 脑力 很 淮 完 成 的 复杂 的 数学 计算 : 让 下 大量 的 数据 和 
情报 资料 ， 用 户 可 以 随时 索取 ;自动 管理 生产 、 交 通 运 输 、 银 行 资 金 存 取 等 业务 ;这 些 都 已 
经 被 事实 所 证 明 , 也 已 经 是 常识 了 。 但 是 , 从 工程 技术 角度 来 看 , 人 工 智能 主要 的 不 是 指 
机 器 所 特有 的 巨大 的 计算 和 存 贮 能 力 ， 而 是 指 用 它 解决 一 些 通 常 认为 属于 人 的 智力 范围 
的 问题 ， 例 如 , 用 机 器 进行 逻辑 推演 从 而 证 明定 再、 用 机 器 下 象 右 , 用 机 器 解答 各 种 智力 
难题 等 等 ;本 节 内 我 们 列举 儿 种 具有 代表 性 的 问题 ， A 
内容。  . 

1950 年 美国 科学 家 香农 首先 提出 数字 计算 机 可 以 用 来 下 德 横 - 1957 7 年 出 现 了 第 一 

”个 下 棋 程 序 。 随 着 计算 机 存 迪 容量 的 增 大 ,通过 很 多 人 的 研究 工作 ,十 年 后 ,于 1967 年 出 
现 了 较 好 的 机 器 棋 手 《程序 ), 它 在 比赛 中 战胜 了 一 大 批 象棋 爱好 者 ,被 评 为 三 级 棋 手 ,并 
被 一 个 地 方 象 棋 协 会 吸收 为 荣 淮 会员。 此 后 , 宙 器 下 象棋 的 智力 还 在 不 断 提高 .7 

1976 年 美国 数学 家 阿 帕 尔 (Appel》 和 了 哈 肯 (Haken》 用 计算 机 证 明了 一 个 100 多 年 
来 几 代数 学 家 都 没 能 证 明 的 一 个 著 明 的 猜想 so9， 任 何 一 个 平面 地 图 至 多 用 四 种 颜色 即 可 
把 相 邻 的 区 域 区 别 开 来 (任何 区 域 的 边界 线段 的 两 个 顶点 不 在 同一 颜色 中 }。 在 这 以 前 由 
于 间 题 的 复杂 性 ,多 数 数学 家 认为 这 个 猜想 可 能 是 对 的 ;但 是 对 于 任意 的 大 规模 的 地 图 大 
概 永远 无 法 证 明 四 色 定 理 的 正确 性 。 二 十 世纪 的 前 50 年 ,经 过 不 少 人 的 艰苦 努力 只 证 明 
了 下 色 定 理 对 于 含有 不 多 于 40 个 区 域 的 地 图 是 正确 的 。 而 彻底 证 明 这 一 猜想 ,对 于 多 于 
40 个 区 域 的 地 图 要 分 别 讨论 19* 种 情况 ,而 详尽 地 分 析 所 有 这 些 情况 , 人 一 辈子 也 作 不 
完 。 然 而 计算 机 帮 了 大 忙 。 阿 相 尔 和 险 肯 把 所有 可 能 的 情况 归纳 为 1.900 种 基本 情况 . 
他 们 用 了 大 约 四 年 的 时 间 , 在 计算 机 上 作 了 10” 步 逻辑 运算 , 花 1,000 多 机 器 小 时 , 终于 
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全 部 算 完 ， 人 们 认为 ,两 位 数学 家 的 主要 贡献 不 在 于 证 明了 由 色 定 理 ,而 是 用 机 器 完成 了 
人 的 脑力 不 能 完成 的 工作 ， 

有 一 种 “ 重 排 九 官 ” 的 游戏 ， 能 够 相当 清楚 地 说 明 机 器 如 何 用 试探 法 或 动态 规划 法 去 
解决 一 大 类 智力 选择 问题 。 在 有 3 x 3 个 方 格 的 横 盘 上 有 8 个 格子 放 上 顺序 编号 的 8 个 
棋子 , 一 个 是 空 的 , 如 何 能 以 最 少 的 步 数 把 给 定 的 一 种 布局 4 重 排 成 B( 图 17.11-1)。 为 
了 从 4 排 成 8B, 当然 有 多 种 走 法 .首先 , 第 一 步 有 四 种 走 法 , 第 二 步 有 二 种 走 法 , 第 三 步 


图 17.11-1 


”有 一 种 ,第 四 步 又 有 两 种 ,第 五 步 有 五 种 等 等 ,前 五 步 就 有 80 种 走 法 ,可 见 从 4 到 BB 路子 是 
很 多 的 。 如 果 富 目地 试探 ,大 约 就 需要 在 4 x 10 种 可 能 狂 中 找 出 一 种 步子 最 少 的 走 法 ， 
对 这 样 一 个 简单 的 题目 ,要 用 逐个 试探 的 办 法 去 分 析 完 所 有 的 可 能 性 也 是 很 费力 的 ,这 种 
方法 贡 做 “ 穷 举 ?。 和 如 果 棋 子 数目 不 是 8 个 ,而 是 15 个 (4,x 4 个 方 格 ) 或 更 多 , 用 这 种 穷 
举 的 办 法 就 更 为 困难 了 . 

为 了 使 机 器 能 够 模仿 人 的 智力 活动 ,从 棋盘 工 当前 的 布局 出 发 , 选 定 较 快 的 达到 终结 
状态 吾 的 步子 ,可 以 定义 一 个 代价 函数 或 决策 函数 , 它 的 极 小 值 答 好 对 应 通 向 终结 状态 的 
最 优 走 法 ， 例 如 , 用 ”表示 第 = 步 后 出 现 的 态势 ; 用 Kz) 表示 第 二 步 后 各 子 离开 自己 的 
终 态 位 置 的 工 离 的 总 合 ? 定 义 SC) 为 态势 函数 :凡是 处 于 边 上 的 子 ,经 移动 后 ,下 一 步 就 
有 一 个 子 占 据 自 己 的 终 态 位 置 ， 这 个 子 的 态势 权重 取 为 0, 否则 它 的 态势 权重 取 为 23 凡 
处 于 中 间 格 子 上 的 子 态势 权重 取 为 1。 态势 蒿 数 5(w) 的 值 是 在 第 # 步 后 所 有 了 的 态势 
权重 的 总 和 ， 构 造 决策 函数 

FJ 一 P(z) 十 3S(Cn7， (17.11-1) 
第 * 十 1 步 的 选择 应 该 使 Ke 十 1) 取 极 小 信 。 计算机 根据 这 一 准则 去 选择 每 -- 步 的 走 
法 ,结果 经 过 23 步 即 可 由 4 状态 达到 终 态 B ,而 且 这 是 最 少 的 步 数 。 用 类 似 的 办 法 ,机 器 
走 30 步 即 可 从 图 17.11~2 中 所 示 的 状态 4 达到 终 态 B, 而 十 九 世 纪 有 一 位 数学 家 曾 认为 
至少 需要 36 步 。 


17.11-2 


再 一 个 公认 属于 智力 难题 范围 的 是 “金币 去 伪 问题 m， 有 12 个 外 观 完全 一 - 样 的 金 
币 , 其 中 有 一 个 是 假 的 ,所 有 11 个 真 金币 有 相同 的 重量 , 假 金币 的 重量 则 不 同 。 要 求 设计 
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一 种 机 器 程序 , 求 出 用 无 法 码 天 平 至 少 称 重 多 少 次 后 能 够 找 出 假 的 ,并 确定 真 假 金币 那个 
重 。 用 机 器 解决 这 种 问题 所 需要 的 工具 属于 另 一 个 领域 一 -概率 论 和 信息 论 。 。 
设 有 一 个 随机 事件 4 中 包括 1” 种 可 能 性 A1, Ad 相应 的 出 现 概 率 是 p(41)， 


p42),: Pl,), BD 定义 函数 
SN 2) 


叫做 随机 事件 4 的 米 ， 由 于 Ppa) 一 1,0 之 p(4)) 所 1, 故 H(4) 六 0, 显然 , 当 且 
仅 当 有 一 个 4 的 出 现 概率 为 1， 而 其 它 ” 一 1 个 4;, j 和 * i 的 出 现 概率 为 0 时 ， 才 有 
HKC4) 一 0。 另 方面 ,只 有 这 = 个 事件 和 ,和 4,…， 4 是 等 妥 究 时 ， 即 p(44) 一 113 时 ， 
H(A) 取 极 大 值 ， 此 时 \ 

H(A)=— 1 Ly» iog 一 一 logs,. 《17.11-3》 


这 样 ,随机 事件 4 的 粹 HCA) 羽 数量 的 形式 表示 事件 的 不 确定 性 
设 4 和 是 两 个 独立 的 随机 事件 ， 4 如 上 述 ,B 仿 有 mm 个 可 能 性 B1, Bi,"……， Bm， 相 
应 的 出 现 概率 为 p(B,); ! 一 1, 2,…，m， 容 易 证 明 ， 同时 发 生 《和 了 两 个 事件 的 入 


MAR, A | . 
H(AB) = H(A) + HC(B), (17.11-4) 
如 果 4 和 B 不 是 相互 独立 的 , 则 z - 
H(AB) 。 = A) 下 Hus 8) 一 H(CB) 十 Ha( 4) {17.11-5) 
而 且 总 有 z 
| 0 HA(B) <H(B), (17.11-6) 
式 中 HAB) 称 为 条 件 粳 : 四 


Fas(B) 一 PC4DEACB) + PANHaAB) + + pA HB), 
Ha(B) ~ 一 > PCBil Ai) log PCBi A), 1 = |， (17.11~7) 


而 p(B1| 4) 是 4 出 视 司 B; 出 现 的 条 件 概率 。 

显然 , 如 果 4 和 B 不 是 相互 独立 的 事件 , 那么 事件 3 出 现 后 会 带 来 一 些 关于 4 的 “ 信 
息 ”, 于 是 事件 4 的 个 确定 性 将 闫 小 ， 也 就 是 说 ,事件 4 的 炉 将 减 小 , 用 1(B, 4) 表示 B 出 - 
现 后 4 的 粹 的 威 少量 ， 

1(8, 人 m H(A) 一 Hl4) (17.11-8) 

称 为 事件 3( 对 事件 4) 含有 的 入 息 量 ， 

应 用 上 述 信 息 论 的 基本 概念 便 可 以 找到 一 种 机 器 可 以 接受 的 计算 程序 ， 去 解决 金币 
去 伪 这 一 类 智力 难题 。 首 先 ,在 未 称 重 以 前 12 个 金币 中 每 一 个 都 可 能 是 假 的 ,可 能 比 真 的 
轻 , 也 可 能 比 真 的 重 , 所 以 总 共有 24 种 可 能 性 ,并 且 可 以 认为 是 等 概率 的 ， 这 样 , 问题 《4) 


含有 的 总 信息 量 是 HC4) 一 一 log log 24 = 1.3802， 在 无 法 码 天 平 上 称 重 一 次 《 当 
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然 两 端 放置 相等 数量 的 金币 ) 有 三 种 可 能 的 结果 ， 两 端 平衡 . 左 重 右 轻 和 左 轻 右 重 。 所 以 
每 称 重 一 次 所 得 到 的 信息 量 最 多 是 jog 3 一 0.4771. 而 一 2.892 一 3, 故 只 要 称 重 


3 次 即 可 得 到 必要 的 信息 量 ， 以 解决 金币 去 伪 问 题 ， 于 是 最 少 的 称 和 次 数 天 由 下 式 确 
定 : 

Ko= [站 | 二 1 一 3 (17.11~9) 
太 中 有 疯 汶 括 导 表 示 落 数 部 分 , 

用 41, 4; 和 43 表示 依 次 三 次 称 重 办 法 ， 于 是 ， 监 个 全 币 去 伪 问 题 ( 记 为 4) 便 由 三 个 
依次 实现 的 三 个 程序 组 成 4 一 4,4;4;， 先 看 第 一 次 称 重 。 设 天 平 的 两 端 各 放水 个 金币 ， 
余下 的 是 12 一 2 m 个 ,这 一 种 称 法 记 为 4 对 4f*， 可 能 有 三 种 情况 : 若 天 乎 出 现 平衡 
状态 , 假 的 必 在 12 一 2 m 中 ,共有 2 (12 一 2 m) 种 可 能 性 ; 若 右 重 左 轻 , 则 要 么 右边 m 个 中 有 
一 个 是 重 的 , 要 么 左边 m 个 中 有 一 个 是 轻 的 , 于 是 共有 2 m 种 可 能 性 ;第 三 种 铺 况 是 左 重 
右 轻 ,一 共 也 有 2m 种 可 能 性 。 于 是 4fm) 人 


是 32 一 对 和 包 (因为 总 共有 24 种 可 能 性 》 当 mm 确定 后 ， 信 
式 i 《 丧 ) 是 
Wo 
Sar 6 6 12 12 2 12 
a ,NE Ok EE 加 
pe 和 log 二， (17.11-10) 
因为 内 有 当 三 个 基本 事件 的 出 现 概率 相等 时 , H(A”) 才 有 极 大 值 , 故 . 
max H(AMW) ww H(A )== lag3, |. . ... {17.11~11) 


即 第 一 次 称 量 只 有 在 天 平 两 端 名 放 4 个 金币 时 才能 得 到 最 大 的 信息 

再 讨论 第 二 次 称 重 程序 42, 显然 4; 依赖 第 一 次 称 重 试验 的 结 果 ， 设 第 一 次 称 重 时 
两 端 各 4 个 金币 重量 相等 , 假 的 必 在 其 余 的 4 个 中 间 。 把 这 4 个 中 的 ?个 放 在 左 端 , 了 个 
放 在 有 端 ,， i 十 了 委 4, 设 ;i 之 六 右 端 补 上 真 金条 一 了 个 ,这 种 安排 可 记 为 4， 用 对 
4 相 类 似 的 分 析 方 法 ,可 以 算出 信息 量 愉 (4 2。 用 pC《8)，p(2) 和 PA Y) 分别 表示 出 
现 平衡 \ 左 重 和 右 重 的 概率 ,对 不 同 的 1 和 i 可 算出 下 表 ; 


表 17.11-1 


I ’ plO) Pl2) Hd) 
1 I 1/2 日 。435Z 

1 0 3/4 0.320 

2 2 0 0.30 

2 1 1/4 0.470 

2 . 0 112 0.452 . 
3 1 0 0.301 

3 0 Ti4 0.470 

4 0 0 0 .301 
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从 上 表 中 可 立即 君 出 ， 本 
max EC ”7 一 0.470 (17.11-12) 
即 (7, 力 一 (2,1) 或 (3，0) 本 

如 果 第 一 次 称 重 41 的 结果 是 左 重 右 轻 , 则 其 你 4 个 必 是 真 金币 ,第 二 次 称 重 4; 可 以 
按 下 述 办 法 进行 ， 从 左 凋 四 个 中 取出 六 个 和 右边 4 个 中 取出 去 个 放 到 左 端 ， 取 为 个 左 
端的 和 二 个 右 端 的 放 在 右 端 ， 然 后 再 用 真 金币 补 齐 ， 这 种 方法 记 为 drnafo2， 仍 用 表 
17.11-1 中 的 符号 ,对 不 同 的 于 ,吉庆 和 产 算出 下 (Lai ， 并 列 于 表 17.11-~2 中 ， 


- 事 17.11-2 

四 包 : p(2) POY) HUAV dtrta)) 
1 2 1 318 3i8 0.470 
和 1 2 0 174 378 0.470 
2 -1 1 1 3/8 114 0.470 

1 2 1 2 318 | 3/8 0.470 : 
1 2 0 2 3/8 1/4 0.470 
1 1 1 1/4 3/8 0.470 . 
3 1 1 0 3/8 1/4 0.470 
1 3 0 1 114 | 38 0.470 
2 2 1 1 3/8 3/8 0.470 
2 2 1 0 1/4 3/8 0.470 
2 2 0 1 3/8 1/4 0.470 
3 2 1 0 318 3/8 0.470 
a 3 0 1 318 3/8 0.470 


从 该 表 中 可 看 出 ， 有 13 种 组 合 方法 都 有 个 也 的 最 大 信息 量 0.470， , 即 
max HS ) = max H(AY: Hlae 1 ) 


. mor HAD = 0.470 (1711-13) 
无 论 是 表 17.11- _1 中 对 应 最 大 信 息 的 情况 或 17. 11-2 中 的 某 一 情况 ， 第 兰 次 称 重 都 能 
确定 出 那个 金币 是 假 的 , 而 且 同 时 确定 它 比 真 金币 和 量 还 是 轻 . 不 难 算出 H(A3) 对 应 各 种 
情况 的 极 大 什 ， 
总 结 上 述 ,金币 去 人 问题 的 机 赛 解 是 程序 的 依据 是 嫩 函 数 所 的 极 大 什 解 : 
H(A)} = H(A14243) == H(A3) FF HilA2) 士 五 4(L4) ee max (17.11-14). 
从 上 述 几 个 代表 性 的 例子 就 可 以 看 出 ,为 了 使 机 器 能 够 解决 这 一 类 型 的 智能 问题 , 必 
须 首先 选 定 一 种 代价 函数 .机 器 将 按 代 价 函 数 的 极 大 或 极 小 要 求 ,根据 已 经 出 现 的 态势 ， 
去 选择 (决断 ) 下 一 步 最 好 的 或 较 好 的 行为 (动作 )。 由 于 电子 计算 机 有 很 高 的 计算 速度 和 
较 大 的 存 凡 数据 的 容量 ,所 以 能 在 短 时 间 内 执行 复杂 的 数学 运算 和 逻 辑 运算 程序 ,在 这 一 
方面 也 仅仅 在 这 一 方面 ,机 器 才 可 能 胜 于 人 的 脑力 。 然 而 关于 命题 , 代价 函数 , 行为 的 县 
标 , 甚 至 解 题 的 顺序 以 至 解 题 的 程序 (即便 是 抽象 的 、 Le 
来 提出 种 制定。 . 
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前 面 提 到 的 下 象棋 的 程序 也 完全 一 样 。 要 事先 确定 一 种 代价 函数 .例如 ， 吃 掉 对 方 
一 个 车 得 10 分 ,丢掉 一 个 车 得 负 10 分 ; 马 的 代价 为 土 5 分 ,未 过 河 的 卒 的 代价 土 1 分 ,过 
河 卒 为 土 2 分 ,等 等 。 机 器 要 记忆 棋盘 上 当时 的 布局 ,记忆 规定 的 走 楼 规则 , 试 算 各 种 可 能 
走 步 的 代价 ,然后 选择 在 若干 步 内 总 得 分 最 高 的 方案 ， 如 果 计 算 机 的 速度 和 容量 足够 大 ， 
那么 它 可 以 同时 分 析出 数 十 步 后 的 总 得 分 数 ， 从 中 选取 最 好 的 走 法 、 随 着 程序 的 不 断 小 
进 ,第 一 流 的 机 器 棋 手 将 会 出 现 , 这 在 技术 上 是 能 够 实现 的 。 


17.12 神经 网 络 模型 


神经 系统 在 各 种 动物 机 体 的 生命 活动 中 , 起 着 决定 性 的 中 枢 榨 制 作用 .呼吸 、 消 化、 
体温 ,血液 循环 ,内分泌 等 一 切 生 命 活动 都 受 着 神经 系统 的 调节 和 控制 ， 至 于 高 等 动物 的 
有 意识 的 行为 之 受 大 哼 神 经 系统 的 支配 更 是 不 待 说 了 。 几 十 年 来 ， 国 内 外 对 神经 系统 的 
控制 过 程 的 研究 试验 作 了 大 量 的 工作 ,取得 了 不 少 的 成 绩 。 神 经 系统 ,特别 是 人 类 的 神经 
系统 是 一 个 完美 的 信息 处 理 中 心 、 信 息 存 贮 中 心 和 指挥 控制 中 心 。 认 识 神经 系统 信息 传 
递 和 记忆 的 机 制 ， 揭 开 大 脑 活动 的 功能 原理 对 于 人 类 是 一 个 唱 益 追 亡 的 重大 课题 ， 除 了 
认识 论 的 意义 外 , 搞 清 楚 神 经 系统 的 物质 结构 和 功能 原理 对 于 先进 控制 系统 的 设计 ,包括 
对 电子 计算 机 的 设计 都 具有 实际 的 重大 意义 。 

集成 电路 计算 机 的 出 现 ， 尤 其 是 大 规模 集成 电路 微型 机 的 出 现 促进 人 们 意识 到 : 用 
少数 几 种 原理 非常 简单 的 门 电路 就 可 以 “ 堆 集 成 ”技术 上 相当 复杂 、 功 能 相当 完善 的 电子 
计算 机 。 据 估算 ， 人 的 大 脑 含有 约 10" 个 神经 细胞 (或 称 神经 元 ), 分 为 几 百 个 不 同 的 类 
别 . 而 低 等 动物 如 昆虫 的 及 神 经 仅 含 有 约 104 个 神经 元 。 而 现在 能 够 作 到 的 大 型 计算 机 
中 的 逻辑 门 的 总 数 约 为 107, 已 大 大 超过 昆虫 英 的 神经 元 的 数目 。 因此 , 大 规模 集成 电路 
的 计算 机 对 研究 神经 系统 提供 了 一 个 有 力 的 工具 和 模型 。 当 然 ， 一 个 神经 元 的 功能 可 能 
远大 于 一 个 逻辑 门 电路 所 具有 的 简单 功能 。 例 如 ,有 人 估计 ,人 的 大 及 的 信息 存 贮 总 盈 
约 为 10 二进制 位 , 邑 每 个 神经 元 平均 记忆 10; 二进制 位 ,一 个 神经 元 简直 是 一 个 存 驻 体 . 
虽然 如 此 ， 用 简单 的 逮 辑 单元 去 术 拟 神经 元 的 基本 特征 进而 建立 神经 系统 的 简单 模型 ， 这 
是 一 种 很 自然 的 初步 尝试 ， 

前 节 提 到 ， 各 制 论 的 任务 主要 的 不 是 从 物质 结构 方面 (细胞 结构 ， 分 子 工程 学 等 ) 去 研 
究 神经 系统 ,而 着 重 研究 感觉 器 官 接收 到 的 信息 如 何 传递 到 大 脑 中 枢 , 这 些 信息 以 什么 形 
式 被 加 工 处 理 , 如 何 实现 信息 的 存 贮 记忆 等 等 , 即 研究 信息 运动 的 机 理 。 近 几 十 年 来 国内 
外 已 建立 了 很 多 不 同类 型 的 神经 元 模型 ， 从 不 同 的 方面 去 表现 神经 元 的 某 些 基本 生物 学 
特征 ,例如 , 兴 在 积 抑制 , 学 习 和 记忆 , 对 外 界 作 用 的 反应 和 条 件 反 射 , 国人 值 作用 和 不 应 其 
等 等 。 为 了 研究 这 类 特征 ,计算 机 设计 的 理论 基础 -一 数理 逻辑 ,自然 地 成 为 基本 的 过 程 
插 述 工具 。 另 一 方面 ,在 研究 试验 信号 在 神经 纤维 中 的 传递 特性 时 ,通常 的 传递 函数 描述 
方法 仍然 有 一 定 的 参考 作用 ， z 

旱 在 1943 年 就 有 了 第 一 个 神经 元 的 理论 模型 , 即 McCuiloch-Pits 神经 元 吗 ， 他 曾 候 
设 神经 元 是 一 个 有 多 端 输 和 人 和 一 端 输出 的 共有 延迟 作用 的 逻辑 单元 、 输 人 端的 数 月 为 任 
意 多 个 但 为 有 穷 数 ; 用 图 17.12-1 所 示 符 号 表示 。 输 出 端 仅 有 两 种 状态 : 兴 存 和 抑制 ， 输 
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出 4 高 电位 代表 神经 元 处 于 兴奋 态 , 低 电 位 表示 抑制 态 , 分 别 用 二 元 域 GF (2) 中 的 1 和 
0 表示 ,输入 端 分 为 两 类 :一 类 是 用 高 电位 使 神经 元 兴奋 《图 中 的 mx), 另 一 类 是 用 高 
: 电位 使 神经 元 抑制 《图 中 的 #3, xz)。 殴 轿 中 的 五 表示 
。 只 有 当 起 兴 吝 作用 的 输入 竟 个 数 比 起 抑制 作用 的 输入 
端 个 数 至 少 多 8 个 时 神经 苑 才 处 主 兴 次 态 。 而 且 假定 
从 输入 作用 到 来 的 时 刻 到 神经 元 出 现 兴 桨 或 抑制 的 时 
刻 洽 好 经 过 一 个 时 间 节 拍 、 并 且 假定 这 个 时 间 节 拍 对 
“ 所 有 不 同类 型 的 神经 元 是 共同 的 ， 使 得 有 可 能 用 有 统 
一 节拍 的 时 序 有 逻辑 方 程 去 描述 由 多 个 神经 元 构成 的 神 
经 网 络 ， 由 上 述 定义 不 难看 出 ,图 17.12-2 《a) 中 表示 
” 的 神经 元 仅 当 。 和 都 处 于 激发 状态 时 才 处 于 兴 罕 
“，. 灾 ,: 而 (b) 图 所 示 的 神经 元 只 要 有 一 个 输入 端 为 激发 
yy 12-1 神经 元 术 型 ”状态 时 ,就 被 激发 ， 图 .(c) 所 示 的 是 一 个 “ 逐 相 器 > , 抑 
制作 用 使 它 兴 在 ， 激发 作用 反而 使 其 抑制 。(d) 表示 有 记 亿 能 为 的 神经 元 ,一 县 被 其 它 神 
经 元 所 激发 以 后 ;就 永远 处 于 兴奋 态 。 


tl 


: 图 17%12>2 椒 同类 到 的 神经 匈 


, 由 此 可 见 : 所 谓 “ 神 经 元 ” 实质 上 是 逻 答 单元 和 延 近 时 间 为 一 个 节 扫 的 延迟 单元 不 可 
分 割 的 组 合 。 因 此 ' 它 是 这 样 一 种 自动 机 : 仅 有 涛 种 内 部 状态 ,并且 当 输 入 固定 后 , 其 状 
灾 要 在 一 拍 之 后 才能 达到 平衡 .不 难看 出 : ;神经 元 实质 的 远 辑 运算 是 多 种 多 样 的 ， 但 是 ， 
对 每 一 个 给 定 类 型 的 神经 元 ， 则 仅 能 实现 一 个 具体 的 这 驾 代 数 式 的 运算 . 如 图 17. 12-3 所 
示 的 神经 细胞 仅 能 实现 代数 式 
qt)= Ep rp) 十 a 中 Da 
算 与 其 等 价 的 代数 式 .， A 
将 有 限 个 “神经 细胞 ”的 输入 端 和 输出 端 按 一 定 n 3 
的 方式 相互 连接 以 后 , 便 成 为 + 神经 网 络 ?。 它 的 连接 1123 
规则 及 神经 网 络 的 输入 和 输出 与 第 17.5 忆 的 兆 辑 现 络 类 同 。 因此 ， 也 有 开 还 神经 网 络 和 
闭环 神经 网 络 之 分 ， 图 17.12-4 (a) 是 具有 四 条 输 大 线 和 一 条 输出 线 的 开 环 神经 网 络 . 
图 17.12~4 和 风 是 具有 一 条 输入 线 和 一 条 输出 线 的 闭环 神经 网 络 . 但是 ， 比较 有 总 轧 的 


Fry 


wo aa 

< ”加 17.12-4 
是 神经 网 络 中 的 每 一 个 细胞 的 输出 便 构成 一 个 状态 分 量 ， 细胞 输出 的 兴奋 或 扫 抽 取决 定 
该 状态 分 量 的 取信 ,。 因此 。 由 ;个 细 胸 构成 的 神经 罗 络 至 多 可 用 个 状态 , 可 用 图 
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图 “17 .12-5 


17.12-6 的 表 集 (包括 2 个 表 ) 表 示 。 在 表 中 c; 表 示 第 i 个 细胞 , 4 为 其 状态 , 取 值 是 1 或 
0， 击 神经 绍 胞 的 工作 特点 可 以 知道 , 神经 网 络 也 是 一 种 特殊 类 型 的 自动 机 , 它 的 输出 与 
该 朋 时 的 输入 无 关 ,而 是 前 一 节拍 输 人 和 状态 的 通 数 。 例 如 ,由 * 个 细 炮 组 成 的 有 几 条 输 


图 17 .12-6 


人 线 和 一 条 输出 线 的 神经 网 络 在 时刻 的 输出 方程 和 状态 方程 可 写成 
a(p) = (qlp — 1), xlp — 1)), 
gq(p) "= gq9p — 1), xlp — 1)). i 
这 里 ec 和 x(p) 分 别 表示 ?时 刻 的 状态 向 量 和 输入 向 量 、41《2) 则 是 第 i 个 细胞 的 状 
态 ， 别 是 第 个 输入 线 的 状态 。 如 果 把 s(p) 表示 为 9tp) 的 函数 , 上 面 方程 组 则 可 
写 为 - 
a —A(qgp)), 
gq = gp—1), xp 一 DID)。 « (17.12-2) 
这 时 便 可 以 看 出 ， 它 和 描述 委 动 机 工作 的 方程 组 是 一 样 的 。 因 此 ,可 像 分 析 目 动机 一 样 来 
分 析 神 经 圆 络 。 例 如 图 17.12-4 (b) 所 未 神经 圆 络 的 输出 方程 和 状态 方程 组 便 荐 
zs{p) 一 qatp) 9 
gp) = gp 1), 
qi(P) 一 qt 了 一 1) 十 qa(p 一 1), 


gp) = x(p — 1). 《17.12~3) 
为 了 更 明显 地 看 到 输出 和 输入 的 关系 ,我 们 把 有 关 的 状态 方程 代 和 人 输出 方程 ,这 时 
z{p) 一 z(b 一 3) 十 9 人 pp 一 2)。 (17.12-4) 


同样 ,对 图 17.12~5 的 神经 山 络 列 写 输出 方程 和 状态 方程 . 则 有 
2(p) mm qelp), 
gp) = qf — 1) + ap —1) + gp — 1), 
gs{p) = rp — lap — 1)r(p — DaKp — 1), 
gp) = rp— ap Dry 一 1)gxp — 1), 
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gp) = np — qlp— rtp— Dalp 一 1), 
gp) = tlp — 1), 
ap) = np.— 1), {17.12-5) 
它 的 输出 与 输入 的 关系 是 
zs(p) 一 xi(p — 2)r(p — 3)x(p — 2)x(p — 3) 
+ rp — Dntp — 3)r(p — 2)x(p — 3) 
t xp — 2)n(p — 3)rp ~ 2 — 3), (17.12=6) 
方程 (17.12-3)。《17.12-4)、《17.12-3) 和 《17. 12-6)》 表明 了 相应 神经 网 络 的 逻辑 功能 . 
日 方程 (17.12~4) 和 (17. 12-6) 不 难看 出 ， 人 
输出 端 得 到 反映 。 ”- 
由 于 每 个 神经 细胞 都 含有 _ 个 延 巡 单元 ， 因而 整个 神经 网 络 就 可 能 含有 着 干 个 延 汉 
单元 。 这 样 ,要 实现 一 个 积 和 式 的 运算 ,利用 过 辑 单元 仅 是 贬 间 的 事情 ,而 用 神经 细胞 ;一 
般 来 讲 就 需要 两 拍 或 两 拍 以 上 的 时 间 才 能 完成 。 当 输入 信号 节拍 等 于 神经 细胞 工作 节拍 
时 ,利用 神经 细胞 并 不 能 实现 所 有 的 有 限 自 动机 。 例 如 ,对 于 一 个 很 简单 的 用 方程 
人 

来 描述 的 目 动 机 就 实现 不 了 。 因 为 要 求 神经 细胞 经 过 一 拍 延 迟 实 现 上 式 看 端 , 即 实现 
zp) w= x(p — ay > DD 

的 运算 ,这 是 不 可 能 的 . 

我 们 注意 到 ,所 有 “神经 网 络 * 中 的 基本 神经 元 都 可 以 用 各 种 逻辑 门 来 实现 ， 唯一 不 同 
的 是 各 种 逻辑 门 本 身 没 有 时 间 延 迟 作 用 。 只 要 适当 地 用 延迟 单元 与 各 种 带 辑 门 相 配合 
各 种 神经 现 络 和 时 序 肌 辑 网 络 在 功能 上 可 以 认为 是 等 价 的 ， ny 用 时 序 逻 辑 网 结 有 可 
能 模 报 神经 系统 的 某 些 现象 . 

如 本 节 开 始 曾 提 到 的 那样 ， 实际 的 神经 元 的 功能 或 许 不 能 用 兴 奋 和 抑制 两 个 状态 来 
措 述 , 它 的 输出 状态 可 能 是 某 一 有 穷 数 p,p 2, 但 是 , 只 要 输出 状态 是 有 穷 的 ,就 总 可 
以 用 逮 辑 网 络 来 措 述 它 , 即 可 用 递 常 的 门 电路 构成 的 有 穷 吏 络 来 代表 一 个 神经 元 ,问题 是 

”需要 比较 确切 地 了 解 神经 元 的 功能 原理 ;直接 用 多 访 器 件 枸 成 的 逻辑 网 络 去 描述 神经 元 
也 是 一 种 可 能 的 方法 ,但 是 从 模型 的 功能 范 国 上 看 ， 不 见得 有 根本 性 的 变化 。 


17.13 图 象 商 


-自动 化 技术 的 发 展 要 求 县 了 控制 机 或 信息 处 理 机 识别 某 此 客观 事物 的 能 力 ， 例如 抽 
取 事 物 的 基本 特征 而 加 以 分 类 ,对 某 些 事 物 的 细节 做 详细 的 分 析 从 而 得 到 精密 结构 等 等 : 
一 切 能 以 某 种 信息 形式 进入 机 器 的 事物 ,对 象 . 过 程 等 统称 为 图 象 或 称 为 模式 。 图 象 识 别 
(Pztizrn Recognition》 或 叫 和 烘 式 识别 通常 被 列 人 人 工 智 能 的 范畴 .图 象 识 刻 技 术 的 含义 很 
广泛 ,例如 图 片 , 照 片 的 特征 提取 和 分 类 ， 雷 达 反 射 信 号 的 全 息 处 理 ， 文 字符 号 的 直接 判 
读 ,空间 物体 几何 结构 的 分 析 ,细胞 涂 片 的 辨认 ,大 的 语音 的 机 器 识别 等 等 
有 关 图 象 识别 的 研究 ,由 于 目的 和 对 象 的 不 同 就 自然 出 现 不 同 的 出 发 点 和 研究 方法 。 
俩 如 ,从 生理 学 的 观点 ,图 象 识别 的 研究 着 重 分 析 和 模拟 人 的 各 种 感 观 和 大 脑 对 客观 事物 
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的 识别 机 理 。 从 技术 科学 的 角度 出 发 ,图 象 识别 的 任务 是 分 析 和 概括 有 关 识 别 技术 的 实 
践 经 验 ,然后 上 升 为 理论 ,利用 数学 为 工具 ,建立 用 机 器 能 够 实现 的 识别 方法 和 程序 ,去 解 
决 各 类 识别 问题 的 自动 化 问题 . 在 本 节 内 我 们 将 对 后 者 进行 简略 的 讨论 . 

首先 , 设 某 一 类 事物 有 几 个 特征 ,每 个 特征 都 可 以 用 一 个 量 来 描述 . 把 这 些 特征 量 按 
一 定 的 规则 排列 成 » 维 向 量 。 一 切 可 能 的 向 量 构 成 一 个 向 量 空 间 ， 称 为 特征 罕 间 。 根 据 
把 特征 空间 划分 为 子 集 的 概念 ， En 
做 数据 处 理 和 胺 辑 判 断 。 设 某 一 事物 可 以 用 * 个 特征 量 zx，*，…，, xs 组 成 的 # 维 问 量 
x 表示 ， 
X= A, 1 ts), 和 (17.13-1) 
x 称 为 图 象 的 特征 向 景 ， 这 样 一 来 , 每 一 个 具体 图 象 就 对 应 于 # 维特 征 空间 中 的 一 个 后 ， 
把 特征 空间 划分 成 互 不 交 又 的 若干 个 区 域 ， 一 个 区 域 就 对 应 于 一 个 图 象 类 ， 当 输入 一 个 
图 象 时 ,就 根据 它 的 特征 向 量 属 于 那个 区 域 而 判定 蛙 于 那 一 类 , 如 图 17.13-1 所 示 。 用 数 
学 方法 分 类 问题 可 以 用 “判别 函数 ?来 表达 ,假定 用 Si, 9,，……， St 表示 于 个 可 能 划分 的 类 


图 衣 特 征 数据 | 特征 Ps 类 器 
抽取 | i 
. 站 


册 17.13-1 


别 、 今 构造 天 个 泛 冰 , D,(x) 称 为 8 类 的 判别 函数 ，j = 1, 2.…., 和。 如果 输 入 x 属 于 
$ 类 ,那么 D,(x) 必须 取 最 大 值 , 即 对 所 有 8 类 的 x 


D(X) > DAX)Y ifmeil,2,...,R, fl, XESI (17.13-2) 
这 样 一 来 ,特征 空间 中 ,第 i 类 与 第 1 类 所 对 应 区 域 的 分 界面 就 由 下 式 决定 
D(x) — D(x) = 0. (17.13-3) 
满足 上 述 条 和 件 的 泛 函 就 可 以 作为 分 类 判别 函数 。 如 果 函 数 的 形式 是 线性 的 ， 称 为 线性 分 
类 ,是 非 线性 的 称 为 非 线性 分 类 ， 


。 线性 分 类 中 很 重 楼 的 一 种 是 按 距离 最 小 分 类 、 对 于 万 类 中 的 每 一 类 ， 分 别 确定 一 个 
参考 向 量 , ni, 7:,…* ,7 作为 各 类 的 样板， 可 以 以 与 参考 向 量 的 距离 最 小 作为 分 类 准则 ， 
对 于 输入 向 量 x 如 果 下 式 成 立 ,那么 x* 属于 第 i 类 : 


[x—rl=min, (17.13-4) 

其 中 站 | 表示 s 维 欧 氏 空 间 Rs 中 的 向 量 范 数 , 极 小 min 是 当 i 遍历 1 ,2 ,… ,时 的 极 小 
值 。 上 式 义 可 改写 为 

lx —rl: = lxP—2Cx, r+ rl (17.13-5) 


这 里 ( . ,. ) 表 示 R。 中 的 内 积 。 如 果 把 参考 向 量 7;，; 一 !, 2,-… ,规范 化 , 那么 要 求 
x 与 mm 的 距离 最 小 就 相当 于 要 求 
(x¥, rf;) = max。 (17.13-6) 
上 式 说 明 , 按 距 离 最 小 的 分 类 属于 线性 分 类 ， 如 果 x 与 第 i 个 参考 向 量 mm 的 相关 系数 最 
大 ,那么 就 判定 属于 第 ; 类 。 这 就 是 用 得 比较 普遍 的 “样板 匹配 ”法 。 由 于 描绘 图 象 所 抽 
取出 来 的 特征 往往 会 有 所 变化 ,同时 又 不 可 避免 地 存在 着 噪音 等 干扰 的 影响 ,所 议 每 一 个 
具体 的 描述 向 量 x 实际 上 是 一 个 随机 向 量 ， 故 分 析 某 一 类 的 特性 时 ，、 可 以 用 概率 论 的 方 
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法 ,统计 求 出 概率 密度 函数 ， 这 实际 上 是 通过 对 各 类 图 象 的 大 量 采 样 的 统计 处 理 , 求 出 概 
率 密度 的 近似 表达 式 , 作 为 机 器 进行 自动 分 类 的 判别 依据 ”9， 

为 了 用 机 器 按 样板 匹配 法 进行 自动 分 类 ,当然 先 要 制定 样板 , 即 确定 样板 向 量 7 

本 
合 ) 特 征 数据 输入 到 机 器 中 去 加 工 处 理 ,例如 用 数据 平滑 法 求 出 多 元 随机 量 的 数学 期 望 和 
相关 函数 ， 再 由 此 求 出 概率 最 大 的 样板 向 量 m.。 这 个 加 工 过 程 类 似 对 一 个 操作 手 的 训练 
过 程 或 学 习 过 程 ， 故 可 称 为 对 机 器 的 监督 训练 。 这 种 图 象 识别 方法 常 称 之 为 监督 分 类 
法 ， | . 
图 象 识别 的 另 一 种 与 上 述 不 同 的 类 别 是 没有 给 定 某 类 蜀 的 训练 集合 ， 也 没有 外 界 的 
监督 作用 、 而 是 按 事先 给 定 的 某 种 准则 , 把 特性 相 类 似 的 归 为 一 组 , 成 为 一 个 聚合 组 , 组 
的 数 且 即 可 能 的 分 类 数 预先 可 以 是 知道 的 ,也 可 以 是 不 知道 的 ,这 种 情况 称 为 非 监督 分 类 
或 非 监督 到 合 . 在 这 类 问题 中 ， 如 何 选择 图 象 的 采样 特征 向 量 是 很 重 杰 的 ， 特 征 向 量 的 
选择 加 上 判别 准则 的 确定 ,等 同 于 如 何 定义 一 个 聚合 组 .定义 不 同 , 宙 器 的 分 类 效率 和 精 
度 也 就 不 同 ， 例 如 ,可 以 事先 根据 实际 问题 的 特点 构造 一 个 荣 合 准则 函数 ], 将 函数 了 的 
值 域 分 成 不 同 的 子 集 ; 每 一 个 子 集 对 应 一 种 分 类 。 所 以 ,建立 一 个 聚合 的 准则 以 及 与 其 所 
相应 的 一 个 算法 ,两 者 一 起 就 构成 解决 茉 侣 分 类 问题 的 机 器 程序 .这 种 方法 曾 有 效 地 用 于 
地 球 资源 的 分 类 。 在 高 空 用 多 光谱 遥感 仪器 对 地 球 表面 摄影 或 扫描 ,根据 不 同 物体 反射 
不 同 光 谱 的 特性 把 光谱 性 质 相 近 的 合 在 一 起 成 为 一 个 聚合 组 ,: 从 而 达 到 分 类 的 要 求 。. 

样板 匹配 法 能 够 有 效 地 应 用 到 人 的 语音 识别 问题 中 . 语音 的 元 素 是 音节 ， 音 节 的 突 
变 是 语音 结构 的 主要 特征 中国 科 学 院 物 理 研究 所 选用 时 间 -频率 ~ 幅度 所 谓 “ 三 维 频谱 ? 
作为 语音 模型 的 基本 特征 去 选择 识别 参数 中。 从 每 个 语音 中 分 离 一 定数 量 的 频率 作为 识 
别 音节 的 主要 特征 ,两 相 邻 音节 谱 值 之 差 的 绝对 值 可 衡量 音节 之 间 变 化 的 程度 .在 选 定 的 
一 些 声音 频谱 上 对 幅 值 进行 规范 化 ， 提 高 那些 在 能 量 上 是 次 要 的 但 在 区 分 音节 上 将 变 为 
主要 特征 的 那些 频谱 的 权重 ,参与 样板 匹配 。 

设 一 段 语音 (或 一 句 话 ) 由 多 个 音节 组 成 ， 占用 时 间 为 T,.- 对 工作 N 个 划分 ， 节点 ( 采 
样 点 ) 是 0 乏 志 二 5… 之 ty 一 了 ， 用 频谱 分 析 仪 从 语音 中 抽取 工 个 谱 线 的 能 量 ， 例 如 . 
25 二 到 20 千 赫 划分 为 30 个 通道 进行 小 波 ， 工 一 30、 将 测 得 的 N X 工 个 通道 能 量 数据 
4 列 成 矩阵 Bo, 并 将 它 作 为 基本 状态 空间 的 特征 量 


An 4p 4 
Bo 一 | 人 G7.3-7)》 
: dn An? 站 Ay 
定义 亲 个 相信 时 刘 务 通道 的 能 和 变化 绝对 人 的 总 和 为 声 刺激 恒 z 
TO Ne 3 ny a 17.13-8) 
因而 一 有 语音 的 上 本 量 是 
和 一 Sp,. - (17.13-9) 


站 二 二 


愉 x 个 时 间 采 样 中 选取 订 个 阁 有 较 多 信息 的 姑 刘 作为 识 列 参数 ( 信 息 压 缩 ), 于 是 定义 
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A ea 
名 =- 合 ，M<N (17.13-10) 
为 平均 刺激 重 ， 
信息 压缩 过 程 是 按 下 列 程序 进行 的 ， 先 算出 平均 刺激 量 ao, 然后 求 滑动 和 
ROG) = Ya) = D8. (17.13-11) 


对 阶梯 状 洱 数 R(4;) 的 值 用 A 为 单位 作 增 量 量 化 处 理 ， 得 到 函数 Ra,(44)、 它 是 递增 函 
数 , 依 次 取 值 {0, Au 2 Ao，,……'}. 然 后 只 在 葡 数 Ra,(4) 值 发 生变 化 的 那些 去 市 点 中 选 出 ， 
其 余 的 节点 去 掉 。 选 出 的 节点 数 记 为 M。 在 和 矩阵 Bo 中 去 掉 相 应 的 行 ,只 留 下 选 定 的 对 个 
节点 对 应 的 行 ,于 是 得 到 一 个 被 压缩 了 的 矩阵 B= 《4i;), 它 含 有 MM X 工 个 元 素 . 

为 了 去 掉 发 音 强 弱 这 个 无 关 重要 的 因素 影响 ， 对 矩阵 8。 的 诸 元 4A; 作 能 量规 范 处 
理 : 


工 3 ， 
Qi 4/ (2 入 ; i120 M, i 17.13-12) 
i=1 


这 MM X 工 个 数据 按 顺 序 构成 一 个 特征 矩阵 的 诸 分 量 , B 一 《an)。 

机 器 工作 时 , 先 贝 讲话 人 对 规定 字汇 表 中 的 每 一 个 字 , 按 上 述 程序 得 到 每 个 字 的 样板 

特征 阵 

B*(K) = (oil)), {17.13~13) 
其 中 包 表 示 字 汇 表 中 单字 的 顺序 编号 .机 器 将 记 住所 有 站 个 字 的 样板 特征 阵 。 这 个 过 程 
叫做 对 机 器 的 训练 过 程 ,或 者 称 为 机 器 的 学 习 ( 熟 悉 ) 过 程 . 

.机 北 接 收 ,加 工 并 记忆 了 讲话 人 对 字汇 表 中 的 所 有 字 的 语音 样板 特征 阵 后 , 见 可 开始 
听取 他 的 讲话 ,对 每 一 个 字 实 时 地 进行 处 理 , 用 前 述 样板 匹配 的 方法 把 语音 变 为 文字 , 按 
需要 把 全 部 讲话 以 文字 或 任何 别 的 形式 打印 成 文件 输出 ;或 者 ;自动 按 规定 的 法 则 用 明码 
或 密码 文件 的 形式 送出 ， 

随 着 机 器 运算 速度 的 增长 和 存 贮 能 力 的 增加 ， 识 别 程序 必然 会 逐步 完善 ， 用 一 台 机 
器 学 会 本 国 的 各 种 方言 ,各 种 外 国语 ,实时 地 招 这 些 语言 用 声音 或 文字 形式 翻译 成 它 所 学 
会 的 任何 一 种 外 国清 或 本 国语 言 ， 这 是 完全 可 以 实现 的 。 计 算 机 技术 和 信息 处 理 技术 的 
豆 大 滤 展 已 经 为 此 提供 了 必要 的 物质 条 件 ， 为 达 此 县 的 所 需要 的 仅仅 是 科学 技术 工作 者 
的 创造 性 的 劳动 。 

如 上 例 中 所 看 到 的 ， 用 特征 向 量 的 样板 匹配 方法 可 以 解决 很 多 图 象 识别 问题 。 这 种 
方法 研究 得 比较 充分 。 但 是 这 个 方法 有 两 个 明显 的 缺点 : 第 一 ,对 复杂 的 事物 ,特征 向 量 
的 维 数 可 能 很 高 ,增加 了 识别 过 程 的 工作 量 ;第 二 ,也 是 主要 的 缺点 ,特征 向 量 的 定义 本 身 
较 少 地 反映 了 事物 (图 象 ) 的 逻辑 结构 信息 ,因为 结构 特征 往往 难以 用 一 个 简单 的 数列 充 
分 地 表示 出 来 ;然而 结构 特征 对 区 分 事物 常常 是 首要 的 因素 .为 了 克服 这 个 缺点 ,近年 来 
有 人 2 用 完全 不 同 的 数学 工具 ,开辟 了 一 条 图 象 识别 的 新 的 途径 , 即 以 结构 特征 首 为 基本 
出 发 点 的 识别 方法 ,叫做 “语法 分 析 识 别 ”， 

语法 分 析 识 列 法 不 用 特征 向 量 去 描述 事物 ， 而 着 眼 于 对 图 象 元 素 的 结构 特征 进行 分 
析 。 首 先 把 一 个 待 分 析 的 图 象 划分 为 简单 的 于 图 象 ， 简 单 的 子 图 象 又 由 更 简单 的 象 到 组 
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成 这样 一 来 ,从 “语法 构造 ?观点 看 ,图 象 的 构成 就 有 点 类 似 于 语言 构成 。 例 如 英文 句子 
由 短语 组 成 , 短语 又 由 单词 组 成 , 单词 由 字母 组 成 ， 开 始 研 究 有 关 滞 言 的 结构 时 , 发 王 用 
一 系列 再 写 规则 的 短语 结构 语法 去 分 析 名 子 是 有 效 的。 以 后 ， 又 发 现 某 些 类型 的 程序 设 
计 语言 ,就 是 由 一 种 特殊 短语 结构 语法 所 产生 的 ,这 就 开阔 了 用 语法 理论 研究 程序 设计 的 
方向 , 语言 可 看 成 是 由 一 串 符号 组 成 的 链 。 平 面 图 象 是 二 维 的 , 但 经 过 适当 的 处 理 , 也 能 
化 成 符号 链 , 下 面 举 一 个 手写 字符 的 例子 , 如 图 17.13-2 中 所 示 的 5 字 , 是 把 写 在 纸 上 的 
字符 ， 经 过 阴极 射线 管 扫 揪 后 存 到 按 平面 排列 的 移 位 寄存 器 中 所 得 到 的 二 维 图 形 .: 如 果 
经 过 细 化 处 理 , 按 上 下 左右 逐次 去 掉 边缘 的 点 ,最 后 细 化 成 宽度 只 有 一 点 的 骨架 。 这 时 候 
. : 年 | 


让 pe = 一 一 
/ 3 
Fi pd 
一 ss 
% ~ 
入 t| 
1 四 有 - 
VE, . 
~ ee = 


图 17.13-2 , 图 .17.13-3 


就 成 为 由 节点 和 分 支 组 成 的 图 了 。 只 要 从 一 个 端点 到 另 一 个 端点 ,用 如 图 17.13~3 所 示 的 
八 个 方面 进行 编码 ， 就 得 到 -- 串 由 方向 组 成 的 链 。 例 如 细 化 后 的 5 字 人 左下 方 端 反 至 右 
方 端 点 的 方向 编码 为 
000，112，121，223，444 ，444 ， 444, 322, 232, 322, 21 
这 样 就 可 以 用 方向 码 来 代表 原来 的 图 形 ， 
下 面 简单 地 谈 谈 短语 结构 语法 ， 一 个 短语 结构 语法 定义 为 一 个 四 元 式 : 
Gm (yn, vr, ps5), (17.13-14) 
其 中 vw 和 vr 分 别 是 G 的 非 终 止 符 和 终止 符 ， 字 母 表 vw 和 好 的 总 和 又 构成 G 的 总 字母 
表 v; p 是 一 组 再 写 规 则 (或 称 为 产生 式 ), 它 表示 由 vr 和 vy 组 成 的 链 《其 中 芋 少 包括 
一 个 非 终止 符 ) ,用 另外 一 条 链 8 (8 比 a 长 ) 来 代替 的 规则 ,解释 为 由 产生 8, 并 用 ap 
的 形式 表达 ; * 是 特殊 的 非 终止 符 , 称 为 起 始 符 。 
当 给 定语 法 G 的 字母 表 ， , 及 一 组 具体 的 再 与 规则 后 ,从 超 始 符 开始 ,反复 使 用 不 同 的 
册 写 规则 、 就 可 以 产生 出 各 种 由 vz 中 的 符号 组 成 的 链 x*, 各 种 可 能 产生 的 x* 所 成 的 集合 
{x}, 就 是 由 语法 G 产 生 的 语言 L(G), L(G) 一 {x}. 
根据 再 写 规 则 的 不 同形 式 , 短 语 结 构 语法 可 以 分 成 三 种 类型: 
类 型 1. 上 下 文 有 关 语 法 ， 骨 写 规则 形式 为 | 
LA — Hpb,, (17.13~15) 
其 中 A € vn, 如 52, p 是 。 的 元 素 组 成 的 链 , 8 的 长 度 不 为 0。 
类 型 2， 上 下 文 无 关 语 法 。 再 写 规 则 形式 是 
二 -> 及， {17.13-16) 
其 中 4 与 8 的 假设 ,与 前 面相 同 . 
”类 型 3.。 有 限 状态 语法 , 再 写 规则 形式 为 


A a 
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A 一 2B 或 4 一 2， (17.13—17) 
, 其 中 4, BE vw, a,bE v7, 4， B ,4,2 是 单个 符号 ， 

上 述 每 一 类 型 的 语法 , 对 应 本 一 种 该 类 语法 产生 的 语言 ,能 为 对 应 的 自动 机 所 接受 ， 
反之 亦 然 ,例如 有 限 状 态 语法 对 应 于 有 限 状 态 自 动机 ,这 类 语法 的 再 写 规则 形式 最 简单 ， 
通常 称 为 正则 语 东 、 前 面谈 到 的 由 市 点 分 支 构成 的 图 、 就 可 以 用 正则 语法 描述 。 如 果 能 
够 用 某 种 语 落 产 生 的 语言 描述 有 关 的 图 象 ， 那 么 识别 图 象 就 相当 于 区 分 由 特征 字符 组 成 
的 链 。 例如 对 于 不 类 个 图 象 9, 2,…… ,sa 可 分 别 构造 素 种 语法 G1，G;,'"* ,Gis 使 得 由 
Ci 产生 的 各 种 链 代 表 s; 类 的 图 象 ， 于 是 , 对 于 未 知 的 由 链 x 所 表示 的 图 象 , 分 类 问题 就 
是 区 别 * 属于 不 个 类 别 中 的 哪 一 类 ,实现 分 类 的 根据 是 给 出 相应 的 算法 ， 这 就 是 所 谓语 
法 分 析 。 语法 分 析 能 接受 由 语法 产生 的 链 。 同 时 给 出 对 输入 图 象 加 以 完整 描述 的 树 状 结 
构 。 换 甸 话 说 ,给 出 一 个 由 特定 字符 构成 的 链 x, 并 确定 有 关 的 语法 G 能 否 构 造 一 个 树 状 
结构 ,使 得 充满 在 图 17.12-4 所 示 的 三 角形 范围 中 。 如 果 能 够 达到 ,那么 + 《 L(G), 否则 
rtL(G)。 语 法 分 析 的 难 易 与 6 属于 那 种 类 型 有 关 ， 

可 以 看 出 , 如 何 根据 某 类 图 象 的 大 量 采 样 , 来 得 到 描述 该 类 图 象 的 语法 , 就 如 同 如 何 
很 据 大 量 采 样 来 估计 概率 密度 隙 数 一 样 。 这 就 是 语法 推断 问题 。 要 8 
求 通过 大 量 的 采样 ,由 机 器 自动 地 推断 出 能 够 描述 此 类 图 象 的 语法 . 
目前 对 于 有 限 状 态 语 法 的 推 鼎 ， 取 得 了 一 些 初步 结果 H、 为 使 这 种 
方法 成 为 一 个 有 效 实用 的 方法 尚 需 要 作 进 一 步 的 研究 . 

中 国 科学 院 自动 化 所 基于 语法 分 析 的 原理 ,研制 成 功 了 手写 数 
码 的 识别 装置 多 ， 并 已 应 用 于 信 范 自动 分 拣 由 - 所 采用 的 办 法 是 把 x 
字符 经 过 细 化 处 理 变 为 宽度 只 有 一 点 的 骨架 ,然后 根据 端点 、 三 叉 点 Os 
和 四 叉 点 数目 进行 粗 分 组 ,再 从 骨架 的 端点 至 端点 用 八 个 方向 及 凸凹 等 特征 进行 编码 ,于 
是 就 把 一 个 字符 表示 成 了 特征 链 ,在 此 基础 上 ,设计 一 种 与 有 限 状态 上 自动 机 相 类 似 的 时 序 
逻辑 , 包括 若 于 个 状态 及 转移 从 件 。 如 果 特 征 链 输 入 后 , 能 从 逻辑 的 初始 状态 , 转移 至 最 
终 状 态 , 就 判 为 字符 通过 此 有 逻 绍 , 从 而 确认 该 字符 的 类 别 ， 为 某 一 类 字符 设计 的 逻辑 , 只 
允许 描述 该 字符 的 特征 链 通过 ， 而 尽量 不 使 描述 其 它 字 符 的 特征 链 递 过 . 这 样 就 实现 了 
对 10 个 数码 类 形状 变化 大 的 字符 进行 分 类 ， 

以 上 所 述 的 语法 ,各 单元 同 只 有 左 或 右 的 连接 ,是 一 种 一 维 的 情况 .为 了 考虑 撕 述 更 
复杂 的 图 象 ,曾经 作 过 一 些 推广 。 如 以 一 定 概率 使 用 再 写 规 则 的 随机 语法 ,或 者 引 人 模 精 
集 (Fuzzy Set) 的 概念 构造 一 种 称 为 模糊 语法 的 语法 等 等 。 为 了 描述 复杂 事物 ， 也 有 人 
研究 高 维 语法 , 它 可 以 较 成 功 地 措 述 由 节点 和 分 支 构成 的 图 ,如 P. D. L, (Picture Descri- 
Fion Language) 语言 Plex 语法 ，Graph 语法 及 Wcb 语法 等 ,为 描述 复杂 的 图 象 , 高 维 语 
法 以 及 相应 的 语法 分 析 的 研究 是 应 该 重视 的 。 总 之 ， 把 图 象 的 构成 及 描述 与 语言 的 构成 
及 描述 加 以 对 比 , 从 这 一 点 出 发 ,对 图 象 识别 提供 了 一 种 新 途径 , 总 称 为 图 象 识别 语言 结 
构 方 法 的 研究 。 
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第 十 八 章 ” 自 镇 定 和 自 适应 系统 


在 前 几 章 里 ,我 们 曾 从 各 种 角度 出 发 ,讨论 了 如 何 设计 能 够 满足 各 种 不 同性 能 指标 的 
控制 系统 、 从 控制 设计 的 依据 条 件 , 即 先 验 信息 完备 程度 的 观点 来 看 ,自动 控制 系统 可 以 
分 为 两 大 类 .第 一 类 是 具有 完备 先 验 信息 的 系统 ,在 这 里 ,有 关 受 控 对 象 特性 ,输入 特性 ， 
环境 条 件 等 等 均 在 设计 系统 之 前 就 已 完全 具备 了 ，。 只 要 我 们 的 设计 确实 正确 地 反映 了 窜 
观 存在 ,那么 设计 出 来 的 系统 应 该 基本 达到 ,或 完全 达到 设计 指标 。 本 书 第 十 三 章 以 前 主 
要 研究 的 就 是 这 类 系统 。 它 们 可 以 统称 之 为 确定 系统 或 者 全 信息 系统 . 

实际 上 还 有 另外 一 类 深 制 系统 ,它们 的 存在 也 是 大 量 的 ,这 就 是 在 设计 系统 时 尚 没有 
掌握 或 不 可 能 全 部 掌握 必要 的 先 验 知识 。 这 些 不 能 完全 确定 的 或 者 完全 不 能 预知 的 因素 
可 分 为 三 类 : (1) 输入 信号 的 变化 规律 ; (2) 受 控 对 象 的 特性 和 环境 条 件 , 见 运 动 方程 式 
及 其 状态 ; (3) 系统 结构 中 的 元 件 可 靠 性 及 工艺 误差 (检验 未 发 现 的 错误 )。 在 第 十 四 章 
和 十 五 章 内 我 们 研究 了 输入 信号 为 随机 过 程 时 的 控制 系 绕 的 分 析 和 综合 方法 。 第 十 六 章 
内 则 讨论 了 一 种 特殊 的 关于 对 象 信息 不 完备 的 系统 设计 一 一 自 寻 最 优点 系统 的 设计 和 分 
析 方 法 .但 是 ,不 具备 受 控 对 象 特性 及 其 工作 环境 先 验 知识 的 情况 , 绝 非 仅 在 寻 优 系统 中 
存在 ,而 是 大 量 存 在 的 事实 。 例 如 飞行 器 的 飞行 条 件 , 精 轧钢 机 所 加 工 材料 的 思 前 真实 厚 
度 , 加 热 炉 的 环境 温度 ;吊车 的 负载 重量 等 等 , 均 无 法 在 设计 系统 时 预知 。 这 些 因素 或 者 
使 受 控 对 象 的 运动 方程 式 增加 了 不 确定 性 (飞行 条 件 ,吊车 负载 ), 或 者 使 运动 方程 式 的 边 
界 条 件 成 为 不 确定 的 因素 《加热 炉 的 环境 温度 ) 等 等 。 在 常规 条 件 下 设计 出 来 的 系统 ,在 
某 种 特殊 的 情况 下 可 能 完全 户 失 工 作 能 力 ， 例 如 立 失 稳定 性 。 为 了 适应 这 种 大 量 存在 的 
不 愉快 的 事实 ， 就 不 得 不 采用 另外 一 些 原理 去 设计 系统 。 所 谓 自行 镇 定 系统 和 适应 环境 
的 系统 ( 自 适应 系统 ) 就 是 针对 这 些 无 完备 信息 的 受 控 对 象 产生 的 。 本 章 内 我 们 将 介绍 几 
种 具有 代表 意义 的 自 镇 定 系统 和 自 适 应 系统 的 工作 原理 。 使 读者 对 这 类 问题 获得 一 些 简 
略 的 但 是 又 是 准确 的 概念 . 

关于 如 何 对 付 最 后 一 种 不 确定 性 , 即 元 件 的 可 靠 竹 ,机构 、. 元 件 和 线路 的 偶然 故障 ,将 
在 下 一 章 内 详细 讨 沦 . 

本 章 里 将 讨论 对 不 具备 完备 信息 的 受 控 对 象 ， 如 何 设计 可 靠 的 和 能 适应 环境 条 件 的 
控制 系统 ,使 系统 在 无 人 参与 的 情况 下 ,本 身 能 够 自动 地 改正 设计 中 不 能 预料 到 的 失 谐 或 
偶然 发 生 的 差错 。 形象 地 讲 ， 似 平 控制 系统 本 身 就 能 “理解 ”如 何 正确 地 行动 。 这 很 像 一 
切 生 物 的 适应 性 机 能 ， 这 种 机 能 保证 生物 在 恶劣 的 条 件 下 和 在 正常 条 件 下 一 样 的 生存 . 
所 谓 自 适 应 性 这 一 概念 原来 就 是 从 有 关 生 物 的 生活 状态 的 研究 中 抽象 出 来 的 ， 因 为 对 于 
一 切 生 物 来 说 ,这 种 适应 姓 的 存在 和 有 效 性 是 十 分 明 因 的 ,也 是 人 们 所 十 分 熟悉 的 ， 荧 美 
的 阿 施 贝 (Ashby)、 马 克 劳 克 和 皮 茨 〈《MeCulloch，Pits) 等 人 曾经 对 动物 神经 系统 产生 适 
应 行为 能 力 提出 过 一 些 假说 ， 对 于 这 些 问题 曾 有 过 争论 "29， 我 们 这 里 的 讨论 将 不 涉及 
到 生物 机 理 方面 的 东西 ,目的 仅 在 于 指出 ,利用 普通 的 自动 控制 工具 可 能 使 系统 部 分 地 得 
到 自 适 应 的 机 能 。 至 于 是 否 还 存在 其 它 的 更 接近 于 生物 的 适应 机 能 的 系统 结构 原理 ， 我 
们 就 暂 不 考虑 了 。 随 着 对 生物 机 能 研究 的 迁居 和 深化 ,自然 ,人 们 将 会 设计 出 更 完善 的 自 
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适应 控制 系统 ， 


18.1 自行 镇 定 的 系统 


为 简单 起 见 , 我 们 考虑 由 两 个 变量 yy 和 y, 确定 的 自治 系统 (在 第 7.3 节 已 经 讨论 过 这 
种 类 型 的 系统 ), 相 平 面 就 是 yw; 平面 ,假设 表示 时 间 , 于 是 决定 系统 运动 状态 的 联 立 
方程 可 以 写成 
》 


| * 23 
有 Cy1, 人 入: a 


2 二 (18.1-1) 
t . 


这 里 阔 数 及 和 所 里 包含 着 一 个 外 加 的 参数 5, 只 有 当 “* 确定 的 时 候 ,表示 adyy/ 4 和 dyz/ dt 
之 闻 的 函数 关系 , 以 及 坟 和 yj 本 身 才能 确定 。 作 为 一 种 特殊 情况 ,我们 让 5 取 一 系列 离 
散 值 。 根 据点 (y;。y2) 的 轨迹 曲线 就 确定 了 系统 的 运动 状态 的 形式 ， 这 些 轨迹 曲线 是 由 
相 平 面 上 不 同 的 初始 点 出 发 , 随 着 时 间 增 加 而 得 到 的 曲线 。 很 清楚 地 看 到 ,参数 上 能 取 多 
少 个 不 同 的 值 ,系统 就 会 有 同样 数目 的 运动 形式 . 例如 ,在 第 7.8 节 讨 论 过 的 线性 系统 ( 相 
当 于 为 一 》， 妨 一 切中 有 参数 上 假设 能 够 取 五 个 不 同 的 值 , 一 个 是 比 一 1 小 的 负数 ， 
一 个 是 一 1 和 0 之 合 的 负数 , 一 个 等 于 0, 一 个 是 0 和 1 之 间 的 正 数 ， 还 有 一 个 是 大 于 1 
的 正 数 ,五 个 运动 形式 由 图 7.8-2 到 7.8-6 表示 出 来 。 现 在 还 可 以 举 出 另外 一 个 例子 


2 = an(t )y + an(t )y2, 


人 一 aaCb)n 十 an(5)y2, (18.1-2) 


其 中 系数 an, sa an 和 aw 是 5 的 单 请 防 数 ,于 是 5 取 多 少 种 不 同 的 值 就 有 多 少 组 不 同 的 
系数 ,每 一 组 系数 给 出 一 个 一 定 的 运动 形式 ， _ 
如 果 在 相 平 面 上 系统 所 有 的 运动 曲线 趋向 某 一 点 (稳定 平衡 点 ), 那么 运动 形式 是 称 
定 的 :如果 系统 的 运动 曲线 由 平衡 点 发 散 出 去 ,系统 的 运动 形式 就 是 不 稳定 的 。 满 足 需 变 
的 系统 自然 应 当 是 稳定 的 。 如 果 我 们 能 够 使 系统 自动 按 弃 那 些 不 稳定 的 运动 形式 ， 而 保 
留 稳定 的 运动 形式 ,那么 ,就 能 使 系统 得 到 我 们 所 需要 的 合适 的 运动 状态 ， 
如 果 把 所 需要 的 系统 的 平衡 点 用 一 个 封闭 的 边界 包围 起来, 并且 建 立 一 套 开关 装置 ， 
每 当 系 统 的 运动 曲线 到 达 边 界 时 ,参数 斌 会 改换 成 男 外 一 个 不 同 的 值 ,我 们 来 观察 一 下 
这 将 会 发 生 什 么 情况 。 假 设 有 像 图 18,1-1 (a) 表示 的 一 个 由 Po 点 开始 的 运动 形式 , 这 是 
一 个 不 稳定 的 运动 形式 , 系统 将 会 在 只 点 和 边界 相 磁 ， 谤 到 边 春 的 状态 就 促使 开关 装置 
发 生动 作 , 于 是 * 跳 到 态 外 一 个 不 同 的 值 , 系统 的 运动 形式 变 成 18.1-1(b) 那样 ,这 个 形 
式 也 是 不 稳定 的 ,系统 从 点 运转 到 已 点 和 边界 相 碰 ,开关 装置 又 改变 5 的 值 ,运动 形式 
变 成 图 18.1-1 (ce) 的 样子 ,其 中 虽然 包含 着 一 个 稳定 平衡 点 ,但 是 这 时 候 系 统 仍 然 向 边界 
外 面 运转 ,开关 装置 又 第 三 次 发 生 作 用 , 运动 形式 变 成 图 18.1-1 (d) 表示 的 那 种 样子 , 系 
统 由 PB 点 运转 到 平衡 点 BB, 这 个 形式 将 保留 下 来 ,因为 在 稳定 条 件 下 ,系统 将 不 会 和 边界 
相 碰 ,因此 开关 装置 不 发 生 作 用 ,“* 也 就 不 会 再 改变 
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图 18.1- 


所 以 ， 只 要 加 上 一 套 开关 装置 和 一 个 事先 就 规定 在 相 平面 里 的 开关 边界 ， 系统 就 自动 
地 按 膏 那些 不 稳定 的 形式 , 保留 稳定 的 运动 形式 , 而 自动 达到 稳定 状态 ， 更 进一步 ,使 参 
数 & 改变 的 开关 装置 。 它 的 作用 可 以 完全 是 随机 的 。 如果 开关 只 动作 一 次 就 达到 稳定 的 
形式 , 这 当然 比较 好 。 但 是 无 论 开关 作用 了 一 次 或 者 作用 了 三 次 , 得 到 的 结果 总 是 一 样 ， 
终归 能 达到 稳定 状态 。 由 此 可 见 , 我 们 可 以 借助 纯粹 机 械 的 方法 产生 有 目的 的 运动 快 态 . 
这 样 的 系统 自动 地 达到 稳定 状态 , 它 并 不 是 具有 那 种 事先 设计 好 的 稳定 性 , 而 是 通过 “ 理 
解 ” 变 成 稳定 的 .不 言 而 喻 , 如 果 系统 的 结构 完全 不 稳定 , 也 即 对 于 任何 一 个 参数 系统 
都 不 稳定 ,那么 这 种 方法 就 不 可 能 获得 成 功 ， 如 果 在 开关 边界 内 确 有 稳定 点 ,那么 这 种 系 
统 有 着 更 加 高 超 的 稳定 性 质 ， 在 阿 汪 内 的 书 中 招 这 种 系统 风 做 "自行 销 定 的 系统 ”， 

我 们 可 以 把 两 个 变量 的 自治 系统 推广 到 * 个 变量 y, 的 系统 ,这 里 一 1， 2。 于 
是 微分 方程 可 以 写成 z 


2 ee Hn Jy27,° ee ya Ey) 1 5 | (18.1-3) 


其 中 是 一 个 参数 ， 每 当 相 空 间 儿 里 系统 的 运动 曲线 磁 到 开关 边界 , ¢ 就 由 原来 的 值 有 这 
到 另外 一 个 不 同 的 值 ， 此 处 的 开关 边界 是 ” 维 空 间 里 的 一 个 = 一 1 维 起 曲面、 这 样 一 个 
系统 也 同样 是 自行 镇 定 的 系统 。 z 


182 自行 镇 定 系统 的 一 个 例子 四 


为 了 说 明 自行 镇 定 的 系统 的 运动 状态 ， 阿 施 贝 做 了 一 个 比较 简单 的 模型 中。 这 个 楼 
型 包含 四 个 变量 ,四 个 变量 六, 久 , 和 为 分 别 表示 四 根 弱 铁 的 转角 ; 磁铁 在 运动 时 受到 
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很 大 的 阻尼 ,采用 四 个 线圈 去 控 铀 每 一 根 磁铁 的 位 置 , 通 到 每 个 线圈 的 电流 又 分 别 由 四 根 
磁铁 的 转角 决定 。 因 为 阻尼 很 大 的 原故 , 磁铁 的 运动 相当 缓慢 , 可 以 把 惯性 力 忽略 不 计 ， 
根据 由 线圈 产生 的 那些 力矩 应 该 等 于 阻尼 力矩 的 关系 ,得 到 运动 方程 : 


2 we Aanyt 十 gny2 十 dy3 + 44Y4， 
“ 区 = gy1 十 好 2 了 2 十 A213Y3 十 Hy4» 
oe 一 anyl TT any2 十 anys 十 ey4, 


0 = days 十 any2 十 aay3 + 44y4, 《18.2-1) 


方程 里 那些 系数 。 的 大 小 可 以 由 实验 者 用 -一 个 可 变 电 位 计 调 节 通 到 线 医 里 的 电流 加 议 改 
变 。 a 的 符号 也 可 以 利用 安装 在 线圈 线路 中 的 痪 向 器 加 以 改变 。 此 外 ,对 于 每 一 根 磁铁 ， 
控制 它 的 位 置 的 四 个 线 图 中 , 有 一 个 线 图 的 电流 经 过 一 个 转换 开关 , 转换 开关 共有 25 个 
可 能 的 位 置 。 每 当 磁铁 的 转 骨 在 正方 向 或 者 负 方 向 偏转 到 45° 的 时 候 ， 转 换 开 关 就 随机 
地 栈 到 另外 一 个 位 置 . 这 样 一 来 , 系数 aj(i, je 1, 2,3,4) 中 的 四 个 系数 ,每 个 都 能 由 
四 个 转换 开关 随机 地 选取 25 个 值 中 的 一 个 , 对 于 每 一 要 磁铁 , 或 者 说 每 一 个 变量 yj, 我 
们 都 可 以 画册 一 个 侈 
图 18.2-1 那样 的 方块 
图 . 

这 里 的 开关 边界 
是 四 维 棚 空 间 里 以 原 
点 为 中 心 这 长 和 9D° 
转角 相应 的 “立方 
体 ?>。 对 于 实验 者 每 人 
给 出 一 次 = 的 安排 来 四 
说 ， 四 个 转换 开关 能 0 
够 给 出 被 它们 决定 的 25+ 一 390,625 种 四 个 系数 的 组 合 ,所 以 我 们 用 手 变动 一 次 可 变 电 位 
计 , 这 个 模型 就 有 390,625 种 运动 形式 ,这 些 形式 中 有 些 是 稳定 的 ,有 些 是 不 稳定 的 .不 稳 
， 定 的 形式 将 被 自动 的 少 弃 掉 。 

”现在 可 以 把 自行 镇 定 的 性 质 作 一 个 形象 化 
的 说 明 。 首先 ,为 了 简单 起 见 ,我们 先 看 一 根 焉 
铁 ， 使 它 的 反馈 线路 经 过 一 个 转换 开关 回 到 它 
本 身 ; 把 其 它 的 线圈 怖 断 . :图 18.2-2 表示 这 要 
一 一 一 一 一 HW 一 一 磁铁 的 运动 形式 ， 图 中 上 面 的 曲线 代表 磁铁 的 

a 转角 ,下 面 的 则 线 表示 转换 开关 的 动作 , 在 Di， 
用 手 拨 动 磁铁 ;但 是 转换 开关 的 位 置 给 出 一 个 稳定 运动 形式 ,磁铁 就 很 快 地 回复 到 原来 的 
位 置 。 在 R,, 转手 把 反馈 线路 倒转 ,现在 转换 开关 有 原先 的 位 置 使 得 系统 变 成 不 稳定 ,磁铁 


加 


ep 


(每 当 |y1 = 45” 
就 长 生 转换 作用 ) 


dy 
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的 转角 到 达 开 关 边 界 《图 中 用 溢 线 表示 的 部 分 }， 于 是 转换 开关 发 生 作 用 , 转换 开关 婉 动 
一 次 后 , 形式 变 成 稳定 的 , 根据 在 D; 时刻 加 一 个 外 扰 所 引起 的 变动 得 知 系统 确实 是 处 于 
稳定 状态 中 了 。 在 Ri, 再 用 手 把 反 馈线 路 倒转 ， 这 时 候 转 换 开 关 随 机 地 如 动 了 四 次 才 使 
系统 达到 稳定 状态 。 在 Ds 系统 又 是 稳定 的 了 。 
现在 再 来 讨论 下 面 一 个 例子 。 设 有 两 根 互相 影响 的 磁铁 ,分 别 用 和 几 表示 他 们 的 
转角 。 系数 oa 由 实验 者 给 定 ， 系 数 a1 由 转换 开关 随机 地 取 值 。 其 余 的 系数 都 取 为 零 ， 
对 于 每 次 给 定 的 一 个 ea, 由 于 转换 开关 能 够 随机 地 取 25 个 值 中 的 一 个 ， 于 是 就 有 25 种 
不 同 的 运动 形式 。 实 验 所 得 的 结果 用 图 18.2-3 表示 , 图 中 上 面 的 两 条 曲线 分 别 代表 两 根 
磁铁 的 转角 和 几 ; 最 底下 的 曲线 表示 转换 开关 的 动作 在 D1, 转换 开关 的 位 置 给 出 的 
是 一 个 稳定 的 运动 形式 , 转 骨 yi 和 是 同方 向 的 ,在 RI， 倒转 第 2 根 磁 铁 的 线圈 的 极 性 
( 通 人 这 个 线圈 的 电流 由 第 1 根 磁铁 的 转角 决定 ) 因 而 改变 了 系数 ma 的 符号 ,这 时 系统 就 
不 稳定 了 , 转角 为 到 达 开关 边界 ; 转换 开关 跌 动 一 次 后 系统 又 变 成 稳定 的 ,在 Da; 由 一 
个 试验 性 外 扰 表 明 系 统 是 稳定 的 . hn 和 的 方向 
”正如 预料 那样 是 相反 的 ， 在 瑟 ， 把 aa 的 符号 又 
-一 换 成 在 Di 时刻 的 符号 转换 开关 作用 后 , 系统 又 
是 不 稳定 的 了 。 直 到 转换 开关 中 动 三 次 以 后 系统 
” 才 达 到 稳定 。 在 D;, 可 以 看 出 系统 又 是 稳定 的 ， 
入 和 入 偏转 的 方 同 相同 . | 
最 后 举 一 个 例子 说 明 。 甚 至 于 直到 系统 设计 
成 功 后 都 未 萤 预 料 到 的 情况 发 生 时 ， 自 行 镇 定 的 
.”  ...... 系统 也 会 自动 的 适应 环境 , 我 们 考虑 图 18.2-4 表 
0 示 的 具体 过 程 。 这 里 有 三 根 互相 影响 的 磁铁 分 别 
用 yi 和 为 表示 他 们 的 转角 ， 在 Di 的 情形 表明 ， 最 初 系统 是 稳定 的 ; 转角 居 和 和 少 方向 
相同 ,但 是 y 的 方向 和 他 们 相反 ; .现在 在 时 刻 J]，。 
我 们 使 模型 遭 到 一 种 新 的 ， 没 有 预料 到 的 情况 : yl。 yy 
我 们 把 第 一 根 磁铁 和 第 二 根 磁 铁 联 系 在 一 起 。 这 | : R 
样 一 来 他 们 转动 的 方向 就 必须 永远 一 致 ， 加 入 这 
种 限制 以 后 ， 转 换 开 关 的 动作 情况 和 以 前 可 能 的 
动作 情况 有 所 不 同 。 两 根 磁铁 连 在 一 起 以 后 ， 系 
统 变 成 不 稳定 了 ,结果 转 角 增 大 使 转换 开关 发 生 
作用 ,一 连接 弃 三 个 不 稳定 的 运动 形式 才 达 到 稳 


铁 间 的 联系 解除 掉 ,系统 又 变 成 不 稳定 的 ,这 时 就 一 一 
又 要 求 转换 开关 发 生 新 的 动作 。 Se 4 
18. 3 定 的 要 率 


前 面 一 节 ， 己基 下 村 区 台 和 有 有 和 
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应 能 力 的 特征 .自然 会 发 生 下 面 的 问题 ， 关 于 稳定 的 寻求 是 否 总 能 成 功 昵 ? 成 功 的 概率 
等 于 多 少 ? 如 果 我 们 考虑 方程 (18.1-3) 所 确定 的 那 种 具有 = 个 变量 的 自治 系统 , 离散 参 
数 的 每 一 个 值 给 出 一 个 普通 的 动力 系统 ， 于 是 和 所 有 值 对 应 的 那些 = 个 变量 的 白 治 
系统 组 成 一 个 系 集 .我 们 可 以 在 带 有 开关 边界 的 相 空 间 里 把 稳定 的 概率 确定 如 下 ; 在 相 
空间 里 取 一 点 PCy;)， 考 虑 围绕 着 P 点 的 一 个 无 穷 小 分 域 4 了 ， 在 上 述 动力 系统 组 成 的 系 
尝 里 具有 稳定 平衡 点 在 体积 47 中 的 百分数 是 jp。 在 开关 边界 围绕 的 相 空 间 内 求 dp 的 
积分 ,这 样 就 给 出 对 应 于 特定 的 开关 边界 的 系统 稳定 的 一 般 概 率 p. 

不 言 而 喻 ,真正 要 计算 这 个 稳定 的 一 般 概率 是 一 个 非常 困难 的 数学 问题 ,为 了 得 到 关 
于 这 个 概率 的 一 些 了 解 , 阿 施 贝 对 下 面 一 类 线 候 系统 的 系 集 做 了 一 些 实验 分 析 


~ Dy) ay 人 (18.3-1) 
这 里 只 有 原点 是 一 个 平衡 点 ， 有 研究 下面 的 行列 式 方 才能 解决 和 人 的 问题， 
nn ml 
la — 4! = 0, 本 当 二 类 《18.3-2 ) 


假设 所 有 的 根 % 的 实数 部 分 都 是 负数 ,那么 系统 就 是 稳定 的 , 通常 这 些 根 4 称 为 方 阵 (en ) 
的 特征 根 。 在 系 集 里 有 些 方 阵 的 全 部 特征 根 实数 部 分 都 是 负 实 数 ， 这 种 方 阵 出 现 的 概率 
等 于 系统 稳定 的 概率 。 阿 施 贝 葵 虑 了 最 简单 的 分 布 , 即 均匀 分 布 的 情形 , 具体 地 说 , 就 是 
方 阵 (2 ) 中 每 个 元 素 以 同样 的 可 能 性 取 包 含 在 .一 9 到 十 9 之 间 的 每 一 个 整数 信 ， 一 般 说 
来 ,可 以 借助 于 记载 随机 数目 的 表 来 完成 选取 6; 的 值 ， 当 =” 一 1， 稳 定 的 概率 显然 等 于 
172。 对 于 其 它 阶 数 的 系统 , 阿 施 贝 利用 胡 尔 维 区 的 规则 2 试验 稳定 捕 况 。 他 天 得 到 的 雪 
果 列 在 表 18.3-1 内 。 可 以 看 出 稳定 的 概率 随 着 系统 阶 数 的 增加 而 逐步 减少 。 这 个 概率 近 
似 地 等 于 1,2", 

如 果 我 们 对 ar 加 上 某 些 适当 的 限制 ， 那么 稳定 的 概率 就 会 增 大 ， 例如 ， 我 们 使 方 阵 
对 角 线 上 的 元 素 等 于 零 , 或 者 等 十 负数 , 假设 变量 之 问 互 相 不 发 生 影响 , 那么 系统 就 总 是 
稳定 的 .对 于 一 个 变量 , 或 者 一 1 的 系统 , 稳定 的 概率 显然 等 于 1. 当 x ~ 2， 概率 等 于 
3/4, 阿 施 贝 的 实验 结果 列 在 表 18.3-2 内 ， 


表 18.3-1 : 家 14.3-2 


试验 次 数 | 找到 稳定 的 次 数 | 稳定 的 百分比 » 试验 次 数 | 找到 稳定 的 次 数 「 稳定 的 百分比 


es 一 


由 表 中 看 到 稳定 的 概率 增 大 了 一 - 些 , 但 是 无 论 如 何 , 当 变量 的 数目 增加 的 时 候 , 稳定 
的 概率 就 一 定 会 三 小 。 从 这 些 研究 材料 中 ， 得 出 下 面 的 结论 : 系统 稳定 的 概率 将 随 着 系 
统 逐 浙 变 复杂 而 按 一 定 的 规律 逐渐 减 小 。 那 些 庞大 的 系统 不 稳定 的 可 能 性 就 比 稳定 的 可 
能 注 大。 加 
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184 终 点 场 


按照 阿 施 由 的 作法 ， 对 于 茶 个 给 定 的 参数 值 所 得 到 的 运动 形式 我 们 者 给 它 一 个 固 
定 的 名 称 ,把 相 空 间 里 的 运动 形式 称 为 运动 状态 曲线 场 .这 种 场 随 着 参数 的 改变 而 有 所 不 
同 .经 过 开关 作用 后 与 某 个 参数 值 对 应 的 最 后 的 稳定 场 称 为 终点 场 、 这 样 一 来 , 求 出 到 达 
终点 场所 必须 的 开关 动作 次 数 的 平均 数 入 ， 就 非常 重要 。 这 个 数目 NN 和 自行 镇 定 系 统 稳 
定 的 概率 ?之 间 有 简单 的 关系 。 开 关 第 一 次 作用 后 能 达到 终点 场 的 概率 显然 就 等 于 p， 
没有 达到 终点 场 的 概率 是 g 一 1 一 p， 假 设 开关 完全 随机 地 起 作用 ,于 是 第 二 个 场 (第 二 
次 开关 作用 后 得 到 的 场 ) 是 稳定 的 概率 仍然 等 于 p, 不 稳定 的 概率 仍然 等 于 4。 所 以 第 二 
个 场 达到 终点 场 的 条 件 概率 等 于 gg; 而 第 二 个 场 仍然 不 是 终点 场 的 概率 等 于 PF， 以 此 类 
推 , 我们 知道 开关 作用 才 次 以 后 才 达 到 终点 场 的 条 件 概 率 等 于 pq”!, 达 到 终点 场所 必须 
的 开关 作用 次 数 的 平均 数 N 就 是 
> is — 【ke 1 一 4 1 1 , 

”0 一 9 Te 、 (18.4-1) 
bp pg 


如 果 耳 非常 小 ,对 于 那些 庞大 的 系统 来 说 ,达到 终点 场 的 开关 动作 次 数 的 平均 数 N 就 非 党 
大 ,这 样 用 来 ,就 党 要 经 过 一 段 漫长 的 过 程 ,需要 很 长 的 时 间 才 能 找到 终点 场 ， 

在 一 个 场 里 ,如 果 只 有 很 小 一 部 分 运动 形式 曲线 趋向 平衡 点 ,而 其 它 的 曲线 将 从 平衡 
An 
动 曲线 从 好 就 是 上 述 能 趋向 平衡 点 的 那些 少数 的 曲线 中 的 曲线 ， 这 个 场 才 是 终点 场 . 
a 
场 中 ,有 一 部 分 是 奇异 终点 场 ,这 一 部 分 场 成 为 终点 场 的 可 能 性 非常 小 ,为 了 说 明 这 一 点 ， 
我 们 再 进行 一 些 分 析 。 开 关 边 界 井 面 上 总 有 这 样 的 部 分 ， 从 这 部 分 出 发 的 运动 形式 曲线 
趋向 平衡 点 。 设 这 部 分 面积 和 整个 开关 边界 曲面 面积 的 比值 是 《， 例 如 图 18.1-1 (a) 和 
《b) 表示 的 那 两 个 场 ,4 呈 0, 图 18.1-1 (ec) 表示 的 场 中 ,差不多 等 于 1/2。 图 18.1-1 (d) 
表示 的 场 , = 1， 自 行 镇 定 的 系统 所 有 可 能 的 那些 场 中 ,如果 有 《在世 到 十 于 之 间 
的 百分数 等 于 KX)dK。f( 如 就 是 良 行 镇 定 的 系统 可 能 有 有 的 场 的 分 布 沙 数 , 按 照 定义 

| HAR)adk 一 1, (18.4-2) 
因为 只 有 那些 从 开关 曲面 上 大 那 一 部 分 出 发 的 运动 曲线 才 可 以 产生 一 个 终点 场 。 于 是 天 
在 下 与 下 十 性 之 间 产 生 终点 场 的 条 件 概率 等 于 4 亿 人 dk。 由 此 可 知 ,终点 场 的 分 布 通 数 
e(k)》 和 自行 镇 定 的 系统 可 能 有 的 场 的 分 布 函数 关系 如 F: 
sD = Kt 018.4-3) 
| era : 


N 噬 


显然 | | 
(ec -1. (184-4) 


. 
nak ri A 
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如 图 18.4-1 所 六 的 那样 , 终点 场 的 分 布 集中 在 那些 & 值 较 大 的 地 方 , 因 此 ,《 很 小 的 奇异 
终点 场 是 不 好 的 场 . 

然而 , 真正 的 终点 场 的 分 布 与 公式 (18.4-3) 得 到 的 那 种 可 能 的 终点 场 的 分 布 并 不 相 
同 。 其 原因 在 子 ， 系统 的 平衡 状态 会 遭 到 一 些 陆 
机 干 扩 的 作用 ， 如 果 相 空间 里 的 平衡 点 靠近 开关 
边界 。 那么 即使 相当 微小 的 干扰 也 会 使 系统 的 瞬 
时 状态 哆 过 边界 ,而 招 原来 的 场 玻 坏 掉 。 所 以 ,有 有 
随机 干扰 作用 的 时 候 ， 如 果 一 个 终点 场 保持 稳定 
状态 的 概率 很 大 ， 那 么 平衡 点 必须 在 开关 边界 内 
靠近 中 心 的 地 方 。 例 如 图 18.4-2 的 三 个 场 中 ,(c) 
场 就 比 (a) 场 和 (b) 场 来 得 稳定 一 些 。 其 中 〈b) 图 18.4-4 
场 同时 包含 一 个 不 稳定 的 平衡 点 和 一 个 极限 环线 . | 

为 了 把 这 样 一 个 在 随机 干扰 作用 下 的 稳定 性 概念 表达 成 定量 的 形式 .我 们 引 人 在 一 
个 干扰 作用 后 终点 场 保持 不 变 下 的 概率 0, 如果 场 里 只 包含 一 个 稳定 平衡 点 P, 见 图 18.4- 
2, 并 且 假 设 干扰 使 系统 由 P 点 离开 的 分 布 渍 数 已 经 确定 (譬如 说 按照 一 个 高 斯 分 布 ), 那 


图 18.4-2 


么 ,把 这 个 分 布 函 数 在 相 空 间 中 开关 边界 所 包围 的 区 域内 求 积分 , 就 得 到 og。 如 果 终 点 场 
包含 一 个 极限 环线 8, 那么 , 把 极限 环 上 的 每 一 点 先 看 作 是 一 个 平衡 点 , 然后 按照 稳定 平 
衡 点 的 办 法 求 出 相当 的 概率 ,最 后 根据 系统 将 在 这 些 点 耗费 的 时 间 的 比例 , 求 出 这 些 概率 
的 平均 值 v, 这 个 平均 值 o 就 是 场 保留 下 来 的 概率 。 我 们 可 以 认为 每 一 个 终点 场 都 有 一 
个 这 样 的 概率 as， 用 pg(o) 表示 终点 场 在 0 的 概 素 分 布 诸 数 ; 也 就 是 9 在 9 到 o 十 do 之 
闻 找到 一 终点 场 的 概率 等 于 pCa)dr， 显 然 


| plo)do 一 1, z . (18.4-5) 
用 pa) 表示 真正 的 终点 场 的 分 布 函数 ， 
| 站 (18.4-6) 


我 们 将 借助 于 pCo) 来 计算 pCo)。 我 们 既然 假定 了 4(c) 是 真正 的 最 后 终点 场 的 分 布衣 
数 ,因此 这 个 分 布 函数 将 不 会 因为 随 术 干扰 的 作用 而 有 所 改变 ， 此 外 ,在 一 个 随机 干扰 作 
用 以 后 , 必定 月 值 "在 "到 e 十 do 之 间 而 百分数 是 四 (a)do 的 场 ， 保 留 下 来 的 概率 等 于 
o, 遭 到 玻 坏 的 概率 等 于 1 一 c。 由 于 一 个 随机 干扰 的 作用 ， 而 被 玻 坏 掉 的 场 的 总 百分数 
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| (l= ~ 0) po do 


新 的 终点 场 根据 可 能 的 终点 场 的 分 布 而 决定 : 也 就 是 根据 pCo) 来 决定 ， 所 以 在 一 个 随 
机 干扰 作 用 后 ， 在 9 到 vc + do 中 间 终 点 场 的 总 百分数 应 等 于 


cd(a)dc 十 p(o)i|， (1 一 ob Va’, 


因为 随机 干扰 不 会 影响 最 后 的 分 布 $Cg), 所 以 上 面 的 数目 和 bla)ado 成 正比 . 如 果 C 代 
表 比 例 常 数 ， 那么 
c [seo)- 十 vo, (1— | 一 $0), 


把 这 个 公式 的 两 端 从 9 二 0 到 o = 1 对 9 求 积分 tin Gs. 4- 2 和 on. 4-6) 就 可 知 
道 C 等 于 1, 所 以 我 们 得 到 | 
obo) 十 ro) (1—o da da 一 i 


上 面 方程 里 的 积分 是 一 个 与。 区 关 的 常数 . 可 以 看 出 4(o) 和 hs 一 o) 成 比例 关 
系 :或 省 ,由 为 程 (19.4-6) 得 到 
plo) 
Ya) 一 二 加 《18.4-7) 
他 
根据 方程 (18.4- -7) 可 以 由 可 能 的 终点 场 的 分 布 函数 得 到 真正 的 终点 场 的 分 布 函数 
因为 可 能 的 终点 场 的 分 布 ， 可 以 通过 计算 系 绕 里 所 有 可 能 得 到 的 场 的 分 布 ,利用 方程 
《18.4-3) 求 得 。 我 们 至 少 能 够 在 理论 上 根据 自 
行 镇 定 的 系统 的 特性 得 到 真正 终点 场 的 分 布 ， 
方程 (18.4-7) 表 明 ， 真正 的 终点 场 的 分 布 pCo) 
与 p(o) 比较 起 来 更 加 集中 在 那些 o 的 值 大 的 
地 方 。， 这 一 事实 从 图 18.4-3 中 可 以 清楚 地 看 
到 ， 同 时 也 是 我 们 在 以 前 的 直观 的 讨论 中 所 预 
0 料 到 的 ， 我 们 需要 注意 ,特殊 类 型 的 随机 和 干 
Oe ” 拢 ,将 仅仅 影响 分 布下 数 w(o7 的 计算 .至 于 方程 
(18.4- 力 所 注定 的 pCo) 和 者 (a) 之 间 的 关系 不 会 因 干 扰 的 类 型 不 同 而 有 记 改 变 ， 上 面 已 
经 说 明 , 达到 一 个 终点 场 需要 开关 作用 的 次 数 NN 等 于 1/p， 这 里 ,? 是 一 个 自行 镇 定 的 系 
绕 的 稳定 场 的 一 般 概率 。 因 为 我 们 已 经 知道 对 于 庞大 的 系统 ， 若 减低 至 非常 小 的 数值 ， 
那么 N 就 会 很 大 , 比如 说 , 假设 系统 包含 100 个 变量 ,请 se 2, N 一 2" sx 10%， 即 使 
我 们 使 得 开关 每 秒 钟 动作 十 次 ， 达到 终点 场所 需要 的 时 间 仍然 要 等 于 3 x i103 个 世纪 ,如 
此 长 的 时 间 完 全 可 以 认为 是 无 穷 大 的 .因此 实际 土 自行 镇 定 的 系统 将 永远 达 不 到 终点 
场 。 所 以 对 于 系统 很 此 大 的 情况 ， 何 时 也 下 是 自动 半 求 稳定 状态 的 原理 处 于 重要 地 位 的 
情况 ,我 们 却 发 现 这 个 概念 是 不 现实 的 。 
”为 字 浆 补 上 述 的 缺陷 ， 我 们 必须 使 系统 稳定 的 概率 加 大 ， 本 也 采取 一 个 折 喜 的 办 法 ， 
我 们 按照 下 面 的 方式 进行 设计 ， 系 绕 的 场 限制 是 那些 在 希望 的 运转 条 件 下 稳定 的 场 。 只 


nr oa i er 
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有 局 部 和 少量 地 方才 需要 开关 作用 来 调整 ， 换 句 话 说， 我们 根据 普通 的 方法 来 设计 系统 
而 不 采用 自行 镇 定 这 种 原理 ， 只 有 当 预 先 估计 会 有 扰乱 的 时 候 才 采用 新 的 原理 和 开关 装 
置 。 例 如 ,我 们 可 以 根据 前 面 几 章 讨论 过 的 原理 ,设计 一 套 白 动 驾驶 飞机 的 装置 ， 但 是 我 
们 有 一 个 顾虑 ,整套 机 械 可 能 使 自动 驾驶 装置 传送 到 副 连 上 的 信号 发 生 错误 ,以 致 要 求 名 
翼 向 下 的 信号 实际 上 产生 番 村 向 上 的 运动 。 假 设 机 械 果 真 产 生 了 这 种 错误 ， 于 是 自动 加 
驶 装置 就 不 能 使 飞机 稳定 ,自动 驾驶 着 的 飞机 这 一 系统 也 就 不 稳定 了 ,飞机 就 要 发 生 旋 转 
运动 .但 是 , 如 果 检 好 在 这 一 点 上 采用 自行 镇 定 的 原理 , 那么 就 可 以 消除 设计 者 的 顾虑 
当 飞 机 旋转 超过 预定 值 ,而 碰 到 开关 边界 舶 时 候 , 开 关 就 自动 地 发 生 作 用 。 这 时 系统 就 是 
包含 两 个 场 (一 个 稳定 的 场 和 一 个 不 稳定 的 场 ) 的 自行 镇 定 的 系统 了 ,无 论 自动 驾驶 的 飞 
机 这 一 系统 中 可 能 有 许多 个 变量 ,但 是 开关 顶 多 动作 一 次 就 达到 稳定 。 这 里 采取 折 启 办 
法 的 主要 目的 是 ， 并 不 让 每 一 个 变量 都 随机 地 变化 。 差 不 多 所 有 的 条 件 下 ， 我 们 可 以 有 
运转 稳定 的 设计 ,由 于 需要 考虑 的 只 是 那些 预料 可 能 发 生 的 偶然 事件 ,这 样 就 大 大 地 威 少 
了 关于 表示 系统 行为 的 场 的 选择 。 因 此 ， 这 是 介 于 一 般 控制 设计 原理 和 自行 镇 定 原理 之 
间 的 一 种 折 丙 办 法 ， 

对 于 生物 来 说 ,不 可 能 预先 假定 局 国 是 什么 样 的 情况 ,所 以 要 想 限制 系统 仁 能 的 场 的 
选择 而 增加 稳定 的 概 府 是 办 不 到 的 ， 阿 施 贝 发 现 另 一 种 增加 稳定 概率 的 途径 。 他 对 一 个 
非常 复杂 的 ,包含 着 很 多 变量 的 系统 进行 观察 ,结果 发 现 某 一 种 千 扰 或 者 运转 条 件 的 变更 
只 直接 影响 这 些 变 量 中 相当 少 的 著 干 个 变量 。 这 样 ， 假 没 直接 受到 扰动 的 这 些 变量 可 以 
与 其 它 变量 分 离开 来 ,把 他 们 组 成 一 个 自行 镇 定 的 系统 ,那么 ,对 计 那 些 特殊 类 型 的 和 干扰， 
稳定 的 概率 可 以 大 为 增加 .例如 在 这 一 沁 第 一 段 的 讨论 中 ,假设 直接 受到 干扰 的 变量 ,不 是 
原来 的 一 百 个 ,而 是 五 个 , 如 果 开 关 每 秒 钟 动作 十 次 , 那么 预料 达到 终点 场 的 平均 时 间 只 
是 3.2 秒 ， 这 样 一 来 ,假设 100 个 变量 可 以 分 成 20 组 ,每 组 有 五 个 变量 , 形成 二 十 个 自行 ， 
镇 定 的 系统 ,那么 要 求 完 全 适应 一 个 新 的 适 行 条 件 的 时 间 总 数 只 是 20 x 3.2 一 64 秒 ,对 
于 一 个 包含 一 百 个 互相 有 关联 的 变量 的 自行 镇 定 的 系统 来 说 , 从 3 x 10" 世 纪 变 为 6 
秒 ,这 的 确 是 一 个 惊人 的 改进 1 

自然 ,由 20 个 不 同 的 系统 《每 个 系统 各 包含 五 个 变量 ) 组 合 而 成 的 一 个 系统 ,就 不 如 
一 个 包含 190 个 变量 而 变量 之 闻 互 相 有 影响 互相 有 关联 的 系统 那样 灵活 ,也 不 会 有 那样 好 
的 反应 。 但 是 ,如 果 某 种 干 撼 只 直接 作用 到 五 个 变量 ,因为 我 们 可 以 适当 地 按照 干扰 的 性 
质 进行 变量 的 组 合 , 使 得 每 一 个 干扰 都 只 影响 到 菜 一 个 子 系统 的 五 个 变量 ,于 是 有 五 个 变 
量 的 20 个 子 系统 组 成 的 大 系统 和 具有 100 个 变量 的 系统 是 等 价 的 。 假 设 ,受到 干扰 的 变 
量 是 jn yy, y4 和 ys, 于 是 这 五 个 变量 结合 而 成 一 个 具有 五 个 变量 的 自行 镇 定 的 系统 ， 
如 果 又 有 一 个 干扰 作用 于 变 鉴 72 5 Yi0, yo FH yg 于 是 这 五 个 变量 也 结合 成 一 个 自行 
镇 定 的 系统 。 这 种 根据 运转 条 件 不 断 地 改变 系统 变量 的 组 合 而 形成 各 种 子 系 绕 的 现象 ， 
阿 施 贝 称 之 为 运动 状态 的 分 散 现 象 ， 当 点 《nn, ?。……, 加 ) 在 相 空间 内 某 一 定 范围 的 时 
候 , 使 方程 (18.1-3) 中 消 数 fn, y2，,"……* ,ya;) 等 于 零 , 就 可 以 真正 作 到 运动 状态 的 分 
散 。 这 时 那些 y, 是 时 间 的 常数 函数 , 实际 上 只 是 其 它 变量 的 参数 而 已 。 在 我 们 上 面 提 到 
的 例子 中 ,对 于 第 一 个 干扰 来 说 , 点 (yy, sw,… ,yo) 在 相 空间 中 某 一 个 区 城内 ,除了 + 一 
1, 2,3.4, 5 以 外 方 都 等 于 0。 对 于 第 二 个 干扰 玉 说 除了 1 一 2,5, 10, 98, 99 以 外 ， 其 
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余 的 户 一 0， 很 明显 ,函数 访 的 这 种 运动 状态 只 是 意味 着 对 于 各 个 微 商 dys/ ds 来 说 存在 
着 各 种 铬 限 ， 在 实际 的 系统 里 这 种 阔 限 自然 是 可 以 预料 到 的 。 因 此 分 散 的 现象 是 不 难 作 
到 的 。 . 
阿 施 贝 把 具有 分 散 现 象 的 自行 锁定 的 系统 叫做 适应 环境 的 系统 ， 一 个 适应 还 境 的 系 
统 自 然 具 有 能 适应 环境 的 件 能 ， 因 为 它 由 自行 镇 定 的 子 系统 组 成 。 它 和 有 了 同样 多 个 变量 
的 自行 镇 定 的 系统 不 同 的 地 方 在 于 达到 终点 场 的 时 间 不 一 样 。 适 应 环境 的 系统 达到 稳定 
所 需 的 时 间 比 较 起 来 是 短 得 多 的 ,因此 就 使 得 自行 镇 定 的 原理 实际 上 能 够 实现 ， 而 且 , 一 
个 适应 环境 的 系统 ,对 接连 出 现 的 干扰 的 反应 是 接连 的 尝试 性 的 变化 着 适应 ,这 种 系统 表 
示 逐 步 理 解 的 过 程 ， 或 者 悉 续 适应 的 过 程 。 这 是 在 生物 中 经 常 可 以 看 到 的 特征 。 更 进 一 
步 ， 因 为 对 于 一 个 干扰 的 第 二 次 以 及 以 后 的 适应 必然 会 改变 系统 的 参数 。 与 第 一 个 干扰 
恒 等 的 干扰 重复 出 现时 ,一 般 说 来 系统 不 再 产生 第 一 次 所 适应 的 状态 ,这 是 真正 地 运动 状 
访 的 分 散 现象 ; 换 句 话说 , 系统 变 得 更 “老练 ”更 “聪明 ”了 ， 现在 它 它 不 仅 能 够 抵抗 那 一 个 主 
要 的 干扰 ,而 且 还 能 适应 更 多 的 运转 条 件 了 ， z 


18.5 5 对 环境 条件 的 适应 


第 二 节 内 讨论 的 自行 镇 定 系 绕 的 例子 表明 ,即使 受 控 对 象 的 先 验 毁 识 知道 的 非常 少 ， 
系统 仍 能 够 自行 找到 稳定 工作 点 。 由 于 极度 缺少 关于 外 界 条 件 和 内 部 结构 方面 的 详细 信 
息 ,自行 镇 定 装置 (继电器 ) 的 工作 程序 是 随机 的 ,以 至近 于 “ 窗 目 * 和 的 。 自 行 镇 定 过 程 在 那 
黑 实 际 上 也 是 一 种 搜索 过 程 ,只 不 过 是 随机 搜索 墨 了 。: 前 面 上 站 经 指出 ,这 种 装置 的 缺点 是 
人 

序 几乎 不 能 或 完全 不 能 采用 。 - 

在 实际 问题 中 常见 的 另外 一 神情 况 是 ， 对 受 控 对 象 的 知识 已 经 足 通 多 ， 即 它 的 运动 广 
程式 的 形式 为 已 知 ,但 其 中 一 部 分 参数 的 确切 信 事 先 无 法 完全 确定 ,而 它 的 变化 范围 可 以 
预先 确定 ,并 且 ,对 象 的 环境 条 件 局 部 地 ,或 者 全 部 地 ,能 够 在 工作 过 程 中 加 以 测量 。 用 这 
些 不 断 测量 得 到 的 信息 来 改变 控制 装置 的 结构 形式 或 参数 ， 以 使 其 工作 性 能 处 在 预先 指 

” 定 的 要 求 范围 之 内 ， OE 
制 。 
| 现 以 飞机 的 实 态 控制 为 例 ， 说 明 这 种 原理 的 有 效 性 具有 六 个 自由 度 的 飞机 ,在 大 气 
电 飞 行 的 运动 方程 式 在 机 身 国联 比 标 系 内 可 写成 下 列 形式 ( 欧 拉 方 程 组 ): 


drs . | . 
| ( Fp + orips 一 -om)- = AX1- 一 Gsin§, 


fd . 
| (2 十 ws, 一 wna, ) 一 Yi 一 Ccos3cosy， 
dys 0 de a 
?4 (过 十 rty, ov ) = = ZI Gcosdsiny;s 《18.5-1) 


dio,, 


+ (Cs, 0 十 J wun, ee Ms, 


‘dws 
7 
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fw Aigz, 
je 十 《JJ “一 jos 0s, 一 Js(enas 十 Zz ， Le M,,, 
dws, 
Lr + 师 交 一 jos coy Joy， ™ m3) > Mes (18.5~2) 
de coy cosy 一 ws sin 7 
dr CS 总 - ” 
全 cy siny 十 ws cosy， 
at 
AY wa (0 — (tw cosy 一 cs siny)tan3 (18.5—3) 
di xi 1 4 “ 


上 式 内 和， 21 为 机 龟 固 联 坐 标 系 的 三 个 坐标 轴 ， 原 点 在 飞机 重心 ，oxi 沿 飞 机 纵 轴 向 
前 , opi 位 于 飞机 的 对 称 面 内 向 上 , ozw1 与 上 述 两 轴 构 成 右手 直角 坐标 系 ;v,, wy ,vs 是 飞 
机 速度 向 量 在 三 个 坐标 加 上 的 分 量 ; js,, J,,, J:,, Jy， 为 对 相应 轴 的 转动 惯性 和 矩 或 混合 
惯性 短 ; 网 , 3, 7 分 别 为 飞机 姿态 角 ( 航 向 角 , 腑 仰角 ,滚动 角 ), 其 方向 和 符号 按 爽 拉 角 的 
规则 确定 ;和 为 飞机 质量 。Xi，YyY:，21 和 对， 对 :为 作用 于 飞机 上 的 外 力 和 外 力 
和 矩 钩 分 量 , 
在 设计 中 , 常 将 上 述 方程 组 化 简 。 例 如 研究 飞机 的 侧 同 运动 时 , 在 巡航 期 间 , 可 以 认 
为 z 综 常数 ,J 本 0,w:, wy, ws 的 积 很 小 ， 故 可 和 忽略 ;纵向 运动 对 俩 向 运动 的 影响 可 
忽略 不 计 。 飞 机 速度 向 量 和 飞机 纵 对 称 面 的 夹 角 记 为 &, 称 为 侧 消 角 ; 速度 向 量 在 飞机 
维 对 称 面 上 网 投影 与 om 轴 的 夹 角 称 为 放 角 ， 记 为 a。 在 上 述 假定 条 件 下 ， 经 过 对 式 
(18.5-1),，(18.5-2) 和 《18.5~3) 线性 化 处 理 以 后 ， 可 忆 将 飞机 的 侧 向 运动 分 窜 出 一 个 独 
立 的 方程 组 ， 线 性 化 后 的 方程 式 中 的 诸 变量 我 们 依然 采用 原来 的 符号 ， 显 然 ， 它 们 已 经 
不 再 是 原来 的 真 量 了 ,而 是 真 量 的 摄 动 增 量 .考虑 到 上 述 诸 假定 和 关系 式 
gx VcosG, vy — vsing, ve sinp, (18.5-4) 


飞机 的 僻 向 运动 可 由 下 列 三 个 方程 式 描绘 : 


dy , | 
bi i 十 wrvy, 一 wt, ) “= ZI 二 Gcosgsiny, 
ft 


dos 
js, 一 M,,, 
dw, 
J My 
dr 
本 Wr, 十 wy cosrT tg = 0, 
多 i 2 一 人 (18.5-5) 


上 式 右 端 之 外 力 和 力矩 完全 与 空气 动力 有 关 。 四 北 它 们 的 第 一 次 近似 可 以 写成 


21 
Zi Sp Ch + «i, 
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M 。 0 mt 


M, 一 ISp (my 及 十 my ios, 十 my ‘wy, 十 和 ya8 十 。 je | (18.5-6) 


上 式 内 1 为 经 展 ,5 是 屠 面 积 , P 为 飞机 所 在 点 的 大 气 密度 ,v 是 飞机 对 大 气 的 相对 速度 ， 
cz 和 ms,, my, 为 相应 的 空气 动力 系数 ; 8， 轧 为 方向 盘 和 副 去 舵 的 偏 角 。 考 虑 到 前 面 的 
假定 ,将 式 (18.5-6) 右 端 的 主要 项 代入 式 (18.5-5) 后 线性 化 后 的 侧 向 运动 方程 为 


十 au8 十 apor 十 avwy, + anr fi, 

W 

二 ar + qnt0y, = bb3.+ fi, 
a. 


人 十 0318 十 Gox 十 03300y， 一 ba82 + 636; + fi 
2 + qvwx, 十 3mv 十 an7 = 0, 
和 TE hs30y,, (18. 3-7) 
上 式 内 可 为， 为 均 为 在 第 一 次 近似 中 与 系统 坐标 无关 的 外 扰 作 用 ， Qi bj 为 气动 参数 , 角 
度 由 ,7 按 式 (18.5~6) 与 w.,,wy 联系 着 ， 
如 果 这 些 气动 参数 都 是 常数 或 接近 于 常数 ， 肛 么 侈 使 飞机 的 横向 控制 系统 移 定 地 接 
需要 工作 ,只 需 正 确 地 选择 对 舵 偏 角 5 入 的 控制 规律 
Bw (8B, Wns 7)，， 
B= dp, wes .09 7), | | 《18.5-8) 
演 行 J 但 是 问题 在 于 这 些 参数 随 飞机 的 飞行 了 高 度 , 速 度 和 马赫 数 ,燃料 余 量 等 的 变化 而 
发 生 大 幅度 的 变化 。 例 如 , 飞机 的 起 飞 明 和 巡航 时 的 速度 就 可 以 相差 几 十 倍 , 大 气 密度 在 
地 面 和 在 22 公里 高 空 则 相差 20 倍 等 。 在 设计 控制 系统 时 不 可 能 预料 到 飞机 将 在 何 种 高 
度 上 或 以 何 种 速度 飞行 . 因此 就 要 求 控制 规律 式 (18.5-8) 对 飞行 条 件 具 有 一 种 适应 性 ， 
至 今 为 止 ， 冬 国 飞 机 的 控制 规律 ， hs 即 舵 面 的 运动 规律 可 由 诸 变 量 的 
线性 组 合 表示 : 
Be ca 十 cop + cr 士 cay 十 BCe)， 
加 一 caty 十 cap + cr 十 cy + gC), {13.5-9) 
上 式 内 7 了 ,由 表示 7, 由 对 时 间 : 的 村 数 ; gz(z) ,ga(#) 分 别 为 各 通道 的 输入 控制 指令 (无 
线 电 遥控 或 机 上 程序 控制 ); 而 co 为 一 些 比例 常数 。 如 果 这 些 系数 已 经 选 定 ,那么 控制 系 
统 的 理论 设计 便 告 完成 ， z z 
显然 ,固定 的 ,一 成 不 变 的 控 币 规律 不 能 适应 飞行 条 件 的 各 种 变化 。 在 起 飞 段 工作 很 
好 的 控制 系统 ,在 高 速 高空 的 条 件 下 可 能 变 得 不 稳定 ,从 而 完全 认 失 工作 能 力 。 为 了 使 控 
制 系统 具有 对 飞行 条 件 的 适应 机 能 , 就 必须 把 式 (18.5-9) 中 诸 系 数 cs 设计 成 可 随 飞行 
条 件 自动 变化 的 参数 。 可 以 用 下 述 方法 达到 这 一 目的 。 由 于 式 (18.5-7) 中 的 诸 系数 mr 
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Rn 燃料 余 量 ,大 气 密度 ,飞行 高 度 等 引起 的 ,或 者 可 以 将 这 些 主 要 因素 
归纳 为 速 压 头 4 一 二 pw*, 高 度 瑟 或 马赫 数 M 一 (a 为 当地 音速 ), 和 燃料 及 其 它 


物 的 重量 G. 这 就 是 说 0 
a = ai(9, H, GC), (18.5~ pe 
其 中 速 压 头 4 或 飞行 高 度 太 均 可 用 较为 简单 的 眶 僵 仪 表 连 续 测 遇 燃料 剩余 量 和 运载 物 
体 的 重量 G 也 可 以 在 飞行 中 测 出 。 
总 之 ,这 些 在 设计 过 程 中 不 能 预先 确定 的 因素 ,在 飞行 过 程 中 是 可 以 通过 不 断 地 测量 
得 到 的 ， 测 出 这 些 参数 以 后 a;; 就 完全 被 确定 了 ， 运 动 方程 式 〈18.5-7) 的 左 端 以 及 受 控 
对 象 的 运动 规律 也 就 唯一 被 确定 了 。 为 了 使 控制 装置 具有 适应 性 。 可 以 根据 外 扰 因 素 的 
值 去 改变 控制 规律 式 (18.5-8)、 例 如 ， 在 设计 系统 时 可 以 在 控制 装置 内 安置 几 个 可 变 参 
数 , 例 如 cn, cz, c3 和 cs, 使 
cj cg, HG), i=—=2,3,1= 1,2,3,4, (18.5—11) 
在 飞行 控制 过 程 中 ,根据 直接 测量 或 间接 测量 到 的 参数 去 调整 式 (18.5-9) 中 的 诸 系数 ,以 
求 得 系统 在 不 局 的 外 部 条 件 下 。 都 有 良好 的 动态 和 静态 性 能 。 这 样 设计 的 姿态 控制 系统 
的 结构 示 于 图 18.5-1 中 ,为 了 适应 环境 参数 的 变化 需要 专 设 测量 装置 , 以 得 到 环境 条 件 


MA Wk NN 


环境 条 件 现 量 ]. 
和 好 再 器 


Hg 
图 18.5-1 


不 断 变化 的 信息 , 作为 调整 控制 器 中 诸 参 数 ci 的 依据 . .这 样 的 系统 能 在 任何 人 条 件 下 , 准 
确 地 执行 程序 指令 yo fo 和 血 , 并 保持 预定 的 动静 态 性 能 . 

我 们 重复 指出 ， 本 节 内 讨论 的 系统 对 环境 条 件 的 适应 竹 完 全 取决 于 对 环境 参数 的 让 
接 或 间接 的 测量 ,因此 可 称 之 为 对 扰动 的 适应 系统 ， 


18.6 “模型 参考 自 适应 控制 系统 


除 前 面 凡 节 所 介绍 的 自 适应 系统 外 , 近 二 十 多 年 来 ,还 提出 了 各 种 各 祥 实 更 自 适应 的 
方法 。 在 这 些 方法 中 ,所 谓 模 塌 参 考 自 适应 控制 系统 是 研究 得 比较 成 熟 的 一 种 , 它 已 应 用 
到 飞机 自动 驾驶 仪 ,空间 飞行 器 姿态 控制 等 的 设计 中 。 此 外 ,在 冶金 工程 ,化 学 工程 ,电力 
系统 等 ,也 开始 应 用 这 一 设计 方法 ”， 
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在 这 一 节 里 ,我 们 先 介绍 一 下 模型 参考 自 适应 系统 的 工作 产 理 ,然后 讨论 一 个 具体 的 
自 适 应 方法 。 : J oe 
| 理想 输出 
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其 中 z 是 #* 维 状 态 向 量 , az 是 4 维 控制 器 量 , yp 是 理想 输出 。4p，Bp 也 分 别 是 wn X 冯 ， 
# X 9 阶 常 值 什 阵 ， 

为 了 简单 明确 ,假定 了 系统 式 (18.6-1) 和 (18.6-2) 的 维 数 是 相同 的 。 在 实际 的 情况 
下 , 系统 式 (18.6-2) 的 维 数 可 能 比 式 (18.6-1) 的 维 数 低 ,但 这 并 不 影响 问题 的 实质 性 讨 
论 。 

让 适应 控制 器 参数 的 调整 ， 应 使 系统 式 (18.6-1) 和 (18.6-2) 输出 之 间 的 误差 最 小 ， 
即 

elt) = y(t) — yplt) = CxO) — 200)) 
趋 于 零 ， 显然 ,如 果 4 一 /1p, BC 一 Bo, 同时 两 个 系统 初 值 相等 , 即 x(i0) 一 zx(10)， 
则 应 有 x(o = z(t#)， 因 此 eta = 0， 这 说 明 , 当 受 控 对 象 的 参数 精确 知道 时 ,那么 自 适 
应 控制 器 就 没有 必要 存 硅 了。 实际 上 , 受 控 对 和 象 的 参数 是 变化 的 ,而 且 这 种 变化 事先 并 不 
知道 ,这 时 外 适应 控制 器 必须 能 自动 改变 自己 的 “控制 能 力 ”, 以 使 系统 适应 不 断 变 化 着 的 
情况 、 

下 面 所 讨论 的 自 适应 方法 是 一 种 比较 简单 的 方法 上 当然 不 一 定 是 最 好 的 方法 ， 这 
种 方法 的 出 发 点 在 于 把 控制 误差 <(z) 表示 成 变化 参数 的 明显 依赖 关系 人 
数 均 含 在 4 ，Bkz) 中 )， 

首先 , 设 系 统 式 (18.6-2) 的 初 值 为 zo0) = mn, 它 的 解 为 

z(t) = Bp(# 一 加)3Z5 十 | 多 pf — tIBpu (rt)ar, {18.6-3) 
其 中 gp( 一 加) ee ep4m 是 系统 的 基本 解 矩 阵 ， 
为 了 得 到 式 (18.6-1) 的 解 ,可 以 把 4(r), B(r) 表示 成 
A(t) = Ap + AC), 
下 (er) = Bo + eB?), (18.6-4) 
其 中 是 常数 ，A,.(t)，Bl?) 包含 受 控 对 象 的 变化 参数 以 及 自 适 应 控制 鼎 中 的 适应 性 参 
数 。 这 就 是 说 ， 可 以 把 自 适 应 系统 看 成 是 受 控 对 象 参数 变化 和 适应 性 参数 询 整 对 参考 模 
型 系统 扰动 的 结果 。 当 然 , 这 两 种 扰动 的 效果 不 一 样 ,前 者 使 系统 性 能 变 坏 , 而 后 者 是 用 
来 补偿 这 种 变化 的 ,补偿 的 结果 使 自 适 应 系统 性 能 接近 参考 模型 系统 性 能 。 
把 式 (18.6-4) 代 到 《18.6-1) 中 -, 则 有 
X= [dnt eA]x Ft LBp 十 sBc(t)]a 
设 xGo 的 初 值 为 x(10) 一 和， 其 解 x(#) 为 


Xt) 一 pt 一 fo)x0 十 | ez( — Bour)dr 
本 中 oo LB) + A dr 
Et | ec — 1)Bou(r)dr 
+ e) ol — {Br uke) + A Dor ~— a)m 


+ | olr — Boulo)do]}dr + ols’), 018.6-5) 
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其 中 se 表示 8 的 二 阶 和 高 阶 小 量 。 当 A(#), Bl), u(t) 都 是 # 的 连续 明 数 时 , 应 用 
逐次 通 近 法 ， A 信 全 全 广 本 (18.6-1) 的 唯一 解 。 
” 设 初始 偏差 为 . 
X(t) — Z(t10) == SAS {18.6-6) 
将 式 (18.6-6) 代 到 (18.6-5) 后 ,有 
X(t) = Bolt — 10)EAz(to) 


十 世 Ee 0) zo 十 | oo 一 BouCr)ar) 
三 eol {B.CruCr) 再 A(r) |@» Ce 


中 ofr Bou(o)do|}ar 十 cle) 
= Bop{li CO— 1)EASL) + 207) 
十 Polz 一 r){eBear) + sgA.(T) [oor — hn)zo 


z 二 ( wor 一 c)Boao)do|} ar 十 ofs2)， 
由 此 推出 
xz 一 Z(t) 一 @pfl 一 而)56Ax() 

+ Go 一 下 十 ed4das(r)z(z)]ar 十 a 


另 一 方面 ,控制 误差 eC) 可 表示 成 
ey yp Cx) — z()) 


一 《dpft 一 ho)eAz(t) + c| go: 一 rs B.Cr)aCr) 


+ eA.(r)z(r) ldr + ole’), > (18.6-7) 
假定 s 是 个 充分 小 的 量 ， 以 至 可 以 忽略 o(e)， 这 相当 于 小 扰动 的 情况 ， RA(#) 宕 4p， 
昌 (t) Bp, x(10) 2(1), 于 是 得 到 如 下 近似 方程 式 : 
<(O) 一 cgo( — i)eAz(n) + C| Dols ~ LeBCr Yul?) 
+ gsA.(r)z(r) lar., {18.6-8) 
这 个 方程 表明 了 控制 误 闭 e() 和 初始 误差 eAz(1), 扰动 量 Bt)， sd4xki 的 依赖 关 
系 . 
根据 这 个 明显 的 关系 , 使 我 们 有 可 能 根据 误差 e(z) 去 调整 控制 器 参数 。 假 如 在 上 时 
刻 的 误差 为 e(#), 控制 器 参数 的 调整 应 使 <(z) 在 了 > :时 刻 的 值 e(r?) 减 小 。 令 
Aelt) = ef) — elf) = elf +A) — elt), (18.6-9) 
其 中 Ar > 0。 很 明显 ,为 了 消除 误差 el?), 控制 器 参数 变化 应 满足 如 下 关系 : 
Acli)els) 0, (18.6-10) 
这 就 是 说 ， SN 应 使 误差 改变 量 Aelz) 和 el) 是 反方 向 的 ,从 而 才能 保证 
ce( 引 趋 于 零 。 
我 们 再 人 定 ， 自 适 应 控制 可 的 参数 改变 速度 比 起 受 控 对 象 参数 变化 以 及 Bo, 的 


Oe A A -am in 一 一 
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变化 要 快 。 于 是 , 当 Ar 选 得 充分 小 时 , 在 Ar 时 间 内 e( 的 变化 Ae(x) 主要 决定 于 参数 
调整 所 带 来 的 那 部 分 变化 、 现 将 式 (18.6-8) 代 人 (18.6-9) 中 ,重新 排列 各 项 并 分 离 出 由 
于 适应 性 参数 调整 引起 的 误差 改变 景 ， 

Aelt) 一 Ap(r) 十 Ape(D， . (18.6-11) 
其 中 用 Ak(z) 表示 不 受 适 应 性 参数 调整 影响 的 那 部 分 误差 , Ape(s) 是 受 适应 性 参数 调整 
而 引起 的 误差 变化 部 分 。 因 为 Ahk(z) 比 起 Ape(a) 小 得 多 ,以 至 可 以 忽略 。 这样 便 得 到 如 
下 表述 式 : 


Ane() 一 人 [> p33 dnbnit|， “(18.6-12) 
i=1 j=1 


其 中 Qiis bn! 是 官 阵 864， eB. 的 元 素 ， di 是 矩阵 Ce4D4 的 元 案 。 
由 式 (18.6-11) 可 知 , 如 果 


Ape(t) el#) 0, {18.6-13) 
那么 式 (18.6-10) 也 能 成 立 。 现 定义 如 下 关系 : 
Qi Hadisie lt) = Hiizie lt) 
bm 一 一 Pamdniielt) = 一 Pmitielt), ‘18.6-14) 


其 中 pi;, pw 都 是 大 于 零 的 常数 。 把 这 些 量 代 到 式 (18.6-12) 中 , 便 有 
po) — — {S| Barnet) + DD emprelo)|. 


E11 ij 二 1 


显然 
AV YY Yai + YY dp | ea) < 
Ane(t)elt) -~ 2 2 a Pi Ais 十 dmztlpp 如 (#2) < 0. 
. mm 三 1 了 三 下 


i=1 j=1 


从 而 式 (18.6-13) 得 到 满足 ，p，pm 是 可 以 选择 的 参数 ， 根 据 式 (18.6-14) 这 个 关系 去 
调整 适应 性 参数 ,就 可 以 最 终 消除 误差 (t)。 当 然 ,选择 式 (18.6-14) 这 样 的 关系 只 是 使 
式 (18.6-13) 得 到 满足 的 一 种 方法 ,而 不 是 唯一 的 方法 。 这 个 系统 的 方块 图 示 于 图 18.6- 
中 . 


18.6-2 
在 上 述 系统 中 ,是 以 el:) 趋 于 截 作为 调整 适应 性 参数 的 准则 . 也 有 的 作者 ,以 
[eCDa 达到 极 小 作为 育 整 参数 的 准则 "9, 还 有 其 它 形式 的 准则 ， 总 之 ,在 这 一 闫 设计 
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中 , 都 是 以 误差 <(2 的 某 种 性 能 指标 取 极 小 值 作为 调整 参数 的 准则 实践 表明 ， 用 这 样 
方法 设计 出 来 的 模型 参考 自 适应 系统 ,可 能 具有 较 好 的 响应 能 力 , 但 稳定 性 往往 不 太 好 ， 
近 些 年 来 , 这 个 问题 已 逐步 得 到 了 解决 思 y， 上 面 讨论 的 系统 ,在 文献 【11] 中 应 用 李 牙 普 
庄 夫 笨 数 方法 讨论 了 稳定 性 的 问题 。 
对 于 模型 参考 自 适应 系统 的 另 一 种 设计 方法 ,是 以 李 路 普 诺 夫 第 二 方法 为 基础 的 c.。 
这 样 的 设计 ,可 以 保证 系统 具有 较 好 的 稳定 性 , 但 也 有 其 弱点 ,这 就 是 它 要 求 整个 状态 向 
量 必须 都 能 测量 到 ,而 这 一 点 却 往往 不 容易 做 到 。 
在 文献 [91 中 , 对 模型 参考 自 适应 系统 的 各 种 设计 方法 做 了 统一 处 理 。 在 文献 [15] 
中 还 深入 地 研究 了 这 种 系统 的 内 部 结构 。 
近 些 年 来 , 还 有 人 提出 一 种 自 调 准 自 适应 系统 wz!， 这 种 系统 和 模型 参考 自 适 应 系统 
不 同 , 它 需要 实时 辨识 系统 参数 随 环境 的 变化 ,并 把 辨识 得 到 的 信息 反馈 给 有 确定 结构 的 
池 肖 ,使 调 池 器 能 名 调整 参数 ,从 而 使 系统 能 适应 不 断 变 化 的 情况 。 关 于 这 种 自 适应 系 


. 统 的 详细 研究 ,可 参阅 文献 [71. 
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第 十 九 章 宛 余 技术 和 容错 系统 
“191 引言 


在 上 一 章 里 我 们 介绍 了 一 种 自动 系统 ,从 某 种 意义 上 讲 , 它 具有 自行 修复 本 身 结 构 的 
能 力 。 由 于 在 系统 中 设置 了 一 个 简单 的 自动 装置 ， 每 当 系统 由 于 某 种 原因 处 于 不 稳定 状 
态 时 , 这 个 装置 就 会 自动 地 改变 线路 结构 , 从 而 恢复 系统 的 稳定 性 能 。 这 就 是 说 , 当 某 些 
元 件 或 组 件 发 生 故 障 时 ,系统 能 够 自动 地 “排除 故障 >。 在 这 类 系统 中 ,设计 者 无 需 阮 心 元 
器 件 的 故障 或 性 能 变化 会 导致 整个 系统 的 失效 ， 只 要 求 系统 的 结构 中 含有 足够 的 备 分 或 
通道 ， 便 可 以 对 付 各 种 意外 事件 的 发 生 。 本 章 内 我 们 将 从 更 为 一 般 的 观点 去 研究 这 类 问 
题 , 即 研究 如 何 构造 一 种 能 够 自动 排除 故障 的 系统 一 一 容错 系统 . 

生物 体 的 组 织 结构 的 奇特 性 能 ,始终 是 工程 控制 论 中 引 人 人 用 的 研究 课题 ,特别 是 动 
物 揪 休 中 的 自修 复 能 力 和 克服 故障 的 能 力 是 仿生 学 中 日 益 显 得 重要 的 研究 对 象 ， 我 们 知 
道 ， 那 怕 是 低级 的 动物 的 自修 复 能 力也 是 当代 最 完善 的 自动 控制 系统 所 望尘莫及 的 ， 例 
如 , 暗 螂 的 舟 被 损坏 (甚至 被 切 掉 ) 后 ,很 快 就 能 再 生出 一 条 完全 一 样 的 新 妃 。 哺 忽 关 动物 
的 某 些 动脉 血管 如 果 发 生 流通 障碍 ,旁边 的 支 血管 就 会 自动 地 长 粗 变 大 ,用 以 代替 发 生 了 
故障 的 动脉 ， 使 肢体 不 致 因 缺 血 测 衰 亡 . 更 令 人 惊奇 的 是 ， 人 的 大 脑 细胞 ， 在 人 的 一 生 
中 不 断 地 失效 并 死亡 而 不 影响 任何 生理 系统 的 正常 工作 。 据 估算 ， 在 人 的 大 脑 内 总 数 为 
to 个 脑 细 胞 中， 平均 每 小 时 约 有 1.000 个 失灵 或 死亡 ， 一 年 内 脑 细胞 失 演 的 总 数 约 为 
10 个 ;一 个 人 一 生 中 失灵 或 死亡 的 脑 细胞 达 10 个 , 相当 脑 细胞 总 数 的 十 分 之 一 。 然 而 ， 
一 个 正常 的 人 的 神经 系统 却 能 够 毫 无 故障 地 工作 一 生 , 不 但 不 为 这 些 损 坏 了 的 “零件 ”所 
破坏 ,而 且 轴 维 能 力 逐 年 提高 ,可 靠 性 也 日 益 增 大 ， 

一 个 自动 机 ,例如 电子 计算 机 ,能 不 能 逐步 具有 这 种 能 力 呢 9 答案 应 该 是 肯定 的 ， 从 
控制 论 的 观点 来 看 ， 我 们 一 定 能 够 逐步 认识 动物 神经 系统 的 这 种 自动 排除 故障 能 力 的 原 
理 , 并 在 各 种 自动 机 (控制 系统 ) 中 应 用 ， 近 十 几 年 来 已 经 建立 了 “容错 系统 ”的 理论 ,并 在 
先进 的 计算 机 系统 中 得 到 了 普遍 的 应 用 。 这 种 容 钳 技 术 为 提高 系统 工作 的 可 加 性 开 尽 了 
新 的 途径 。 

所 谓 容 错 系 统 是 指 自 动机 在 它 的 某 上 组 上 部 分 发 生 故 障 或 差错 时 (元 件 失效 ,线路 故 
障 , 偶然 性 干扰 造成 的 差错 等 ) , 不 影响 整个 系统 的 正常 工作 。 自 动机 系统 的 故障 大 致 可 
分 为 两 类 ,一 类 是 “致命 性 的 ”, 即 系统 从 祖 本 上 章 到 破坏 ,例如 电源 被 切断 ( 断 电 ), 主 要 部 
分 被 全 部 损坏 等 等 。 这 类 故障 是 致命 性 的 ,有 如 生物 内 的 循环 系统 全 部 失效 ,将 导致 全 系 
统 的 破坏 ,因而 是 不 能 被 修复 的 。 在 这 种 情况 下 ,系统 的 工作 不 可 能 继续 正常 地 进行 。 容 
错 系统 当然 不 是 针对 这 类 问题 而 言 的 ， 另 一 类 故障 是 局 部 的 ,暂时 的 ,可 能 被 修复 或 者 能 
被 纠正 的 ,这 是 容错 技术 应 该 和 能 够 对 付 的 故障 和 差错 ， 

在 容错 技术 中 ,提高 系统 工作 可 靠 性 的 主要 方法 有 两 种 。 第 一 种 是 自 检 , 即 在 系统 内 
发 生 非 致命 性 故障 时 能 够 自动 发 现 故障 和 确定 故障 的 性 质 、 部 位 , 从 而 自动 地 采取 措施 ， 
更 换 或 去 挤 这 种 故障 部 件 。 第 二 是 元 余 技 术 , 即 设置 名 种 备 分 元 器 件 或 组 件 ,合理 地 组 织 
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它们 的 工作 方式 , 对 故障 部 分 进行 删除 或 自动 更 换 ;或 者 , 使 个 别 故 障 不 能 影响 整个 系统 
的 正常 工作 。 第 一 种 自 检 技 术 常 用 专门 程序 实现 ， 属 于 程序 设计 的 范畴 。 而 为 了 提高 设 
备 本 身 (硬件 ) 的 可 龙 性 则 主要 靠 元 余 技 术 。 本 章 内 我 们 将 主要 介绍 元 余 技 术 的 一 些 理论 
和 方法 , 即 重复 线路 、 备 分 线路 各 复合 方法 的 基本 理论 ， 本 

首先 引进 关于 器 件 和 系统 工作 可 靠 性 的 基本 定义 设 取 N 个 某 种 同类 组 忻 进 行 可 千 
性 试验 。 将 它们 各 自 出 现 第 一 次 故障 以 前 的 正常 工作 时 间 加 以 平均 ， 得 到 平均 无 故障 工 
作对 间 了 。 实 验 表明 ， 一 批 同类 组 件 能 够 无 故障 而 正常 工作 的 袜 率 将 随 工作 时 间 的 增长 
而 下 降 ,下 降 的 速度 可 用 指数 组 数 近似 地 表达 出 来 。 用 及 人 z? 表示 该 组 件 在 [0,7] 时 间 内 
能 够 正常 工作 的 概率 ,这 个 福 率 党 称 为 组 件 的 可 靠 人 性， 那么 ,可 靠 性 RCz) 的 变化 大 致 为 

RU 一 ce 之 0. (19.1-1) 

式 中 / 称 为 平均 失效 率 。 因 为 平均 正常 工作 时 间 了 与 .RtzJ 有 明显 的 关系 : 


三 | HRC) = | Meudt — (19.1-2) 


所 以 平均 失效 率 4 等 于 平均 无 故障 工作 时 间 了 的 出 狼 。7 也 叫做 平均 故障 时 间 。 显 然 ， 
根据 这 个 定义 ,只 要 测 得 某 一 组 件 或 元 件 的 平均 无 故障 工作 时 则 ,或 者 测 出 在 指定 时 间 疗 
隔 内 的 平均 故障 次 数 ( 即 平均 失效 率 ), 则 该 组 件 或 元 件 的 工作 可 靠 性 即 可 按 式 《19.1-1) 
算出 ， 
婚 然 可 靠 性 函数 RQ) 是 一 个 概率 , 对 由 多 个 元 件 或 组 件 构 成 的 系统 , 可 以 用 概率 论 
的 方法 计算 整个 系统 的 可 靠 性 。 例 如 ,假定 一 个 系统 由 个 元 件 构成 ,任何 一 个 元 件 发 生 
故障 都 导致 全 系统 失效 。 如 果 第 i 个 元 件 的 可 千 性 是 RiCe)， 而 且 这 些 元 件 中 每 一 元 件 
的 故障 都 是 独立 的 ,没有 备 分 , 则 这 个 系统 的 可 靠 性 是 
PC 一 RF) » R22) -… 玉 w(t)。 (19.1-3) 
由 于 RQ) 委 1， 所 以 系统 所 含 元 件 越 多 、 它 的 可 靠 性 就 越 小 、 如 果 系统 的 可 靠 性 是 
PCD)，, 它 的 不 可 靠 性 (就 是 失效 率 ) 为 
O00 = ~ Pl) = 1 — RIODRAD RNC), (19.1~4) 
叉 因 为 PK 十 0 一 1 i t 均 成 立 ， 站 
N | i i Ni 
(PA) + OW = -> Ee 
这 个 恒等式 对 讨论 重复 线路 或 备 分 线路 的 可 靠 性 时 是 很 有 用 的 。 下 节 内 我 们 将 讨论 如 何 
用 备 分 元 件 和 重复 元 件 来 握 高 系统 工作 的 可 靠 性 。 


19.2 ”用 重复 线路 各 备 分 线路 提高 可 靠 性 


根据 一 般 常识 。 用 重复 线路 和 备 分 线路 可 以 在 很 大 程度 上 提高 系统 的 可 靠 性 。 重 复 
线路 是 指 用 多 个 相同 品种 和 规格 的 元 件 或 组 件 并 了 位 起 来 , 当 作 一 个 元 件 或 组 件 来 使 用 ,只 
要 有 一 个 不 出 故障 ， 系 统 就 能 够 正常 工作 。 这 一 给 相同 的 组 件 在 输入 端 和 输出 端 都 并 联 
起 来 , 其 中 某 几 个 发 生 故 障 时 并 不 影响 其 它 组 件 的 正常 工作 。 也 就 是 说 , 在 并 联 工作 时 ， 
每 一 个 组 人 御 的 可 靠 性 概率 是 相互 独立 的 。 备 分 线路 与 并 联 线路 的 差别 是 参加 备 分 的 组 件 
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并 不 接 人 系统 ,只 有 在 处 于 工作 状态 的 组 件 发 生 故 障 后 ， 才 拒 输 入 和 输出 六 转 接 到 各 分 组 
件 上 来 ,同时 切断 故障 组 件 的 输入 和 输出 端 。 为 了 实现 这 种 转 接 , 当 然 系统 应 该 具有 自动 
发 现 故障 的 能 力 ， 同 时 还 应 有 自动 转 按 的 设备 重复 线路 和 备 分 线路 是 元 余 技术 中 最 党 
用 到 的 基本 线路 . 
过 去 ,系统 的 组 成 元 件 是 分 立 的 电子 管 ,晶体管 电阻、 电容 ,继电器 等 等 重复 和 各 分 
”受到 器 材 数量 和 价格 的 限制 ,特别 在 重复 线路 中 还 受到 电源 容量 的 限制 (需要 闻 时 加 电 )， 
所 以 不 能 大 量 采用 。 在 大 规模 集成 电路 ， 特 别 是 金属 氧化 物 半导体 大 规模 集成 电路 出 现 
以 后 ,元 件 的 数量 和 电源 的 限制 都 已 经 不 再 是 主要 矛盾 了 ,大量 的 采用 重复 电路 和 备 分 电 
路 已 经 成 为 提高 系统 可 靠 性 切实 可 行 的 有 效 措施 . 
从 可 靠 性 的 观点 来 看 ,如 果 系 统 发 现 故 障 的 能 力 较 强 , 从 故障 器 件 转 接 到 备 分 器 件 上 
的 时 间 很 短 ， 那 么 重复 和 备 分 这 两 种 措施 在 性 质 上 是 完全 一 样 的 。 我 们 首先 讨论 一 般 的 ， 
情况 ,假设 一 个 系统 (或 子 系统 ) 中 的 某 种 组 件 重复 (或 备 分 )N 次 (图 19.2-1) ,如果 每 个 组 
件 的 可 靠 性 都 是 R(#), 那么 N 个 组 件 全 部 发 生 故 障 的 概率 将 是 (1 一 RC)*， 因 为 0 过 
R(#) <.1， 所 以 当 很 大 时 故障 概率 就 会 变 得 很 小 、 这 就 是 说 ， 用 不 太 可 靠 的 组 件 构成 
的 重复 线路 可 以 有 很 可 集 的 性 能 。 更 为 一 般 的 情形 是 ， 在 YX 个 相同 的 组 件 中 至 少 有 不 个 
能 够 正常 工作 才 不 破坏 系统 的 性 能 。 在 这 种 情况 下 用 Pyw(?) 表示 系统 的 可 靠 性 ,显然 有 


Ph lt) 一 3 CNRICt1 = Rs 本 (19.2-D 
这 则 做 kN Te 一 岂 做 系统 (组 人 的 容错 能 例如 ， 当 多 一 N 时 ,系统 的 可 


间作 是 四 
RCR . 《19.2-2) 
此 时 我 们 说 系统 的 容错 能 力 为 0. 当 丰 一 工时 ,系统 的 可 靠 性 是 3 
Pyn(f) = 1— (1 — ROD), | : (19 3 
容错 能 力 是 一 外 
在 系统 设计 中 常 先 用 Ne3,k™ 2 这 种 组 合 方法 ， 叫做 2/3 元 余 ， 它 的 工作 可 靠 
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性 是 - 
Pyat?) 思 RR3iK + 3 RDI — RO)), (19.2-4) 
它 的 容错 能 力 是 1。 如 果 NN 为 任意 数 , 则 
Pys(t) 1l—t{l— RO + (N — 1)RG)], (19.2-5) 
容错 能 力 是 N 一 2， 最 后 。 还 有 一 种 可 能 碰 到 的 情况 是 过 半 宛 余 ， 即 当 N 为 奇数 时 令 
a 
tuys (2) 一 3 Chl 一 RONY' RD 
当 NN 为 偶数 对 
Pyjn CD) = > Chl — R(D)'RM-(), {19.2-6) 
此 时 系统 的 容错 能 力 分 别 为 全 二 上 和 


-但是 ,也 常 有 另 一 种 情况 ， 即 条 绕 中 的 某 -组 件 发 生 了 故障 合 系统 出 现 一 个 锚 误 的 办 
出 ,该 输出 又 使 重复 线路 的 共同 输出 产生 错误 .在 这 种 情况 下 ,并 联 不 但 不 能 提高 可 靠 福 ， 
相反 倒 使 可 靠 性 下 降 了 ， 此 时 再 采用 上 面谈 到 的 重复 线路 ， 就 不 可 能 解决 提高 可 靠 性 的 
间 题 。 虽 然 如 此 , 以 后 我 们 还 会 看 到 , 在 这 种 情况 下 不 仅 备 分 线路 的 方法 可 以 应 用 , 而 且 
还 可 以 用 复合 方法 ,利用 别 的 规则 把 组 件 组 合 起 来 , 仍 能 有 效 地 提高 系统 可 靠 福 ， 
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Ti 
端 “和 4， 有 一 个 输出 端 <， 它 的 逻辑 功能 如 改 
19.3-1 所 示 ?。 我 们 用 包含 有 + 个 输入 的 一 束 输 -一 人) 一 : 
人 组 代替 一 个 输入 线 。 这 样 一 夹 ， 对 于 输 和 人 端 = 
和 将 有 wm 根 线 ， 记 为 a1，i 一 1,2,…,#; 对 应 于 
5 输入 端 也 有 = 根 线 , b;, i 一 1, 2,.…*, ns 再 用 
# 个 门 电路 去 代替 一 个 门 电路 ， 它们 共有 ”个 输 19.31 
1 出 端 ( 见 图 19.3-2)。 然 后 我 们 规定 一 个 分 数 5, 0 < 8 一 1/2， po 
| (1 一 8)n 根 线 上 的 值 是 1， 我 们 就 认为 门 电路 5 的 输出 是 1， 如 果 输 出 线束 中 有 小 于 mi 
| 根 线 上 是 1, 就 认为 门 电路 5 的 输出 是 0。 分 数 8 称 为 复合 宛 余 的 置信 度 。 现 在 的 问题 是 
如 何 把 这 = 个 门 $ 组 合成 一 个 系统 ， 当 输入 线 东 中 发 生 错误 的 概率 和 单个 门 电路 的 可 僻 
性 为 已 知 时 ,能够 使 整个 系统 出 现 错误 动作 的 概率 减 小 . 
我 们 现在 这 样 处 理 这 一 问题 :从 输入 线束 。 中 选取 -一 根 线 wm,- 从 5 线束 中 也 选 出 一 


“ 1) 图 19.3-1 所 示 的 门 电路 实际 上 就 是 与 非 门 ;过 去 叫 谢 弗 门 .在 本 书 的 前 凡 章 中 曾 用 别 的 符号 表示 ， 伺 在 本 兴 
内 我 们 将 沿用 厌 书 的 名 称 和 符号 
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mam 一 一 


根性 线 ， 把 这 两 根 线 依次 接 到 第 ， 个 门 电路 的 输入 这 就 组 成 了 -个 如 图 19.3-2 由 所 
示 的 复合 系统 。 显然, 如 果 5 站 是 带 有 反 柱 输入 的 或 门 ,也 叫 谢 弗 门 (与 非 门 ), 当 差不多 


所 有 的 输入 线 上 都 是 1 时, 那 从 几乎 所 有 的 输出 线 上 都 将 为 0 相反 , 若 几乎 所 有 输入 线 
上 都 是 0, 则 几乎 所 有 的 输出 线 上 都 是 1， 看 来 , 这 样 构成 的 复合 系统 有 可 能 提高 系统 的 
可 靠 性 ,如 果 要 作 定 量 分 析 ， 问 题 就 显得 复杂 得 多 了 。 例 如 , 为 了 使 门 电路 的 输出 为 9， 
必须 两 个 输入 端 都 为 1。 这 时 , 在 a 束 或 5 束 中 发 生 一 个 错误 ,在 输出 线束 中 也 将 产生 一 
个 错误 。 所 以 ,对 于 输出 为 0 的 情形 来 说 ,输出 线束 产生 的 错误 总 数 将 介 于 输入 线 东 中 的 
错误 总 数 和 两 束 线 中 产生 错误 较 多 的 那 一 束 的 错误 数 之 间 。 司 样 ; 在 只 有 一 根 输入 线 上 
是 0 而 输出 是 1 的 情况 下 ， 输 出线 束 中 产生 的 错误 数 生 不 大 于 输入 线束 中 那些 应 为 0 的 
线 上 的 错误 数 。 在 两 根 输入 端 都 为 4 而 输出 端 为 1 的 情况 下 ， 只 有 谢 弗 门 两 个 输入 端 同 
时 产生 错误 时 其 输出 端 才 产生 错误 。 所以， 输出 线束 中 发 生 错 误 的 情形 比较 输入 线束 发 
生 的 错误 要 少 些 . 因此 输入 端的 错误 数 和 输出 端的 错误 数 并 不 一 致 ， 有 时 输出 错误 数 会 
增加 ,有 时 会 减少 ， 这 就 发 生 了 错误 数 且 变化 的 现象 。 
“为 了 使 输出 错误 数 尽量 减 小 ; 我 们 按照 下 列 方式 引 人 一 个 复原 装置 ， 如 图 19.3-3 所 
示 . 把 图 19.3-2 中 的 每 一 根 输出 线 再 分 为 两 根 ,总 共 得 到 24 根 输出 线 , 然 后 再 把 这 2s 根 
线 在 一 个 装置 中 重新 排列 ,随机 地 取出 一 对 对 的 线 并 接 到 另外 一 排 » 个 谢 弗 门 的 输入 端 ， 
这 样 我 们 就 又 得 到 含有 " 根 线 的 输出 线束 ， 为 简便 起 见 ， 我 们 下 面 称 取 值 为 .1 的 线 为 兴 ， 
奋 线 , 取 值 为 0 的 线 为 抑制 线 。 如 果 兰 线束 中 有 oor 根 兴奋 线 , 那么 从 绕 计 意义 上 看 , 在 
输出 线束 中 扣 制 线 所 占 的 百分数 是 只 输出 中 兴奋 线 所 占 的 百分数 是 
o0 下 一 oz (19.3-1) 
以 候 设 , 原 线 束 中 的 每 根 线 的 兴奋 概率 是 m, 只 要 4 足够 大 ， 经 随机 变换 后 的 兴 在 板 素 就 
变 为 ml: 现在 把 这 样 两 个 相同 的 装置 串联 想来 关 后 得 到 考 综 来 中 的 兴奋 概 素 (X 《 奋 线 
的 百分比 ) m 为 天 
es -a a 0 Cl93- 2) 
原来 的 * 根 输出 线 经 过 串联 起来 的 两 个 装置 后 ， 情况 就 发 生 了 变化 。 在 图 19.3-4 中 
男 出 了 关系 式 《19.3-2) 中 对 % 的 函数 关系 。 显然 当下 列 等 式 成 立时 有 om 一 on: 


ot 2 二 oo=0，, 
这 就 是 说 , 当 w= 0、 A 一 和 m1 时 因为 ; 


TY 
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攻 根 线 


图 19.3~3 


(V5 一 中 二 9.618034， 


在 图 19.3-4 中 可 以 君 出 , 当 ow 介 于 0 和 0.618 之 间 时 , o 之 ow; 而 在 0.518 和 1 之 说 o> 
m。 于 是 ,复原 装置 的 作用 在 于 使 每 根 线 的 兴 碍 概率 ,或 者 说 ， 和 “ 符 线 的 百分比 趋 加 8 
或 1, 从 而 输出 线 中 发 生 错 误 的 概率 就 发 生 了 变化 。 …， . 
根据 上 面 的 讨论 ， 用 复合 元 余 方法 构成 的 复合 线路 
就 是 由 包含 = 个 谢 弗 门 (输入 端 带 有 反 相 器 的 或 门 ) 的 随 
机 重复 线路 的 串联 ， 如 果 单 个 谢 弗 门 《图 19.3-1) 的 正 
确 输 出 是 1， 那 么 图 19.3-2 中 的 输出 线束 中 必然 是 多 数 
线 取 1, 即 mm 值 接近 于 1, 错误 的 输出 ( 取 0 的 输出 线 ) 毕 
竟 是 少数 。 此 时 ,经 过 山 联 复合 线路 以 后 ,输出 线束 中 取 


1 线 的 百分比 将 增 大 ， 这 从 图 19.3-4 中 曲线 的 右 端 可 消 ”0 二 一 一 了 一 全 
荡 地 看 出 ， 反之, 若 单 门 的 正确 输出 为 0 时 ,图 19.3-2 的 Cr 
输出 线 中 取 1 的 错误 线 必然 是 少数 , 即 m 远 小 于 1 而 接 四 


近 于 0. 从 图 19.3-4 中 曲线 的 左 端 可 看 出 , 当 m 很 小 并 接近 于 0 时 ， 复 合 线路 的 第 二 级 
输出 线束 中 的 错误 概率 o 就 变 得 殉 小 , 从 而 减少 了 错误 输出 数 ， 也 就 提高 了 系统 的 可 靠 
性 。 当 然 ， 这 种 提高 可 靠 性 的 办 法 需要 付出 代价 :要 用 3s 个 谢 弗 门 去 代替 一 个 谢 弗 门 ， 
在 实际 工作 中 付出 这 样 大 的 硬 设 备 代价 去 提高 可 靠 性 可 能 是 不 合算 的 但是， 冯 诺 伊 
曼 〈Von. Neuman) 的 这 个 思想 和 概念 却 是 很 有 教 益 的 ; 应 用 概率 论 中 最 基本 的 概念 ,可 
以 用 不 甚 可 靠 的 器 件 堆 累 成 一 个 可 靠 的 具有 相同 功能 的 组 件 。 冯 话 全 溉 称 这 和 方法 为 
复合 方法 9, 这 也 是 本 节 名 称 的 由 来 。 


2 


19.4 复合 系统 中 的 单 级 出 错 概率 ，- 


现在 我 们 来 计算 由 谢 弗 门 组 合 起 米 的 复合 系统 的 出 错 概率 ， 具 体 的 组 合 方式 ， 上 一 

节 内 已 经 叙述 过 了 。 现 在 我 们 来 证 明 这 样 构成 的 系统 的 出 错 概率 确实 受到 了 控制 ， 首 

先 , 我 们 看 到 ,在 复原 机 构 中 差错 或 故障 的 直接 来 源 是 每 一 个 谢 弗 门 本 身 ， 想 设 在 某 一 村 
刻 每 个 谢 弗 门 发 生 错误 的 概率 是 eCr) ， 还 假设 由 * 个 门 组 成 的 系统 中 ， 每 一 个 门 的 出 错 
玉 疾 兴 仍 然 是 e(2),; 并 且 是 相互 独立 的 。 那 么 ,这 ?个 门 中 在 某 一 时 刻 将 平均 有 :sl#yr 个 发 
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生 故 障 。 从 古典 的 随机 采样 问题 中 可 忆 知 道中 ,在 7 个 谢 弗 门 并 联 的 系统 中 ,如 果 每 个 门 
的 故障 概率 是 s, 当 了 > 足够 大 村 ,有 PP 个 门 发 生 故 障 的 概率 polp, &， r+》 可 由 下 式 表 达 出 
来 ， 


本 zr]1 


Me (19.4-1) 


Polp, £, f) 党 


1 
V2 et ss 一 ES)7 
扩 以 概率 分 布 zkp, se, r) 是 按 平 均值 等 于 sr 而 方差 等 于 ll 一 s)7 的 高 斯 分 布 . 
在 复合 系统 中 ,差错 的 另 一 个 来 源 是 输入 线束 中 的 差错 和 通 到 各 谢 弗 门 输 人 端的 那 
些 线束 配置 不 当 而 产生 的 。 例 如 , 在 图 19.3~2 中 的 输入 线 东 中 , 如 果 兴 奋 线 ( 取 值 为 
的 线 ) 的 百分数 等 于 5, 输入 线 东 占 中 兴 奉 线 的 百分数 为 ?， 我 们 希望 输出 线 东 中 有 局 样 
百分数 的 抑制 线 (到 值 为 0 的 线 }、 但 是 , 如 果 第 i 个 门 的 输入 线 a; 处 于 兴奋 状态 ,而 
处 于 扫 制 态 , 见 便 是 这 第 i 个 门 本 身 没 有 毛病 , 它 的 输出 端 仍然 站 于 兴奋 态 ， 用 2 表示 输 
出 线束 中 兴奋 线 所 占 的 百分数 。 于 是 输出 线束 中 实际 的 抑制 线 有 《{1 一 5。e 束 中 所 有 
兴奋 线 的 数目 等 于 Ex， 在 5 束 中 等 于 加 。 有 将 的 数目 ， 或 者 配置 适当 的 数目 , sa. 束 中 只 
是 (1 一 5)x, 其 余 18 一 (1 一 5)]s 根 线 没 有 生效 .& 来 中 没有 生效 的 数 且 是 [? 一 (1 一 
5)1n， 所 以 有 效 的 输出 线 等 于 (1 一 5)n， 由 于 4 束 中 兴 奉 线 配置 不 当 而 有 [# 一 (1 一 
站] 根 输出 线 没 有 生效 , 由 于 5 束 中 兴奋 线 配 置 不 当 而 有 [#9 一 (1 一)]n 根 输出 线 没 
有 生效 ,最 后 由 于 抑制 输入 线 而 使 输出 线 没 有 生效 的 数 且 是 , 
{1 (D-ILi—(1—0)l—-ir—(l -lr (2 er 
因此 ,这 一 类 输出 可 能 的 有 效 组 合 的 数 且 是 5 
.1 

“fC nl (tt{Iy 一 (1 一 DRTIC 上 cnly 

另 一 方面 ,在 输入 方面 , 4 A #4 根 兴奋 线 , (1 一 5)w 根 气 制 线 ， 根 线 可 能 
的 组 合 数 是 

从 上 
(#5)1[(1 一 Bat’ 

6 输 人 线束 中 ， 有 za 根 兴奋 线 ， 《1 一 3) 祖 抑 制 线 , 这 4” 根 线 可 能 的 组 合 数 是 


《zeDJT(E 一 1 
如 果 每 一 个 谢 弗 门 是 理想 的 无 故障 站 丙 东 输入 线 中 兴 在 线 的 百分数 分 章 是 5 和 ,而 输 
出 线束 中 兴奋 线 的 百分数 等 于 的 概率 加 可 以 由 下 列 公 式 得 到 : - 
PS, 7, b; #) 


EL 一 地 )m]! [ye — nl]! 
Swi[(l 一 二 )211[97z] 二 ， | 
eT TEST TD 
《19. 4_2) 
很 消 范 ， 为 了 使 得 计算 有 意义 ， 前 而 一 自 讨 论 过 的 四 类 辕 出 秦 不 能 小 于 妥 。 只 要 发 生 小 于 
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等 的 情况 ,概率 就 等 于 零 。 也 就 是 说 ， 只 要 违 消 了 下 述 条 件 中 的 任何 ~ 个 的 时 候 ， Pi 就 等 


于 堆 ， 
1 一 吉之 0， 
#5 (1 一 之 0, 
7 一 (1 一 $5 之 0， 
A a, nd (19.4-3) 
我 们 将 要 在 a 很 大 的 假设 下 化 简 方程 (19 4-2). 当 很 大 ,由 斯 特 灵 《Stirting) 公式 ， 
险 羔 ( 1) 可 以 用 它 的 浙 近 值 表示 
nt 2 AW 2x AR 
我 们 再 把 它 改写 成 下 面 的 形式 
nl Iante-rtene, (19.4-4) 
利用 方程 (19.4-4) 我 们 可 以 写 出 PP 的 近似 式 
Pa 7， 5 7) 人 ， : (19.4 5) 
其 中 
1 — $)7(1 一 3) 
CE 
以 改 


8 一 个 十 一 1)in 人 十 上 一 1)》 t+ ln 二 上 一 1 
(ll 0 士 (2 一 二 一 下 一 5)In(2 一 上 一 1 一 纱 
一 去 jn 吉 一 (1 一 上 ini 一 二 ) — {1 nt —7n),.. (19.4-7) 
把 8 对 ? 求 微 商 ,我 们 得 到 , 
66 _ ED 二) J _ 
下 "0 DO- —e) 3 
以 及 
0 1 Ee 1  . 
88 十 一 1 二 1 一 
由 这 些 方程 我 们 得 到 在 “一 1 一 知 时 ,6 一 80185 一 0。 更 进一步 ,因为 方程 (19.4-3) 
的 条 件 , 69/ 887 总 是 正 数 ,所 以 8 只 有 一 个 零点 在 = 1 一 妈 处 . 由 于 假设 ”很 大 , 方 
0 -$) 中 的 负 寡 说 明 只 需要 考虑 9 在 它 的 零点 哇 近 的 值 就 够 了 。 因 为 在 9 的 零点 附 
，n(5，，5; #) 很 快 趋 于 零 值 ; 在 9 的 零点 上 有 El Sn, 把 这 个 值 代 到 式 
4-9) 中 ,出 得 到 


(19.4-9) 


Bt (1 —) We 二 一 了 一 3) Ye i nn ” 、 
在 二 一 1 一 好 ph 1 
心 1 lm(l— én. ; (49.4-10) 


2 El — én (1 — 7) 
4 是 5 的 函数 , 当 + 很 大 的 时 候 , 它 和 方 召 (19.4-5) 的 指数 比较 起 来 是 一 个 变化 缓慢 的 范 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 www. fineprint, com.cn 


774 A 元 会 扫 术 和 容错 系 绕 


SN 


数 。 ,所 以 ,我 们 可 以 取 证 bi 1.— #89 i 由 认为 
(19.4-11) 


gd i or 9) 

因此 , 当 # 很 大 时 入伍, nm 之 ; #) 的 近似 表达 式 是 . 
p(s, 1 6&3 1) 绊 NE CR SE 下 这 和 (19.4-12) 

V2x$(1— -50 一 3)m 


所 以 A 也 是 5 的 高 产 分 布 汪 数 ， . - 

当 # 很 大 的 时 候 , 我 们 把 概率 表达 式 ps, 1, 5; 9) 法 行 修 放 ， 从 而 得 到 连续 的 分 布 
洱 数 w《5;5, 9; 2)。 假设 ww 人; 二, 33.9)d 表示 输出 中 兴奋 线 的 数目 在 如 与 如 十 1 一 
tt 十 1/7) 之 间 的 概率 ,于 是 dt 一 17m， 人 ps, 9 C3 7)， 所 以 


1 
WL EN nn) np 一 YR-H nn, (19. 1-13) 


本 
ET 一 i ee 
于 是 w《#;5, 1; #) 此 通常 表示 当 输 人 线束 中 兴 < 奋 线 的 百分数 分 别 是 和 ?时 , 输出 线 
束 中 兴奋 线 的 百分数 在 5 和“ 十 必 之 间 的 概率 。 线 束 的 大 小 由 线 数 = 决定 、w 是 一 个 
平均 值 是 1 一 妈 而 方差 等 于 均一 590 一 9)/n 的 高 斯 分 布 。 可 以 用 等 价 的 方式 表达 
这 个 结果 


Et = El 一 0 
RE 


Lz 一 Cr es ) ee (19.4-14) 


其 中 ?表示 一 个 随 桃 变量 ,这 个 变量 的 分 布 是 平均 值 等 于 0, 而 方差 等 于 1 的 标准 高 斯 分 
布 ， 方程 (19;4-14) 表示 的 分 布 是 平均 值 等 于 1 一 妃 而 方差 等 于 ET 一 5)9(1 一 7D)/ 
# 的 商 斯 分 布 .所 以 方程 (19.4-13》 和 (19.4-14) 表示 同一 个 事实 ,然而 方程 (19.4-14) 是 
以 标准 高 斯 分 布 的 随机 量 来 表示 任意 一 个 高 斯 分 布 的 随机 量 的 。 因此， 在 某 些 情况 下 方 
程 (19.4-14) 用 起 来 更 方便 些 ， 

”我们 现在 招 差错 的 两 种 来 水 合并 到 一 块 来 卷 虑 、 把 各 谢 弗 门 失效 的 影响 加 到 上 的 分 
布 方程 《19.4-14) 上 。 和 方程 《19.4-14) 类 似 , 方 程 (19.4-1) 可 以 写成 

pm er+ Vell — e)ry. (19.4-15) 

在 复合 系统 中 有 两 类 谢 弗 门 . 输出 是 兴奋 态 的 迪 个 门 算 一 类 ， 每 发 生 一 个 错误 就 使 兴 * 盏 
态 的 数 县 减少 一 个 ， i 个 几 关 站 发 生 错 误 的 清 况 ， 依 关 系 式 i 和 -155 
人 Y 值 : 


Wo Va — yr | 《19.4-16) 
此 外 ， 输出 为 抑制 态 的 (1 一 jn 个 谢 弗 门 算 作 另 一 类 。 在 这 里 ， 一 个 差错 将 会 增加 一 根 
兴奋 输出 线 。 在 这 一 类 中 有 9 个 发 生 错误 的 情 况 所 对 应 的 y 值 应 满足 下 列 等 式 : 
gel— tt Vel—eNl tay, (19.4-17) 
所 以 ， 一 4 表示 由 于 谢 旨 门 本 身 的 玖 障 使 视 出 兴奋 态 增加 的 数 月 ,根据 关系 式 
(19.4-16) 和 (19.4-17) 我 们 得 到 


玫 一 9 一 28 (3 一 9 + Vell 一 8)(I 一 5)ey 一 而 — s)tny, (19.4-18) 
上 面 方程 中 最 后 两 项 是 两 个 按照 高 其 分布 的 随机 变量 的 差 ， 我 们 可 以 证 明 两 个 按 高 斯 分 


一 一 一 
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布 的 随机 变量 的 差 仍然 是 一 个 按照 高 斯 分 布 的 随机 变量 。 , es 
.考虑 两 个 按照 高 斯 分 布 的 随机 变量 *; 和 2;， 它们 的 平均 值 都 是 0, 方差 分 别 等 于 
和 有 @, 因而 、 
J | es 

mY (19.4-19) 

或 者 ,用 wiCe) 表示 2 op a 表示 za 的 概率 密度 函数 ， 
全 二 
(21) “VF 


2 
wg2) = - ey. 
2x . 
岗 在 假设 两 个 随机 变量 相互 独立 ， 21 ne ?1 1 号 2 十 dzl 之 后 -在 六 2 与 2? 十 二 之 加 的 位 
合 概率 是 
wi(z1) wz2)ds1d22. 


我 们 现在 引 人 新 的 变量 x 和 x, 它们 定义 如 下 ; 


XI 加 十 32， 


Z] = 方 (x + $1), 


We 
根据 变量 变换 的 雅 可 比 〈jJacobjan) 公式 ,新 变量 的 联合 概率 是 
X41 十 Ls 
> 一 tl (HF oa 人 w > aa 


把 这 个 联合 概率 从 一 oo 到 oo 对 x; 积分， 我 们 就 得 到 概率 wirear， 其 中 w(x1) 是 
xi 一 321 一 22 的 概率 密度 函数 . 这样 


w(x1) Dd 二 | (a ti (= Ax 


和 ee 


4rrO1G> 
zx 
二 1 [lm 
一 一 : rd en gs 
4x0307 


— -VvV(/g80) + (1/802) 
Tr) , 


YYVATa 
所 以 我 们 可 以 写 


1 29 V+ oiy, {19.4-20) 
把 联合 概率 对 mn 求 积分 , 我 们 可 以 得 到 
zi 十 到 V 呈 十 dy。 (19.4-21) 


因此 两 个 按 高 斯 分 布 且 相 互 独立 的 随机 变量 ,它们 的 和 以 及 差 仍然 是 按 高 斯 分 布 的 随机 
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变量 ,新 随机 变量 的 方差 等 于 原来 两 个 随机 变量 的 方差 的 和 ， 按 高 斯 分 布 而 且 平 均值 等 
于 0 的 随机 变量 条 加 或 者 相 减 万 具有 的 这 种 特性 古 可 以 预料 到 的 ， 因为 它 和 对 于 正信 和 
负 值 概率 相等 . 

借助 于 方 各 《19.4-20) 的 关系 式 ,我 们 可 以 写 出 方程 (19.4-18) 的 结果 


z 人 EO ys 
令 (g 一 J At 表示 对 于 不 完善 的 谢 弗 门 所 占 的 百分数 * 的 修正 量 ， 我 们 就 得 到 


Az 一 25 (a 一 5 二 ED y, (19.4-22) 
现在 我 们 可 以 把 方程 (19.4-14) 与 G9 .4:22) 结合 起 来 ,于 是 修正 了 的 输出 线 中 兴奋 
线 的 百分数 是 z / a 
f ES 
ear ors, 
一 《1 67)+2e (7 ) CR 0 


二 a = - (19.4-23) 


| # 
方程 (19.4-23) 的 最 后 两 项 表示 两 个 按 高 斯 分 布 的 随机 变量 相 加 。 这 样 , 我 们 也 就 可 以 用 
方程 (19.4-21) 了 ,所 以 ,最 后 用 $ 代替 如 ,从 方程 (19.4-23) 我 们 得 到 

六 二 28)j4(1 一 3 一 尹 士 8L 一 ) 


5 一 (1 — &) +2e{( 司 一 亏 ) 二 

(19.4-— 

其 中 > 是 按 高 斯 分 布 的 随机 变量 ， 平均 值 等 于 0 而 方差 等 于 1， 方 程 (19.4-24) 措 述 了 由 

谢 弗 门 组 成 殉 复 合 系统 中 执行 机 构 的 性 质 ， 这 个 系统 中 输入 兴奋 线 的 百分数 分 别 是 了 和 
4 输出 兴奋 线 的 百分数 是 $, 各 个 谢 弗 门 失效 的 概率 等 于 8。 


19.5 复合 系统 的 系统 可 咎 性 


前 面 已 经 讲 过 ， 复 合 系统 是 由 多 级 随机 重复 线路 串联 而 成 的 。 它 的 每 一 级 又 都 是 按 
图 19.3-3 所 示 的 办 法 组 合 起 来 的 。 每 一 级 这 样 的 组 合 线路 , 为 简便 计 , 我 们 将 称 之 为 执 
行 机 构 。 前 节 中 我 们 分 析 了 单 级 的 执行 机 构 的 出 钳 概 率 ， 以 后 我 们 进行 其 它 计算 就 容易 
得 多 了 。 在 复合 系统 的 每 一 级 执行 机 构 中 的 输入 线 是 把 前 一 级 的 输出 线 展 分 成 两 倍 ， 然 
后 随机 地 转 接 到 一 排 谢 弗 门 的 各 对 输入 端 。 所 以 我们 可 以 用 同一 个 百分数 来 代替 两 
个 不 同 的 百分数 和。 假定 用 表示 第 一 级 执行 机 构 的 输出 线 中 兴奋 线 的 百分数 。 根 


握 式 (19.4-24) 有 
pm(l— 8) + 2e( # ~ 二) (19521) 
与 此 类 似 ,用 v 表示 复合 系统 中 第 二 个 执行 机 构 输 出 线 中 兴奋 线 的 百分数 ,那么 有 
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J) 一， (1 a 有 十 ze 中 z) 十 y 。 【19.5~2) 
等 式 (19.5-1) 和 (19.5-2) 中 的 第 一 项 的 形式 和 式 (19.3-1) 完全 一 样 。 其 它 的 附加 项 是 
由 于 谢 弗 门 本 身 的 不 可 靠 竹 和 差错 的 统计 分 布 而 产生 的 . 

只 要 给 定 了 $, 3 8s 和 = 以 后 ,我 们 就 可 以 用 式 〈19.4-24) 和 (19.5-2) 来 计算 > 的 分 
布 沙 数 ， 它 是 整个 复合 系统 的 输出 线 中 兴奋 线 所 占 的 百分比 .把 表达 式 人 恢复 到 概率 密度 
盟 数 的 形式 以 后 ,就 可 以 清楚 地 看 到 , 方程 式 (19.4-24) 等 价 于 下 列 概率 分 布 密度 通 数 : 


/ 1 
一 (1 = 57) 十 2s( én -一 3) 
| 一 2e) 上 (1 一 all 7) + ell 2 


exp 一 -一 
wb; 5, n; 1) we 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一- 
,1 28)E(1 ~ 6)r(1 ~ 1) + ell — 8) 
VY 


如 


只 要 把 5$, p 和 ? 的 联合 概 棕 对 5 和 产 求 积分 ， 我 们 就 可 以 得 到 > 的 概率 密度 函数 w(y; 


- Es 33 n), 也 就 是 
w(y; §, 9; n) 
i | 
Qs) /2 Sa) + el 6) — 2e)e(t = 一 ?) + ell — &) 
] 2 


x et 
/0 2 + 
办 > “于 


/ : 2 
Mh be eh a) 


(1 — 2 e781 — E)n(l — 7) + ll — e) 


ee Cy) | 


2 人 一 26)201 一 上 关 十 sg 一 引 ) 


1 
1 »— {+2 
(1 — 2e)(1 — p+ el(l — 6) 

我 们 现在 可 以 证 明 ,在 适当 的 条 件 下 , 只 要 足够 大 ， 由 谢 弗 门 组 成 的 系统 就 能 够 具 

有 理想 的 性 质 ， 假设 给 定 一 个 置信 度 5， 两 个 输 人 线束 中 兴奋 线 所 占 的 百分数 分 别 是 二 
和 3, > 表示 输出 线束 中 兴奋 线 所 占 的 百分数 为 了 使 系统 上 共有 高 的 工作 可 靠 钼 必 须 使 
之 1 一 8， 并且 当 % 守 1 一 8 时 有 2 所 6; 当 E 所 58 和 7 守 1 一 8 时 , 或 者 5 守 1 一 8 
和 站 < 委 8 时 ,应 有 ?之 1 一 5; 当 委 6 和 ?1 和 9 村 应 有 ? 兰 1 一 656。 如 果 呈 足够 大 , < 中 


(19.5-3) 
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够 小 ， 在 方程 式 (19 人 和 0 5-2) 中 数量 级 与 和 LV 入 的 项 邦 可 以 略 去 不 
计 , 于 是 有 

.O11 一 7, :让 宕 1 一时， yp 2 1 py. 
起 者 当 n> 1 时， 6 
plo— (26n ~— Sm), | 《19.5-4) 
现在 令 gl 一 a, n= 一 P， ad 这 样 ss 守 1 一 5,7 守 1 一 5， 于 是 方 
- 程 (19.5- 9 给 出 

. 2 和 2 十 FB) 十 。 | 

因此 > = 0(82)?， 与 此 类 似 ; 如 果 5 所 5， 而 51 一 2 或 者 5 守 1 一 53, 3? 所 6， 方程 
(19.5-4) 给 出 2 一 1 一 0(87); 更 进一步 ,如 果 & 拟 83,5 专 8 方程 也 给 出 vz 二 1 一 0(5)， 
所 以 ,只 要 8 和 8 很 小 , 当 = 一 oo 时 ， 由 谢 营 门 按 复合 法 组 成 的 系统 就 能 真正 得 到 极为 可 
靠 的 性 质 . 

当 s 很 大 但 并 不 是 无 穷 大 时 ， 因 为 要 计算 方程 (19.5-3) 中 的 积分 值 , 计算 起 来 就 非 
常 麻烦 … 虽然 积分 的 渐 近 值 可 以 用 古典 方法 决定 ,但 是 在 这 里 我 们 不 来 进行 这 种 计算 了 。 
我 们 将 引用 冯 ， 诺 伊 曼 所 举 出 过 的 一 个 例子 : 如 果 8 一 0.07， 也 就 是 线束 中 至 少 有 百 分 
之 九 十 三 的 兴奋 线 就 表示 一 个 “ 正 ?的 信息 ;至 多 有 百 分 之 七 的 兴 在 线 就 表示 一 个 “ 负 ” 的 
人 这 时 ,他 发 现 ,为 了 注 制 差错 , 每 一 个 谢 弗 门 失效 的 概率 。 必须 比 0.0107 小 。 如果 

>> 0.0107, 整个 系统 失效 的 概率 不 可 能 由 于 = 的 增加 而 变 得 任意 小 , 对 于 se 一 0.005, 或 
epg 汉 . 诺 伊 曼 给 出 了 表 19.5-1 的 数值 结果 。 从 这 个 表 里 
可 以 看 到 ， 甚至 于 线束 包含 了 1000 根 线 ， 可 靠 的 性 能 仍然 非常 差 。 实 际 上 ， 它 比 厌 来 的 
e 1% 还 去 差 ， 但 是 把 4# 青 增加 25 税 以 


A 后 ,就 可 以 得 出 极为 可 靠 的 性 能 . 

一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 对 二 那些 本 来 由 谢 弗 门 组 成 的 系统 ， 
ee 失效 的 概率 前 面 讨论 过 的 复合 法 的 技巧 也 还 可 以 照样 

1,000 2.7xlo-: 应 用 。 我 们 用 32 个 谢 弗 门 代 替 原 来 系统 

2,000 2.6Xi0-， 中 的 每 一 个 谢 弗 门 。 像 前 面 讨论 的 情形 屠 

0 X19。 。 ”“ 样 获 个 系统 的 差错 可 以 通过 系统 中 各 个 

10,000 1.6x10-* -  ， . 谢 弗 门 的 差错 计 算出 来 。 实 际 上 ， 这 种 计 

20,000 2.8x10-" 算 非 常 麻烦 .可 是 ， 为 了 估计 达到 规定 的 


25,000 Se 可 靠 性 所 需要 的 门 数 目 x, 我 们 可 以 认为 
” “整个 系统 等 价 于 一 个 谢 弗 门 ， 而 直接 用 整 
个 反应 的 结果 。 这 种 作法 将 在 下 一 节 里 讨论 . | 
19.6 .一些 例子 


为 了 得 到 关于 所 要 求 线束 大 小 的 一 个 概念 ， 我 们 考虑 有 2,500 个 晶体 管 的 一 个 计算 


1) 0C87) 表示 一 个 与 5: 辣 灼 芭 级 的 变量 。 
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机 ， 优 设 每 一 个 最 体 管 平均 5 微 黎 开动 一 次 。 我 们 要 求 机 器 在 发 生 一 个 错误 以 前 平均 工 
作 8 个 小 时 。 在 这 段 时 期 内 ,单独 一 个 晶体 管 作用 的 次 数 是 


三 x 8 Xx 3,600 x 105 一 5.76 x 10?， 


抠 每 个 晶体 管 当 做 一 个 谢 弗 门 , 芳 虑 每 一 个 晶体 管 是 一 个 独立 的 单元 ,于 是 所 要 求 发 生 失 
效 的 概率 是 1/(5.76 x 10 和 9)。 但 是 系统 里 有 2,500 个 晶体 管 ，2,500 个 晶体 管 中 任 何 一 个 
发 生 错 误 都 意味 着 机 器 发 生 错误 。 所 以 考虑 每 个 晶体 管 是 系统 里 的 一 个 单元 ,因此 , 它 发 
生 故 障 的 概率 可 以 近似 认为 是 前 面谈 到 的 1/2,500 (一 次 近似 值 ), 或 者 1/2,500 Xx5.76 x 
i0 一 7 x 10-*， 于 是 我 们 看 到 ,这 个 发 生 失 效 的 概率 等 于 把 2,500 个 晶体 管 的 系统 当成 
一 个 席 弗 元 件 而 得 到 的 概率 。 在 用 复合 法 组 成 的 系统 中 ， 这 种 做 法 可 以 大 大 的 简化 关于 
要 求 的 线 数 a 的 分 析 ， 

如 果 我 们 假定 置信 度 4 以 及 晶体 管 失效 的 概率 和 表 19.5-~1 内 所 给 定 的 相同 ， 那么 ， 根 
据 这 个 表 , 要 达到 上 述 的 失效 概率 需要 n 一 14,600。 所 以 ,为 了 使 得 机 器 像 所 要 求 的 那样 
可 靠 , 需 要 复合 14,000 次 。 这 表示 要 用 有 35 一 3 x 14.000 一 42,000 个 晶体 管 的 系统 去 
代替 机 器 中 每 一 个 晶体 管 。 原 来 2,500 个 晶体 管 的 机 器 现在 变 成 105,000,000 个 晶体 管 的 
庞然大物 。 

现在 讨论 另外 一 个 例子 ， 我 们 考 塌 关于 人 类 神经 系统 组 织 的 合理 的 数量 措 述 。 神 经 
系统 所 包含 神经 细胞 的 数 朋 , 通常 认为 是 10%。 但 是 苍 虑 到 感受 的 神经 末梢 以 及 其 它 可 
能 的 更 小 的 自主 单元 ,这 个 数目 当然 是 太 少 了 ,必须 还 要 大 几 百 倍 才 行 . 我 们 就 取 10 为 
基本 元 件 的 数目 ， 神 经 细胞 在 每 秒 钟 里 顶 多 能 承受 200 次 刺激 .但 是 每 秒 受到 刺激 的 平 
均 数 要 少 得 多 ， 比 如 说 每 秒 10 次 .我 们 将 进一步 假定 在 我 们 的 神经 系统 里 发 生 一 个 错误 
就 相当 严重 ,因而 在 人 的 一 生 中 都 不 应 当 发 生 错误 ， 考 由 不 发 生 误差 的 间隔 是 10,000 年 ， 
在 这 段 时 期 内 ,包括 10* 个 元 素 的 系统 受到 的 总 刺激 数 的 数目 是 

108 x 10,000 x 31,536,000 Xx 10 =™ 3.2 x 102， 
于 是 失效 的 概率 应 该 是 
1/(3.2 x 105) = 3.2 x 10-%*, 

再 假定 那些 基本 的 神经 细胞 有 表 19.5-1 叙述 的 性 质 ; 于 是 从 表 内 推出 x == 23,000. 

但 是 需要 奖 正 我 们 的 分 析 ， 假 设 人 类 的 神经 系统 真正 复合 28,000 次 , 那么 在 未 复合 
的 系统 中 基本 元 件 的 数目 并 非 上 看 假定 的 103; 基本 元 件 的 数目 将 要 缩减 到 108/(3 x 
28,000), 因此 ;失效 的 概率 应 该 增加 3 x 28,000 倍 ,修正 后 失效 的 概率 是 2.7 x 10-4, 于 
是 表 19.5-1 给 出 n 一 22,.000。 再 重复 下 去 ,这 个 值 将 不 会 改变 了 。. 

从 上 述 分 析 过 的 例子 中 可 以 看 出 ， 在 电子 管 为 主 的 时 代 和 分 立 式 晶体 管 为 主 的 自动 
机 里 ,由 于 要求 有 大 量 的 重复 器 件 ,复合 方法 这 个 思想 是 很 难 实现 的 。 但 是 在 现在 的 工艺 
水 平 下 ,这 种 设计 思想 的 实际 应 用 已 逐步 变 为 可 能 。 特 别 是 在 金属 氧化 物 半 导体 〈MOS， 
CMOS) 大 规模 和 超大 规模 党 成 电路 中 , 耗 电 小 (每 一 个 门 电路 耗 电 仅 为 1 毫 瓦 左右 )， 集 
成 度 大 (平均 每 平方 毫米 的 单 晶 底 片上 可 做 上 数 千 到 上 万 个 门 电路 ), 容错 技术 中 的 复合 
方法 的 实现 几乎 不 存在 工艺 和 设备 方面 的 障 竹 . 

除了 复合 方法 以 外 ， 还 有 另外 一 些 贡 要 的 研究 方法 ， 对 于 谢 弗 门 电路 。 用 执行 机 构 
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( 单 级 随机 展 接 ) 构成 复合 系统 毕竟 是 很 多 种 可 能 的 提高 可 靠 性 的 方法 中 的 一 种 , 尽管 这 
个 方法 的 成 功 是 值得 赞赏 的 ， 但 也 还 有 许多 别 的 方法 能 把 可 第 福 低 的 元 件 组 合 构 成 离 可 
靠 性 的 系统 、 下 节 内 我 们 将 介绍 筑 尔 《Moore》 和 香农 提出 的 一 种 方法 。 该 方法 把 不 可 千 
的 继电器 美元 件 组 合成 高 可 靠 性 的 线路 ， 然而 所 必要 的 元 件数 却 比 复合 方法 需要 的 元 件 
数量 大 为 碱 少 ， 


19.7 英 尔 - 看 农 元 作 广 法 oa 


筷 设 儿 电 吕 的 能 点 只 可 能 有 丙种 状态 -闭合 和 上 断 开 . 对 于 十 分 可 靠 的 经 电器 ， 在 
控制 绕组 通电 后 ， 其 常 开 者 闭合 ， 常 闭 者 断 开 ,在 控制 绕组 不 通电 时 它 的 触 点 状态 则 相 
反 。 一 般 来 说 ,继电器 并 不 是 绝对 可 靠 的 元 件 ,也 就 是 说 继电器 触 点 的 状态 并 不 完全 依 环 
于 其 控制 绕组 的 状态 ， 内 此 ,在 继电器 绕组 通电 时 其 触 点 仅 按 其 一 概率 ¢ 闭合 , 当 妨 电 峰 
绕组 不 通电 时 其 触 点 也 有 一 定 的 闭合 概 壳 ,比如 为 s.: 当 上 之 4 时 ， 我 们 称 这 个 触 点 是 党 
开 的 ,反之 ， SUE , | 


图 ”19.7-1 -0 | . 本 I9.7-2 
利用 若干 个 继电器 可 以 构成 继 电 线路 ， 例如 图 19.7-i 是 由 一 个 继 电 惟 将 成 的 线 路 ， 
图 19.7-2, 图 19.7-3 和 图 19.7-4 分 别 是 由 二 个 、 五 个 和 九 个 继电器 组 成 的 恋 电 线路 (认为 
每 一 个 触 点 属于 一 个 继电器 )， 在 这 几 个 继 电 线路 里 ， 继电器 触 点 分 别 被 并 联 ， 被 桥接 或 者 
被 连 成 网 结 形状 . 因此 ,分 别称 它们 是 并 联 继 电线 路 , 桥 式 继 电 线路 和 网 状 继 电 线 路 。 通 


-图 19,7-3 


党 输入 加 在 继电器 的 绕组 上 ， 输出 由 线路 中 优点 的 状态 决定 . 对 于 仅 有 一 个 输入 和 一个 
输出 的 继 电 线路 (本 节 仅 讨论 这 种 线路 ), 当 由 线路 一 端 到 男 一 端 形成 通路 时 输出 便 称 为 
兴奋 的 .车 从 线路 一 问 到 另 一 端 没 有 通路 时 输出 便 称 为 抑制 的 。 因 为 继电器 触 点 只 可 能 
有 两 种 状态 拆 硫 炙 电 线路 的 输出 也 仅 有 两 种 状态 :兴奋 和 抑制 ;输出 状态 是 继电器 闭合 
概率 ?的 画 数 。 若 以 pn(p) 表示 继 电 线路 的 输出 兴奋 概率 , 容易 看 出 , 加 19.7~1 线路 的 
输出 是 耕 兴 查 完全 决定 于 其 趣 点 能 代 闭 合 。 因 此 有 pw(p) = P。 对 于 图 19.7-2 的 并 联 继 
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电线 路 ， 呈 要 两 个 恋 电 器 中 有 一 个 闭合 ， 线 路 恒 被 接 通 。 因此， 其 输出 的 兴 音 屋 率 为 
pr(p) 1 一 (] 一 zi 一 22p 一 姑 同样 ,图 19.7-3 桥 式 线 路 的 输出 兴 音 酸 率 为 
pr 人 四) 一 2 天 十 2 六 一 51 二 26。 (19.7-1) 
图 19.7~4 所 示 网 状 线路 的 输出 兴奋 概率 为 
pn(p) = Bp — 6p° — 6p + 12p’ — 9ps + 2p 
= 6p — pL6C — Pp) + 6p(l — pp) + ?p+ 2p1 ~ p)]. (19.7-2) 
出 于 继 电 线 路 输出 仅 有 兴奋 和 抑制 两 种 状态 ， 所 以 输出 抑制 板 率 为 gq(p) 二 1 一 pn(p)， 
更 进一步 还 可 以 看 出 ,要 使 图 19.7-2 的 线路 接 通 或 新 开 ， 
线路 中 至 少 要 有 一 个 继 志 器 闭合 或 两 个 继电器 同时 是 
开 3 要 使 医 19.7-3 的 线路 接 通 或 断 开 ,其 中 至 少 要 有 两 个 
悉 电 器 司 时 闭合 或 断 开 ;对 于 图 19.7-4 的 线路 ,至少 要 有 
三 个 继电器 局 时 闭合 或 断 开 .对 于 一 般 线 路 , 若 其 中 至 少 
有 上 个 继电器 闭合 它 才 接 通 ， 至 少 有 个 继电器 断 开 它 
才 断 开 ,那么 就 称 这 个 线路 的 长 度 为 和 宽度 为 w, 或 称 
这 个 线路 为 1 X w 的 线路 。 不 难看 出 ,用 不 同 数量 的 继 
电器 可 以 构成 同样 长 度 和 宽度 的 线路 ,但 是 ,对 于 1Xw ? A 了 
的 线路 它 至 少 要 含有 ! x w 个 继电器 ， ee 
我 们 画 出 终 19.7~3 和 图 19.7-4 线路 的 接 通 概率 曲线 ， 也 邵 线 路 的 输出 兴 : 大 概率 曲 
线 、 它 们 分 别 是 图 19.7-5 中 的 曲线 ; (a) 和 《b), 也 就 是 说 它 在 p 一 0, 0.5 和 1 上 与 对 角 
线 相交 。 进 一 步 还 可 知道 这 两 个 图 形 的 px(p) 曲线 是 对 (1/2，1/2) 点 对 称 的 ,也 就 是 对 
于 任意 的 p, 0 所 p 委 1, 线路 的 输出 兴奋 概率 等 于 继电器 闭合 概率 为 1 一 p 时 线路 的 输 
出 抑制 概率 。 即 


prlp}y=l—prt—p), (19:7-3) 
具有 这 种 输出 兴奋 概率 曲线 的 线路 我 们 称 为 自 对 偶 性 线路 、 可 以 证 明 ，。 所 有 了 网 状 且 i 和 
ww 又 非 同 为 偶数 的 线路 都 是 自 对 侦 性 线路 .此 外 ,还 可 知道 ， 对 于 任何 继 电 线路 ， 如 果 其 
输出 兴奋 概率 xfzp) 不 恒 等 于 0, 1 和 p, 那 么 对 任何 p, 0 二 p 一 1, 恒 有 不 等 式 


Pr(p) ~> > 19.7- 
[1 一 pvCp)Ipw(p) (1 一)p 4 


pulp) 是 Pn《P) 对 的 一 次 导数 。 从 式 (19.7-4) 可 以 看 出 ,在 0<p 忆 1 的 区 间 上 pw(p) 
和 对 角 线 的 交点 不 多 于 1 个。 因此 , 凡是 其 输出 兴奋 概 素 曲 线 和 对 骨 线 有 交点 的 线路 都 
具有 复原 装置 的 性质 .我们 就 是 利用 继 电 线 路 的 这 种 性 质 来 提高 系统 可 靠 性 的 。 也 不 难 
看 出 ,即使 py(p) 不 满足 我 们 所 要 求 的 条 件 ,下 面 的 式 子 仍然 成 立 : 
pvp)[i 四 pn(p)] 有 
Pnr(p) 之 pr i (19.7-5) 
干 面 我 们 研究 如 何 利 用 可 舍 几 差 的 继电器 构成 高 可 靠 性 的 线路 。 假 定单 个 继电器 在 
通电 和 不 通电 时 闭合 概率 分 别 是 < 和 a, 它们 满足 不 等 式 0 过 a < < 1. 要求 设计 一 个 
虫 多 个 继 电 需 组 成 的 线路 对 给 定 的 一 个 任意 小 数 3# > 0， 它 的 输出 兴奋 概率 pw lp) 应 满 
足 条 件 : pn(a) 二 8; pw(c) > 1 一 8 (参看 图 19.7-6)。 
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现在 分 三 步 来 设计 这 个 线路 ， 首 先 根据 给 出 的 “和 .< 值 ， 用 水 平 搂 和 和 王 直 捧 和 的 
方法 组 成 如 图 19.7-7 的 继 电 线 路 *， 选取 透 当 数目 的 触 点 并 进行 适当 连接 使 它 的 输出 兴奋 
楼 率 pr 人) 

Pw, (9) <- < 一 5， 

pn {rc) 空 -了 十 已。 
4 可 以 是 任 -一 大 于 办 的 小 娄 : 比如 令 
这 样 ， 继 电线 路 的 两 个 接 通 概率 分 
有 在 pr(p) = 1/2 的 两 出 .考虑 到 
图 19.7-5 所 示 的 自 对 侦 性 线路 的 接 
” 通 《( 即 输出 兴奋 ) 概率 曲线 ， 可 以 
看 出 ,着 将 上 述 线路 作为 一 个 单元 ， 
然后 利用 自 对 偶 性 线路 , 便 可 把 
pn, (4) 和 pe) 相应 的 接 道 概率 
分别 移 到 去 和 1. 因此 ,第 二 阶段 的 
任务 便 是 运用 自 对 侦 性 线路 做 多 次 
We 和 迭代 ,把 接 通 概率 pi,(e) 和 ps,(e) 
3 分 别 移 到 小 于 1/4 和 大 于 3/4 处 。 
为 了 完 分 做 到 这 一 点 , 我们 把 士 一 (或 工 + 移 到 小 于 工 处 来 求 第 二 阶段 的 选 代 


次 数 。 第 三 阶 咒 仍 是 选用 这 种 自 对 个 性 线路 把 第 二 阶段 得 到 的 接 通 板 率 pw,Ce) 和 pw,(¢) 
分 别 移 到 小 于 6 和 大 于 1-8 的 某 个 值 上 . 为 此 ， 我 们 仍 可 撤 把 1/4. 变 到 小 于 6 处 来 求 第 
三 阶 策 的 迭代 次 数 ， 这 个 迭代 次 数 也 一 定 能 保证 把 .pce) 变 到 大 于 1 一 上 的 地 方 。 此 
后 ， 用 第 一 阶段 得 到 的 继 电 线路 代 换 第 二 阶段 所 得 线路 的 每 个 继电器 ， 青 以 这 个 迭代 线路 


8 一 


， 代 换 第 三 阶段 所 得 线路 的 每 个 继电器 ， 最 后 这 个 选 代 线 路 将 满足 预定 的 要 求 。 上面 把 设 


计 过 程 分 做 三 个 阶段 ,完全 是 为 了 多 述 方便 和 便于 计算 整个 线路 的 继 电 浴 数 目 . 当然 ， 根 
据 不 同 的 a，c 和 值 。 上 而 三 个 步 又 不 一 定 都 是 需要 的 。 .| , 

下 面 就 来 证 明 第 一 入股 所 求 继 电 线 路 的 存在 性 以 及 它 的 设计 方法 估计 站 个 线路 所 
需 继电器 数目 的 上 界 和 下 界 。 se 

首先 ,我 1 1 设计 具有 下 列 性质 的 两 个 线 到 Ni .和 M Me 它们 的 
性 质 是 : 

(1) 线路 NG 一 1 2,;…) 不 多 于 不 继电器 ， 

(2) 线路 MI 一 1， 2 “不 多 于 +# Rm 
3) 各 (人 9< 计 spy 2 


l) 惰 路 中 的 第 一 个 处 电器 也 可 能 是 到 直接 人 的 ， 
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(4) pu (2) 一 pw (<) < ,这 时 < 按 下 式 选 定 


. 十 十 司 加 
4d 一 max( 2 十 < 一 一 上 te). 


(5) 或 者 于, 是 把 N， 中 黄 个 结 点 短 接 后 得 到 ; 或 者 N; 是 把 Mi 中 某 个 禁 电 器 断 
开 和 而 得 到 ， 

我 们 一 定 可 以 从 过 丙 个 级 序列 时 找到 党 下 所 要 的 线 隆 这 两 个 线路 序列 可 
按 下 述 方 法 构 盗 出 来 : 

令 Mo 是 一 个 常 闭 线路 ，N， 是 一 个 常 开 线路 . 显然 它 避 们 满足 上 看 五 个 条 件 ， 现在 假 
定 Mi-l1 必 Ni 已 经 设计 出 来 并 且 满足 上 面 五 个 条 件 ， 如 果 Mi~1 是 把 Ni-l 的 某 两 个 结 
点 短 接 后 得 到 的 ， 那 么 在 N;- 的 这 两 个 结 点 之 间接 人 一 个 继电器 , 称 这 个 增加 继电器 后 
的 线路 为 M 。 如 果 NW;-! 是 把 M,-: 中 某 个 继电器 $ 打开 后 得 到 的 , 那 时 我 们 便 在 好 ,~+ 中 
接 入 一 个 与 5 粗 府 联 的 继电器 , 同样 称 这 个 线路 为 M 。 不 难看 出 ， 不 论 线路 凡是 用 那 种 
方法 得 到 的 , 它 的 继电器 数目 均 不 多 于 交 而 且 在 对 中 把 新 搂 人 的 继电器 断 开 便 得 到 N=1; 
de 它 就 变 成 M,_i。 根 据 全 概率 公式 则 有 

Pup) =ppu_(p) * (1 一 . ppv) . 《19.7-6) 

而 且 它 满足 条 伯 
pai CP) < pnp) < Pie 的 (19.7-7) 


当 pu (5) < 二 时 ,我 们 令 Ni 二 MM; ~ Mi 这 时 有 


十 < 1 十 < | (r=) (二 
| ) [全 2 . pu ( > - Pr， 2 ~ 


GE 十 上 aa 二 eV 4 十 上 
= 7 pe :2 8 Re 2 )| 


一 二 | dr: d 


当 pw ( 守 + > py 时 ,我 们 则 令 M; 一 M 及 N; 一 Nt， 这 时 同样 可 以 得 到 


rw 人 
因此 . 按 上 述 法 则 设计 的 M, 和 N: 满足 上 面 五 个 性 质 。 
在 这 两 个 线路 序列 里 任 取 一 个 线路 N， 设 它 的 接 通 芳 率 为 px(p) ,根据 不 等 式 
《19.7-5) 对 于 满足 本 一 < pulp) < 十 8 的 所 用 值 (a ce 一 < 人 
部 使 加 (p) > 三， 


> 
2 
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我 们 令 ; 一 | 吕 5] ,可 以 得 到 。 > z。 根 据 W， 和 的 性 质 得 到 
mm mt 
因此 ,我 们 一 定 能 从 M; 和 Ni 中 选 一 个 线路 N， 它 满足 条 件 


2 2 


对 于 这个 级 了 也 一 定 江 尼 条 eo) > + i < 过 一 6. 反之 ,假定 px(<) > 

二 十 6 不 成 立 , 则 必定 pw(c) 一 一 2 二 8. 根据 pnlp) 的 单调 性 和 > 人 了 “， 不 难 知道 

对 于 [2 二， :| 上 9 了 有 ?大 让 1 ecp(p) 鲜 二 十 e， 大 此 这 个 区 则 上 的 所 有 
?信者 使 pr(p) 二， 所 以 有 


6 4 
Pu(¢) 一 po )+ | .pokp)a 之 > 站 > -> am > 十 65。 


这 个 结果 和 假设 矛盾 ， 因 此 ， nr > 二 + e， pv(o) 所 十 一。 这 个 结论 是 正确 
的 ， 

不 难看 出 , 线路 N 正 是 我 们 第 ~ 阶段 需要 的 线路 .因为 它 就 是 M; 或 者 N,, 所 以 它 的 
继电器 数目 为 z 


m<io| | = _ rp (19.7-8) 


根据 第 二 阶段 的 任务 ,我 们 选用 3 x 5 如 图 19.7-4 所 永 ， 它 的 输出 兴奋 
概率 曲线 如 图 19.7-5 所 示 。 不 难看 出 ， 如 果 继电器 的 闭合 概率 < 0.5, 那么 这 个 线路 的 


接 通 概率 便 是 
pHlp) = Bp — pL6CL — Pp) + 6p(! 一 P+ zz + 2p'(1 —p)] < Bp 
-Vy. z ”p79) 
若 把 整个 线路 视 作 单 元 再 用 于 该 线路 里 ,也 就 是 把 这 个 线路 进行 一 次 迁 代 , 它 的 楼 通 概率 
便 为 
pap) = Pixs( psx3(2)) 志 8(8 RY 一 8 p)”， (19.7-1 四 
再 把 这 个 线路 当 作 单元 用 于 原来 的 网 状 线路 ， ao 
pp) 一 (pp)) < 大 (VS8p (19.7-11) 
“如 果 进行 + 次 迭代 , 它 的 楼 通 概率 则 为 


1) 这 里 “[ ]? 表 示 仅 取 括 号 内 比值 的 整 效 部 分 。 


一 
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pp) 一 人 DC) )》 | 
px pa ~ pI) )) 
(Vap). (19.7-12) 


V3 z 

从 这 些 芭 于 中 可 以 知道 ， 随 着 线路 技 代 次 数 的 增多 ， 它 的 输出 闪 右 概率 便 趋 近 于 办 《 当 
p<05 时), 或 者 趋 近 于 1《( 当 p > 05 时 )。 

现在 考 虞 用 上 面 3 x 3 的 网 状 线路 实 到 将 输 出 兴 在 术 让 (二 一 6) 移 到 小 于 二 对 所 


需要 撑 代 的 次 数 和 继 电 状 数 且 ， 0 我 们 在 图 19.7-5 中 过 (1/2, 1/2) 点 做 一 条 负 率 为 
4 的 直线 《9). 可 以 看 出 ， 在 二 igpeg < 一 6 区 闻 上 ， psxalp) ei ble 当 
二 > Te<p < paxsCp) ee 这 个 事实 说 明 , 在 二 > pp 二 一 6 


的 区 间 上 加 状 线 路 使 输出 兴奋 概率 趋 于 零 的 速度 要 比 这 条 直线 来 得 快 ， 因 此 ， 在 这 个 区 
羡 寺 可 以 近似 地 按 这 条 直线 使 输出 兴奋 概率 趋 于 零 的 速度 来 求 网 状 线路 的 迭代 次 数 〈 显 


然 ,这 样 求 得 的 迁 代 次 数 是 偏 多 的 。 这 时 ,在 * 次 选 代 之 后 , 输出 兴奋 概率 便 达 到 十 - 
e (之 】 如 果 希 望 办 出 兴 在 概率 沿 着 直线 变 到 工 ,那么 * 必须 满足 二 < (三 因此 可 


取 ? = [| 十 1 ， 于 是 第 二 阶段 设计 线路 的 继 电 加 数目 w 应 为 


=3 地 了 1 站 吉 - _ 1 0 全 
eg < 9 全 ) 路 a . (19.7-13) 
因为 3 x 3 的 网 状 线路 是 自 对 假 的 ,所 以 这 个 挝 代 线 路 也 一 定 能 将 输出 兴 在 概率 二 小 5 


移 到 3/4 处 ， 
第 三 阶段 的 任务 是 确定 一 个 这 样 的 线路 ， 它 能 将 输出 兴 厅 概率 Au (Co 移 到 小 于 8 处 ， 
把 pw(e) 移 到 比 1 一 5 大 的 信 ， 不 难看 出 , 采用 上 面 3 x 3 网 状 线路 仍 能 达到 目的 。 如 
果 进 行 了 + 次 迭代 , 线路 继电器 个 数 便 为 四 一 %%， 输 出 兴奋 概率 可 由 式 (19.7-12) 得 到 ， 
ip) 去 8 p)*。 把 这 个 不 等 式 的 指数 以 线路 继电器 数 旦 表示 则 有 ZU 人 9) 
< 万 (V 8p) "*， 当 ?< 记 一 0.353 时 , 便 可 求 出 这 个 迭代 线路 的 继电器 数 自 
log V 8 pi3Cp) 
Hy ee | 一 
. <| log 8 ， iE 
在 设计 的 第 二 阶段 我 们 已 将 输出 兴奋 概率 移 到 了 1/4 < 17W 8$ , 因此 , 用 该 式 计算 第 三 
阶段 线路 的 继电器 数目 是 适宜 的 ， 注 意 到 :应 满足 p23(1/4) 所 6 且 输 出 兴奋 概率 
pe) 又 是 以 阶梯 过 程 趋 于 零 以 及 线路 继电器 数 上 也 以 等 比 级 数 增加 ,每 选 代 一 次 增加 
9 倍 。 因 此 , 第 三 阶段 线路 需 用 继电器 数 且 应 满足 条 件 ; 


logV 85 85] 
Pa 9 (19.7-14) 
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根据 选用 线路 的 自 对 侦 性 , 它 也 一 定 能 将 输出 兴 奉 概率 3/4 移 到 大 于 (1 一 3) 的 数值 上 ， 

根据 迭代 原理 , 把 第 一 ,第 二 耻 自 设计 的 线路 依次 迭代 于 第 三 阶段 的 线路 里 , 这 个 总 
的 迭代 线路 便 是 我 们 希望 的 线路 。 因 为 在 欠 代 过 程 中 ， 每 一 个 继电器 都 要 用 前 一 阶段 设 
计 的 线路 来 代替 ， es 整个 迭代 线路 的 继电器 数 生 为 名 阶段 设计 线路 继电器 数目 之 积 . 
即 ” : 


ee "和 | lo 好 曙 
= 105273 < 二 和 人 aa. 7-15) 
将 这 个 数量 的 继电器 按 上 面 叙述 的 方式 构成 线路 ， 显然 。 它 应 满足 我 们 的 要 求 . 当 = 和 ¢ 
已 分 布 在 1/2 点 的 两 侧 时 ,可 以 省 略 第 一 阶段 的 设计 ; 即 第 二 和 第 三 阶段 设计 也 可 以 按照 
输 册 兴奋 颖 率 趋 于 零 和 1 的 阶梯 过 程 在 图 19.7-5 上 直接 求 出 选 代 次 数 , 从 而 计算 出 线路 
的 触 点 数目 。 
为 了 满足 提出 的 可 靠 狂 要 求 ， 线路 触 点 数目 不 能 小 于 某 个 界限 ， 直线 聊 长 度 和 寓 度 
的 定义 可 以 把 这 个 下 界 计算 出 来 。 设 线路 NN 能 满 足 可 靠 性 的 要 求 。 即 py(4) 所 6， 
px(e) 沽 1 一 3; 再 设 它 的 长 度 为 1 宽度 为 w， 单个 继 电 虽 通电 时 闭合 概率 为 c， 不 通电 
时 闭合 概率 为 3， 显然 ， 下 面 不 等 式 成 立 : 
: pro) > i: pp Png 
由 此 得 到 『 兰 eo 当 幼 电器 通电 时 又 明显 地 有 不 等 式 
ate he 
于 是 又 得 到 wv» 之 log 6/ log (1 一 #): 因此 ; 这 个 线路 的 急电 器 数目 的 下 界 


ia 1.* 0 i 9.716) 
loga logtf—e)" 


其 实 ， 线路 所 用 的 继电器 数目 一 般 为 其 下 界 的 3/2 左 右 或 更 多 毕 ， 

为 了 得 到 线路 可 筷 性 和 继电器 数目 的 关系 ， 也 为 了 与 复 合力 法 直行 夫 较 ,3 我 们 假定 用 
失效 概 于 为 a 一 1 一 c= 1/200 的 继电器 构成 长 宽 相 等 的 网 状 线路 《由 于 继电器 已 足够 
可 靠 ,所 以 设计 高 可 僻 性 线路 时 仅 衣 第 三 步 就 够 了 ); 根据 公式 《19.7=12) (19; 7-14) 和 
.《19.7~16). 对 给 定 的 失效 概率 可 以 分 别 算出 实际 需要 的 继电器 数 让 和 所 怖 继电器 的 上 给 
有 本 192. A 


i ms I 
ee i  - oe 


i | ee 
19.7-1 8 一 一 
表 和 入 5 200 


失 效 概 率 | 实用 继电器 数 昌 ”| 计算 感 电器 数目 上 界 | 计算 妊 电 器 数目 下 办 


8XI0-e gl 721 55 
2X10-u 00 876 .| 66 
2.2x10-1 ll 1074 | 8 


4x10-” 
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在 第 19.5 5 节 中 研究 过 的 两 个 例子， 当然 也 可 以 按 莫 尔 -香农 元 余 方法 进行 综合 以 提 
局 可 车 性 ， 这 时 只 需 把 那儿 的 每 个 最 体 管 和 神经 细 跑 都 视 为 继电器 即 可 。 如 果 认 为 元 件 
和 综合 系统 的 可 靠 竹 仍 为 原来 的 指标 。 则 不 难 算出 计算 机 的 晶体 管 只 要 增加 到 81 x 
2500 一 202.500 个 就 足够 了 . 关于 神经 系统 的 例 于 可 以 计算 出 使 “细胞 ?的 失效 概率 减少 
到 2.7 x 10™” 的 值 , 只 需 用 11 x 11 的 网 状 线路 代替 每 个 可 蔚 性 仅 为 1/206 的 细胞 就 可 
以 了 . 

顺便 指出 ， 这 种 方法 也 是 依据 增加 元 件 的 原理 来 获得 高 可 靠 人 线路 的 ,只 只 是 结构 与 复 
| 


19.8 复合 方法 与 莫 尔 -香农 方法 的 比较 


通过 上 面 的 讨论 , 可 以 看 出 , 用 不 同方 法 可 以 构成 具有 同样 可 靠 性 的 线路 ,但 是 , 当 
对 系统 可 靠 注 要 求 并 不 十 分 高 而 元 件 可 靠 性 又 比较 高 寺 , 英 尔 -香农 方法 需 用 的 元 件数 要 
比 复 合力 法 少 很 多 ;然而 当 要 求 系统 可 靠 性 很 高 时 ， 则 复合 法 又 比较 优越 我 们 试 找 负 这 
个 差别 的 原因 

冯 ' 诺 伊 曼 对 复合 方法 的 分 析 是 基于 差错 的 出 现 服 从 高 斯 分 布 的 假定 ， 因 此 它 要 求 
每 个 线束 内 的 线条 数 # 相当 大 ,可 是 ,我 们 事先 并 不 知道 ”为 怎样 的 数目 (是 否 更 求 很 大 ) 
才能 满足 系统 的 可 靠 性 要 求 。 当 对 系统 可 靠 性 指标 要 求 并 不 其 高 而 元 件 已 颇 为 可 千 对 ， 
* 就 不 需要 太 大 , 此 时 用 这 个 方法 去 计算 , 近似 性 就 较 大 。 莫 尔 - 香 农 则 用 组 合 概率 的 方 
法 来 分 析 系 统 可 靠 性 ,并 不 对 = 的 大 小 做 先 验 概 定 ; 因 而 比较 切合 实际 情况 . 

沟 . 诺 伊 曼 不 仅 考 虑 了 构成 系统 元 件 的 可 靠 性 ， 同 时 也 考虑 了 输入 的 差错 。 不 难看 
出 ,重点 还 是 放 在 控制 输入 差错 上 面 。 莫 尔 -香农 方法 则 仅 考 义 元 件 本 靠 性 对 系统 可 靠 性 
的 影响 ;如 果 认为 线路 的 继电器 绕组 是 用 一 个 输入 线 麻 入 制 的 ,并 假定 通电 和 时 线 训 中 有 百 
分 之 «的 线条 产生 错误 ， 不 通电 时 其 中 有 百 分 之 8 的 线条 产生 错误 。 这 时 容易 算出 ; 在 
通电 时 忽 电 器 闭合 的 百分数 < 一 (1 一 a)c 十 aa 雍 以 前 小 了 ,而 断 电 时 间 合 的 百分数 
一 (1 一 8)a ++ fi 比 以 前 大 了 ,也 就 是 相当 于 继电器 的 可 靠 性 变 坏 了 。 显 然 ,这 时 为 了 
达到 和 过 去 一 样 的 可 靠 性 ， 线 路 的 元 件 教 目 当然 要 比 过 去 多 .这 是 为 了 控制 输入 线 上 差 
错 所 必需 增加 的 元 件数 ; 它 是 “和 .8 的 函数 。 还 不 难看 出 , 谢 弗 门 (与 非 门 ) 会 使 输出 差错 
分 布 产生 分 散 现 象 ， 这 完全 是 由 于 谢 弗 门 电路 ， 对 输入 端的 错误 信号 的 逻辑 运算 而 引起 
的 。 在 不 考虑 输入 信号 的 错误 时 ， 由 谢 弗 门 电路 的 失效 所 造成 的 输出 差错 概率 《输出 端 
状态 错误 的 线条 数 在 5% 一 (1 一 8)% 之 间 的 概率 ) 是 随 = 的 增 大 而 趋 于 专 的 ， 这 一 点 
可 以 在 公式 (19.4-18) 中 看 到 ， 为 了 说 明 这 一 点 ,我 们 可 以 对 干 面 的 情况 进行 计算 。 

《1) 输入 线 中 没有 错误 信号 ,也 就 是 认为 同一 输入 线束 中 诸 线 的 状态 完 爹 一 样 . 

(2) . 启 厅 绕 由 一 个 谢 弗 门 组 成 ， 它 的 失效 概率 为 1/200, 现在 用 同样 的 但 数量 多 的 
门 构成 可 奉 系 统 并 到 置信 度 .5 一 0.07. 

(3) “认为 谢 弗 门 一 经 失效 后 ， pn Medel eed 


19.8-1 中 。 
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妙 19.8-1 


s=__ . .8=0.07 
200 


系统 失效 概率 pn 


0,14919X 10-'? 
0.25Xx 0 


把 表 19.8~1 视 表 19.7-1 相 比 较 , 可 以 知道 , 在 间 样 的 前 提 下 , 复合 宛 余 方法 与 莫 尔 - 
香农 元 余 方法 所 得 到 的 结果 有 所 差别 ,但 并 不 十 分 悬殊 


19.9 从 线路 结构 上 提高 系统 可 车 性 


从 复合 方法 和 英 尔 ~ 香农 方法 的 讨论 中 ， 我 们 已 经 看 到 ， 改选 线路 结构 也 能 提高 系统 
可 靠 性 ， 因 此 , 便 产生 了 这 样 的 问题 : 在 单元 数目 一 定 的 条 件 下 ,怎样 设计 线路 结构 才能 
获得 最 大 的 可 靠 性 ? 下 面 我 们 从 不 同方 面 来 讨论 这 个 问题 ， 
设 有 一 包含 ! 个 单元 的 系统 C, 如 果 这 ; 个 单元 中 有 一 个 失效 便 会 导致 整个 系统 失 
效 ， 我 们 便 称 这 种 系统 为 基本 系统 ， 若 基 本 系统 中 每 个 单元 失效 的 概率 均 为 p, 那么 ， 系 
统 的 失效 概率 为 
i . (199- 1) 
为 了 提高 系统 的 可 驹 性 ， 我 们 把 ww 个 基本 系统 c, 按 图 19.9-1 1 渗 接 成 更 大 的 系统 图 
中 51, 52,…*, Sw 为 开关 ,它们 的 工作 原理 是 ， 当 第 i (i =1.2,-…,w 一 1) 个 基本 系统 
失效 后 ,开关 5; 便 自动 断 开 而 开关 Si 便 自 动 按 通 ， 是 ,1 19.9~1 Ce 


率 为 
一 a = | Pp)]", (19.9-2) 
这 里 ， ps ,为 开关 用 闪 玫 租 ， 当 六 pi 时 ,可 以 忽略 p; 的 影响 ， 此 时 有 


gr 人 《19.9-3) 


| 


” 一 -一 一 一 一 一 人 wor- A AN 
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钊 岂 19.9-} 所 示 系统 的 可 对 性 为 8 
9 一 1 一 pm1 一 [ (1— pp) 1*, a9. Fe 
从 这 里 可 以 看 出 ， 若 每 个 单元 的 失效 率 ? 保持 不 变 ， 系统 的 可 靠 性 则 随 着 基本 系统 单元 数 
目的 增多 而 降低 ,在 : 为 无 限 大 的 情况 下 ， 即 便 人 允许 有 较 多 数目 的 备用 系统 ， 图 19.9-1 
所 示 系 统 的 可 靠 性 仍然 趋 于 零 。 如 果 改 变 系统 结构 ， 把 这 才 个 基本 系统 中 的 所 有 相同 音 
元 都 通过 上 述 性 质 的 开关 并 联 起 来 , 这 时 便 得 到 如 图 19.9-2 的 系统 。 它 的 失效 颈 率 为 
pr=I—{l—{l— (lp pp) }. (19,9-5) 
若 开 闫 绝对 可 千 , 即 p, = 0,， 上 式 则 变 为 
pn=l1—[l—p*], 
从 这 里 可 以 看 出 ， 不 论 基 本 系统 由 多 少 单元 组 成 ,只 要 增加 四 ， 便 能 获得 满意 的 可 靠 性 ， 
内 此 ,在 使 用 绝对 可 靠 的 开关 时 ,采用 备用 单元 要 比 备用 系统 好 些 , 但是， 由 于 开关 并 非 
绝对 可 靠 , 即 p, < 9， 因此， 应 用 过 多 开关 并 不 一 定 能 获得 系统 的 最 佳 可 靠 姓 。 如 果 把 
诸 基本 系统 分 成 几 个 部 分 ,然后 把 相应 部 分 通过 上 述 性 质 的 开关 并 联 起 来 ,这 时 可 能 获得 
”其 有 更 高 可 靠 性 的 系统 。 例 如 , 我 们 考虑 有 一 个 备用 系统 邵 w 一 2 的 情况 , 设 基本 系统 . 
由 由 个 单元 构成 ,它们 的 失效 概率 均 为 0.05。 按 系统 备用 , 按 单元 备用 以 及 把 系统 分 成 相 
等 的 两 部 分 备用 时 的 系统 失效 概率 分 别 记 为 py、pw 和 pe。 不 难 算出 上 述 三 种 情况 下 系 
统 失 效 概 率 和 开关 失效 概率 p, 的 关系 。 算 出 的 数据 列 于 表 19.9-1 中 ， 


表 19.9-1 
pr = 0.97 ps: = 0.9 


fial 0.0441 0.0713 
Pa3 0.0303 0.069 


从 上 上 面 讨论 的 例子 中 可 以 看 到 , 当 备 分 单元 的 数量 已 给 定 的 情况 下 ,如何 使 用 这 些 备 
分 件 对 提 商 系统 的 可 靠 狂 有 很 大 的 关系 。 相同 的 备 分 数量 ,如 果 结 构 不 同 , 系 统 的 可 排 性 
可 能 差别 很 大 。 也 就 是 说 ,元 余 结 构 的 选择 对 提高 系 绕 的 可 靠 性 是 很 重要 的 。 事 实 上 ,在 
条 件 一 定 的 情况 下 , 给 定 了 备 分 器 材 的 数量 ,常常 存在 着 一 种 最 优 的 元 余 结 构 , 使 系统 能 
获得 最 高 的 可 靠 性 。 下 面 我 们 再 介绍 一 种 比较 复杂 的 情况 ， 从 这 里 可 以 现 清 楚 地 看 到 克 
构 结 构 对 系统 可 靠 性 的 影 啊 ， 

设 Ts 是 某 一 器 件 ( 如 门 电路 ) 在 额定 负荷 下 的 平均 故障 时 间 闻 隔 。 试验 表明 , 当 负 荷 
增 大 时 ,平均 故障 时 间 问 隔 工 将 减 小 。 反 之 ， 如 果 该 器 件 在 低 于 额定 负荷 的 条 件 下 工作 ， 
则 平均 故障 时 间 闻 隔 将 增 大 ， 即 可 靠 性 将 增 大 ， 用 X45 一 1/ Th 表 不 该 占 件 在 额定 负 葵 
Qn 下 的 失效 率 ( 平 均 故 障 率 ), 用 1 一 TIT 表 示 甘 任 一 负荷 台 下 的 失 殖 率 ， 试验 表明 , 该 
器 件 的 失效 率 与 负荷 的 关系 可 由 下 式 近 似 地 表示 出 来 中 ; 


QO ™ 
Lm (19.9: 6) 
起 中 m 为 某 一 常数 , 它 只 依赖 于 大 件 本 身 的 特 柱 ,例如 超 负 蓓 能 力 。 
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设 用 上 述 性 质 的 s 个 单元 (器件) 并 联 构 成 系统 ,这 个 系统 被 看 成 为 一 个 单元 在 额定 
负荷 Qn 下 工作 。 我 们 规定 ,在 系统 中 有 :个 单元 失效 对 ”, 称 其 为 系统 的 第 i 个 状态 ， 那 
么 ,由 * 个 单元 构成 的 系统 仅 可 能 有 (w 十 1) 个 状态 。 因 此 ,5 SA 《2 十 1) 个 微分 方 
程 来 揽 述 各 种 状态 的 出 现 概 率 : 
oC = 一 hpol?), 
(2) = 一 Ln 一 im 十 Lin 十 1 一 dp, 1 mm 1 2 一 1， 
a | (19.9-7) 
ar(i) 是 第 个 状态 出 现 的 概率 (i 一 152 #), 和 是 第 i 个 状态 单元 的 内 
I (19.9=6), 可 知 


人 。 . - (2 - mi) wl = i) 间 
于 是 可 拒 方程 组 (19.9~7) 写成 . | 


nt) mm 一 Lanspolr), 四 
六 (人 下 | 二 一 入 让 2p 2) 十 linn 一 + 了 十 二 id) Ci = 1 ， 汪 4 1)，, 


Ble) dnpatlt), - (19.9-8) 
其 中 8 呈 1 一 mo, -假定 开始 时 刻 所 有 # 个 单元 都 不 会 失效 , 即 
i 一 0， 
pi(0) — bs jo 


由 此 得 到 式 (19.9-8) 的 解 为 


Pit) = I Cn 3 
站 入 


Rh i > 一 17,… 
AOES We oo (19.9-9) 
由 于 这 个 系统 的 负 痊 等 于 一 个 单元 的 额定 负 答 ， 所 以 只 要 有 一 个 单元 工作 良好 ， 系统 
便 能 正常 工作 , 大 此， 系统 的 可 大 性 为 
te hE ml a. . 
qu) = er 十 3 I Cn ~— 2) | 
i=1|i=0 了 Aa 
Ri ’ : {19.9-10) 
如 果 不 考 虑 负 闪 变化 对 单元 失效 率 的 影响 即 认为 8 一 有 则 系统 各 所 态 册 现 的 概率 和 系 
统 可 强 性 全 是 


Mn 站 Pi 


各 


pf) = > 


ET (1 ee eie -ln 
# 


1) 这 里 假定 单元 失效 后 ， 它 便 自 动 从 系统 中 断 开 . 
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ee 


-一 Cl ee ne 
i=0,1,2,..…,(n — 1), (19.9-11) 
和 mn—1 
qnt{t) zs phHn! 十 > ey _ einr)iewtaad (19.9-12) 
i=] | i | 


如 果 认 为 单元 失效 率 与 其 承受 的 负荷 大 小 成 正比 , 即 和 一 jw 时 (也 即 8 一 0) ,从 方程 
HH 
(19.9-9) 和 《19.9-10) 可 以 得 到 


本 
ps De 1 一 0.1,2 (rn 1), (19.9-13) 


中 


和 
qn(#) = eH > Qa (19.9-14) 


比较 式 (19.9-12) 和 (19.9~14) 便 明 显 看 出 后 者 的 可 靠 竹 比 前 者 好 .也 就 是 说 , 当 单元 失 
效率 和 其 负荷 成 正比 或 有 更 强 的 依从 关系 时 ， 把 爹 部 备 分 单元 同时 接 入 系统 工作 要 比 
当 工 作 单 元 失效 后 依次 代 换 着 工作 的 可 靠 性 高 当然， 如 果 失 效率 不依 操 于 负荷 。 戎 
1 一 和 时， 把 所 有 备 分 同时 纺 人 的 精 况 和 依次 接 和 人 的 情况 等 效 , 面 且 这 时 备 分 单元 和 处 
于 工作 状态 的 单元 有 同样 的 失效 率 、 


Te 


19.10 ”网络 的 线路 元 余 


一 个 大 的 多 点 通讯 系统 常 由 很 多 个 通讯 点 构成 ,各 点 之 河 究 用 线路 联接 起 来 ， 例 如 ， 
一 个 大 的 计算 机 贺 络 往往 由 一 个 计算 中 心 和 很 多 外 国 机 和 终端 机 经 通 苇 线路 袭 四 成 . 
外 转机 、 终 端 机 与 计算 中 心 在 地 理 上 可 能 相距 很 运 。 这 里 我 们 研究 一 种 特殊 的 问题 吃 ， 
” 急 定 计算 机 及 终端 设备 的 可 靠 性 都 很 高 ;为 了 提高 线路 的 可 靠 性 ,我 们 采用 线路 备 分 的 方 
法 去 提高 整个 系统 工作 的 可 靠 福 ， 在 外 转机 和 终端 设备 的 安装 点 已 选 定 的 情 襄 下 ， 如 何 
联接 这 些 安装 点 才能 够 达到 系统 (网络 ) 的 最 高 可 靠 性 ? 如 果 线 路 的 联接 方法 已 经 确定 ， 
如 何 用 给 定 长 度 的 备 分 线路 去 获得 最 大 的 线路 可 靠 社 ? 这 里 我 们 将 再 一 次 看 到 ， 不 疝 的 
线路 备 分 方法 可 以 得 到 完全 不 同 的 系统 可 靠 性 ， 
设 有 一 个 通讯 网 络 联 接 安 疲 在 4 个 点 上 的 设备 《例如 计算 中 心 和 外 转机 及 终端 设 
备 ), 其 中 有 一 个 是 控制 或 信息 中 心 , 它 接收 各 点 发 来 的 情报 信息 ,同时 又 向 名 点 发 出 指令 
或 信息 .为 了 把 » 一 1 个 外 围 点 与 控制 中 心 联接 起 来 ,线路 的 设置 方法 有 很 多 种 (有 4" 
种 联接 方法 )。 在 各 种 联接 方法 中 将 有 一 种 是 线路 总 长 为 最 短 的 ;还 有 一 种 是 可 靠 狂 最 高 
的 .在 一 些 假定 条 件 下 ,我 们 将 研究 可 靠 性 最 高 的 联接 方法 ,进而 讨论 在 备 分 线路 长 度 为 
给 定时 的 最 佳 备 分 方案 。 这 里 只 讨论 线路 的 可 靠 性 , 即 候 定 各 点 上 的 设备 可 靠 性 很 高 , 且 
联接 任何 相 邻 两 点 之 同 的 线路 的 失效 率 都 是 pgp。 约定 任何 两 个 点 之 间 只 能 有 -~ 条 线路 联 
接 , 即 设 有 交叉 点 出 现 , 如 图 19.10~1 中 所 示 。 图 中 为 控制 或 信息 中 心 。 某 女 线 路 至 控 
制 中 心 通过 的 线 脆 数 称 为 该 线段 至 中 心 的 距离 。 例 如 图 中 (b》 所 示 的 各 线段 ,a 的 距离 
为 1, 上 为 2, 4 为 3,。 为 4 等 等 ;而 (a) 中 各 线 妇 的 距离 都 是 1， 设 在 整个 系统 中 距离 为 
1 的 线路 (线段 ) 有 条 , 距离 为 2 的 线路 有 {条 ,距离 为 1 的 线路 有 1 条 ,最 光 的 线 距 离 
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是 *。 于 是 有 
D1- 一 #。- {19.10-1) 
ER A p» 由 能够 正常 工作 的 线段 平均 数 由 为 (数学 期 望 ) 
一 . 汪汪 {19,10-2) 


因为 距离 为 i 的 线 必 要 能 正常 工作 ,位 于 该 线 区 和 控制 中 心 的 线 妥 也 必须 不 出 琢 认 ， 故 距 
离 为 二 的 线 毁 的 正常 工作 可 而 性 是 《1 一 pp) 
今 用 系数 天 表示 系统 的 可 靠 性 ， 


Km (19.10-3) 


有 即 久 为 能 正常 工作 的 线段 数 的 平均 百分比 。 显然 ， 当 每 一 线段 失效 率 为 0 肝 mn 一， 
KkK=l; 当 p=l 时 m= 0, a 定义 系 
I 2 


(19.10-4) 


当 失效 概率 很 小 时 ,可 算出 
Dui- 2 Dull ipit Dp 


A 
CE es 
妃 略 高 次 项 后 ,保留 ”的 一 次 项 ,可 以 认为 
# = : 
el 一 rp. (19.10-5) 


{cp 
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对 图 19.10-1 中 的 (a) 联接 方式 ，i 一 1， 有 精确 的 等 式 
Kel—p, . . (19.10-6) 
对 图 中 的 串联 联接 方式 (c) 则 有 
ee 
和 pa ， 
比较 上 面 三 个 公式 便 可 看 出 ,不同 的 线路 设置 对 应 完全 不 同 的 系统 的 可 靠 性 ， 
现在 讨论 最 优 线 路 备 分 问题 。 设 某 一 线段 设置 了 a 次 备 分 , 它 的 可 靠 性 4 是 
了 到 1 pt, (19.10-8) 
用 dl 表示 到 控制 中 心 的 距离 为 i 的 线 眉 的 备 分 线路 数 。 设 置 备 分 线路 后 , 系统 中 正常 工 
作 线 侦 的 平均 数 记 为 m*， 


《19.10-7 ) 


m* 一 > Ho — paitD。 《19.10- 9) 


仍然 有 正常 工作 的 线 委 均 数 m * 和 系统 中 线 妇 总 数 的 比 K* 作为 评价 系统 可 靠 性 的 指 
标 ， 


第 
| (19.10-10) 


用 KK 名 sx" 表示 系统 中 距离 为 六 入 《的 线段 分 别 备 分 di 4%， ' 条 线路 后 的 系统 
可 靠 姓 指标 。 现 在 产生 这 样 的 问题 ,如 何 设置 备 分 可 以 使 K* 的 信 尽 可 能 增 大 2? 例如 , 对 
图 19.10~1 中 的 (3) 种 线路 ,，; 一 /一 大 一 … m=1,， 有 


d+1 
Kt mt hE Dip) 3 (] 十 p 十 户 十 十 pK，(19.10-11) 


式 中 多 是 未 加 备 分 线 败 时 的 系统 可 靠 性 指标 。 由 上 式 可 以 看 到 , 当 线 路 可 靠 狂 很 差 时 , 即 
当 了 接近 1 了 时 增加 备 分 对 提高 系统 可 靠 性 是 很 有 效 的 ;相反 , 当 ? 趋 近 于 0 时, 备 分 线路 
”并 不 能 显著 提高 系统 的 可 靠 性 。 

正面 再 讨论 一 个 例子 。 设 在 一 个 圆 络 中 离开 控制 中 心 最 远 的 外 图 设备 的 距离 是 2， 
用 以 联接 这 类 设备 的 线路 总 数 为 2; 直接 与 控制 中 心 联 握 的 线路 有 页 条 , 令 疡 灾 cl 4 为 
“ 酝 意 正 整 数 . 再 设备 分 线路 的 总 数 为 如 十 五 呈 (1 十 a)。 此 时 ,如 果 只 对 距离 为 1 的 1 
条 线路 设置 一 路 备 分 , 则 有 
一 《1 十 pK, (19.10-12) 
式 中 下 为 工 | 和 了 工 ; 不 加 备 分 线路 时 的 系统 可 靠 性 指标 。 另 方面 , 如 果 每 条 线路 都 再 设置 

一 条 备 分 线路 , 则 系统 的 可 靠 人 性 指标 为 
im Cll 8 (19.10-13) 

l1+4a 


比较 这 两 种 系统 , 求 出 两 种 可 靠 性 指标 的 差 


Se Ki tA (1 + KR. 
l+e. - 3 
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天 lp +h(l— py (CC We 2 We A We 2 
必 . a 
、 1 机 加 用 0 
AK i 其 1 二 2 py - z a 0 


Ak* 是 + 和 的 连续 函数 ， 当 e m1 时， | 
- > OP p+ p), 
“ 队 简 单 的 分 析 可 知 , 当 少 二 0 1 村 ，AK* 一 0 又 因为 


LR) 1012p— ak oy 
ap PR 2p 37 + 4p), 2 a 3p—1, 


而 当 p039 时 ， ACAK")/dp = 0， 且 有 


ER (> 0 若 0<< p< 之 0.39 
ap <0， 若 1> 户 >>0.395 


于 是 , AK * 作 为 的 函数 在 p = 0.39 附近 有 极 大 值 ,而 在 p 二 0 和 1 处 等 于 0, 由 此 可 扒 
千 ， 当 每 段 线路 失效 概率 ?在 0.3 至 0.7 之 问 时 , 对 所 有 的 线路 都 设置 备 分 为 好 $ 而 当 失 

效 概 率 很 小 或 很 大 时 ， 则 宣 于 对 蝶 离 近 的 线路 设置 备 分 。 由 此 例 可 以 断言 , 备 分 线路 的 结 
构 方案 的 制定 应 考虑 到 线路 失效 率 的 大 小 。 
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第 =- 十 章 信号 与 信息 


”回顾 我 们 在 前 面 各 章 中 讨论 过 的 各 类 控制 系统 ， 不 管 是 线性 的 , 非 线 性 的 、 集中 参数 

的 或 分 布 参数 的 系统 ,如 果 不 考 虑 它们 的 具体 结构 特点 和 物理 特点 ,而 只 观察 它们 的 共性 ， 

我 们 就 会 发 现 ,它们 对 输入 信号 都 作出 相应 的 反应 : 接收 输入 ,观测 状态 ;算出 误差 ,形成 

控制 等 等 ， 这 一 切 都 是 以 各 种 信号 的 形式 完成 的 ， 从 这 个 观点 来 着 所 有 的 控制 系统 ， 可 
以 说 它们 的 任务 都 是 以 信号 的 形式 采集 信息 和 处 理 信息 的 ， 因 此 关于 信号 和 信息 的 理论 

与 控制 理论 是 有 着 密切 关系 的 有 人 还 认为 关于 信息 的 理论 是 工程 控制 论 的 一 个 组 成 部 
分 中 , 它 反 映 了 关于 信息 的 理论 对 控制 系统 的 重要 性 ， 

近 二 十 年 来 ， 以 计算 机 为 中 心 的 自动 化 技术 的 迅速 发 展 要求 各 种 信号 数字 化 ， 即 用 各 
种 编码 的 形式 传输 信号 ， 用 计算 机 对 这 些 信号 进行 处 理 等 。 这 种 情况 更 加 清楚 地 更 示 出 
了 在 控制 系统 中 信息 传输 的 特征 。 至 于 在 第 十 四 章 和 十 五 章 中 讨论 过 的 对 随机 信号 的 处 
理 问题 ( 即 噪 音 过 洪 和 信号 预测 等 ), 很 明显 属于 信息 处 理 的 范围 . 

”自动 控制 技术 早已 超出 了 肩 部 过 程 的 调节 和 伺服 机 构 这 类 个 别 装置 自动 化 的 有 限 范 
图 .现代 工业 和 社会 经 济 生活 要 求实 现 整 个 企业 ,部 门 \ 行 业 的 管理 自动 化 ,粗略 地 说 ,这 
种 在 大 范围 内 进行 管理 或 控制 的 系统 叫做 大 系统 。 在 这 种 大 系统 中 ， 各 种 信息 的 传递 方 
法 已 大 为 改观 ; 绝 不 是 一 个 齿轮 组 或 几 根 导线 所 能 胜任 的 ,只 有 现代 化 的 通信 网 络 才能 有 
足够 的 能 力 去 传送 系统 所 必需 的 信息 。 于 是 ， 通 信 理 论 和 控制 理论 之 间 又 形成 了 密切 的 
联系 。 早 在 三 十 多 年 前 ， 美国 科学 家 维 纳 和 罗 森 勃 鲁 斯 等 人 就 预见 到 这 种 情况 ， 把 控制 理 
论 和 通信 理论 中 的 基本 问题 综合 成 控制 论 这 门 新 的 学 科 c、 

通常 ,大 们 把 “信号 ?和 “信息 ” 当 作 周 义 语 , 象 我 们 在 上 面 的 讨论 中 对 这 两 个 名 词 不 加 
区 分 那样 。 然 而 ,对 信号 传输 的 深入 研究 导致 了 关于 信息 的 严密 定义 和 定量 分 析 。1948 
年 美国 科学 家 香农 总 结 了 实践 工作 中 的 经 验 和 前 人 的 工作 (主要 是 1928 年 Hartey 的 工 
作 5a) ,成 功 地 创立 了 关于 信和 号 和 信息 传输 的 精确 理论 即 信息 论 ， 这 个 理论 出 现 以 后 极 大 
地 促进 了 通信 理论 和 技术 的 发 展 , 同时 也 给 控制 理论 提供 了 一 个 新 的 有 力 的 工具 ， 几 十 
年 来 , 它 吸引 着 各 个 领域 的 科学 技术 工作 者 ,在 理论 研究 和 应 用 研究 方面 都 进一步 得 到 了 
新 的 发 展 ,在 这 一 章 里 我 们 将 介绍 信息 论 的 基本 概念 ,主要 理论 及 其 应 用 。 


20.1 信号 ,消息 和 信息 


任何 一 个 控制 系统 都 离 不 开 信号 的 接收 、 采集 、 传送 和 加 工 处 理 。 在 初等 控制 系统 ， 
如 温度 调节 装置 ,伺服 机 构 等 中 的 信号 是 直接 以 电压 \ 电 流 或 机 械 位 移 等 物理 量 表现 出 来 
的 。 但 在 复杂 的 系统 ,如 第 二 十 一 章 中 将 要 讨论 的 大 系统 , 却 需 要 大 批量 地 采集 和 传送 数 
据 , 而且 还 要 用 计算 机 对 这 些 数 据 进 行 处 理 。 为 了 提高 传送 速度 和 可 靠 性 又 便于 计算 机 
处 理 , 这 些 信号 必须 用 更 抽象 的 表示 方法 , 如 用 各 种 具有 纠 错 能 力 的 二 进 制 码 来 表示 ;还 
要 有 一 整套 高 效率 的 通信 网 络 来 传输 信号 ,以 保证 实时 地 把 足够 的 数据 送 到 需要 的 地 方 。 
通常 的 有 源 或 无 源 电路 已 不 足以 对 这 些 信号 作 那 怕 是 初步 的 处 理 。 这 一 方面 是 因为 电路 
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的 运算 功能 太 简 单 ,又 没有 灵活 性 , 另 一 方面 是 它 不 能 对 各 种 多 路 信号 进行 实时 处 理 ， 在 
这 种 大 系统 中 ,只 有 具有 足 够 存 贮 容 量 和 运算 功能 的 数字 计算 机 才能 胜任 这 个 任务 ， 因 
此 在 这 种 情况 下 就 要 求 对 信号 ,信息 ,消息 等 名 词 加 以 区 分 ,并 赋予 严格 的 定义 ,使 它们 在 
一 般 性 的 、 措 粮 的 描述 性 的 文字 含义 基础 上 增加 新 的 内 容 ,二 升 为 有 准确 意义 的 科学 披 术 
名 词 . 

所 谓 信 号 是 指 某 些 物理 过 程 , 它 的 变化 可 以 受到 控制 ， 而 且 可 以 通过 某 些 介质 进行 传 
播 。 例 如 电压 或 电流 的 变化 ,电梯 波 或 声波 的 变化 和 传播 , 光 的 谓 制 与 传播 ,机 械 位 移 , 压 
力 的 变化 等 等 都 可 以 成 为 信号 。 人 们 事先 约定 每 一 种 信号 代表 某 一 种 消息 ， 然 后 按照 这 
种 约定 去 控制 信号 (物理 过 程 ) 的 发 生 和 变化 ， 从 而 发 送出 各 种 不 向 的 消息 。 例 如 在 交通 
管制 系统 中 用 红 灯 禁 和 通行 , 绿灯 表示 放行 , 黄 灯 提醒 注意 , 黄 绿灯 表示 人 允许 向 左 转 次 等 
等 ， 信 号 的 变化 规律 越 复杂 、 种 类 越 多 , 能 够 发 送 的 消息 就 越 多 , 有 限 种 信号 只 能 发 送 有 
限 种 消息 。 另 一 方面 ,人 们 利用 这 些 物理 过 程 在 介质 中 的 运动 就 把 信号 传播 到 了 远方 ,在 
那里 ， 利用 对 这 类 物 吾 过 程 敏感 的 器 件 完成 对 信号 的 按 收 。 干 是 ， 接 事 先 的 约定 , 信号 所 
代表 的 消息 就 送 到 了 远方 . 

设 [0, 了 ] 是 确定 的 时 间 间 隔 ,用 某 类 函数 (rp) 表示 特定 的 物理 过 程 (信号 在 这 个 时 
间 间 隔 中 的 变化 . 一切 不 局 的 (接收 端 能 区 分 的 ) 信号 的 全 体 {s( 有 )} 记 为 5, vl) 称 为 集 
合 $ 中 的 信号 元 , 设 $ 中 含有 有 穷 个 元 ,个 数 记 为 Ns。 用 M 训 示 消 息 的 集合 ， 它 的 每 ~ 
个 具体 的 消息 用 普 表 未 .M 中 所 含 的 消息 总 数 Ny 可 以 是 在 意 的 ,大 于 ,等 于 或 小 于 N;， 
为 了 使 信号 能 够 传递 消息 , 事先 约定 一 种 对 应 关系 工 , 它 规定 每 一 种 信号 对 应 -一 种 消息 ， 
记 为 
, Tsim, TSCEM. (20.1-1) 
这 种 对 应 关系 应 该 是 单 值 的 ,每 种 信号 只 对 应 一 种 特定 的 消息 ,而 不 能 对 应 两 种 以 上 的 不 
疗 消 息 ,否则 就 会 出 现 消息 的 不 确定 性 . 反之 则 不 然 ; 可 以 有 若干 个 不 周 的 信号 元 对 应 同 
一 个 销 息 ,这 是 常见 的 情况 . 用 通信 技术 的 术语 ， 对 应 关系 式 (20.1-1) 中 做 消息 的 载 负 ， 
即 信 号 载 负 着 消息 。 

消息 集合 M 的 种 类 是 很 多 的 电报 报 文 ， 电话 记录 ， 电视 画面 , 传真 电报 版 面 , 成 批 传 
送 的 数据 都 可 以 构成 各 自 的 消息 集合 ， 俩 如 用 所 视 信 号 传送 图 象 ， 对 高 宽 比 为 3:4 的 荧 
光 屏 ，625 行 和 每 秒 25 帧 的 隔行 扫描 体制 ,亮度 分 辨 能 力 为 10 种 的 电视 发 射 机 , 可 以 在 
2/25 秒 的 时 间 内 发 送 10; x 10; 种 不 同 的 画面 , 即 Ns 伴 10 ， 然 而 绝 不 是 每 一 种 信号 
都 能 给 出 一 幅 有 意义 的 图 象 ,所 以 “事先 约定 的 >, 即 有 意义 的 消息 数 Ny 远 小 于 Ns, Ny>> 
Nu。 应 用 最 早 的 莫 尔 斯 电报 机 按 规 定 能 发 出 约 50 种 入 号 , 每 一 个 信号 都 由 点 、 划 和 空 号 
排列 组 成 ,每 一 个 信号 单 值 对 应 一 个 (只 有 一 个 ) 拉 T 字 母 , 数 码 或 符号 。 如 果 每 一 个 符号 
(数码 ,字母 或 符号 ) 算 作 一 个 消息 , 则 Ns 一 wu 

总 之 ,信号 是 发 送 消息 的 手段 ,消息 载 负 于 信号 之 上 。 这 个 载 负 关系 用 式 (20.1-1) 表 
示 , 其 中 7 了 是 从 信号 集合 5 到 消息 集合 MM 中 的 冉 象 ， 

在 上 面 这 种 一 般 性 的 讨论 中 没有 用 到 信息 这 个 概念 、 然 而 关于 信息 这 个 概念 的 定义 
和 研究 是 信息 论 中 的 主题 。 关 于 它 的 定义 和 计量 我 们 将 在 下 节 中 详细 讨论 ， 这 里 将 只 举 
例 说明 信 息 的 含义 和 度量 信息 的 单位 。 
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设 某 一 信号 由 26 位 按 一 定 规则 排列 的 二 进 山 数码 (0 或 1) 表示 .各 果 每 一 位 都 可 
以 独立 地 取 0 或 1, 则 共有 2* 种 不 同 的 排列 方法 , 也 就 是 说 可 排 成 2* 种 不 司 的 信号 , 可 
以 传送 2* =* 65,535 种 不 同 的 消息 。 这 时 我 们 说 该 信 等 由 16 位 二 进 制 信 息 码 组 成 ， 如 果 
在 16 位 中 只 有 15 位 可 以 独立 地 取 人 或 1, 而 第 15 位 用 和 作 奇 偶 检 验 位 , 即 根据 前 15 位 的 
和 是 奇数 还 是 偶数 来 决定 第 16 位 的 取 值 ,使 整个 16 位 的 和 总 是 偶数 (或 奇数 )。 这样, 第 
16 位 将 完全 由 前 15 位 的 取 值 叭 一 确定 , 这 时 我 们 说 该 信号 只 有 15 位 独立 信息 码 。 虽 然 
异 号 由 15 位 码 组 成 , 不 同 的 信号 数 却 只 有 25 一 32,768 种 ,能 传送 的 不 同 销 息 总 数 减 少 了 
2% 一 25 一 25 一 32.768 种 。 如 果 1416 位 中 只 有 344 位 是 独立 信息 码 , 而 第 15 位 也 按 某 种 规 
律 由 前 14 位 所 唯 - 葡 定 ,那么 不 同 的 信号 总 数 就 剩 下 24 we 16,384 种 , 又 比 15 位 信息 码 
欧 情 况 减少 了 .16,384 种.… 凡 此 类 锥 ,车 有 三 位 码 不 能 独立 取 值 , 则 剩 下 只 有 13 位 信息 码 ， 
不 同 的 信号 总 数 又 降 至 8,194, 于 是 , 粗 覆 地 讲 ， 第 :16 位 码 载 负 着 32,768- 不同 伯 息 ， 第 
15 位 码 载 负 着 16:384 种 ; 第 14 位 为 8,192 种 ， | 
”出 .上 面 的 计算 可 知 , 同 一 位 二 活 制 码 在 不 同 的 地 方 装 负 着 不 同 的 “ 信 音量 ”， 这 种 计算 
方法 显然 是 很 不 方便 的 。 如果 改 用 类 似 于 分 贝 数 的 计算 方法 ， 取 以 2 为 底 的 对 数值 去 度 
县 信息 , 那 就 方便 得 多 了 ,向 如 ,156 位 码 载 负 的 信息 量 定 义 为 log 225 一 16, 15 位 码 裁 负 
的 信息 量 是 log225 = 15, 14 位 码 对 应 的 信息 量 为 logz2* 二 14, 等 等 。 这样 ,每 一 个 二 进 制 
码 所 载 负 的 信息 都 是 工 个 单位 ,而 不 管 所 讨论 的 信号 是 由 多 少 个 二 进 制 码 组 成 的 . 
，” 设 某 一 信号 ,: 是 由 # 个 二 进 制 码 组 成 的 , : 常 称 为 “ 码 组 ”或 * 字 ”8 称 为 字 长 ,如 果 
每 一 位 码 都 能 独立 地 取 0 或 1, 而 与 共 它 位 的 取 值 无 关 , 则 这 种 类 型 的 信和 号 ( 码 组 ) 所 能 载 
负 的 信息 量 定义 为 

五 一 jg?22 = nn, 比特 (bit)， (20.1- 

即 每 -个 独立 的 二 进 制 码 的 信息 量 都 是 -个 二 进 制 单位 ， 称 为 比特 (bir)， 这样 定 义 的 信 
息 量 与 信号 中 信息 码 的 数 昌 相等 ， aa 息 字 长 ， 但 是 ,让 的 文献 中 信息 量 的 
定义 采用 以 如 为 底 的 对 数 :  ...: 
-六 五 mm log2" = 0. 301032, 天 单位) (020.423) 
显然 ,一 个 十 进 制 单位 约 等 于 :3.32 个 比特 . 5 
”在 上 面 的 讨 沦 中 我 们 假定 # 位 码 中 的 每 一 位 能 独立 地 取 0 和 i; 这 就 是 说 ， 任 取 
一 个 信号 ( 码 组 ), 其 中 每 一 位 信息 码 取 0 或 1 的 概率 都 为 es a A 
可 能 狂 。 于 是 某 一 独立 位 的 信息 量 也 可 定义 为  :. . 、 > 


Hm Di kik 和 Qo 4) 


2 .2 .2 
各 果 出 现 0 的 概率 不 是 1/2，, 而 是 z; 出 现 1 的 概率 为 1 一 p， 则 信息 本 可 定 尺 为 
H= — plogzp — it~ p)logzal — p). . (20.1-5) 


当 yp = 1/2 时 这 个 定义 与 前 述 定 义 是 一 致 的 ， 但 是 式 (20.1-5) 显然 比 (20.1~4) 更 好 些 ， 
因为 它 包含 了 所 有 可 能 的 情况 ,例如 这 一 位 码 只 能 取 上 而 永远 不 取 0, 则 按 式 【20.1-5) 它 
的 入 息 量 为 9; 因为 p 一 0. ,如果 取 0 的 概率 不 是 1/2 出 是 和 于 HM?， 和 1 的 概率 小 于 
1/2 ,不 难 算 时 ;这 一 位 的 信息 量 就 小 于 1 比特 、 … 

再 进 一 步 , 设 信和 号 源 ( 集 合 )5 中 含有 ws 个 相互 独立 的 不 辣 的 入 号 ， 和 个 信 号 ,的 出 
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现 概率 为 m， 袜 ) 疡 一 1， 此 时 信息 天 5 所 全 的 信息 量 可 定义 为 


a = 一 pe log zp. (20.1-6) 


在 16 位 码 组 的 信号 源 中 Ns 一 2*， 如 果 每 一 种 信号 的 出现 柜 率 元 相 等 ， 则 pt 一 2- 依 式 
(20.1-6)， HGD 一 一 2 2-*elog;2- 一 16 比 特 ， 可 刚 这 个 定义 包含 了 式 《20.I-2) 
那 种 情况 .但 是 这 个 定义 比 式 (20.1-2) 更 广泛 , 因为 它 考 虑 到 了 这 些 信号 出 现 概率 的 差 
异 . 

由 于 信息 量 与 热力 学 中 的 物理 “ 迷 ” 有 深刻 的 相似 性 ， 所 以 通 第 也 叫做 * 信 息 炳 ?, 或 
简称 为 病 。 这 一 点 对 信息 论 的 讨论 当然 并 不 十 分 重要 . 
”我们 用 术 率 论 的 观点 回头 研究 信号 源 党 合 所 包含 的 信息 量 。 设 信号 源 3 中 的 Ns 个 
具体 信号 每 一 个 都 载 负 着 一 种 预先 约定 的 消息 . 由 于 某 种 原因 ， 例 如 有 的 消息 要 经 常 发 
送 ， 又 有 一 些 很 少 用 到 ， 每 一 个 信号 的 出 现 概率 是 不 一 样 的 ， _ 当 必须 发 送 一 个 信号 时 ， 设 


信号 的 出 现 概率 为 p,， 六 为 总 要 发 出 一 个 信号 , 故 一 定 有 > p: 一 1， 如果 每 一 个 疡 都 


是 1/Ns, 则 用 到 每 一 个 信号 的 机 会 是 均等 的 ， 这 时 究竟 将 发 出 什么 信号 就 很 难 确 定 ， 见 发 
出 什么 信号 的 不 确定 性 的 程度 最 大 相反 ,如 果 某 一 信号 ;的 出 现 概率 为 1, 其 它 的 出 现 
概率 都 为 0, 这 时 发 出 什么 信号 的 不 确定 性 程度 最 小 ,因为 发 出 的 一 定 是 5. 

如 果 要 求 连续 发 出 两 个 信号 s, 5, 假定 它们 的 出 现 概率 是 相互 独立 的 ， 那 么 出 现 仁 
人 么 样 的 信号 组 合 的 不 确定 性 程度 应 该 增 大 。 例 如 ,可 以 定义 一 种 函数 , 它 的 取 值 代 表 出 现 
某 种 信号 的 不 确定 性 程度 ; 两 个 独立 信和 号 相继 出 现 的 不 确定 性 程度 应 为 这 两 个 信号 单独 
出 现时 的 不 确定 性 程度 的 和 。 可 以 证 明 ,能够 满足 这 些 要 求 的 函数 只 有 一 种 ,就 是 对 数 项 
数 e. 因此 , 由 式 (20.1-5) 定义 的 信息 量 隐 数 -一 ~ 炳 二 反映 了 信号 源 发 出 信号 时 的 不 确 
定性 程度 ， 这 种 不 确定 性 越 大 ， 信息 源 所 含 的 信息 量 越 多 ， 这 一 事实 完全 符合 直观 的 物理 
概 今 ， 


202 人 外 最 入 


设 有 一个 信号 源 8， 能 发 出 Ns 种 信号 5， i 1 2，…，Ns， 用 统计 的 刘 法 可 以 天 
上 每 一 个 信号 在 完 克基 项 信息 传闻 任务 的 过 程 中 的 出 现 概率 《近似 地 等 于 出 现 的 相对 上 
率 ), 记 为 zs。 根据 前 节 的 讨论 ,当代 号 源 只 发 出 一 个 入 号 时 ,定义 3 所 含 的 每 一 个 元 
素 的 平均 信息 量 一 一 炉 为 


H(S) 一 一 - Plii)togsp(s;)， ”比特 ， {20,2-1) 
员 在 我 们 更 详细 地 讨论 直上 式 定义 的 入 有 于 此 特性 由 于 从 中 只 发 出 一 个 信号 , 所 以 
必然 有 p(s) = 1. 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 www. fineprint, com. cn 


， 800 第 二 十 章 和 信号 与 信息 


首先 ,只 有 当 某 一 信号 ;的 出 现 概率 为 1 而 其 它 所 有 的 信号 出 现 概率 为 0 时 ,信号 源 
5 的 炉 瑟 才 等 于 0， 在 这 种 情况 下 ,我 们 将 认为 信和 喘 源 所 含 的 各 元 素平 均 载 负 的 信息 量 
为 0， 为 了 进一步 讨论 态 的 特点 ， 我们 先 从 Ns 一 2 的 情形 开始 , 设 5 只 能 发 出 两 种 信号 
1 和 ;它们 的 出 现 概率 分 别 是 p 和 1 一 p。 这 两 种 信号 平均 每 一 个 所 载 负 的 信息 量 为 
H=— plogyp — (1— p)logi(l — p). (20.2-2) 
简 然 ， H 是 p 的 单 变量 函数 ( 见 图 20. 2-1). 从 图 中 可 以 看 出 ， HH 在 p05 处 有 极 大 值 . 
这 就 是 说 , 当 两 个 信号 和 性 的 出 现 概 率 
都 等 于 1/2 时 ， 这 个 信号 源 才 能 具有 1 比 
特 的 焙 ， 在 任何 其 它 情况 下 它 的 炉 都 小 于 
1 比特 ， 
现在 我 们 证 明 ,含有 Ws 个 独立 信号 的 
信号 源 S 的 焙 HC(S) 只 有 在 每 一 个 信号 
的 出 现 概率 相等 时 ， ph) = I/Ns, i = 1, 
i ,NN,; 才 有 极 大 值 logxVy。 在 一 切 其 
0 它 情况 下 ECS) 都 小 于 logzws， 
图 22 为 了 证 明 这 一 事实 ， 我 们 注意 到 函数 


f(x) w= a 在 区 间 [0, +] 中 是 凸 函 数 《〈 岗 图 20. 2-2). 设 1(x) 是 任 一 凸 永 数 ，z， - 


Xs 是 在 区 间 Lo, 11 中 的 s 个 点 ; Pls P Sh 是 ?个 任意 正 数 ， 且 满 足 条 件 
> 1, 我 们 让 明 下 列 不 和 直立: 


< Re oa 


1 gs 


二 


a hts hen Mn wn) a: bh br ne od, by rp ee i ' 
。 内 
Ee , 
ee oe. Na pe tl A re 


| 
| 
了 


加 ”20.2-2 图 20,2-3 


在 图 20.2-3 中 的 曲线 jz) 上 标 出 # 个 点 mi, 客 们 的 崔 标 是 fx yy 一 f41)}， 通 过 这 ， 


个 点 作 一 条 折线 ， 因 为 fx) 是 请 兽 数 ， 所 以 这 条 折线 必 位 于 f(x) 的 下 边 ， 在 线 眉 myma 


上 到 一 点 &1, 辣 长 度 比 ` 


1a! 


gm aTpy n+p 
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在 线段 ae 上 取 一 点 42 使 长 论 比 

1G2 03 ps Wn ， 
4az23 站 十 D 十 3 piotps 
在 线段 wzp4 上 填 取 点 a 使 


203 


ps a p3 
ams otptpntpo/ ptptpt ps 
等 等 . 这 样 得 到 的 | 1 43,*" 3 Ar—l 的 侍 标 分 别 是 

| i 站 DT 十 pxx3 a ez) )， 


pl op pl 十 Pa 
2 = | Si a esd + pdfs) 十 ec 
pi 十 p+ ps po 十 pz 十 ps 


A sm Pit1 十 px 十 。 ”十 Poxa pf Cr) + pz 大 2) es 二 ef 
tot+ps 对 十 户 十 十 Ps 
虽然 扣 ms-: 必 位 于 曲线 y 一 f(x》 的 下 面 ,， 注 意 到 条 件 3p; = 1， 就 可 以 立即 得 到 式 
《20.2-3)， 在 该 式 中 令 p =p 一.… 一 po 一 1/7 ,f(x) 二 一 xlogzx， 于 是 得 到 . 
。 一 之 (人) 
ol | 


ES xi}og 2 


1 
:一 
和 1 


一 2 pilogzpi < logzm， 加 《20.2-4) 
j=1 
-如果 = Ns， 上 式 就 成 为 
Ns 
> pilog2p; < log2N's, (20.2-5) 
i=1 


然而 ,只 有 当 所 有 的 p; = 1/Ns。 时 上 式 才 有 等 号 成 立 ， 这 就 证 明了 只 有 所 有 的 迟 号 出 现 
概率 都 相等 时 焕 吾 (5) 才 和 有 极 大 值 . 

再 讨论 复杂 一 点 的 信号 源 . 设 5 和 是 两 个 信号 源 ,它们 可 能 是 完全 相同 的 ,也 可 能 
是 不 同 的 ，Ns 和 Na 分 别 是 它们 包含 的 不 同 的 信号 总 数 . 在 发 送 某 类 消息 或 数 泥 时 需要 
从 Ss 和 RR 中 各 发 出 一 个 信号 , 并 行 或 串 行 送出 . 设 5 中 的 信号 5 的 出 现 概率 是 p(s,), 上 R 
中 的 信号 +; 的 出 现 概率 是 pCr;)。 一 般 来 说 两 个 信号 源 之 间 可 能 是 有 连 系 的 ， 即 出 现 概 
率 不 是 相互 独立 的 .但 是 ,我 们 先 研究 两 个 信号 源 完全 独立 的 情况 、 依 上 面 的 假定 ,一 个 
完整 的 复合 信号 是 由 547; 构成 的 , 显然 ,此 时 复合 信号 共有 Ns x Nex 种 。 依 定义 ,两 个 信 
号 源 的 复合 粮 应 为 


H(S, R) = — 2) 之， plsiri)logzp (sir)), (20.2-6) 


i= 天 
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因为 我 们 先 假定 这 两 个 信号 源 是 相互 独立 的 , 所 以 有 pC5ry) 一 pC4)p(r;)， 代 入 上 式 后 
可 得 到 : 
H(s, R) = — 5 5 ps)pCr Logspls) + Yogip(7)] 


3 > plri) D2) plsi)log2plsi) 一 p(si) >， plr;)logap (ri) 
1 1 f f 
= Fp) — D p(s)A(R). 


”注意 到 2 p(s) 1 和 rr ) 一 1， 改 最 后 得 到 
"HCs, R) = HCS) + HCR), (20.2-7) 

这 个 等 式 说 明 ， 由 两 个 相互 独立 的 信号 源 组 成 的 香 合 信号 源 的 炒 等 于 两 个 独立 源 粹 的 
和 ， 

再 讨论 两 个 浙 相 互 不 独立 的 情况 . 从 概率 论 中 关于 条 件 概率 的 计算 方法 得 知 ， 

plsir) = peplrils), 
这 里 plrils) 是 在 已 知 出 现 了 以 后 又 出 现 xi 的 条 件 概 率 . 代入 式 (20. 9 中 后 
算出 ,此 时 . 
H(S, R)=— py ZipCs)plrsls Llogpls) 于 pgapCrils)] 


=— 5 Dp) | pC) og Cs) 
3 i : | 
一 p65) 2 plrils)logzaplrils). (20.2-8) 


出 假设 知 ， 在 出现 以 后 总 要 从 RR 中 取出 某 一 个 信号 避让 于 nl 上 式 第 二 


项 的 一 plrilsi)iog2pl rils) 是 在 5 中 出 现 了 $4 的 条 件 下 信号 源 R 中 所 含 的 米 , 岂 做 条 
件 焙 ， 记 为 HlR): 而 入 


3 PU)HAR) 一 HS(R) (20.2-9) 


” 则 作 信号 源 尺 相对 于 8 的 条 件 六 于 是 ,由 两 个 相互 不 独立 的 信号 源 ,5 组 成 的 复合 信 
号 源 的 六 让 是 | 
. H(S, R) = H(S) + HCR)., (20.2-10) 
”如 果 我 们 认为 复合 信号 sirj 和 rjs; 是 同一 个 信号 ,那么 两 个 信号 源 对 HC(S, R) 是 对 称 的. 
重复 前 面 的 演算 可 知 和 
H(S)} + HR) = HCR) 十 Hr(S), (20.2-11) 
我 们 再 仔细 观察 一 下 条 件 洋 4s《R) 或 Be(3) 的 特性 ， 由 式 (20.2-8) 和 《20.2-9) 可 

得 条 件 坑 、 


Hs(R)== CO— 2 plss) 之 plrilsi)logapl ri [50) 
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Ne Ns 


人 之 ， > plsiplrilsi)logp lr; lsi) | {20.2-12) 


注意 到 f(x) 一 一 zlogxe, 且 在 区 间 [0，1) 上 是 凸 函数 ,而 pz) 一 1, 所 以 ,可 以 应 用 
不 等 式 (20.2-3) 于 上 式 右 端 : 


— Zu POOpCrits logp rils) < 一 3 pp rilsi) ) logs( 5 plsi)plr ds) ) 
按 概率 论 中 的 全 概率 公式 


之 。 ps)plrils) we plr7;), 
上 列 不 等 式 又 可 改写 为 


N 


之 ， plsi)plr;]s;)logpl ri;ls) < wr plr;)logp (rj); 
利用 这 个 不 等 式 对 式 (20.2-12) 作 估 计 , 又 有 


N 


HR) < >3 plri)logplr;) 一 HCR). (20.2-13) 


这 个 不 等 式 说 明了 信号 源 呈 的 条 件 粹 态 :(R) 总 是 小 于 它 的 独立 炳 HCR), 最 多 也 只 
能 等 于 它 , 把 这 个 事实 用 于 式 (20.2-10) 就 可 知道 
H(S, R) < H(S) + HCR). (20.2-14》 
这 说 明 只 要 组 成 复合 信号 源 的 两 个 信号 源 8 和 及 不 是 相互 独立 的 ， 则 复合 源 的 糖 必 小 于 
两 个 涯 的 独立 炳 之 和 .上 式 等 号 只 在 及 和 5 是 相互 独立 时 才 成 立 ,， 这 时 就 得 到 了 式 
(20.2~7), 
从 式 (20.2-13) 可 以 看 到 , 信 身 源 独立 工作 时 , 它 的 信息 量 应 该 是 遇 (R), 一旦 它 
和 信号 源 $ 联合 成 复合 源 后 ， 它 对 复合 源 的 页 献 就 只 有 日 :((R) 了 . 减少 了 的 米 记 为 
JTSs, R), 
1($, R) := H(R) — Hs(R) (20.2—15) 
称 为 信号 源 尺 含 在 5 中 的 炉 ( 信 息 量 )。 这 就 是 说 ， 由 于 了 从 概率 意义 上 讲 是 依赖 于 信号 
源 s 的 ,所 以 $ 的 彤 中 包含 了 尺 中 的 部 分 信息 ,这 一 部 分 正 是 JS，R)。 如 果 只 相对 于 3 
完全 独立 的 ,那么 1(§, R) 一 0, 信号 源 s 中 不 包含 RR 的 任何 信息 . 反之 ,如 果 Ns 一 
Nr, 在 尺 和 5 之 间 存 在 着 固定 的 一 对 一 的 关系 ,例如 当 5 发 出 信号 si 后, R 发 出 的 一 定 是 
rj, 此 时 条 性 概率 pCr;150),i 一 1,2,…, Ns 一 Ng, 中 只 有 一 个 等 于 1, 其余 都 等 于 0, 于 
是 Hs(R) 一 0, i 一 1; 2,-.*, Ns， 由 式 (20.2~9) 得 玉 :((R) 一 0。 这 说 明 尺 的 信息 完全 
包含 在 $ 中 , 复合 信号 源 5-R 的 信息 量 ( 焙 ) 等 于 8 的 信息 量 , 实际 上 尺 并 不 增加 复合 系 
统 的 米 , 这 是 另 一 种 极端 情况 ,此 时 1(S, R) 一 H(S)， 
上 面 讨论 的 是 由 两 个 信和 号 源 组 成 的 复合 源 ， 当然 可 能 有 更 多 个 信号 源 组 合成 的 复合 
源 。 例 如 由 三 个 信号 源 $, R, 了 组 成 的 复合 源 的 粹 的 计算 公式 是 : 
H(S, R,T) = HI(S, R) 十 Hsg(T) wa HCS) + Hs(R)+ Hsr(T). (20.2-16) 
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间 理 ， 上 式 可 推广 到 更 复 杂 的 情况 ， 

我们 举例 说 明 关于 粮 定 量 计 算 的 应 用 . 假定 电报 信 号 源 尺 中 包含 27 种 不 同 信号 ,其 
中 26 个 代表 拉丁 字母 , 一 个 代表 空格 根据 发 出 的 报 文 的 要 求 , 逐个 从 KR 中 挑选 字母 和 
空格 碎 构 成 相应 的 语句 ， 如 果 把 所 有 的 字母 和 空格 都 看 或 是 相互 独立 的 ， 每 一 种 字母 所 
对 应 的 信号 的 出 现 概 率 等 于 1/27。 则 这 个 信号 源 的 米 就 为 


HR) = — pr og Cr) 一 ngi27 一 4755 比特 。 .， (20.2-17) 


这 意味 平均 每 个 信号 (字母 ) 所 包含 的 信 鼠 量 相当 于 4.753 个 二 进 制 独立 码 包含 的 信 县 量 . 
现在 自动 电报 机 通常 采用 5 比特 的 国际 标准 码 , 见 表 20.2-1. 但 是 ,实际 上 任何 一 种 拼音 
文字 中 各 字母 的 出 现 概 率 是 不 相等 的 ， 对 英文 字母 的 大 量 统计 结果 所 得 到 的 概率 也 列 村 
表 20.2-1 中 加 . i 


表 20.2-1 


字母 国际 标准 信号 出 更 概率 字 ” 坪 | 国际 标准 信号 出 现 福 率 


穿 客 001860 0.2 U 1i11090 0.0225 
E }0000 0.105 对 0111 0.021 

了 00001 0.072 | P OriLl0l Us.0175 
O 00011 0.0654 Y 10101 0,.012 
4 11000 .0.063 - W ti00.1 0.012 
N 00110 0,.059 6 O01011 0.011 
Jy1100 0.055 . .8 I0011 0 .0105 
R 1010 ”0.054 V O1111., 0.008 
5 10100 0.052 1 114 0.003 
| 00101 0.047 x 190111 “0.002 
D i10010 0.035 于 11010 0.001 
L 01001 0.029 0 11101 ”0.00I 
C、 01110 .| 9623， 区 10001 0.001 
F 10110 0.0223 


根据 表 列 数 据 ,由 27 个 信号 组 成 的 信号 时 的 关 久 
NCRY = 2 plri)logp(r) 一 4.03 比特 . (202-19) 
认 此 ， 考虑 到 各 字母 的 出 现 概率 不 同 ， 平均 每 个 字母 的 信息 量 减 少 了 
由 于 每 一 个 英文 字 是 由 很 多 字母 排列 而 成 的 ， 当 第 一 个 字母 取 定 后 ， 第 二 个 字母 就 不 
是 完全 独立 的 了 ， 游 虑 第 二 个 字母 与 第 一 个 字母 之 闻 的 联系 ， 可 以 认为 有 两 个 信号 狐 $ 
和 R, 它们 都 包含 27 个 相同 的 信号 ， 悍 第 二 个 源 中 的 信号 从 概率 上 说 依赖 于 第 一 个 源 ， 
考虑 两 个 源 组 成 的 复合 源 、 用 绕 计 方法 求 出 各 字母 出 现 的 条 件 概率 ， 然 后 求 出 复合 源 的 
炉 , 除 以 2 Ga 四 
二 HS， (HCS) 十 Hi(R)) 一 3.32 比特 。 - (20.2-19) 


这 就 是 说 ， 人 每 一 个 字母 平均 所 食 的 信息 量 又 降 为 
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3 32 比特， 再 进 -- 步 考虑 到 每 相 邻 的 三 个 字母 之 间 的 条 件 概率 ， 平 均 每 一 个 字母 的 信息 
量 就 降 为 
二 HS， i = (H(S) 上 + 有:(R) 十 Hsx(T)) 一 3.1 比特 (20.2-20) 


对 更 多 的 字母 相 联 的 情况 , 用 统计 办 法 求 出 的 每 个 字母 的 平均 信息 量 界 于 图 20.2-4 由 的 
两 条 曲线 之 间 。 看 来 ,在 各 类 英文 文件 中 平均 每 一 字母 真正 的 信息 量 小 于 2 比特 ， 


0 2 4 6 8&8 10 12 14 36 
图 ”20.2-14 
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载 有 消息 的 信号 要 传输 到 远方 必须 经 过 讯 道 、 例 如 声音 有线, 无线 ,微波 和 激光 等 。 
待 发 出 的 信号 必须 变换 成 该 讯 道 可 以 传送 和 接收 的 形式 ， 利 用 物理 过 程 在 介质 中 的 传播 
去 实现 信号 的 传输 . 任 坷 讯 道 单 位 时 间 内 所 能 够 传输 的 信息 总 是 有 限 的， 首先 因为 驳 理 
现象 的 传播 速度 本 身 是 有 限 的 ， 如 声 \, 电 \ 光 在 各 种 介质 中 都 有 贺 定 的 传播 速度 另 一 方 
面 , 讯 道 设备 本 身 的 技术 能 力也 限制 了 信息 的 传输 速 用 , 例如 用 电 脉 冲 形式 发 送信 号 时 ， 
脉冲 宽度 和 脉冲 间隔 受到 通道 带宽 的 限制 等 等 . 因此 ， 根 据 讯 道 的 具体 特点 去 选择 或 设 
计 信 号 的 结构 是 一 个 重要 的 问题 . 正确 地 设计 能 够 大 大 地 提高 讯 道 的 传输 能 力 . 本 池内 
我 们 将 讨论 信号 本 身 的 结构 问题 ， 

假定 一 个 信号 源 5 可 以 发 出 Ns 个 不 同 的 信号 , 每 一 个 信号 又 出 若 干 个 基本 符号 排 
列 组 成 ， 组 成 信 与 的 基本 符号 称 为 码 元 ,由 一 定数 量 的 码 元 组 成 的 信号 常 称 为 码 组 ,若干 
个 码 组 构成 “ 字 。 码 组 中 包含 的 基本 码 元 的 数目 叫 作 码 组 长 度 .在 数字 通讯 di 的 基本 码 
是 二 进 制 数字 0 和 1， 在 讯 道上 通常 码 组 中 的 码 元 是 依次 逐个 传输 的 ， 叫 作 串 行 码 . 每 
一 个 码 元 占用 一 定 的 时 间 间 隔 。 如 果 每 个 码 元 所 占用 的 时 间 相 等 ， 则 该 码 组 叫 等 癌 隔 码 
组 . 显然 .对 等 间隔 凤 组 ,信号 长 度 可 定义 为 码 组 中 所 含 权 元 的 个 数 ， 也 可 以 定义 为 整个 
码 组 所 点 用 的 有 时间, 这 两 个 定义 是 等 价 的 . 但 是 ,对 不 等 间 柄 的 码 组 ， 特 别 当 各 码 组 长 度 
不 相等 时 ,信号 长 度 用 时 间 来 定义 更 合理 ,这 对 讨论 讯 道上 的 信息 传输 速率 是 重要 的 . 典 
型 不 等 间隔 码 组 的 例子 是 莫 尔 斯 电报 码 ,这 种 电码 书 经 使 用 了 很 长 时 期 ,至 今 们 在 人 工 电 
报 机 中 使 用 , 它 的 每 个 码 组 是 由 点 \、 空 和 划 三 个 符号 (基本 码 元 ) 组 成 的 ,其 中 点 和 空 各 占 
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两 个 单位 的 时 | 间 ， 划 占 四 个 单位 时 间 ; 各 不 同 码 组 之 间 用 三 个 时 间 单位 的 空 号 隔 开 :若干 
个 码 组 组 成 一 个 字 ， 字 与 字 之 间 又 用 六 个 时 间 单 位 的 空 号 隔 开 。 国际 标准 的 英 尔 斯 电码 
的 具体 结构 示 于 图 20.3-1 中 , 那里 只 列 出 了 26 个 拉丁 字母 和 10 个 阿拉 伯 数 码 对 应 的 码 
组 .从 图 中 可 以 看 到 ， 基 本 符号 和 不 同 码 组 所 占 的 时 间 都 是 不 相等 的 ， 而 且 码 组 长 度 是 
不 一 样 的 ， 


it 
| 
| 1 | |! 
| | 
< xRQG 


| 
| 
| 
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| 上 
|| 
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图 20.3-1 


在 前 节 中 我 们 曾 假 定 信 号 源 5 中 的 不 局 的 信号 数目 Ns 是 已 知 的 .对 不 等 长 的 信号 
深 ， 不 向 的 入 号 数 身 与 发 送信 号 的 时 间 长 度 有 关 ， 在 出 等 间隔 二 进 制 码 元 组 成 的 信号 源 
中 ,信号 总 数 是 信号 长 度 (位 数 ) 的 指数 防 数 ,或 者 说 是 信号 发 送 时 间 了 的 指数 函数 。 对 由 
不 等 间隔 码 元 组 成 的 信号 来 说 ,这 种 依赖 关系 就 比较 复杂 。 我 们 现 以 莫 尔 斯 电报 码 为 例 ， 
讨论 一 下 这 个 问题 。 设 了 为 给 定 的 足够 大 的 时 间 间 隔 ， 在 这 个 时间 内 所 能 发 出 的 不 同 信 
号 总 数 NCT) 就 是 信号 源 Sr 所 含 的 信号 总 数 。 我 们 试 求 出 该 信号 源 所 含 的 信息 量 一 一 
粹 ， 

当 了 给 定 后 ,信号 总 数 W(7) 由 两 部 分 组 成 , 一 部 分 是 以 点 和 划 作 结 昨 的 信号 , 记 为 
NT); 另 一 部 分 是 以 码 组 间隔 (Ar 一 3) 和 字 间 隔 (Ai 一 6) 为 结尾 的 信号 , 记 为 NA(T)， 
显然 NI(T) 中 的 每 一 个 信号 倒数 第 二 个 码 可 以 是 点 (At = 2)、 划 (At 一 4)、 码 组 间隔 
(Ar = 3) 和 字 间 隔 〈Ar 一 6), 但 和 N:(T) 中 信号 的 倒数 第 二 个 码 只 能 是 点 和 划 ， 所 以 ， 
不 难 理解 , NLCT) 和 和 NXT) 应 满足 下 列 差分 方程 式 : 

NT = NAT—2) + NT— 4 +NT —2)+ NT 一 4)， 
NAT) = NA(T — 3) + NT ~ 6). (20.3-1) 
我 们 的 任务 是 求解 这 个 方程 组 .和 通常 解 线 性 差分 方程 的 办 法 一 样 ， 令 Ni(T) 一 cipr， 
NXAT) = czpz， 代 和 人 上 式 后 ,有 
zlpT my cp ? 十 cp + 十 cap + ne 
cap sy cp 十 tl07 5 
或 者 消去 非 零 因 子 or 后 有 
《pp 十 po 一 1)cl 十 (po 十 or)cz 一 0， 
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(pg +p em 0, 
为 了 使 上 式 中 的 ct, cz 有 非 零 解 , 必 须 且 只 须 下 列 行列 式 为 0: 
p- 十 po 一 1 pm2 十 p- 本 

+p -1 

即 
I~—~p :pmp mp pp "=0, (20.3-2) 
这 正 是 式 (20.3-1) 的 特征 方程 式 . 为 了 使 N(T) 一 <p7 形式 的 解 有 意义 ,我 们 只 能 取 式 
(20.3-2) 的 正 实 根 ， 假定 它们 是 pi, p;,*…*， pas 1 S10, 那么 N(T) 的 解 应 具有 下 列 形 


式 ; 
N(T) = cupl + czpi 十 … :十 cops。 《20.3-3) 
当 了 足够 大 时 , 上 式 中 起 主要 作用 的 是 * 个 正 实 根 中 最 大 的 一 个 , 记 为 omaz。 因 此 , 当 工 
足够 大 时 ,近似 地 可 以 认为 
N(T) 一 cpmax。 《20.3-4》 


事实 上 ,方程 式 (20.3-2) 的 最 大 的 正 实 根 pm 一 .453， 或 pm 一 加 5， 故 N(T) 一 
c203537， 于 是 ,对 给 定 的 了 , 莫 尔 斯 信号 源 57 的 炉 为 
H(S7) 一 log2c2" 到 0.5397 十 log2c 比特 ， (20.3-5) 
应 注意 ,这 里 假定 的 N(7) 个 信号 中 每 一 个 的 出 现 概 率 都 是 1/N(7T); 时 间 了 的 计量 是 以 
“点 ”符号 所 占 的 时 间 为 单位 的 ， 
一 种 信号 体制 在 讯 道上 的 传输 能 力 可 以 用 单位 时 间 能 送出 的 平均 信息 量 来 窒 量 ， 叫 
做 信息 传输 速度 ", 记 为 5， 


C 一 fim 局 HGsD) |. (20.3-6) 


对 莫 尔 斯 电码 , 根据 式 (20.3-5) 可 知 ， 
C = lim 全 lent 六 log2c | 一 logzprax 一 0.539 比特 /单位 时 | 间 。 (20.3-7) 


对 由 二 进 制 数码 0 和 1 维 成 的 等 间隔 码 组 ， 如 果 取 每 一 位 码 所 占 的 时 间 为 一 个 单位 ， 则 


c 一 1: 本 全 生计 应 该 注意 , 按 式 (20.3-6) 定义 的 信息 传输 速度 与 通讯 线路 的 通过 能 力 


是 两 回 事 , C 是 完全 由 信号 本 身 的 编码 结构 决定 的 .比较 上 面 计算 出 的 两 种 信息 传输 速 
度 可 以 推 知 ,在 无 噪音 干扰 的 情 品 下 ,二进制 码 优 于 莫 尔 斯 码 ， A 
几乎 大 二 倍 . 

本 章 第 一 节 中 我 们 曾 指出 , 当 信 号 源 5 与 消息 集合 对 之 间 约 定 了 一 种 对 应 关系 后 , S 
中 的 每 一 个 信号 we 5 才能 载 负 蘑 一 种 消息 ,这 种 对 应 关系 曾 记 为 T[ 见 式 (20.1~1)], 在 
完成 一 次 信息 传输 任务 过 程 中 ,M 中 的 元 mm, 可 能 重复 出 现 ,例如 在 电报 通讯 中 ,M 是 所 有 
的 拉丁 字母 ,数码 和 各 种 符号 ,在 报 文中 它们 的 出 现 概率 是 不 同 的 。 如果 确定 了 一 种 M 和 
S 之 间 的 对 应 关系 后 , S 中 的 各 种 信号 5 就 会 继承 不 同 的 出 现 概率 。 为 了 在 单位 时 间 内 


1) 有 的 书 把 C 叫做 码 路 容量 , 见 本 章 文献 [2]. 
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能 发 出 尽量 多 的 信息 ,应 该 对 出 现 概 率 大 的 信号 赋予 较 短 的 码 组 ,把 较 长 的 码 组 留 给 那些 
出现 概率 小 的 信号 .这 种 按 信号 出 现 概 率 来 进行 编码 ， 能 使 平均 信息 传输 速度 达到 极 大 
值 。 这 和 神 编码 方式 叫 作 统计 编码 5 或 最 优 编码 ， 

所 谓 最 优 编码 的 准确 含义 可 以 这 样 叙 述 ， 设 消息 集合 MM 和 信号 源 5 之 间 约 定 了 一 一 
对 应 的 关系 ,5 中 的 每 一 个 信号 5 都 继承 一 个 出 现 概 率 p(si); 由 式 (20.2-1) 可 以 求 出 信 
号 源 $ 的 粮 玉 (S)， 它 指出 了 信号 源 中 平均 一 个 信号 所 应 具有 的 信息 量 的 二 进 制 位 数 《 比 
特 ); 要 求 找 到 一 种 二 进 制 编码 方法 ， 在 大量 发 出 信号 时 ,使 信号 的 平均 码 组 长 度 接近 于 
(CS)， 这 样 的 编码 方法 是 由 香农 提出 来 的 2 , 它 的 基本 思想 是 每 一 位 码 都 含有 最 大 的 信 
息 量 ,而且 当 各 种 信号 接连 发 送 时 ,能 够 单 值 的 区 分 不 同 的 信和 导 、 即 任何 一 个 码 组 的 前 面 
几 位 不 与 别 的 信号 码 组 相 重 。 表 20.3-1 中 列 出 了 当 Ns = 18 时 的 一 种 最 优 编码 方法 . 
先 将 18 个 信号 按 出 现 概率 的 大 小 次 序 排列 ,然后 分 成 两 组 ,每 组 的 出 现 概率 应 大 致 相等 ， 
且 每 组 赋予 不 同 的 二 进 制 码 1 和 0; 第 二 步 再 把 各 组 内 的 信号 一 分 为 二 ,同样 使 丽 部 分 的 
出 现 概率 大 至 相等 , 再 分 别 对 第 二 位 码 赋予 1 和 0, 依 此 类 推 , 直到 全 部 分 完 为 止 . 


表 20.3-1 


信 号 序 号 纺 到 


1 1 
10 

011 
0101 
0100 
00111 
00110 

0D0101 
00100 
00013 
000101 
000105 
000011 
0000101 
0000100 
000001 
0000001 
0000000 


I 
Tn. 


Sk 
hk 


i Ah Cis 
起 wo 


jj 
om ~ Cn 


这 样 编 出 来 的 二 进 制 码 组 长 度 不 等 ,出 现 概 率 最 大 的 信号 对 应 的 码 组 最 短 , 概 率 最 小 
的 码 组 最 发。 容易 算出 ,含有 18 个 信和 号 的 源 5 的 炳 为 


H(S) ~ — > p(si)logwp(11) 一 3.25 比特 ; 


而 所 有 码 组 的 平均 长 讼 1 为 
i 王 2x05 十 3X0.l1 二 4X0.1 5 十 5x0.15 二 6x0.06 寺 7 Xx 0.04 二 3.29 比特 . 


我 们 看 到 平均 每 一 个 码 组 的 长 度 ,相当 接近 信号 源 的 粮 . 


i WT rN Me et ed NN 
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在 特殊 的 概率 分 布 情况 下 ， 码 组 的 平均 长 度 可 以 准确 地 等 于 信号 源 的 箭 ， 假 设 按 出 
现 概率 大 小 把 信号 进行 排列 ， 使 得 p(5) 之 p(s2) 之 .… 之 plsw)， 当 用 前 述 办 法 逐步 分 
组 时 ， 第 一 步 得 到 的 两 组 中 每 一 组 的 出 现 概率 都 恰 为 1/2, 第 二 步 再 分 组 后 每 组 又 恰 为 
1/4, 以 此 类 推 , 第 1 步 厂 每 组 刍 率 部 是 1/2。 终止 于 第 i 步 的 信号 对 应 的 码 组 长 度 必 是 
bi, Bh ps) 一 17 21 I 信和 与 I 


Ns 
H(S)=— > plsi)log2pls;) = > 户 (5i)Iog225 = 一 之 /区 5 = | 


上 式 内 是 码 组 的 平 : 均 长 度 ， 它 从 好 等 于 信号 源 的 入 
在 一 般 情况 下 这 种 准确 等 式 是 没有 和 的, 但 是 , 可 以 证 明 , 对 任何 概率 分 布 , 都 可 以 找 
到 一 种 编码 方法 , 当 连 续 发 出 足够 多 个 信号 时 , H(S) 和 i 的 差 任意 小 ， 下 面 介绍 这 样 一 
种 编码 方法 ; 
设 p(5) 守 p(s) 全 Ply), 令 =0, qi = p(n), gpln) + p(s), 
FN pln) 十 …: 十 plsv-1), 把 Fi 用 二 进 制 表 示 出 来 ， 
di 一 0U12- 十 Ci 十 十 2 十 (20.3-8》 
式 中 部 是 1 或 0. 由 于 所 有 的 ?9 都 不 相同 , 故 Y 个 这 样 的 无 穷 序 列 没有 相同 的 。 按 前 
述 办 法 逐次 分 组 后 ( 见 表 20.3-1) 如 果 p(si) 是 第 1 步 分 完 的 ,那么 q; 和 qin 的 差 不 能 小 
于 27i. 今 取 5 的 二 进 制 码 为 
to {anan qr}s 2 {20.3-9) 
式 中 
一 logp(ls) SL logp(s) + 1, {20.3-10) 
这 样 编 出 来 的 码 疫 有 相同 和 的， 而 且 任 何 一 个 较 短 的 码 组 不 可 能 与 较 长 的 码 组 的 开头 部 分 
重 和 ， 对 式 (20.3-9) 乘 以 p(s,) 后 求 和 , 注意 到 > p50)4 一 1，2p《5) 一 1， 就 得 到 


H(S) & I<H(S)+ 1., (20.3-11) 
从 这 个 不 等 式 中 可 以 看 至 ， 骨 这 种 办 法 编 出 来 的 二 进 制 码 组 的 平均 长 度 与 售 号 涯 的 
嫌 的 差 不 大 于 1 比特， 
设 消息 集合 对 和 信号 产 S 之 间 有 一 一 对 应 的 关系 ， 并 在 一 次 通 汛 中 连续 发 出 足够 长 
的 文件 或 数据 . 现 把 村 中 的 消息 wi 分 成 长 度 为 4 的 消息 组 ,如 {mama mes} = py 在 
对 中 可 能 有 (Nw)" 个 不 同 的 消息 组 ，Nw 是 M 中 的 消息 总 数 ， Nw 王 Ns;。 既然 每 一 个 消 
总 的 出 现 概率 为 已 知 的 ,那么 每 一 个 消息 组 gi 的 出 现 概 率 也 是 已 知 的 , 记 为 PCyx)， 现 在 
对 pa 按 式 《20.3~9) 定义 的 办 法 进行 编码 ,点 对 应 的 信号 码 组 是 i。 用 HX3) 表示 由 
(Yue 因 "个 不 同 信号 组 成 的 信号 源 的 焙 , 用 表 示 由 * 个 消息 组 成 的 信号 组 的 平均 总 长 , 式 
(20.3-11) 就 可 政 写 为 


DIS 之 1 一 ol) 十 1 (20.3-12) 
全 式 除 以 4 后 ,用 i 一 1,/ * 表示 消息 集合 内 每 一 个 消息 对 应 的 信号 码 组 的 平均 长 度 , 则 
H'n(S) < a HS) 十 ee (20.3-13) 
Ld 时 7 


当 #— 0 时， 
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I lim f(D 1(S) 一 Heo(S)， (20.3-14) 
这 就 是 说 , 当 信 号 足够 长 时 , 签 一 个 信 号 的 平均 码 组 长度 将 无 限 接近 信 号 源 和 的 粹 HY(5). 
因此 , 式 (20.3-9) 确定 的 编码 方式 是 一 种 最 优 编码 ， 


”20.4 噪音 干扰 下 的 离散 信息 传输 


上 节 内 我 们 着 重 讨论 了 信号 源 本 身 的 一 些 特性 ， 对 信和 号 传输 过 程 中 可 能 出 现 的 干扰 

及 其 引 超 的 错误 都 未 加 考虑 , 那 是 一 种 理想 化 了 的 模型 。 在 实际 信号 传输 过 程 中 ,不 可 避 

免 的 变 和 噪音 作 斗 争 ， 襄 音 干扰 的 存在 能 在 多 大 程度 上 影响 信息 的 传输 ， 这 是 一 个 非常 
现实 的 重要 问题 ,本 节 内 我 们 将 定量 的 讨论 它 。 

设 信号 源 S 含有 有 穷 多 个 (Ns) 不 同 的 信号 s;《#), 在 发 送 某 类 消息 时 ， 它 的 出 现 概率 

为 ps:)， 假 定 在 讯 道 的 另 一 端 有 一 个 接收 机 R， 按 约定 可 以 接收 并 辨识 出 Ns 个 不 同 的 

信号 , 记 为 {7,}。 为 了 正确 地 传递 消息 , 事先 必须 约定 8 入 的 对 应 关系 。 设 Ns 一 Ne， 

而 且 它 们 之 记 约 定 了 一 一 对 应 的 关系 1 <> +;。 在 噪音 的 干扰 下 , 当 8 发 出 s 时 ,接收 端 

站 到 的 信号 可 能 是 R 中 的 任何 一 个 ， 但 是 在 干扰 小 的 情况 下 。 当 然 出 现 > 的 概率 要 大 得 


一 一 < mm < 
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代 人 pls, ri) 的 表达 式 (20.4~2) 后 ,有 
H(S, R)=— 2 之 plss )aCrs li LogipCa) + log2glr;|s1)] 


一 一 人 PC) * logwp(s) D> gCrils) 
PCs) > qlr;|si)log2g lr; 1si), 


注意 到 
2 9rils) = 1, Hi(R) = D) qrils)logaglrils), 
土 式 可 写成 | 
; - H{S, R) = H(S) 十 > pO)H AR) = HGS) + HAR). 【20.4-4 7? 


上 式 右 端 第 二 项 是 条 件 炳 , 它 的 定义 和 物理 意义 在 第 20.2 节 中 已 经 讨论 过 了 。 

显然 , 当 讯 道中 有 噪音 干扰 时 ,整个 复合 信号 源 的 灶 即 不 确定 程度 增 大 了 。 当 没有 了 唉 
音 干 扰 时 , 虫 于 3 和 尺 有 一 一 对 应 的 关系 ，9(r|a) 一 8， 所 以 每 一 项 gCr;|s)log29 (rj| 
休 一 0, 故 Hs(R) 一 0. 在 有 了 虽 音 干扰 下 昌 :(R) > 0， 这 说 明 噪音 干扰 的 存在 使 信号 伟 
输 的 不 确定 性 增加 了 ， 这 与 前 几 节 中 谈 到 的 信号 源 本 身 的 信息 量 的 增加 完全 不 同 。 条 件 
米 有 H:(R) 表 示 接 收 端 对 信号 源 s 发 来 的 信号 ;的 平均 散布 程度 ， 所 以 也 叫做 接收 散布 
度 . 由 于 在 式 (20.4-4) 中 5 和 是 对 称 的 , 故 有 恒等式 / 

H(S, R) 一 H(S) +t He(R) = H(R) + HelS). (20.4-5) 

上 式 内 Hr(S) 是 由 条 件 概率 pCss| +) 确定 的 条 件 焙 , 它 表示 接受 到 一 个 信号 +; 后 去 确定 
信号 源 发 出 的 信号 是 什么 这 件 事 的 模糊 程度 ， 所 以 条 件 焙 Ha(S) 叫 作 模 糊 度 或 萎 昧 度 ， 
同 祥 , 当 不 存在 噪音 干扰 时 Hr(S) 一 0。 所 以 HsCS) 是 信号 源 的 燃 在 噪音 讯 道上 的 损失 . 
因此 ,复合 信号 源 5-R 的 有 用 的 粹 ,或 者 叫 信息 容量 ,应 该 定义 为 


1(S, R) 一 H(S) 一 Hx(S) 比特 . (20.4-6) 
利用 和 恒等式 (20.4-5)， 这 个 定义 可 以 改写 为 
ITS， R) = H(S) + H(R) — H(S, R) = H(R) 一 HRY. (20.4-7) 


设 信 身 尖 5 每 秒 钟 能 发 出 = 个 信号 , 在 时 间 工 内 可 发 出 wTH(S) 比特 的 信息 量 . 也 
就 是 说 在 时 间 工 内 ,信号 源 可 发 出 村 种 不 辣 的 信号， / 
Mm™= 2°THt5Y (20.4-8) 
根据 上 面 的 定义 , Hx(5) 的 表达 式 是 
Hx($) 一 一 2 a) 2 pls | i (20.4-9) 


它 表 示 接 收 端 每 接收 到 一 个 信 号 中 平均 有 HC) 比特 的 信息 是 模糊 的 , 从 而 能 够 清楚 辨 
识 的 信息 仅 有 H(5) 一 Ha(5) 比特 . 

下 面 举例 说 明 骂 音 对 讯 道 信息 通 量 的 影响 .。 设 信号 源 5 只 含 两 个 信号 , 和, 它们 
有 相等 的 出 现 概率 p(s) w= zs) 一 1/2; 接收 端 也 有 两 个 可 能 的 信号 rm 和 ri ; 在 没有 嗓 
音 于 扰 时 一 ，s fy。 假定 在 噪音 的 作用 下 ,接收 端 对 每 一 个 信号 的 出 错 概 率 为 p， 
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正确 接收 的 概率 为 1 一 p。 那 么 有 Cal = pnird lp, palr y= p(n |r) = p, 
H(S).= — -log 要 Slog2 一 ] 比特 ; (20.4-10) 
H, (8) = HS) = — 5 pCilri)logapls ln) 


= — plogip — (1 一 加)logxil — #), 
于 是 
Ha(S) = g(rDH,(S) + qr)H(S) = ~— plogap — (1 — plogx1 — p), (20.4-11) 
上 式 中 利用 了 恒等式 g(r) 十 qr 二] 和 HH,(5) = H,(5)。 将 式 (20.4-10) 和 
《20.4-11) 的 值 代入 式 (20.4-6), 有 
1(S, R) == HOS) ~ Hr(S) = 1 + plogyp + (1 —p)log2(1 一 pp) 比特. (20.4~-12) 
复合 源 5-R 的 信息 容量 在 噪音 的 干扰 下 对 出 错 概 率 p 的 依赖 关系 示 于 图 20.4-1 中 。 从 
es / 图 示 曲 线 可 以 看 出 ， 当 出 错 概率 p 一 1/2 时 ， 
“1 1(5，RKR) ss 6， 即 讯 道 不 能 正确 地 传输 任何 信 
号 当 p 一 0 或 1 时 , 讯 道 中 传输 情况 是 相同 
的 ， 等 价 于 没有 噪音 干扰 的 情 癌 。 因 为 当 出 错 
概率 p> 1 时， 只 须 改 变 对 应 关系 即 可 得 到 完 
”全 正确 的 信息 传输 。 ， 


1 二 一 一 设 在 没有 噪 次 干扰 时 讯 道 的 信息 传输 能 力 
2 ”为 已 知 ， 即 每 秒 能 传送 C 个 二 进 制 码 . 因为 信 
Er ”号 源 的 每 一 个 信号 平均 需要 (3) 个 一 迁 制 友 

表示 , 屠 公 天 时 计 六 购 最 大 全 咎 传 能 放电 
vm 号 信号 / 秒 ， - 三 (204-13) 


0 时 ， 由 噪音 干扰 所 出 现 的 传输 错误 不 
可 能 得 到 纠正 ， 因 为 任何 有 纠 错 能 力 的 信号 编码 所 占用 的 二 进 制 码 的 个 数 都 一 定 大 于 
(CS)。 反之 , 如 果 3 发 出 的 每 秒 信号 个 数 小 于 "。 则 传输 中 出 现 的 错误 就 可 能 得 到 部 分 
的 纠正 .最 简单 的 方法 是 时 发 , 即 同 一 个 信号 发 送 多 次 ,在 毛 收 端 对 多 次 接收 的 信号 作 统 
计 处 理 , 经 处 理 后 的 信号 中 包含 错误 的 概率 将 大 为 减 小 。 对 这 个 问题 ,香农 证 明了 一 个 基 
本 定理 ,叫做 基本 编码 定理 ， 在 任何 受 噪 音 干扰 的 讯 道中 ， 总 存在 一 种 编码 ， 使 信息 伟 
输 速度 任意 接近 v = C /HH ,而 接收 端的 出 错 概 率 小 于 任何 事先 给 定 的 小 数 。。 当 然 编 码 
的 方法 将 依赖 于 e，s 人 人 
114,22,28]. . 


20.5 沁 续 信号 的 人 息 


在 数字 技术 尚未 大 量 采 用 的 时 候 ， 控制 系统 中 被 处 理 的 信号 往往 是 连续 的 ， 它 可 以 用 
依赖 于 时 间 变 量 * 的 连续 函数 来 描述 。 电 于 函数 空间 是 无 穷 维 的 ， 定 义 于 某 一 时 间 间 也 


一 -eb 
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上 的 同 不 的 函数 有 无 穷 多 个 。 因此, 可 以 预想 到 , 连续 信号 可 以 载 负 和 传送 更 多 的 信息 . 
前 面 几 节 中 我 们 讨论 过 的 信号 源 是 由 有 限 个 不 同 信 号 组 成 的 ,属于 离散 型 。 从 理论 上 讲 ， 
能 发 出 连续 信号 的 信号 源 包含 无 穷 多 种 不 同 的 信号 ,如果 每 一 种 信号 的 出 现 概率 部 一 样 ， 
那么 这 种 信号 源 的 炉 将 变 为 无 穷 大 ,实际 上 的 情况 并 非 如 此 。 由 于 在 讯 道 和 信号 源 中 存 
在 着 技术 上 的 限制 ， 例 如 受 频 带宽 度 的 限制 ， 不 是 所 有 的 连续 函数 都 能 够 成 为 有 用 的 信 
号 。 在 数字 技术 普及 以 后 ， 所 有 的 连续 信号 都 要 用 采样 和 模 数 转换 的 技术 把 对 时 间 连 续 
的 信号 转换 成 离散 的 和 量化 了 的 数列 ， 像 在 第 十 章 中 曾 讨论 过 的 那样 。 所 以 我 们 首先 介 
绍 一 个 关于 对 连续 信号 的 采 祥 定理 :29 

设 连续 信号 SCo) 的 频谱 宽度 为 F 赫 , 即 不 含有 频率 高 于 下 的 谐 疲 ,那么 以 1/2F 秒 的 
时 间 间 隔 的 采样 值 全 体 即 能 完全 确定 该 进 续 信号 ， 这 就 是 说 ,这 种 信和 号 虽然 是 连续 的 ,但 
它 与 离散 信号 等 价 。 设 S(*) 是 定义 在 实 轴 上 平方 可 积 的 函数 ，G(cw) 是 它 的 频谱 ， 由 于 
G(o) 在 区 间 [一 F, F] 区 外 为 零 , 由 传 里 时 变换 规则 有 


Sty i 加 ciexG(oyaa， (20.5-1) 
2m J -2xF 
GCCco ) 一 | ste “gp {20.5-2) 
在 频率 区 间 [ 一 2xF,2xF] 上 把 GLlw) 展 成 人 埔里 叶 级 数 ， 
G(o) 一 SY go, (20.5-3) 
其 中 Er 是 传 里 时 系数 ， 2 | 
gn 呈 | ce (we 元 em。 《20.5-4) 
在 式 (20.5-1) 中 , 令 :二 n /2F， 则 
2 1 1 i 
s (二 ) 一 二 | < 窜 cCo)ao。 / (20.5-5) 
比较 景 后 两 式 可 知 
SF \2F)’ 


1 Ea 
be S (去 ). z 
由 式 (20.5-3) 可 断言 ，G(w) 将 完全 由 SC 在 采样 点 十 /2PF 上 的 值 所 唯一 确定 。 又 由 
于 


Gl(w@) = 5 5 (=e). 久 , (20.5-6) 
所 以 由 式 (20.5-1) 可 推 知 
SO 一 er [2 S (总 广 学 | dw 


1 (天 咱 ” ,手下 入 
2F 


4 xF 状 运 一 中 —2xF 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 www. fineprint, com. cn 


814 i 第 二 十 章 和 信号 与 以 息 | 


UVsn(2rF 一 nz) - 
PG ‘2xrPi—nr ~ Co 
这 个 表达 式 清楚 地 说明 了， 具有 有 限 频 谱 的 连续 信 号 ,实际 上 可 由 它 的 采样 点 上 的 值 所 完 
全 确定 。 

我 们 再 仔细 地 研究 一 下 展 式 (20.5-7) 右 端 各 项 的 特性 。 记 
sin {2zFi— 7) 


OE: a (20.5-8) 
2Fi -一 Tz | 
不 难 证 明 p。( 对 不 向 的 即 
车 : n= 7, 
Pa pm) dt 一 -|{ 二 (20.5-9) 
: 和 。 os 2 nS Hm, 
这 种 性 质 可 以 由 积分 公式 
d+ 二 
和 


上 pp sinnlx 一 四 J vm sinr(s ~ 5b) 


-am x(x— 4) xx b) ra —b) 
直接 推出 ， 因 此 , 式 (20.5-7) 是 对 信号 5(z) 的 直 交 展开 ， 另外, 积分 


oor = Ds (Ss :(H) le 


-a 

由 于 SG 是 平方 可 积 的 , 故 上 式 右 端 级 数 是 收敛 的 ， 
上 面 讨论 中 我 们 假定 信号 3(z) 是 定义 在 整个 实 轴 上 的 函数 ， 在 实际 问题 中 SQ) 是 
定义 在 有 限 区 间 的 ， 例如 在 区 间 [na，21 上 ， "i™ TT， 在 这 种 情况 下 ,只 要 了 7 光 
1/2F ,采样 定理 仍 近 似 有 效 , 因 为 溺 数 (7) 一 sn 《2xFi)/2xFzt 当 + 增 大 时 衰 威 很 快 ,如 


图 20.5-! 所 永 。 所 以 , 当 信号 长 度 是 够 大 时 , 在 [0, 71 区间 以 外 为 零 的 信号 , 将 足够 准 
确 地 由 2F 了 个 采样 点 上 的 值 所 确定 。 对 这 种 情况 , 展 式 (20.5~7) 和 (20.5-10) 可 改写 成 


Sr 一 5 5 (二 ) 2 人 4 一 mr)， (20.5-11) 
ml EE 2xFt— nx 


Te ee et rt Re — re a A Be rr NV a 
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sora ~- sora -去 S| (下 cos-D) 


.对 有 限 长 度 的 信号 , 它 的 频率 特性 -GC(w) 也 满足 类 似 的 采样 定理 ,这 是 伟 里 时 变换 中 


原 藤 数 和 象 函数 的 相互 对 侦 性 的 表现 。 现 设 SG 在 区 间 [一 工 /2 .772] MA 对 它 


作 清 里 叶 变 换 : 
G(o) 一 有 (20.5-13) 
”可 
把 SQ) 展 成 级 数 
SC) 一 > D,。”，D。 -+t wes dh (20.5-14) 
, n= 了 .一 
与 式 (20.5-13) 比较 可 知 
1 2 
二 G( 各). (20.5-15) 


可 见 ， 展 式 (20.5-14). 和 % 全 可 以 由 频率 特性 Glw) 在 以 2x/ 工 为 间隔 的 采样 点 上 的 什 所 
确定 ， 
把 级 数 式 (20.5-14) A (20.5-13) 中 ， 就 可 把 Ga) 本 身 展 成 级 数 。 


G(o) 一 划 > (je pe) 


1 Sc/ ,Pe) 
>, cl 六 
村 an( 呈 一 Ny - | 
= 5c( 畦 ) ‘2 ; ee J (20.5-16) 


数 .” ， 
进一步 假设 信号 SG 的 带宽 为 、 和 对 式 Co5-10 的 讨论 半 似 ， 以 足够 的 精度 可 
以 把 上 式 改 写成 
是 2nz wT sin x 
c(o =— > cl) g ( 生 三 n=) ee 站 (20.5-17) 
归纳 上 述 ， 我 们 能 得 到 关于 带宽 为 F, 长度 为 了 的 信号 ss) 和 它 的 频率 特性 G (wm) 的 两 
个 关系 式 ， 由 式 (20.5-14) 得 到 


S( 志 ) 一式 > oR): 党 I 0, tl, +2,..., + TF; (20.5-18) 
2F T A=—TF 过 


由 式 (20.5-6) 又 有 


TF RR 
c(i ) ~» 3 (起 We i 0 Ls 2 TR (20.5-19) 
T/) 2F,<7 \2F 


OW rr A 
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只 用 采样 点 上 的 值 的 这 种 变换 称 为 离散 传 里 叶 变换 。 

设 SG) 是 区 间 [a, 42] 以 外 为 零 的 连续 信号 ， 它 的 取 值 范围 受 条 件 1$(9| 委 a 的 
限制 ?在 采样 点 上 用 模 数 转换 的 办 法 对 8G) 的 值 进行 量化 ,把 区 间 [ 一 a, 十 a] 按 图 20.5-2 
所 示 的 方法 以 Ax 为 间隔 划分 为 叉 等 分 在 请 一 点 一 了 上 用 Ar 的 间隔 对 SC) 采样 ,共有 

! 个 采样 点 :那么 一 个 连续 信号 就 变 为 一 个 险 梯 信号 S(z)， 按 这 种 采样 和 量化 办 法 ,在 上 


a 


er 


图 20。5-2 


述 限制 条 件 下 ， 总 共 可 以 构成 允 : 种 不 同 的 信号 。 假设 所 有 这 些 不 同 的 信号 都 相互 独立 ， 
并 有 相同 的 出 现 概 率 (等 于 N~)， 则 这 样 一 个 信号 源 的 内 为 a 
H = logxN’ 1, logaN 比特 ， (20. 5_20) 
当 加 密 采 样 点 和 提高 量化 精度 时 ， 1 和 MX 都 将 增 大 ,从 而 使 业 鼠 趋 于 无 穷 大 。 然而 ,这 种 情 
饥 在 实际 上 是 不 可 能 发 生 的 , 如 本 节 开 始 所 讨论 过 的 那样 ,在 信号 带宽 受到 限制 时 , 过 多 
的 增加 采样 点 不 能 使 信息 增加 ; 另 一 方面 , 量化 分 级 数目 受到 精度 极限 的 约束 , 故 N 不 可 
能 趋 于 无 限 大 。 但 是 作为 一 种 极限 情况 ， 了 解 一 下 纯 连 续 术 号 的 一 些 特 点 是 有 意义 的 。 
”我 们 首先 注意 到 在 式 (20.5-20) 中 ， 如 果 入 喇 27, 则 晶 = fl 比特 ,通常 + 光 1, 所 以 连 
彝 信 号 经 过 量化 以 后 所 能 载 负 的 信息 量 要 比 由 二 进 制 码 组 成 的 信号 在 同样 的 时 间 闻 脐 内 
大 很 多 ， 
用 连续 信号 源 传递 消息 时 ,如果 各 种 信 号 出 更 的 概率 并 不 相等 ， 而 是 上 和 * 的 国 数 ， 
令 p(x, 5) 为 概率 密度 ， ds AxAi 方 祝 中 的 概率 为 p(x, ArAz, 仿照 前 节 的 定 
义 , 有 


H=— 3 plss 4)AriAtlogp(x1, 4) AriAn 


Ps] 


人 六 plx;, flogaplx,, 让) ] AxiArt 
jl . 


Nn! 


一 之 plxis 10) [logzAxiAt lAxiAs. (20.5-21) 
上 式 第 一 项 当 Ax 和 As 趋 于 零 时 , 按 黎 受 积分 的 定义 ,有 


ni sf 
= lim 一 > plxis £1) AxiAL logap (1, 1) 上 一 | | plr, 1)logp(x, 1)dxdt. 


r+ 
不 也 从 


(20.5-22) 
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式 (20.5-21) 的 第 二 项 当 Ax 和 Ar 趋 于 零 时 将 趋向 无 穷 大 ,因为 当 Ax, = Ar，Ar = At 
时 ， 
一 2 Plxss tH) AxiALtilog2AriAt 一 一 ljog2AxAt (5 px, “Daras) ， 
0 log2ArAr 
(因为 Dplx;, DAxArel), 而 当 Az 和 Ar -> 0 时 上 式 右 端 log ArAr ~ oo 。 这 一 项 表 
有 


示 了 讯 道 的 分 辨 率 对 增加 信息 量 的 作用 ， 它 实际 上 与 信号 的 出 现 概率 无 关 。 信 号 的 出 现 
概率 对 信号 源 的 信息 量 的 影响 集中 表现 在 式 (20.5-21) 右 端 第 一 项 , 即 由 式 (20.5-22) 定 
义 的 部 分 粮 成。 因此 ， 有 的 作者 直接 用 妃 ; 作为 连续 信号 源 的 焙 的 定义 ca。 对 连续 信 
号 源 ,下 面 我 们 主要 讨论 部 分 录 闷 ; 的 一 些 特性 。 

按照 式 (20.5-22) 的 定义 ,如 果 连 续 信 号 能 够 用 某 一 向 量 函 数 表示 ,例如 

XD = {re r,t, 1€ [At, £2], 

而 pbx x2,…， ze, 是 这 十 1 个 变量 的 概率 分 布 密度, 则 向 量 信号 源 的 部 分 粹 可 定 
义 为 

HI(S}= 一 | prss X23° “3 Kes logaplzs za， Kns dx "dradt, (20.5723) 


式 中 9 表示 信号 取 值 的 某 一 =” 维 区 域 . 

在 离散 信号 源 中 ,车 所 有 信号 都 为 等 概率 , 则 信号 源 的 米 最 大 、 在 连续 信号 源 中 的 情 
况 却 稍为 不 同 , 它 依赖 于 信号 取 值 所 受到 的 约束 。 例如 ， 在 信号 的 幅度 受 限制 和 方差 受 
限制 的 两 种 情况 下 ， 使 米 获 极 大 值 的 概率 分 布 函 数 是 完全 不 同 的 ， 下 面 以 一 维 的 情况 为 
例子 来 定量 分 析 这 个 问题 .在 式 (20.5-22) 中 设 plx, 2?) = pbx)p(0), 令 pl = 7， 
对 :积分 后 有 / 


太一 一 pn ， 二 log:(po(a 寺 jardz 一 一 | pe ppd io 


可 以 看 到 ,上 式 右 端 第 二 项 只 依赖 于 信号 长 度 ,只 有 第 一 项 完全 由 概率 分 布 p(x) 确定 , 记 
为 


i pC)logap edz, . (20.5-24) 
现在 我 们 研究 一 下 p(x) 为 何 种 函数 时 能 使 获 最 大 信 。 设 
i | Fz, Ma jas (20.5-25) 
p(x) 受到 下 列 条 件 的 限制 : : 
AC pl) dx mm K,, i 1], 2,..., #4, (20.5-26》 
式 中 Ki 为 某 些 常数 .使 获 极 大 值 的 (x) 应 是 如 下 方程 式 的 解 : 
ee 十 1 光 十 4 十 … 十 2 二 一 0， 【20.5-27) 


式 中 忆 是 六 个 待定 系数 ,叫做 拉 格 朗 日 〈Lagrange) 箭 子 ， 
首先 我 们 求 式 (20.5-24) 中 最 优 概 率 分 布 六 xz) 。 显 然 p(x) 应 满足 条 件 
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| plx}adr = 1 (20.5-28) 


对 照 式 (20.5-25》 和 (20.5-26) 可 知 h =fm p(w), P(x,p) 一 一 p(x)logwp(x)， 代入 到 
式 (20.5-27) 中 去 , B(x) 所 应 满足 的 极 信条 件 是 。 


BF 一 一 (+ 的 十 2in2 一 0 


即 (x) 一 ci-:， 将 它 它 代 入 式 Qo. 5-28) 后 ， 有 


| -ad 2aelor: i 本 BOY) c= lio = i 


(20.5-29) 
所 以 最 优 分 布 函数 (x) 一 1 2z。 这 说 了 明 在 信 号 幅度 受 限制 对， 什 部 分 炳 和 获 极 大 值 的 
分 布 函数 应 该 是 均匀 分 布 的 . 
另 一 种 有 意义 的 情况 是 信号 的 方差 为 给 定 的 , 即 p(x) 应 满足 下 面 两 个 约束 条 件 : 
二 
全 -za 一 1， 
| pax 二 (20.5-30) 
这 里 = 一 plnp, 博思 户 户 一 zz 将 它们 代 人 式 《20.5-27) 后 有 
一 (1 十 int 十 十 rz 一 0。 
5 一 et。 ei. Ce . (20.5-31) 
再 利用 式 (20.5~30) 中 的 两 个 约束 条 林 ，、 - 


| bdz = en) eet, TN EE 


| 轰 2 y 1 
xzciar dx 一 02， 和 一 一 2 29 


于 是 - 


Bl) = le 。 C205-32) 
这 说 明 ， , 当 信号 的 方差 受 限制 时 ， 使 部 分 六 4 获 极 大 值 的 (x) 应 为 高 其 分布. 
最 后 一 种 和 请 况 : 设 信号 只 能 取 正 值 ， 它 的 平均 秆 为 给 定 的 常数 4. 此 时 
| 上 plx)dr 一 1， 一 4 


了 是 应 满足 的 方程 式 是 
一 (十 和 的 十 下 中 入 一 
嫂 出 后 后 


9 mm 二 六 A4>0, (205-33) 


“现在 把 三 种 情况 下 的 B(x) I (20.5-2 介 中 ， ,就 可 以 算出 各 种 情况 下 
的 二 的 值 ， 


rer rg 和 -下 大 .小 i i he a HI CD TONY HE han TBT s 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 www. fi neprint, com. cn 


20.5 噪音 干 护 下 的 连续 入 号 特 输 819 


在 信号 幅度 受 限制 时 ， 
5 一 一 | 过 pg 一 | = ]ogy22。 《20.5-34) 
在 给 定 的 信号 方差 中 的 条 件 下 ， 
= 一 | plx)logap (x) dx 一 re 2 可 za [VE 十 二 | 
FF 
0 _ 
[av 十 | la Ze ea logzrw 2xe (20.5-35) 


最 后 一 种 情况 , 当 信和 号 只 能 取 正 值 ,数学 期 辕 为 4 时 ， 


nn | 了 iog2 = e 4 dx = logzxe A), {20.5-36) 


20.6 ”噪音 干扰 下 的 连续 信号 传输 


我 们 考 虚 信号 源 和 接收 端 上 共有 相 局 的 信号 带宽 :下 ， 县 每 个 信号 长 度 都 是 YY 秒 的 连续 
信号 . 按 前 节 证 明 过 的 采样 定理 ,这 样 的 连续 信号 等 价 于 由 2F7 个 采样 点 上 的 什 排 成 的 
离散 信号 ， 假 定 每 一 个 采样 点 上 信号 的 取 值 的 概 罕 分 布 是 p(w), 在 不 网 采样 点 上 的 环 值 
是 棚 互 独立 的 ,每 一 个 采样 点 的 信号 粹 是 式 (20.5-24) 所 定义 的 4， 由 于 信号 的 取 值 前 巾 
. 率 分 布依 赖 于 消息 集合 , 发 送 不 同 的 消息 集合 , 信号 的 取 值 概率 分 布 pC%) 也 不 间 。 为 了 
.计算 上 方便， 我 们 可 以 把 具有 不 同 的 概率 分 布 泪 数 的 信号 源 折 个 到 正 态 分 布 上 去 如果 
p(x) 是 正 态 分 布 的 , 它 的 和 是 刀 由 式 〈20.5-35)， 令 了 一 下, 则 


和 AI 二 logK2acP)。 (20.6-1) 
如 果 p(x) 不 是 正 态 分 布 的 , 则 可 求 出 信号 的 等 价 方差 上 ， 
Pi2, 
Ze 
式 中 到 由 式 (20， 5-24) 算出 。 这 样 定 义 的 站 做 信号 的 燃 功 率 ,因为 它 显然 是 信号 的 平均 
功率 的 增 函数 . 事实 上 由 式 (20. 5-12) 算出 的 信号 的 平均 功率 为 ， 


P 一 上 | [S(O) Fp( a = 2 2 j (去 )| p(s, 


依 假定 , 信 号 在 各 采样 点 有 相同 的 、 独 立 的 概率 分 布 ， 所 以 上 式 右 端 求 和 符号 后 面 的 每 一 
项 都 是 方差 m, 故 P 一 m+。 由 此 可 见 P 确 实 是 信号 SCs) 的 平均 功率 ,对 平均 功率 相 赔 的 信 
号 , 只 有 正 态 分 布 的 信号 才 有 最 大 的 炉 h; 非 正 态 分 布 的 信号 虽然 有 相同 的 平均 功率 , 但 
. 它 的 炳 大 要 小 一 些 ， 婚 然 信号 的 炳 对 讨论 信息 传输 是 最 重要 的 ， 因 此 对 非 正 杰 分 布 的 入 
号 ， 我 们 可 以 根据 它 的 彤 4 按 式 (20.6-1) 求 出 一 个 等 价 的 炳 功率 一 一 方 郑 P， 后 者 当然 
要 比 信 号 的 实际 方差 小 一 些 . 这 种 折算 是 为 了 能 够 对 具有 不 同 概率 分 布 的 信号 进行 运算 
又 保持 它们 的 粹 不 变 而 采取 的 ，. 
.具有 带宽 F 和 信号 长 度 为 的 连续 信号 深 5 能 发 出 的 信号 总 数 入 :显然 为 
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Ns 2777, (20.6-2) 
于 是 信号 源 5 的 米 Hi(5) 是 


Hr($) = logyNs = 2FT [| 一 FTlogx(2zeP)， (20.6-3) 


单位 时 间 发 出 的 信息 量 一 一 “时 间 粒 “为 可 | 
H(S) 王 Flogx(2xeP) 比特 / 秒 . (20.6-4) 
重要 的 是 讨论 接收 端的 情况 。 正 如 前 面 已 提 到 过 的 那样 ， 假 定 接收 机 具有 相同 的 
带宽 下 ,信号 的 平均 功率 是 P. 在 信号 传输 过 程 中 , 讯 道 上 有 了 噪音 干扰 xz) ,例如 是 白 噪音 ; 
际 音 的 平均 功率 记 为 N, 在 每 一 个 采样 点 上 噪音 的 概率 分 布 是 正 态 的 ,不 同 采 样 点 上 的 信 
号 值 是 相 喜 独立 的 。 容 易 证 明 , 在 信号 和 嗓音 相互 独立 的 情况 下 ,接收 端 R 接 收 到 的 总 信 
号 S(#) 十 n(z) 的 平均 功率 是 P 十 N。 仿照 式 (20.6-4)， 单 位 时 间 内 接收 到 的 米 就 是 
HCR) ee Flogx 2xe{P tN))，, (20.6-5) 
假定 在 某 一 采样 点 上 ,信号 头发 出 一 个 信号 值 *, 由 于 噪音 的 干扰 ,接收 端 尺 收 到 的 
信号 不 可 能 准确 地 知道 ， 只 能 由 统计 方法 求 出 出 现在 区 闻 [+，+ 十 Ar] 中 的 条 件 概 率 
bf(r yx )Ar。 另 一 方面 ,如果 接 收 端 收 到 的 是 +, 但 根据 收 到 的 + 不 能 确切 地 判定 信号 源 
发 出 的 是 什么 ,只 能 说 发 出 的 信号 * 位 于 区 闻 [sr 十 Ar] 中 的 条 件 概 率 是 p( 5 / > )As， 
当然 条 件 概率 是 由 噪音 特 华 决定 的 . i 都 是 
硕 机 变量 时 ， 发 出 “ 而 收 到 的 概率 p(s, +r) 为 


Bs, p(s) pr[9 = pC 


因此 有 有 


Pop We _ ps, +) 
pls) plr) pls)plr)” (20.6-6) 


和 前 面 讨 论 过 的 离散 信息 源 的 情况 一 样 ,在 每 一 个 有 样 点 上 连续 信号 源 的 箭 AS) 是 
癌症 二 二 | op a (20.6-7) 


由 于 噪音 的 干扰 接收 端 尺 收 到 信号 * 时 ， 只 能 济 此 判断 信号 源 发 出 的 信号 :位 于 区 阅 
“Ls: 十 As] 中 的 条 件 概率 为 g +/+ )As; 于 是 ， 在 一 个 采样 点 的 信息 传送 过 程 中 , 信息 
的 损失 ( 咀 昧 度 ) 为 ” z 


A a py 2Cs/) og pC/) de; 


对 搓 必 江 R 中 的 所 有 入 f 进行 平均 以 后 就 得 到 每 一 个 采样 点 上 的 平均 信息 损失 为 bas), 
| | hn(s) = -人 4 i pC/r) log2p(s/r)ds |ar - 


z ee pls, opr | (20.6-8) 
所 以 ， 在 一 个 采样 点 上 传送 的 信 总 ; 
“i KMS) 一 sm mm (RY) CR); (20.6-9) 
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20.5 噪音 于 扰 下 的 连续 信号 传输 $21 
参照 式 (20.6-7) 和 (20.6- 8)， 
h(R) mp -~ | pCr)logzpCr)dr, 


nCR) 一 一 人 |p, rioglp(r/ drds. 


二 二 人 Pf plr/s)log2 plr/s) ar ds, (20.6-10) 


一 般 来 讲 ， 条 件 概 率 p(? /: ) 依 操 于 讯 道中 队 音 的 强度 和 和 讯 道 的 传输 特性 。 假 定 在 
讯 道 上 入 号 "CD 和 噪音 (9) 是 线性 相 加 的 ， 则 = 一 上 一 ;。 这 时 条 件 概 率 p( + /+ ) 完 全 
由 只 音 的 强度 竹 质 所 决定 , 即 氏 rr7 7) 一 pr 一 引 一 如 人 2)。 用 站 o) 表 未 噪音 2 
在 采样 点 上 的 炳 ， 由 式 (20.6~10) 有 


jCR) — — pC) po)1ogap’ Gn)an | 


= {pas hs) = hn), (20.6-11) 
h(n) = 一 | pn) lgsp'Cn)an, {20.6-12) 

噪音 的 概率 分 布 通常 是 高 其 分 布 的 ,如 果 用 和 N 表示 噪音 的 平均 功率 , 由 式 (20.6-1) 知 
hn) m= 于 log:(2seN). (20.6-13) 


如 前 所 述 ， 按 收 端 收 到 的 信号 ， Wa P 十 入 ,对 应 的 米 为 
AHR) 一 二 jog;2rcefp 十 N), (20.6~14) 


将 式 《20.6-11) 和 (20.6-14) 代 人 式 《20.6~9), 每 一 个 采样 点 真正 能 传输 的 信号 县 就 为 
; Fm RCR) — NN) = py logs2xe(P 十 N) 一 py log2xeN 


依 急 定 , 讯 道 和 接收 端的 频带 带宽 是 F 赫 ,信号 长 度 为 工 秒 , 依 采 样 定理 ,在 T 时 间 内 共有 
2F 了 个 采样 点 ,所 以 在 TT 时 间 内 传送 的 总 信息 量 I 为 ” 
1 = 2F TCR) — h(n)) 


hie RR P+N yn go 
: 2FT S logz FTlog: 比特 ， (20.6-15) 
单位 时 间 内 传送 的 信息 量 记 为 C， 则 
Ci 一 下 ]log: ~ re + 下 比特 / 秒 ， (20.6-16) 


因此 ， 我 们 得 到 了 信息 论 中 最 重要 的 一 个 关系 式 : 信 号 功率 和 噪音 功率 的 比 信 与 讯 道 传 
输 信息 速率 的 关系 、 
由 上 式 可 知 , 和 离散 信号 的 情况 一 样 ， 经 过 适当 的 编 玛 以 后 ; 可 以 以 任意 小 的 错误 概 
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束 按 每 种 Ploga( 1 十 三 ] 比特 的 速度 传送 信息 ， 如 果 信号 滨 发 出 的 单位 时 间 的 信号 培 大 


于 这 个 值 ,机 无 错误 的 传送 信息 是 根本 不 可 能 的 ,还 可 以 注意 到 ,在 信号 功率 P 和 只 音 功 
率 N 已 知 后 ,如 果 它 们 的 概率 分 布 不 是 正 杰 的 , 则 有 


CEF logA1 + 于). : (20.6-17) 
因为 只 有 正 态 分 布 的 随机 量 才 有 最 大 的 痛 ， 上 式 中 等 号 只 有 在 信号 和 嗓音 都 是 高 斯 分 布 
人 在 其 它 情况 下 ,所 能 传送 的 信息 速率 C 都 小 于 Flogl 1 十 工 ) 


后 ， 我 们 再 回顾 前 节 中 关于 连续 信号 的 灶 的 定义 ， 在 式 (20.5-21) 中 我 们 普 经 扔 
0 一 logyAxAz, 这 一 项 与 信号 , 咯 音 的 概率 特性 无 关 。 从 式 (20.6-15) 中 可 以 看 
出 ， 到 最 终 求 信息 传输 速率 时 出 现 了 两 个 炳 的 差 ， 所 以 logyAxAt 这 一 项 被 消 掉 了 。 这 说 明 
我 们 只 考虑 式 (20.5-21) 中 的 第 一 项 是 有 道理 的 ， 


20.7 信息 剩余 和 数据 压缩 


在 复杂 的 系统 中 不 得 不 接收 和 处 理 大 量 的 实时 数据 ， 而 每 一 个 数据 并 不 都 具有 同等 
重要 的 意义 。 我 们 必须 学 会 从 大 量 的 数据 中 抽取 最 重要 的 信息 ， 从 而 得 到 能 够 表示 受 控 
过 程 的 基本 状态 和 描述 受 控 对 象 的 本 质 特征 的 那些 数据 ， 这 一 方面 是 由 于 数据 太 多 ， 通 
常 不 可 能 在 短 时 间 内 在 机 器 中 对 每 一 个 数据 作 细 致 的 分 析 ， 尤 其 重要 的 是 只 有 经 过 适当 
的 数据 处 理 和 压缩 才能 使 它 家 征 的 过 程 的 基本 特点 显 圳 出来。 例如， 本 章 第 一 节 内 曾 提 
到 的 图 象 数据 ,电视 的 一 个 画面 含有 5 Xx 10: 个 象 素 , 如 果 每 一 个 象 素 的 亮度 用 一 个 离散 
数据 传送 , 为 了 得 到 一 个 完整 的 画面 需要 传送 50 万 个 数据 ， 显 然 , 不 是 每 一 个 数据 对 决 
定 图 象 的 基本 特征 都 具有 同等 的 意义 。 实 际 表明 ,应 用 正确 的 方法 ,可 以 把 这 些 数据 压缩 
几 十 倍 到 数 百 倍 ,这 样 作 不 租 不 会 对 图 象 的 质量 有 不 好 的 影响 ,相反 能 使 图 象 的 特征 更 加 
清晰 29， 本 节 内 我 们 将 讨论 在 给 定 信 号 中 信息 剩余 的 概念 和 数据 压缩 的 一 种 方法 ， 

设 某 一 消息 X 由 #» 个 信号 顺序 排 成 ，X 一 {ay 5,"……, 5s}， 其 中 每 一 个 信号 sy 都 是 
. 某 一 数码 或 符号 ,它们 是 由 某 一 含有 N 种 不 同 信号 的 信号 源 发 出 徇 ， 当 然 ,在 发 送 消息 X 
时 ， 每 一 信号 可 能 有 不同 的 出 现 概率 的 5， 它 由 消息 本 身 的 结构 所 确定 。 依 定义 。 满 
息 X 的 业 为 


HX) 一 :一 page (29.7-1) 


它 表示 了 平均 每 一 个 信 号 所 载 有 的 信 自 最 ， 渣 且 这 里 还 假定 各 信号 *# 的 出 现 概率 是 要 
互 独立 的 , 但 是 , 实际 上 的 情况 并 非 如 此 ,消息 X 中 的 各 信号 s 之 间 通 常 有 相当 紧密 的 相 
互联 系 。 例如 , 俄 文 有 30 个 字母 (相当 于 5), 据 统计 平均 单字 长 度 为 7 个 字母 ; 30 个 字 
母 平均 能 组 成 约 2 x 10 个 单字 ,实际 上 有 用 的 单字 不 超过 10: 个 。 这 就 是 说 有 相当 多 的 
由 字 二 ;排列 出 来 的 消息 是 没有 意义 的 ,因而 不 会 出 现 ， 这 意味 着 ， 在 发 送 消 息 y， 组 成 
”消息 的 信号 之 间 通 党 有 强烈 的 相关 性 ， 
首先 讨论 相 邻 两 个 信号 的 相关 性 。 用 s; 表示 第 一 个 入 号 ,+ 表示 相 邻 的 第 二 个 信 号 ， 


一 
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它们 分 别 取 自 含 有 NN 种 不 同 信 号 的 信号 源 5S 和 RR 中 ,按照 第 20.2 节 中 的 公式 “20.2-14)， 
可 知 ， 两 个 信号 源 的 联合 炉 吾 (S$, R) 小 于 两 个 信和 号 源 独 立 米 的 和 , 即 CS, RD) 和 GCCS) 十 
HC(R)。 这 个 不 等 式 两 端的 差 (5) 十 HCR) 一 HCS, R) 叫做 剩余 信息 重 。 比 值 


站 EC) 十 ER) 一 HS R) ,HCS, R) 
HCS) + HOR) HCS) + HCR) 
称 为 相对 信息 剩余 。 同样 , 准 虑 多 个 信号 的 相关 性 ,和 刹 余 信息 量 可 一 般 定义 为 
万 一 1 一 PS 《20.7-3y》 


ES) :+ HCR) + + HCTY 


式 中 BCS, R,'…:, 了 ) 是 多 个 信号 源 的 联合 米 ， 可 按 式 (20.2-16) 计算 ， 
例如 , 利用 第 20.2 节 中 计算 过 的 英文 字母 的 平均 信息 量 可 以 算出 ,单个 莱 文 字母 的 
相对 信息 剩余 为 百 分 之 十 五 左右 ， 
4.03 _ 0.752 


D [一 一 i tS 
4.795 4.755 


考虑 两 个 字母 连 写 的 联合 概率 时 信息 剩余 增加 到 百 分 之 三 十 ， 
站 一 ] 一 3.32 1.435 0.30: 


0.158; 


4.755 4,755 
考虑 三 个 字母 相连 出 现 的 联合 概率 又 增加 到 百 分 之 三 十 五 ， 
Dal 3l _ 1655 _ 035， 

4.755 4.755 

考虑 更 多 字母 相连 时 
站 21 一 -5 一 2255 wn 0.47, 

4.755 4,755 


从 这 些 数据 可 以 看 出 , 如 果 把 26 个 字母 看 成 是 信号 源 的 不 同 信号 , 那么 英文 有 用 的 字 只 
用 到 最 大 信息 量 的 百 分 之 五 十 左右 。 还 有 百 分 之 五 十 的 信息 剩余 。 当 然 一 种 消息 具有 较 
大 的 剩余 信息 不 总 是 缺点 ,如 果 能 充分 利用 信息 剩余 ,可 以 提高 传递 消息 的 抗 干 扰 性 . 但 
这 里 我 们 不 准备 讨论 这 方面 的 问题 。 

实践 表明 ,从 自然 界 各 种 过 程 中 采集 的 数据 中 具有 很 大 比例 的 剩余 信息 ,因此 在 处 理 


数据 的 过 程 中 可 以 对 数据 量 进行 减 缩 ， 这 就 是 说 ， 可 以 把 数据 中 那些 含 信息 量 少 的 扔 掉 - 


或 合并 ,使 数据 总 量 成 十 倍 成 百倍 的 减少 ,而 不 影响 它 所 表征 的 过 程 特点 的 提取 。 这 种 作 
法 叫做 数据 压缩 ， 下 面 我 们 介绍 一 种 数据 压缩 的 方法 。 先 讨论 几 个 恒等式 ， 作 为 下 面 计 
算 的 根据 。 设 有 一 个 实数 列 xz: 一 《x1, xz2,'…… ,xs)， 由 ?个 实数 按 顺序 组 成 ， 这 个 数据 
列 可 以 看 成 是 一 个 4 维 向 量 , 并 约定 x 表示 列 向 量 ，x' 表示 行 向 量 。 再 设 4 一 (oj) 是 
某 一 n Xs 阶 方 阵 。 容易 计算 向 量 4x 与 自己 的 内 积 是 


j= (Ax, AX) De >, (> HiaTy > ii Dd 2 3 > MialdigNoaTg, (20.7-4) 
i qa 二 1 j=1 * i a 月 


定义 梯度 矩阵 


2 


nm < -一 -一 mn en mw . 四 i i sii . 
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By BF OJ 
Oa bar Oasn 
61 61 .87 
vam| Ban Gan sn | (20.7-5) 
0] O01... 67 
Oasi an2 Gann 
不 难 验算 ,梯度 矩阵 的 表达 式 为 
Vs 王 24xxr。 (20,7-6) 
应 该 注意 , x 是 列 向 量 , x’ 是 行 向 量 ， 将 它们 按 矩 降生 法 的 规则 相 乘 似 后 ， 结果 得 到 一 个 
# X# 阶 方 阵 ， | 
再 设 y 也 是 一 个 维 列 向 量 , 4x 和 ?的 内 积 可 写成 矩阵 相 乘 的 形式 
(AX,y) = (Ax)'y = x'A'y. (20.7-7) 
因为 内 积 是 一 个 实数 (假定 4 为 实 撼 阵 , x 和 部 是 实 向 量 )， 容 易 证 明 , 内 积 式 (20.7-7)》 
的 相对 怎 阵 4 的 梯度 矩阵 为 
VaAAx, 3) = yx, Vax, x) = 0. (20.7-8) 


设 某 一 系统 接收 到 一 个 有 限 长 度 的 实数 据 列 , 记 为 x: 一 (zi, *2,*…, zx)。 通 过 统计 

处 理 ,我 们 已 经 知道 它 的 方差 矩阵 为 5。, 依 定义 
了 .一 Xx, (20.7-9) 

我 们 的 任务 是 根据 已 经 掌握 的 关于 数据 列 x 的 统计 符 性 对 这 一 批 数据 进行 压缩 。 因 为 我 
们 把 数据 列 x 中 的 每 一 数据 看 成 是 一 个 随机 最 ,方差 矩阵 3 中 的 每 一 个 元 ow 表示 数据 
和 xi 之 间 的 相关 性 。 我 们 知道 , 如 果 0;; 是 一 个 很 大 的 值 ， 这 说 明 x 和 zxj 之 问 有 强 相 
关 人 性 部 相互 依赖 性 ， 反 之 它们 之 间 的 这 种 依赖 性 就 很 小 。 根 据 数 据 之 间 这 种 相关 性 的 大 
小 去 减少 数据 总 量 是 常用 数据 压缩 的 主要 方法 之 一 ， De ] 介 绍 一 种 利用 直 交 变换 来 
进行 数据 压缩 的 方法 。 

任 取 一 个 n Xp 阶 方 阵 钙 , 用 pi 表示 它 的 ; 列 向 量 ， 有 要求 这 个 向 量 是 两 两 相互 直 
交 的 并 且 每 一 向 量 的 9 1 ， ， 即 
0, sf, 


0 = (po Pa Po), (Ps 91) 一 ip; 一 人 (20.7-10) 
zf 表示 矩阵 转 团 . 满足 这 些 条 件 的 方 阵 踢 岂 直 交 和 矩阵 , 它 有 下 列 特性 : 
DDBD oFE, Oe Bl, 
用 乱 陈 @ 对 数据 列 x 进行 直 交 变 换 
y= Px, x Oy = 2 yw (20. 7-11) 


式 中 ye (yy ey 显然 、 这 种 变换 是 一 对 一 的 ， 不 同 的 x 对 应 不 同 的 yy; 若 . 
x= 0, 则 必 有 x 二 0， 

为 了 减少 数据 处 理 时 的 计算 工作 量 ， 我 们 从 7 个 数据 中 选取 wr 个 ，m 二 zs， 其 余 的 
# 一 m 个 数据 用 常数 代替 。 这 些 常 数 一 旦 确定 后 , 总 数据 量 就 碱 少 了 # 一 m 个 。 为 此 ， 
我 们 在 y' 一 (7 4, yo) 中 选取 mm 个 作为 基本 数据 ,其 它 » 一 w 个 y 用 常数 5 代替 ， 


A 
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这 样 得 到 的 数据 列 是 效 一 (yi 和 ,yni bn， 加)。 按 式 〔(20.7-11)， 对 应 的 x 


的 新 列 起 m) 是 


Em) = Dl yp 十 bq (20.7-12》 


我 们 将 用 疙 m) 去 近似 代替 于 数据 碱 少 了 一 中 个 ， 在 x 和 条 (m) 之 间 有 出 现 了 


误差 , 记 为 Ax: 

AxX 史 一 完 (mm) 一 x 一 yi9 — vi: 一 (9; — bi) ps (20.7-13) 
它 的 方差 记 为 em)， 站 

si(m) = |Axl: = (Ax, Ax) 一 (yi 一 2 一 《一 的 7 (20.7-14) 


从 上 式 中 可 以 大 出 ， 数 据 压 缩 带 来 的 误差 依赖 于 y; 和 b&b; 由 于 y 完全 依赖 于 直 交 变 
换 甸 ,因此 误差 实际 上 依赖 甸 和 5; 的 选择 。 为 使 误差 最 小 , 5 应 满足 下 列 极 值 条 件 : 


-re pr ee 
一 一 bP oo [yy 290 + C29 6b) = 0, 
Bb, (y 1) ab, [7 yo + | ty 1) 


即 
bi = yi, 
但 是 由 式 Gu 7-11) 知 放 一 (xz，9i) 一 和 <， 故 
b= xq， imm 二 1, 吉 十 2， (20.7-15) 


式 中 于 一 (5 za > 为 的 数学 期 再 将 已 的 值 代 信 式 《20.7-14) 后 ,有 


A 六 OO 六 二 六 9 (207-16) 


i m+ 1 [| i 一 中 十 卫 


为 求 出 最 好 的 直 交 变换 8, 应 该 在 (qi, 92) 一 Yip; 一 1 的 限制 条 件 下 求 8《m) 的 极 
小 值 ， 应 用 拉 格 朗 晶 冬 子 8;， 这 个 问题 可 转化 成 求 男 一 孙 数 Em) 的 极 小 信 : 


Bm) = EX m) 一 pei i) = = 5 [wz xP; 一 Bi 一 1)], 


对 实 值 函数 fp) 定义 梯度 向 量 0 
z vof9) 一 (二 3 0 3 | 


aa Op Gqin 
读者 容易 检查 下 列 恒等式 成 立 : 
Vel@i, 2xp1) 一 Vo (PIEp;) mx ，: (20.7-17) 
Vo pi Pi) = VoFIPi) = 229i. {20.7-18) 


. 于 是 , 按 极 值 条 件 ,为 使 如 (mm) 获 极 小 值 , 9 应 满足 等 式 


Vo Bm) = 2259, ™— 2p:9: = 0, Dapy ™ pip;, (20.7-19) 
这 说 明 ,最 好 的 直 交 变换 有 8 中 的 各 个 列 向 量 应 该 是 数据 x 的 方差 矩阵 2 的 本 征 同 量 , 而 
E2(m) 中 的 拉 格 朗 日 乘 了 吕 则 应 该 是 34 的 相应 本 征 值 。 因 为 矩阵 z* 是 非 负 对 称 短 阵 ， 
所 以 这 样 的 本 征 值 也 都 大 非 负 的 , 它 的 数量 恰好 是 "。 最 后 , 由 式 (20.7-16) 可 以 立即 算 
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熏 数 据 压 缩 后 的 最 小 误差 为 
Emin (mm) 一 > Bi. 


fF 一 刚才 全 


(20.7-20) 


这 个 表达 式 还 告诉 我 们 ,应 该 扔 掉 的 是 对 应 方差 矩阵 5 的 最 小 的 那些 本 征 值 ， 如 果 
把 它 的 = 个 本 征 值 按 自 大 至 小 排列 , 那么 前 如 个 y 都 应 该 保留 。 凡是 对 应 了 零 本 征 值 的 


图 都 可 以 全 部 扔 掉 ( 用 常数 代替 ) 而 丝毫 不 影响 数据 的 精度 . 


还 可 以 注意 到 ， 这 梓 选 取 直 交 矩 阵 名 以 后 ， 数据 列 y 一 (y1, »，…*， yo) 中 的 各 数据 


变 为 互 不 相关 的 ,因为 

2,=(y— 5)(y— 3)" pp rp 2)'D"- 
= ED = diag(f, Bo 

即 ? 的 方差 矩阵 3, 是 对 角 和 矩阵 ,在 对 角 线 以 外 的 所 有 元 素 均 为 零 . 


《20.7-21 ) 


这 种 数据 压缩 的 原理 在 信号 处 理 和 图 象 处 理 中 都 得 到 了 应 用 ， 和 


的 工作 量 汪 


这 里 应 用 的 处 理 方法 可 以 推广 到 离散 数据 的 泪 波 问题 上 ， 而 与 第 十 五 章 讨论 的 方法 
有 所 不 同 ， 下 面 我 们 将 看 到 ,能 够 用 很 简洁 的 证 明 方法 找到 一 种 对 离散 数据 的 处 理 方法 ， 


设 MX 《xl， X23"""*y 是 长 度 为 # 的 信号 的 离散 数据 列 ; VY 到 《ms v2,>*" 


”3 v/s) 是 相应 


“的 离散 噪音 ,假设 w 和 v; 对 i < ;是 不 相关 的 白 噪音 .在 接收 端 收 到 的 信号 是 z 二 x 十， 
(zt 2 和)， 我 们 希望 找到 一 种 如 图 20.7-# 所 示 的 数据 处 理 程序 , 即 选择 一 种 
直 交 变换 @ 和 方 阵 4, 使 输出 到 能 以 均 方 湿 差 最 小 去 复 现 被 噪音 干扰 了 的 有 用 信号 x. 


用 只 了 和 事 分 别 表 示 它 们 的 数学 期 望 显然 , x 一 王 和 2 一 罗 者 是 数 人 :期 沁 为 雪 


的 随机 向 量 ， 数 据 列 之 的 方差 矩阵 护 定 义 永 为 
Bs = (Zz—2)(r— 2) mz 一 3zr， ，、 
用 2y 表示 y 一 6z 的 方差 矩阵 ， 
Ey = yO— TY — DB) oe DED we DEDT!, 


(009 22Y 


(20.7-23) 


为 了 书写 方便 , 设 寻 5 "0; 对 再 假定 信号 Xx 和 噪音 台 的 任何 分 量 之 间 邦 是 互 不 相关 


的 , 即 协 方差 矩阵 
mx == 0 
设 昌 是 对 有 用 信号 x ne 5， 

| ee 
由 图 20.7-1 可 知 ， 
PAIDZ = BABE,. 

容易 验算 = 
El == (x: x) x)— pT ps 十 【84GX BAPz) 

= (x;xX) — 2(Ay, Px) + (Ay,; 4y) 


(20.7-24) 


(20.7-25} 


{20.7-26} 


oo A TBE Db a A 
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现 试 寻 找 一 个 最 好 矩阵 4， 使 8: 获 极 小 值 。 那 么 4 应 满足 必要 条 件 Vu(s*) ee 0。 根 据 
式 (20.7-6) 一 (20.7-8), 有 
Tale) = (AYY' — PXy') = 2 ADEZD' — 2 Dxz' P= 0 
即 
ADAX'D' 人 ZE (20.7-27) 
注意 到 2z ~ x 十 v, x 和 vw 是 不 相关 的 ,所 以 
ZZ = Ey Es, XZ mm 2,. 
将 它们 代 人 式 (20.7-27) 后 , 解 出 待 求 的 矩阵 4, 并 记 为 3, 即 
4 一 DEB BE, + EP! en DEAE, 十 bp mi {20.7-28) 
再 代入 式 (20.7-26), 可 算出 选择 矩阵 4 后 的 最 小 方差 : 
Edin = (X,Y CO— EE) em tr(x CO— E(x CO— E): mt — BAPE,) 
= tr( BO— SE 2 和 (20.7-29) 
式 中 表示 矩阵 的 迹 即 方 阵 对 角 线 上 诸 元 素 的 和 。 上 式 说 明 用 图 20.7-1 所 表示 的 计算 
程序 对 数据 x 进行 估计 , 结果 的 误差 与 名 的 选择 无 关 , 但 是 在 2 的 表达 式 (20.7-28) 中 
却 含 有 8, 因此 ,还 必须 确定 直 交 矩阵 $, 才能 对 z 进行 具体 的 运算 .因为 5. 和 3。 都 是 
非 负 对 称 方 阵 , 当 是 白 只 音 2 又 是 对 和 角 和 矩阵 时 ,于 是 3 十 2 也 是 非 负 对 称 矩 阵 ， 
今 取 g 一 (9 gg) 令 gi 是 (2 十 3) 的 本 征 向 量 , 对 应 的 本 征 信 是 
入 ,可 立即 得 到 


4 = rp 十 ys 6- sy diagC Ni, 4 3 1 ) a {20.7-30) 
苑 最 好 的 方 阵 是 以 Zs 十," 的 = 个 本 征 值 为 主 对 角 元 的 对 角 和 矩阵。 响 20.7-1 中 
所 表示 的 实际 上 是 一 个 广义 的 维 纳 滤波 器 ， 


208 线性 编码 


要 把 消息 和 教 据 传送 到 远方 , 载 负 消息 的 信号 通常 是 以 某 种 编码 的 形式 进入 讯 道 ,并 
在 接收 端 把 接收 到 的 码 翻 译 成 诛 来 的 消息 ， 讯 道上 总 存在 各 种 噪音 的 于 扰 ， 使 信号 发 生 
跑 变 甚至 错误 .为 了 提高 消息 或 数据 传输 的 可 人 靠 性 ,减少 噪音 对 信号 传输 的 影响 ,主要 的 
方法 是 充分 利用 信号 的 信息 剩余 ,赋予 信号 以 各 种 特定 的 结构 ,使 接收 端 能 够 部 分 地 发 现 
以 至 纠正 传输 过 程 中 发 生 的 错误 ， 研 究 各 种 编码 的 结构 , 抗 干 扰 的 能 力 ,发 现 错 误 和 纠正 
错误 的 能 力 是 信息 论 的 一 个 重要 内 容 。 人 
编码 原理 和 方法 。 


20.8~1 表示 了 一 般 信息 传输 的 过 程 。 任何 消息 在 控制 系统 中 总 要 首先 转换 成 数 
据 ,最 常见 的 是 二 进 制 数 据 ， 数 据 进 入 讯 道 以 前 ,由 编码 器 按 闯 定 的 规则 编 成 适合 于 传输 
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的 码 组 串 ,然后 以 串 行 的 方式 送出 。 在 接收 端 要 把 妆 到 的 钞 组 串 加 以 处 理 , 由 译 码 器 译 成 

数据 ， 再 恶 译 成 消息 。 从 消息 到 数据 的 转换 和 从 数据 到 消息 的 翻译 都 依赖 于 被 传输 的 消 

息 的 具体 性 质 ， 不 是 我 们 现在 研究 的 重点 。 我 们 这 里 主要 讨论 信号 在 有 嗓音 干扰 的 讯 首 

上 的 编码 . 译 码 问题 , 也 就 是 图 20.8-1 中 的 中 间 三 个 环节 所 代表 的 过 程 ， 

假设 被 传输 的 数据 是 以 二 进 制 形式 表示 的 。 如 果 每 一 个 数据 由 位 二 进 制 数码 组 

成 ,在 有 噪音 的 讯 道上 传输 时 ,大 个 数码 中 原来 是 0 的 位 ,在 接收 端 可 能 变 成 1, 同样 , 1 可 
”能 变 成 0, 于 是 就 发 生 了 传输 错误 .为 了 减少 这 种 错误 出 现 的 可 能 性 ,最 简单 的 办 法 是 连 

续 多 次 重复 发 送 同一 个 数据 ,例如 每 个 数据 发 送 三 次 ,在 接收 端 以 多 数 表 决 的 方法 确定 每 

一 位 是 0 还 是 1， 显然 , 这 样 世 错 的 概率 就 大 大 减 小 了 ,但 是 付出 了 相当 大 的 代价 : ea 

传送 不 位 信息 码 ,现在 必须 传送 纺 位 ,使 传输 效率 很 傈 * 只 有 再 分 之 三 十 左右 。 在 噪音 

扰 程 度 不 太 大 的 讯 道中 ,这样 作 当 然 是 不 值得 的 ， 

比较 好 的 办 法 是 对 每 一 个 数据 ,在 天 位 信息 码 的 后 面 黄 加 上 若干 位 , 譬如 说 * 位 , 用 

它 来 检验 前 面 太 位 信息 码 在 传输 过 程 中 是 否 发 生 了 错误 。 这 样 一 个 码 组 的 长 度 由 大 变 成 

关 ， 这 天 十 了。 比值 ， 
(20.8-1) 
电 做 编码 效率 .为 了 提高 传输 效率 ， 当 然 ? 越 大 越 好 。 上面 提 到 的 重复 发 送 三 次 的 作法 
相当 于 > 一 2k, 2 一 了 4， 故 3 一 1/3， 当然 , r 的 选取 应 考虑 到 噪音 干扰 的 大 小 。 r 越 
大 ,检验 错误 的 能 力 越 大 。 管 于 《位 信息 吗 后 面 的 + 位 检验 码 的 形式 应 该 按 某 一 规律 去 
确定 ， 使 码 组 具有 强 的 检 错 能 力 。 如 何 去 选 定 r 位 检验 码 就 是 编码 理论 研究 的 中 心间 
题 ， 


最 简单 的 但 应 用 很 广泛 的 一 种 有 检 错 能 力 的 编码 是 奇偶 检验 码 ， 这 里 共有 一 位 检验 
码 即 + 一 1。 它 的 值 按 下 列 规则 确定 ， 如果 在 位 信息 码 中 的 1 的 个 数 是 奇数 ， 则 第 
和 十 工 位 置 1, 反之 置 9。 结果 每 一 个 长 度 为 4 一下 十 1 的 码 组 中 1 的 个 数 总 是 侦 数 。 只 
要 在 接收 端 对 每 一 个 数据 检查 这 一 特征 ， 就 能 发 现 该 码 组 在 传输 过 程 中 是 否 发 生 了 奇数 
个 错误 ， 当 然 ,对 任何 偶数 个 错误 是 发 现 不 了 的 ,而 且 也 不 能 确定 错误 发 生 在 哪 一 位 ， 这 
种 疝 侦 检验 码 只 有 在 干扰 小 的 讯 道中 适用 , 即 出 错 概 率 很 小 。 发 送 端 还 要 有 重 发 的 能 力 ， 
一 旦 发 现 错误 就 应 该 再 发 一 次 这 个 数据 , 或 者 , 在 可 能 的 情况 下 , 删 掉 这 个 错 的 数据 ， 这 
种 奇偶 检验 码 实现 起 来 很 简单 ,只 需 用 一 1 个 异 或 门 ( 见 第 十 七 章 ) 把 位 信息 码 逐 位 
按 模 2 相 加 ,输出 就 是 检验 位 的 值 ， 用 c 表示 码 组 e 一 {a1, Cy Ca "9 Ch car}, 则 编码 
器 只 须 按 下 式 确定 检验 位 ctn， ; z 
“t+l se APBDGB Be. (20.8-2) 
在 接收 端 ,在 译 码 器 中 则 按 4 值 实现 检 错 : 
hOB 人 PB- ee (20.8~3) 
k=1 是 发 现 错误 的 信号 ， 一 :0 表示 没有 出 现 奇 数 个 错误 的 信和 号。 
在 传输 二 进 制 数字 码 的 通道 中 ,噪音 干扰 的 天 小 常用 误 码 率 来 表示 , 即 平均 传输 多 少 
个 二 进 制 位 数 发 生 一 位 错误 。 当 干扰 小 时 , 例如 误 码 率 为 10-, 即 每 一 万 位 平均 错 一 位 ， 
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错误 可 能 性 很 小 .在 小 噪音 展 哆 下 ,奇偶 检验 码 实 际 上 只 能 发 现 一 位 错误 ,但 这 已 经 大 大 
提高 了 传输 的 可 靠 性 ， 

上 述 商 例 是 两 种 极端 情况 。 重 复发 送 的 编码 中 检 和 错 和 纠 错 的 能 力 都 很 强 ， 但 效 举 很 
你 ;在 具有 一 个 检验 位 的 奇偶 检验 码 中 获 率 很 高 ,3 接近 于 1, 但 没有 纠 错 能 力 , 检 错 能 力 
也 不 强 。 对 编码 理论 的 研究 集中 在 对 这 丙种 极端 情况 申 间 的 编码 方式 的 研究 ， 而 线性 码 
又 是 研究 得 最 为 透彻 的 一 类 ,因而 现在 应 用 广泛 的 纠 错 码 绝 大 多 数 是 线性 码 。 

设 某 一 编码 方式 确定 的 码 组 长 度 为 *， ?一 大 十 上 逐 是 信息 码 位 数 ,* 是 检验 码 位 
数 。 如 果 c 和 是 任意 两 个 友 组 ，c 一 {eo ca Cr}, 一 1 dr， 那么 二 
者 的 逐 位 模 2 和 g 二 c 名 d 一 | ci 名 di c. 级 d1,……*，、tr 儿 4 也 是 一 个 码 组 , 则 这 种 编码 
方式 所 决定 的 码 叫 线性 码 。 在 线性 码 中 , r 位 检验 码 是 位 信息 码 的 线性 函数 : 


ed | 
kf2 | 一 天 | |， (20.8-4) 
K 是 + x 不 阶 长 方 矩阵 ,显然 ,K 一旦 选 定 ,一 种 编码 方式 就 完全 被 确定 。 用 书 ,表示 x+ 
阶 单位 方 阵 , 则 有 
.1 CA C1 | 
K| 2 一 | co|=Kkl2l@l . |=0. 
ch es Ge es 
上 式 可 改写 成 
Hc =0, H=(K, E,), (20.8-51 
开业 Ti 办 《二 1 人 弄 4 二 1 天 上 类 二 se 
妃 一 再 2 六 42.2 六 ; . | “0 {20.8-6) 
,1 ,2 | hg 0 0 1 
吾 吊 作 监 督 矩阵 。 
男方 面 ,由 式 (20.8-4) 可 知 ,整个 =* 位 码 组 的 构成 可 写成 
er c] 
| 证 和 | | 
Cr ci 
100:…… 
010-…m 
ac ss 000.-..1 二 
C ( ) l (20.8-7) 


DE 
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G 叫 做 线性 码 组 的 生成 矩阵 ， 

假定 在 讯 道 的 输入 端 发 出 一 个 码 组 ce， 满足 条 件 式 〈20.8-5)， 它 在 传输 过 程 中 发 生 
了 错误 ,用 e 表 示 鲁 码 e 一 {ely es-………，, er}, 凡是 e 中 车位 ci 发 生 了 错误 则 c: = 1， 否 
则 cj 一 0。 在 接收 端 收 到 的 是 mm c 名 e 一 fr rr 四 < 显然 当 第 i 位 
发 生 错误 时 ， 无 论 是 1 变 0 或 0 变 1，c; 都 等 于 1， 在 接收 端 对 进行 检验 ,计算 向 量 


自 一 {ss S21y"* 3 5s} 


?|=H| |, 和 (20.8-8) 
# 山 做 症候 向 量 ， 由 于 它 是 7 维 的 ,一 般 说 来 ,总 共 可 能 出 现 2 个 不 同 的 症候 向 量 ， 因 为 
我 们 规定 信号 源 发 出 的 一 切 信号 都 满足 He 一 0, 因此 症候 向 量 不 是 0 向 量 , 就 一 定 发 生 
了 错误 。 
因为 发 出 的 码 组 ec =r 一 e 二 rde, 帮 Hr = He 一 *， 这 就 是 说 症候 向 量 完 全 取 
决 于 错 码 e。 应 注意 ，Hr 一 0 这 个 条 件 并 不 能 保证 + 一 ce， 即 不 能 保证 收 到 的 码 组 中 没 
有 出 现 过 错误 ,这 是 由 于 没有 排除 e 恰 丛 与 没有 发 出 的 某 一 有 效 码 组 相同 的 情况 . 
既然 码 组 长 度 为 4, 每 一 位 都 可 能 发 生 错 误 , 错 码 e 共有 2” 种 .按照 等 式 
Pe 一 2， (20.8-9 ) 
可 以 将 所 有 的 2* 种 不 同 的 e 分 为 2 个 等 价 类 ， 每 一 类 对 应 一 种 症候 向 量 4 既然 = 一 
十 +， 若 4 之 +, 那么 在 e 和 8 之 间 当 然 没 有 一 对 一 的 关系 。 确切 地 说 ,能 够 使 某 一 症 
候 向 量 出 现 的 错 码 e 平 均 有 2" = 2+ 种 。 然 而 接收 端 最 终 必须 回答 , 究竟 信号 源 发 出 的 
ee et 1 好 从 包括 接收 到 的 > 在 内 的 那个 等 价 类 中 
选 一 个 。 当 作 信 号 源 发 出 来 的 真 码 。 这 种 选择 的 方法 应 该 从 另外 的 角度 去 考虑 ， 需 要 引 
ww 
任 一 长 度 为 a 的 码 组 中 1 的 个 数 称 为 该 码 组 的 权重 ， 记 为 w， 设 由 于 噪音 干 抗 而 使 
真 码 的 某 一 位 发 生 错误 的 概率 为 p， 应 该 认为 p < 1。 如 果 各 位 出 错 概率 是 相互 独立 的 
(不 考虑 突 发 性 成 串 出 错 的 情况 )、 则 出 现 ; 位 错误 的 概率 pC1) 是 p'(1 一 2)"。 因为 
(1 一 p) 接近 于 1, ! 越 小 pC1) 越 大。 虽然 根据 接收 到 的 信号 > 的 (也 是 e 的 ?症候 向 量 s 
不 可 能 完全 确定 @ 是 什么 ,但 我 们 可 以 认为 在 s 对 应 的 等 价 类 中 可 能 性 最 大 的 是 权重 最 
小 的 那个 错 码 。 于 是 ,在 每 一 个 等 价 类 中 取 权 重 最 小 的 那个 e 当 作 该 类 的 代表 ， 这样 ,一 
切 使 Hr = 0 的 码 组 r 都 被 认为 是 没有 发 生 错误 的 真 码 。 用 er 表示 症候 向 量 ;对 应 的 等 
epi 那么 只 要 接收 端 检 验 时 有 Er 一 s;， 则 可 将 e 一 r@ei 一 "一 ei 当 作 真 
， 一 般 说 来 , 这 种 方法 不 能 保证 纠正 一 切 错误 ， 但 将 大 大 减少 误 码 率 ， 从 而 提高 信号 传 
etang 
那么 如 何 选择 监督 矩阵 太 呢 ? 由 式 (20.8-5) 可 知 , 互 决 定 于 矩阵 KK, 在 1950 年 海 
明 (Hamming) 创造 了 第 一 个 有 纠正 一 位 错误 能 力 的 线性 码 5m, 则 作 海 明码 ， 这 种 码 的 结 
构 是 令 一 2 一 1, 一 5 一 一 2 一 > 一 1 此 时 监督 阵 召 含有 2 一 1 个 完全 不 相同 
的 列 ; 用 四，…… ,有 表示 五 中 前 个 列 向 量 , 则 
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= (Ch, Ah,,: “Ss h,: | “*y hh, ), E, = (Chr, ” "5 A ). 
如 果 在 传输 中 出 现 了 错误 e 一 fc, cc 对 应 的 症候 向 量 一 {44,55} 就 


可 表示 中 
?1 el 
42 ——_ HH 2 wm eh + ash, 十 …… -十 esh, , 《20.8-10) 
sf ol\e, 


e 一 {e 2 ce 是 出 现 的 错 码 。 由 上 式 可 以 看 出 , 矩阵 瑟 的 每 一 列 都 不 相同 ,如 果 
在 长 度 为 ”的 码 组 中 企 何 一 位 ( 仅 此 一 位 ) 发 生 错 误 时 , 例如 “ 一 1， 出 症候 向 量 * 就 是 
吾 的 第 i 个 列 向 量 角 , 好 # 一 有 。 在 限定 只 发 生 一 位 错误 的 情况 下 ,每 一 个 等 价 类 中 只 含 
一 个 错 码 ,只 要 用 监督 阵 对 接收 到 的 r 作用 后 , 即 可 贱 定 错误 发 生 在 哪 一 位 , 对 该 位 进行 
纠 错 后 《将 该 位 模 2 加 1) 即 可 得 到 真 码 ， 又 由 于 # 个 列 呵 量 任 何 两 个 都 是 线性 无 关 的 ， 
所 以 , 如 果 阿 时 发 生 两 位 错误 时 , 症候 向 量 * 不 可 能 为 0 根据 这 个 特征 , 海上 明码 可 以 发 
现 黄 位 错误 ,但 此 时 不 可 能 断定 错误 发 生 在 哪 两 位 上 。 由 此 可 见 海 明码 有 纠 一 位 错 或 发 
现 两 位 错 的 能 力 ， 
海 明 码 的 效率 了 是 
不 2" = fr 


一 侍 一 生 一 “一 -一 1 一 -二 一 20.8-11 
1 2 一 1 2 \ ) 


当 码 组 长 度 = 足够 大 时 效率 将 接近 于 1, 故 海 明 码 是 高 效 码 之 一 。 
现 举例 说 明 长 度 为 7 的 海 明 码 的 构造 。 设 每 个 码 组 的 监督 位 有 3 位，* == 3。 那么 
7z 一 2 一 1 一 7?, 即 整个 码 组 是 7 位 ;信息 码 鼎 7 一 3 一 4 位 ， 选 监督 矩阵 


上 00101100 
statat 。 《20.8-12 ) 
I11i1l1001 
根据 矩阵 结构 , 任 一 码 组 e 一 {ciy c2， cy cfy cs, ce 07} 中 前 4 位 是 信息 码 ,后 3 位 是 监 


督 码 , 而 且 有 线性 关系 式 

55 = Ci 十 cf， 

C= C+ 二 cd， 

cl 二 十 忆 上 
如 果 在 传输 过 程 中 ， 只 有 一 位 码 发 生 错误 。 那 么 经 过 盘 督 阵 作用 后 可 能 出 现 ” 种 症候 向 
量 。 下 面 列 出 错 码 e 和 症候 向 量 8 之 间 的 对 应 关系 : 


宕 20.8-1 
。 e 3 
000 0000000 00010090 
人 1 1 1000000 0000101 
101 G100000 0000010 
D 1 0010000 00000101 


显然 ,只 有 对 仅 错 一 位 的 错 码 和 症候 同 量 才 有 一 一 对 应 的 关系 。 如 果 考 虑 到 多 位 错误 的 
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可 能 性 , 则 s 二 1000} 对 应 16 种 错 码 ,它们 是 : 
0000000 0100101 1000011 1100110 
000111t11 0101010 1001£00 1101001 
0010011 0110110 1010000 i1110101 
9001100 O01t1001 1011111 1111010 
不 难 理解 ， 这 是 16 个 真 码 组 的 全 部 。 当 错 码 @ 与 上 述 16 种 码 重 合 对 都 能 使 监督 条 件 式 
《20.8-5) 成 立 。 如 前 所 述 ,在 这 个 等 价 类 中 我 们 可 以 到 e 一 {0000090} 当 作 代表 ,因为 它 
的 出 现 概率 与 其 它 15 种 错 码 相 比 是 最 大 的 。 为 了 得 到 其 它 等 价 类 的 全 部 错 码 ， 只 须 将 
上 述 16 个 码 组 如 上 ( 模 2 加 法 ) 表 20.8-1 中 的 相应 的 错 码 e 即 可 。 这样 ,每 一 个 等 价 关 中 
含有 !6 种 不 同 的 错 码 ,总 共 分 为 类 ,全 部 错 码 恰恰 为 2 一 16 x 8 种， 最 后 , 按照 出 现 
概率 的 大 小 , 表 20.8-1 中 每 一 个 。 都 是 各 自 等 价 类 的 代表 , 因为 在 同类 中 它 的 权重 最 小 ， 
因而 出 现 概 率 最 大 . 

为 了 设计 能 够 纠正 更 多 位 错误 的 线性 码 ， 在 海 明 码 出 现 《1950 年 ) 后 又 经 过 了 十 年 的 
努力 ,于 1959 一 1960 年 建立 了 一 种 BCH 编码 (Bose_Chaudhuri- Hocquenghem)， 它 能 纠正 
两 位 以 上 的 错误 ,并 建立 了 严格 的 代数 编码 理论 呈 光 1。 具有 纠 错 二 位 能 力 的 BCH 码 出 
现 以 后 , 很 快 就 解决 了 能 纠正 任意 位 错误 的 编码 。 但 是 ，BCH 码 的 结构 比 海 明 码 复杂 得 
多 , 它 的 代数 结构 必须 用 代数 学 中 的 有 限 域 ( 徊 罗 华 域 ) 的 理论 才能 清楚 地 说 明 , 而 在 技术 
上 无 论 是 编码 或 译 码 都 可 以 用 移 们 寄存 器 简便 的 实现 ， 它 和 海 明 码 一 样 宜 于 广泛 采用 . 
关于 具有 更 强 的 纠 错 能 力 的 编码 理论 将 在 下 节 内 讨论 . 


209 纠 错 码 和 多 项 式 代 孝 


首先 我 们 讨论 一 下 纠 错 能 力 与 码 组 结构 的 关系 。 设 有 一 线性 码 , 码 组 长 度 为 ,信息 
位 为 ,监督 位 为 +, 于 是 ”一 和 十 r。 依 前 节 的 讨论 ， 监 督 矩 阵 瑟 是 有 行 * 列 的 长 方 
阵 。 我 们 可 以 把 它 的 每 一 列 看 成 是 一 个 7 维 向 量 ， 并 写成 HH == ( 且 , 丙 ……, 大)， 如 果 
信号 源 发 出 的 真 码 是 C= {cl, ciy cs °° Ce 接收 端 收 到 的 是 r 一 fm， 72 ”> 和 
没有 发 生 传输 错误 时 c 二 r+， 加 果 发 生 了 错误 则 7 = c 名 es, e 明 错 码 ，e 一 {61， ec 
cs), 凡 出 现 错误 的 位 ci 一 1, 否则 ei 一 0， 在 接收 端 经 过 监督 矩阵 对 收 到 的 信号 进行 
变换 后 得 到 .+ 维 的 症候 向 量 s 二 {5 oj 


| ， 一 四 < 和 本 2 :Beh,, (20.9-1) 
式 中 @ 表 示 模 2 加 ， : 
重复 前 节 定 义 , 码 组 e 中 含有 1 的 个 数 称 为 c 的 权重 ， 记 为 dle). 除 掉 每 一 位 都 为 0 ， 
I 具有 最 小 权重 和 的 码 组 叫 作 最 轻 码 组 , 它 的 权重 记 为 do， 
do = min d(e). (20.9-2) 


慨 然 具有 最 小 权重 如 的 码 组 ci 也 是 有 意义 的 真 码 组 ， 它 应 六 满足 监督 条 件 式 (20.8-5). 
不 失 一 般 狂 ,假设 e 的 前 面 do 个 元 不 为 9, 则 应 有 z 
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0 
He 一 Benh, = 0， 
i=1 


这 说 明 ” 个 向 量 由 ,一 1.2……，2 中 有 如 个 是 线性 相关 的 ,而 任何 do 一 1 个 向 量 则 
是 线性 无关 的 。 又 因为 
Hr= HeDHem He, (20.9-3) 
故 错 码 e 中 只 要 异 于 0 的 元 数 少 于 20 一 1, 则 He 声 0, 根据 这 个 特征 就 可 发 现 收 到 的 > 
中 有 错误 .所 以 , 具有 最 小 权重 do 的 线性 编码 至 多 能 发 现 do 一 1 位 同时 出 现 的 错误 . 
设 r 中 发 生 了 : 位 错误 ， 错 码 e 的 诸 元 中 蜡 于 0 的 位 是 c1 ,ei,，***， cu 此 时 症候 
回 量 
站 
?|= h, Bh “° ‘Dh.,. 
颖 然 任何 do 个 向 量 于 都 是 线性 相关 的 ,将 上 式 右 端 补 至 ze 个 后 必 有 
h, Ph, BDA- 曲轴 Dh = (0, 
印 
. 站 OD: Dh, hi “ ‘Dh. . 
所 以 


了 4 
= 一 >) Ph.= > Bh,. (20.9-4) 


万 一 上 二 上 

为 了 准确 地 决定 究竟 是 哪些 位 上 发 生 了 错误 , 我 们 必须 求解 入,; 这 是 很 明显 的 .然而 式 
(20.9-4) 的 右 端 我 们 最 多 只 能 用 置换 的 方法 得 到 加 一: 一 1 个 相互 独立 的 向 量 。 所 以 ， 
为 了 能 解 出 * 个 未 知 向 量 ， 未 知 向 量 的 个 数 必须 不 大 于 这 些 独立 向 量 的 个 数 才 有 可 能 . 
这 就 是 说 ,为 了 能 由 式 (20.9-4) 唯一 地 兢 定 上 个 而 .，# 必须 满足 不 等 式 :所 d 一 :一 1, 即 

do 之 21 十 1. . (20.9~5) 
由 此 可 断言 , 若 某 种 线性 编码 的 最 小 权重 为 do, 它 的 纠 错 能 力 不 可 能 超过 

> 《ao 一 1)， 


总 结 上 述 ,为 了 使 线性 编码 能 发 现 普 位 错误 , 它 的 最 小 权重 se 应 不 小 于 如 十 1; 为 了 
它 能 自动 纠正 t 位 错误 , 最 小 权重 应 不 小 于 2: 十 1。 如 果 要 求 它 能 在 自动 纠正 : 位 错误 
的 同时 太 能 发 现 m 位 错 , 则 要 求 最 小 权重 不 小 于 贡 二 21 十 1. 

由 此 可 知 ， 要 增 大 编码 的 纠 错 能 力 必须 增 大 最 小 权重 do, 权重 小 于 do 的 码 组 应 该 扼 
弃 。 这 样 作 的 结果 是 减少 了 信号 载 久 的 信息 量 ,从 向 付出 了 代价 

具有 纠正 多 个 错误 的 编码 方式 很 多 ， 这 里 不 可 能 一 一 介绍 。 下 面 只 介绍 一 种 有 应 用 
价值 的 ,理论 上 又 成 熟 的 编码 , 即 BCH 码 。 为 此 我 们 必须 先 扎 归 的 提示 一 下 代数 学 中 关 
于 有 限 域 的 基本 理论 ,关于 这 方面 的 详细 论述 可 参阅 本 章 参考 文献 [23]. 

为 了 对 长 度 为 ”的 二 进 制 到 组 进行 各 种 处 理 ， 仅 仅 把 它们 看 成 是 维 线 性 空间 的 向 
量 远 远 不 能 满足 我 们 的 里 求 ， 内 为 在 线性 空间 中 实 岳 上 只 有 网 量 加 法 和 莱 种 数 这 两 种 这 
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. 算 。 即 便 再 引进 内 积 ， 使 这 个 * 维 空 间 变 成 欧 氏 空间 也 不 能 满足 我 们 的 要 求 。 为 了 取得 
更 丰富 的 运算 工具 ,需要 在 不 同 的 码 组 (或 相同 的 ) 之 间 引 进 某 种 乘法 和 除法 运算 ,使 任何 
黄 个 二 进 制 码 组 相 先 或 相 除 以 后 仍 能 得 到 一 个 长 度 为 # 的 二 进 制 码 组 。 这 就 把 全 部 2* 
个 码 组 变 成 一 个 域 。 粗 略 山 说 ,在 2" 个 不 同 码 组 中 引进 加 \ 碱 、 绪 \ 除 (全 0 码 级 除外) 运 
算 , 每 种 运算 的 结果 仍然 是 一 个 # 维 码 组 ， 
我 们 知道 , 由 0 和 1 两 个 数组 成 的 集合 , 按 模 2 加 、 减 (等 价 于 模 2 加 ),、 刁 、 除 四 则 运 
算 构成 一 个 域 , 叫 作 二 元 域 , 记 为 GF(2)， 在 GF(2) 中 的 四 则 运算 是 
.加 法 :; 0@B0 一 0, 0@B1 一 1@80=1, 1@1=0;. 
减法 : 091 二 0 狼 1 = 1 ( 模 2), 181 = 1@B1==0; 
蔷 法 0 xX0 一 0,0Xx1 一 1Xx0 一 0,1X1 一 1; 
除法 : 0 二 1 一 0，1 全 1 一 1， 禁止 0 作 除数 ， (20.9~6) 
一 切 长 度 为 * 的 二 进 制 码 组 的 全 体 记 为 R,, 它 在 二 元 域 上 构成 线 柱 空间 ,因此 就 有 
了 向 量 加 法 5 逐 位 模 2 加 )、 岛 量 减 法 和 和 莱 常 数 等 运算 .为 了 栈 Re 变 成 一 个 域 ， 还 要 定义 
向 量 乘法 和 向 量 除 法 。 设 e 一 {a cz……， cj;， 它 可 以 用 一 个 以 他 R(2) 的 数 为 系数 的 
_ 阶 数 最 高 为 一 工 阶 的 多 项 式 表 示 , 记 为 i 让 
CF) cx cr 二 二 crt 十 Cn。 、 (20.9-7) 
这 种 不 相同 的 多 项 式 共 有 2* 个 ,和 Rs* 中 的 向 量 ( 以 后 称 为 R* 中 的 元 ) 一 一 对 应 。 显 然 ， 
”两 个 阶 数 小 于 * 的 多 项 式 相 加 、 相 碱 和 和 葬 常数 ,结果 和 R* 中 的 运算 完全 对 应 。 因 此 R* 中 
.的 向 量 线性 运算 完全 可 以 由 上 述 多 项 式 的 线性 运算 所 代 埠 ， 
” ”” 首 项 系数 为 1 的 # 阶 多 项 式 M(x) 如 果 除 了 1 和 它 本 身 外 不 含 别 的 因 式 则 叫做 不 可 
. 约 的 ，。 或 者 删 做 贬 约 和 的。 误 .D(x) 为 阶 数 大 于 # 的 多 项 式 ，、M (x) 为 某 一 给 定 的 # 阶 多 
项 式 , 叫 作 模 多 项 式 。 由 代数 学 中 的 多 项 式 除 法 运算 可 知 (区 几时 得 除法 ) 存在 唯一 的 多 
项 式 0(x), 使 D(x) 表示 成 
.D(x) = QCz)M (x) 十 R(x), . (29.9-8) 
式 中 R(x) 为 D(x) 相对 于 M(x) 的 余 式 ， 它 的 阶 数 低 于 M(x)， 现 对 一 切 有 穷 阶 的 多 项 
式 按 M (*) 的 余 式 来 分 类 ,凡是 余 式 相同 的 多 项 式 都 归 为 一 类 , 则 作 网 余 类 。 如 果 两 个 多 
颈 式 Ctwx) 和 了 Ke) 同 余 , 则 记 为 
， C(x) = D(x) ik (ey (20.9-9) 
不 准 证 明 下 面 恒等式 : 着 z : | 
Cx) 一 Dx) modM (xY,. 
CAx) = Dlx) modM (x), 
则 | - 
CW) 4 CE) 一 Ds) + D(x) modM (x), (20.9-10) 
Cx) Cix) = DX) : D(x) modM Cx), . (20.9~11) 
如 果 cts) 和 D(x) 二 者 的 阶 数 都 小 于 M(x) 的 阶 数 , 而 且 C(x)》 = D(x)modM (x), 那么 
必然 有 C(x) 一 D(x)， 这 可 由 式 (20.9~8) 直接 推出 。 
现在 我 们 用 多 项 式 的 同 余 策 法 来 定义 一 切 具 有 式 (20.9~7) 形式 的 阶 数 不 大 于 的 多 
项 式 先 法 。 对 这 样 的 两 个 多 项 式 C(x) 和 D(x) , 乘法 定义 为 
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Cfz] : Dx) = OM (Fx) + RX) = R(X)modM (xz), (20.9-12) 
R(x) 则 是 阶 数 小 于 ”的 多 项 式 , 它 的 系数 按 式 (20,9-7) 的 次 序 排列 后 就 得 到 KR" 中 的 一 
个 同 量 : 

R(X) = rr lr ra} ER", 

剩 下 的 问题 ,也 是 最 重要 的 一 个 问题 站 , 对 给 定 的 +, 能 不 能 找到 一 个 # 阶 多 硕 式 M (x)， 
使 相对 于 它 的 所 有 等 价 类 ( 即 所 有 不 同 的 小 于 z= 阶 的 多 项 式 ) 恰 恰 有 2 个 ? 换言之 , 是否 
对 任何 # 都 存在 一 个 # 阶 多 项 式 , 按 多 项 式 的 同 余 运 算 与 .R* 中 的 向 量 的 对 应 关系 能 生成 
全 部 R* 中 的 2" 个 向 量 ? 答复 是 肯定 的 1 .在 代数 学 中 有 这 样 一 个 定理 : 对 任何 正 鉴 数 = 
都 可 找到 一 个 G F(2) 上 的 一 阶 不 可 约 多 项 式 认 (w), 它 所 生成 的 等 价 类 正好 和 有 有 2” 个 , 即 
生成 全 部 2" 种 不 同 的 阶 数 小 于 *#* 的 多 项 式 。 这 个 定理 的 证 明 可 参看 文献 [16]。 这 样 ,我 
们 就 通过 多 项 式 的 模 M(x) 乘法 定义 了 R* 中 任何 两 个 元 素 的 癌 量 积 ， 

除法 的 定义 比较 复杂 些 ,我 们 必须 从 另外 的 方面 去 引进 。 由 于 有 了 商量 乘法 ,我们 知 
道 对 任何 GF(2)〉 上 的 小 于 = 阶 的 多 项 式 《R* 中 的 向 量 ) C(x》 可 算出 它 的 整数 方才 : 
C1, C3,-…*，Ci,*.，*， 按 照 乘法 的 定义 , 每 个 方 守 C5 都 仍然 是 险 数 小 于 ”的 多 项 式 。 但 
是 ,这 样 的 多 项 式 总 只 有 2" 个 , 所 以 在 C 的 所 有 整数 需 【Cj 中 必然 有 相等 者 , 例如 对 某 
两 个 整数 i 和 7,1 之 f， 有 

Ci= CimodM (x) ,Ci = lmodM (x)., (20.9-13) 
使 C” 一 1modM (x) 的 最 小 整数 普 叫 做 多 项 式 5 的 阶 。 最 然 ; 严 不 可 能 大 于 2” 一 1. 为 
了 定义 多 项 式 C 的 除法 ,只 须 定 义 C 的 逆 0 就 够 了 ,因为 D/C DC 由 式 
《20.9-13) 可 以 推 知 , 如 果 C 的 阶 是 m, 则 定义 
Clea Cm" modM(x), CTI: C0: CeoC: Co C™ = lmodM (x). (20.9-14) 
为 了 书写 简单 ,以 后 一 切 等 式 不 再 往 明 mod M (*)， 

这 样 ， 我 们 通过 多 项 式 的 模 M 运 算 定义 了 长 虚 为 的 一 切 码 组 R" 之 间 的 四 则 运算 ， 
因此 , R" 就 成 为 一 个 域 。 因 为 域 中 所 含 的 元 素 ( 码 组 或 向 量 总 数 ) 是 有 穷 多 个 ,所以 电 有 
穷 域 ， 或 籼 加 罗 华 《Gaiois) 域 并 记 为 GF(2")。 我 们 可 以 将 R* 中 的 网 量 和 阶 数 小 于 
的 GF(2) 上 的 多 项 式 等 同 起 来 ,认为 它们 是 GE(2*) 中 的 同一 个 元 素 ， 

在 有 穷 域 CRF(2*) 中 并 不 是 每 -一 个 元 素 都 有 相同 的 阶 ， 例 如 C(x) 一 1 的 阶 为 1, 当 
# 污 3 了 时 C(x) 一 x 十 1 的 阶 表 定 大 于 2, 等 等 .可 以 证 明 "9, 在 GF(2") 中 一 定 存 在 一 
个 不 可 约 多 项 式 C(x) , 它 的 各 次 方案 生成 GF(2") 中 的 全 部 非 零 元 类, 即 

GF(2") = {0,1,C,C,*., C2}. (20.9-15) 
具有 这 种 性 质 的 不 可 约 多 项 式 称 为 本 原 多 项 式 . 俩 如 , 令 一 3， 取 不 可 约 多 项 式 
M(x) 一 必 十 x+ 十 1 作为 模 , 它 把 一 切 GF(2) 上 的 多 项 式 分 为 8 个 同 余 类 ; 

10}: 0,。 十 x 十 1,"…， 对 应 向 量 {000}; 

{1}: 1， x 十 x,"…"， 对 应 向 量 {0017; 

{x}: x 2 十 1,.…*， 对 应 向 量 4010}; 

fx 十 1 zz 十 1， 必 ,，，*， 对 应 向 量 {011}; 

fx9，z2， 好 十 好 十 xx 十 1 ， 对 应 同 量 {100}; 

1 好 十 1 上: 好 十 1， 妇 十 妇 十 xz， 对 应 风量 1101}; 
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{站 十 x*}; 刀 十 < 有 十 开本 1 ， 对 应 向 最 {1107; 
{ 苇 二 十 1}: 怀古 x 十 1,， x 十 训 ,-…， 对 应 向 量 {111}. 
从 简单 的 计算 得 知 ,，C(*) 一 = 是 一 个 本 原 多 项 式 : 
C (om 呈 z， 对 应 同 量 1010}; 
.C1(x) 一刀 对 应 同 最 {100); 
Cx) 一 x 十 1 mod M (%) ， 对 谋 癌 是 [011}s. 
C7 呈 十 +modM(x)， 对 应 向 量 {110}; 
GW) 一 天 十 和 十 Lmod M(x); 对 应 疝 量 {111};; 
0 于 linod 和 于 (xs)， 对 应 向 量 {101}3 
Cw) 一 4moqdM (x)。 对 应 向 量 《063， 
由 于 本 原 多 项 式 在 有 纠 错 能 力 的 线性 循环 码 系 fp4 半 上 起 要 本 柱 的 人 有 ,3 机 3 


次 以 下 的 一 些 本 原 多 项 式 的 代数 结构 . 
多 项 式 次 数 = g(a) 
四 1 cc 十 到 
1 十 o 十 .Gr 
4 1 十 5 十 坟 
1 
NE 
7 | 二 也 qz 
8 ee 
9 | 十 地 十 中 
10 Le 
1 
12: + 二 oo ， 
13 0 
二 
Fm 
16 十 到 卡 中 十 叶 十 0 1 
17 .4 十 只 十 o 2 
18 十 二 ml , 
19 ort 
+: ee 
21 ro 
22 1 十 6@ 涉 o2 | i; 
23 和 
24 lotataRton i 
25 1 aos . ” 
26 | 1 十 5 十 唉 十 提 十 虽 
De i 
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27 直人 二 oF 
28 1 十 十 os 
23 1 十 对 十 吃 
30 1+ooTrot+o 二 oo 
另 一 个 很 有 用 的 事实 是 ,有 穷 域 GF C2") 中 的 任何 元 素 Ct*) 必 满 足 恒 等 式 
C™”— C= 10. (20,.9-16) 


这 是 因为 GF(2”) 中 的 元 素 最 大 阶 是 2" 一 1， 所 以 对 本 原 多 项 式 C 有 C :一 10, 即 
CC 一 1) ~ 0 如果 C(x) 的 阶 mw 过 2" 一 1， 那么 显然 有 C” 一 C2 一 C 一 
二 1, 此 时 m 必 能 整除 2" 一 1。 事实 上 , 令 Cs 是 GF(2*) 的 某 一 本 原 多 项 式 , C 必 可 表示 
成 C 一 C*, 于 是 
Cr Cimmle Cs. 

既然 2" 一 1 是 Cs 的 阶 ,而 m 是 C 的 阶 ,那么 必 有 Rm = 2 一 1， 即 2* 一 1 能 被 zw 整除 ， 
于 是 CC 一 一 Ct”m 1 由 此 知 式 (20.9-16) 对 任何 GF(2") 中 的 元 素 成 立 。 

.下 烈 两 个 恒等式 很 容易 证 明 , 我 们 只 把 它们 列 出 来 。 设 C1(#) 和 C2(w) 都 是 GF(2") 
中 的 元 素 , 那 公 对 一 切 整 数 m 汪 0, 有 . 

《Ci 十 C2 = CY + CY (20.9-17) 


设 F(x) 是 GF(2) 上 的 任何 多 项 式 , 那 么 对 任意 整数 下 全 0 有 
F(C™) = [FCC)Y, (20.9-18) 


式 中 妃 亚 < 人 是 GF(2") 可 的 任意 元 素 . 
定义 在 G6F(2) 上 的 多 项 式 和 通常 实 系 数 多 项 式 有 很 多 共同 点 。 实 系 数 多 项 式 的 根 
常常 汞 在 实数 城中 ,而 在 复数 域 中 ee 设 
FOX) rr 二 (20.9~19) 
是 任 一 ? 次 多 项 式 ， 式 中 天 是 GR(2) 中 的 数 ， 一 般 讲 ， F(#) 在 GF(2) 中 没有 根 , 但 在 
GF(2*) 中 却 可 能 有 根 。 下 面 再 仔细 讨论 多 项 式 F(w) 王 浪 十 x 十 1。 在 GFQ2) 中 没有 
一 个 数 代 人 = 能 使 F = 0。 但 是， 如 果 人 允许 在 GF(2") 中 讨论 根 的 问题 ， 那 么 它 有 三 个 
根 。 用 GF(2") 中 的 变 元 6 代 规 和 问题 就 变 成 求 Fe 一 中 十 < 十 1 的 根 , 式 中 
% 都 已 有 定义 ,因为 GF(2”) 中 的 任何 元 素 (0 元 素 除 外 ) 之 间 都 有 四 则 和 运算。 容易 验证 ， 
10), vw 一 + 一 (100) 和 % 一 x 十 1 中 (011) 都 是 它 的 根 . 因为 令 M(e) 一 
十 x 和 古 1,， 当 er 了 时 Flm) = 0mdM(Cx); 对 oer, Flo)wm ri 二 * 十 1 一 
0mod M (x*); 最 后 , 令 % 一 + 十 1， 则 . 
| Fim) 一 十 疙 十 x 十 玉 十 二 于 x 十 1 一 0modM (x).， 
和 实数 域 上 的 多 珊 式 一 样 。 一 阶 多 项 式 总 是 不 可 约 的 任何 # 阶 多 项 式 都 可 唯一 地 
分 解 为 不 可 约 因子 的 积 。 设 a 二 om 是 F(e) 的 根 , 用 6 一 om 去除 F(s)， 由 除法 规则 得 
Fo) 一 (xc 一 ol)9(c) + Rle), 
R(o) 的 阶 数 应 小 于 = 一 mi 于 是 Re) 是 节 数 . 代 人 上 由 后 ，F(eb 一 丸 王 0， 由 此 
可 知 ,着 Flom) 一 0， 则 (ke 一 en 是 Fe) 的 不 可 约 因子 。 同样 可 失 知 ,。 阶 多 项 式 最 多 
只 有 *# 个 根 。 根 据 恒等式 (20.9~16) 又 有 
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2 有 一 1 


oz 一 1 一 [人 一 Ci)， (20.9-20 
EL 


C, 是 GF(2") 中 的 本 原 多 项 式 ， 

这 样 一 来 , 我 们 就 可 以 把 任何 GF(2) 上 的 多 项 式 F(x) 中 的 x 代 人 ee GF(2"), 从 
而 使 它 成 为 GF(2) 的 扩展 域 中 变量 的 多 项 式 F(e)， 如 前 所 述 , 把 GF(2) 中 的 仅 有 的 两 
个 数 写成 4 维 向 量 形式 0 一 {00:……00}, 1 一 {000.…001}, 那么 有 GF(2)CGF(2")， 
即 前 者 是 后 者 的 子 域 。 下面 我 们 将 用 a, p,… 等 表示 GF(2") 中 的 元 素 。 

设 wm 是 GF(2*) 中 的 任何 非 零 元 , 以 为 其 零点 ( 根 ) 的 最 低 次 多 项 式 Fo,(e) 称 为 
c, 的 最 小 多 项 式 。 因 为 _RF.(z) 的 系数 属于 GF(2)， 它 的 非 零 项 的 系数 都 是 1。 根据 多 
项 式 的 除法 规则 不 难 理解 ,这 种 最 小 多 项 式 对 给 定 的 a; 将 是 唯一 的 .如果 % 又 是 另外 一 
个 多 项 式 P(e) 的 根 ,那么 Kec) 必 能 为 最 小 多 项 式 Fi(z) 所 整除 . 设 {ms mw,………, eyr-t} 
是 GF(2") 的 全 部 非 零 元 ,每 一 个 元 对 应 自己 的 最 小 多 项 式 F(x)， 这 此 多项式 中 肯定 有 
相同 的 ,去 掉 重复 的 , 式 (20.9-16) 自然 可 改写 为 


il H F(a), (20.9-21) 


这 说 明 er! 一 1 是 扩展 域 GF(2") 中 一 切 非 雪 元 的 最 小 多 项 式 的 最 小 公 恒 式 。 
20.10 具有 多 位 纠 错 能 力 的 循环 编码 


设 在 某 一 种 编码 中 , 码 组 长 度 是 >, 其 中 信息 码 有 天 位 , 览 督 码 有 ?和 位 ,，n 环 十 7+， 
再 改 述 一 下 前 面 引进 的 定义 : 一 切 满 足 监督 条 件 式 《20.8-5) 的 码 组 电线 性 码 组 ,如果 ec 
和 c; 都 是 码 组 , 则 ce 久 e; 也 是 一 个 码 组 。 条 件 式 《20.8-5) 是 一 个 码 组 成 为 线性 码 组 的 充 
要 条 件 ， 有 虽然 这 种 不 同 的 码 组 总 数 最 多 可 能 达 2* 个 , 即 和 有 穷 域 GF(2") 中 的 元 数 相等 ， 
但 是 通常 我 们 只 取 其 中 的 一 部 分 作为 有 用 的 码 组 ， 当 芯 太 时 有 用 码 组 的 总 数 不 超过 
2; 如 果 要 求 具 有 较 强 的 纠 错 能 力 ,必须 进一步 减少 有 用 的 码 组 数 , 在 六 种 中 再 挑选 出 一 
批 上 共有 特定 性 能 的 线性 玛 组 ， 每 一 个 线性 码 组 构成 丸 " 中 的 线性 子 空间 ， 纪 错 能 力 越 强 
的 码 组 所 占 子 空间 的 维 数 越 低 ， 例如, 长度 ( 字 长 ) 为 31 位 的 线性 码 组 ,如 果 只 奢求 有 一 
位 纠 错 能 力 ( 海 明码 ), 只 须 有 5 位 监督 位 ,因而 信息 码 可 长 达 26 位 ,编码 效率 是 26/31; 如 
果 要 求 它 具 有 2 位 纠 错 能 力 , 则 要 求 有 1 位 监督 码 , 因此 就 只 能 有 21 位 信息 码 , 篇 码 效 
率 是 21/31; 具有 .6 位 纠 错 能 力 的 线性 码 组 只 可 能 有 6 位 信息 码 ,编码 效率 只 有 6/ 31; 如 
果 进 一 步 提高 它 的 纠 错 能 力 ， 例 如 要 求 它 同时 能 纠正 8 位 以 上 的 错误 ， 编 码 效率 就 只 有 
1/31 了 。 可见 , 线性 码 组 的 纠 错 能 力 是 有 限 的 .. 本 节 将 介绍 一 种 具有 2 位 以 上 纠 错 能 力 
的 循环 码 , 则 做 BCH 码 . 
如 果 在 一 个 线性 码 组 中 挑 出 一 部 分 ,要 求 上 共有 下 述 特点 : 一 个 码 组 em 和 {a1, ca 
cs} 经 过 任何 次 数 的 循环 移 位 后 仍然 是 一 个 有 用 码 组 、 具 有 这 种 特点 的 编码 叫做 循环 
码 . 为 了 下 面 叙述 方便 , 并 具体 地 与 编码 、 译 码 电 路 相 结 合 , 我 们 按 下 列 方式 定义 码 组 的 


-多 项 式 : 
CG) 到 co-lin 十 cass" 了 十 :十 cs 十 06s (20.10-1) 
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式 中 6 是 ce 的 第 i 十 1 位 的 值 ，c 到 {eri cv cl co}。， 多项式 的 变 元 恩 : 代 x 是 
为 了 表示 * 的 物理 意义 是 移 位 运算 , 以 便 与 第 17.8 节 中 的 符号 一 致 起 来 . 
首先 我 们 注意 到 ,如 果 .C(s) 是 一 个 有 用 码 组 ,那么 
CO) ct ?十 cows" 十 -十 cor {20.10-2) 
对 ?一 工 的 余 式 也 一 定 是 一 个 码 组 。 这 是 因为 . 
SC 一 cai 一 1 十 ca 十 十 co 十 cs-l 
对 s* 一 1 的 余 式 恰恰 是 
RG) = ceo- 十 cns" 十 -十 cos 十 crt， (20.10-3) 
它 对 应 码 组 e 的 一 次 循环 移 位 ,依循 环 码 的 定义 ,得 到 的 新 码 组 el 二 {cs-3, C6-3s* co 
ce-l} 也 必 是 一 个 有 用 的 码 组 . 
用 G(s) 表示 所 有 循环 码 组 中 次 数 最 低 的 多 项 式 ， 它 本 身 当然 也 是 一 个 码 组 。 假设 
它 的 多 项 式 次 数 (5 的 最 高 睾 次 ) 是 wm, 那么 任何 一 个 码 组 C(s) 可 崔 一 表达 成 
C5) we ACSIGC) + RCO), (20,10-4) 
式 中 余 式 RG) 的 次 数 小 于 m; 4(s) 是 :的 多 项 式 ,只 要 它 的 最 杭 次 数 小 于 2 一 1 一， 
A(s)G(s) 也 是 一 个 码 组 、 由 于 码 组 是 线性 的 ,所 以 R(s) 也 应 该 是 码 组 , 这 与 G(s) 是 三 
组 中 究 次 最 低 的 多 项 式 的 假定 相 矛 秆 。 所 以 应该 有 Rs) 一 0。 即 


Cs) mm ACSIG(s). (20.10-5) 
只 要 4(s) 的 最 高 方 次 不 大 于 4 一 mw 一 1， 由 式 (20.10~5) 决定 的 CC) 就 是 一 个 有 用 码 
组 ， 
既然 G(s) 的 最 高 填 为 m, 那 么 :"” "G(s) 是 一 个 4 阶 多 项 式 ,可 表示 成 
"mG(s) EP (s+ 十 1) + R(s). (20.10-6) 


弄 前 面 的 讨论 知 RCs) 是 经 ”一 m 次 循环 移 位 后 相对 于 "一 1 的 余 式 , 因而 它 也 是 有 用 
码 组 , 故 RG;) 应 被 G(s) 所 整除 .由 此 可 断言 ，G() 必 能 整除 ?一 1， 于 是 G(s) 是 整 
个 循环 码 的 生成 多 项 式 , 所 有 码 组 都 是 由 G(s) 的 各 次 循环 移 位 的 线性 组 合生 成 的 , 它 的 
次 数 给 恰 等 于 码 组 中 监督 否 的 位 数 ， 即 等 于 *, mm … + 二 一 万 , 友 是 信息 码 的 位 数 ， 由 
上 述 讨论 可 知 , 如 果 G(s) 是 GFC2") 中 任意 ”> 阶 多 项 式 , 它 必 能 生成 一 个 循环 码 组 ， 码 
组 的 生成 矩阵 为 a Xt 阶 长 方 阵 ; 


gr 0，0 
Cua—l 本 - 癌 -< tl 
el go a:: a | 《20.10-7) 
站 和 50 : 
式 中 (has fk-2y。 3 co} 是 k 位 信息 码 ， 二 {cois Cn—23”" “3 co} 是 编 成 的 循环 码 组 。 


上 式 可 写成 等 价 的 多 项 式 相 采 : 
C(O = GNC Cl ey Te: + et to 
GCG) gs tg + 二 gt po) ei 二- 二 cs 二 co {20.10-8) 
反之 ,任何 长 度 为 ,信息 码 码 位 数 为 的 循环 码 都 是 由 某 一 + 阶 多 项 式 生 成 的 。 因 此 ， 
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线性 循环 码 的 生成 多 项 式 G(s) 和 生成 矩阵 是 一 一 对 应 的 ， 
设 H(s) 是 和 阶 多 项 式 , 如 果 它 和 G(s) 的 积 为 
HG)GG) es" 二 1, (20.10-9) 
那么 多 项 式 H(s) 将 对 应 > x # 阶 监督 矩阵 召 : 


He| 0 人 00 (20.10-10) 


0 00 人 有， 丙 
要 
HOG) = ht 十 十 有 :十 加. 《20.10-11 ) 
因为 , 俯 式 (20.10-8), 对 任何 循环 码 组 C(s) 都 有 
下 (CO = HOIGEC)IC (CS) ma (5 — I)C(s) =n 0 mod(sr — 1), (20.10-12) 
玫 用 矩阵 表示 的 对 码 组 的 监督 条 件 是 
He = 0. 
由 于 H(s) 也 能 整除 ”一 1, 它 也 是 一 个 循环 码 的 生成 多 项 式 , 因此 它 记 生成 的 循环 
码 组 串 做 由 式 (20.10-7) 生成 的 循环 码 组 的 对 偶 码 组 ， 
现 举 例 说 明 循 环 码 组 的 结构 、 设 有 一 码 组 长 度 为 zx 一 7, 信息 码 丰 壹 3, 监督 码 * 一 
4 位 ， 任 到 一 能 整除 7 十 1 的 rw 4 次 的 多 项 式 G(s) = + 十 沪 十 十 1， 作为 菠 环 码 
的 生成 多 项 式 。 于 是 生成 矩阵 为 


:100., 


118 
11i1 
G=! 011 


101 
glie 
“ 001 
三 位 信息 码 e 一 《{c2, ct co} 共有 七 种 , 按 式 《20.10-7) 由 7 了 种 非 零 信息 码 生 成 的 7 个 循 
环 码 组 列 于 表 20.10-1 中 另外, 按 多 项 式 乘 积 对 ”十 1 的 余 式 求 出 码 组 的 多 项 式 
C(s) = GC(s mod(s + 1) 
也 列 人 表 中 。 从 表 中 可 以 看 出 7 种 不 同 的 非 零 码 组 都 是 由 不 同 的 移 位 得 到 的 。 同 时 可 看 
出 它 确 实 是 一 个 线性 码 组 :任何 两 个 码 组 逐 位 模 2 相 加 后 仍然 是 一 个 码 组 。 此 外 从 表 中 
还 可 看 到 , 每 一 个 码 组 的 权重 都 是 4， 
稍 环 码 总 可 以 用 多 项 式 的 乘法 和 除法 去 进行 编码 并 对 错 码 监督 ， 用 多 项 式 除 法 去 实 
现 译 码 ,还 可 以 用 多 项 式 的 运算 去 发 现 错误 和 纠正 错误 ,从 第 17.8 节 知 , 多 项 式 运 算 都 可 
以 用 带 有 反馈 的 移 位 寄存 器 来 实现 .所 以 循环 码 的 疙 码 、 译 码 和 纠 错 的 技术 实现 都 比较 
简单 ,这 是 它 被 广泛 采用 的 原因 之 一 . 
′ 前 面 讲 过 , 具有 多 位 纠 错 能 力 的 , 技术 上 容易 实现 的 线性 码 组 中 ，BCH 码 是 -一 个 代 
表 , 在 1959 一 1960 年 出 现 以 后 迅速 获得 了 广泛 的 应 用 ，BCH 三 是 一 种 线性 循环 码 。 它 
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表 20.10-1 


Ce)= + ++ 1 mod(ls + 1) 


O011101 


00f st 十 疙 十 下 十 0++1 

D10 0D111010 2 十 中 十 9 十 入 十 + 

011 D100111 中 十 0 小 0 十 天 十 十 1 
100 1110100 5 十 于 十 漠 十 和 十 六 

101 1101001 了 8 十 5 十 十 十 D 十 0 十 1 
上 1 日 1001110 中 十 0 十 0 十 于 十 车 十 5 十 0 
111 1010011 0+f 十 0 二 0+s: 土 1 


的 生成 多 项 式 是 按 下 列 规则 构造 的 ， 设 码 组 长 度 为 », 在 加 罗 华 域 GF(2"*) 中 取 某 一 多 
项 式 &, 任 取 正 浆 数 4, #5 之 4 之 2 设 GIG3)、，Gx() Gil) 分 别 是 6， 
a ”的 最 小 多 项 式 ( 见 前 节 末 )。 定 义 多 项 式 G(s) 为 诸 最 小 多 项 式 Gi(s) 的 最 小 公 倍 式 
G(s) 一 Eo es Gs) ,7 , Goa}. (20.10-13) 
根据 前 面 的 讨论 ,每 一 个 ei, i 一 1，2,.… ,4 一 1， 都 能 整除 :* 十 1 = ”一 1, 因而 它 
们 的 最 小 多 项 式 能 整除 它 , 由 式 (20. 10-13) 定义 的 G(s) 也 能 整除 它 , 所 以 GLs) 是 某 一 
线性 循环 码 的 生成 和 多项式. 
任何 码 组 中 异 于 6 的 位 数 叫 做 该 码 组 的 权重 ， 成 性 码 中 任何 两 个 不 同 三 组 的 逐 位 差 
《等 价 于 逐 位 模 2 和 ) 也 是 一 个 码 组 , 它 的 权重 称 为 该 两 码 组 之 间 的 距离 。 不 难 理解 , 某 种 
编码 中 的 最 小 距离 对 应 某 一 码 组 的 最 小 权重 ， 可 以 证 明 , 由 式 〈20.10-13) 定义 的 G(s) 
生成 的 循环 码 中 最 小 距离 鞋 少 为 2, 换言之 ,不 存在 权重 小 于 4 的 码 组 ， 为 证 明 这 一 点 ， 
假定 有 一 个 码 组 ce 一 fei， cr cj 中 有 4 一 1 位 可 以 不 等 于 40， 其 它 位 都 是 0， 
例如 cr, cc， co， 的 值 可 流 为 1 也 可 蓉 是 0。 我 们 现在 证 明 , 为 了 使 e 成 为 出 G(s) 
生成 的 码 组 , 这 4 一 1 位 也 必须 都 是 0， 也 就 是 说 不 等 于 0 的 位 数 小 于 # 的 ,长 度 为 sa 的 
数列 不 可 能 是 循环 码 中 的 一 个 码 组 。 我 们 用 反 证 法 ， 先 假定 具有 上 述 特 性 的 数列 是 一 个 
码 组 , 它 的 多 项 式 是 


二 一 】 


CG) 二 cs 十 cos 下 十-… 十 cf 十 co 二 > CD (20.10-14) 
既然 它 是 一 个 码 组 ,C(s) 必 能 为 G(s) 整除 , 即 能 为 每 一 个 ai, 一 1, 2 ,3 一 1， 的 
最 小 多 项 式 整 除 , 这 意味 着 每 一 个 oi 都 是 C(s) 的 根 。 子 是 


d—1 
ce 一 0 一 2 一 1 (20.10-15) 


is1 


令 a 三 加 0 二 41， 上 式 变 成 代数 方程 组 : 


qr 全 92x2 十 十 qz-tze-1 0， 
airl 十 bx 十， 十 -rs 0， 
eslx) 十 lx 十 vee 十 CT1Xx yi 3 0, (20.10-16) 


假设 a 和 < si :1 1， 行列 式 ( 范 储 莹 行列 式 ) 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 www. fineprint, com. cn 


842 第 二 十 但 入 号 与 信息 


21 G2 Ua Ug-—1 

a 2 | 

8 2 好 3 三 # 一 1 a 0 
gs-! a4-1 qd! ad-! 


所 以 代数 方程 组 《20.10-16》 有 了 唯一 解 x 一 x 于 Tat1 于， 更 ne 
0 cy_, 一 0。 这 证 明 , 如 果 c 是 一 个 循环 码 组 , 它 的 权重 就 不 能 小 于 4. 

根据 前 节 的 讨论 , 最 小 权重 为 4 的 编码 , 最 多 能 纠正 (4 一 1)/2 位 错误 ， 下 面 介 
绍 一 种 纠 错 计算 方法 . 设 CG) = cos" 十 "十 cy 十 co 是 信号 源 发 出 的 码 组 ， 
ROG) 7 十 +62 十 十 7s 十 to 是 信号 接收 剖 收 到 的 数列 多 项 式 . 传输 过 
程 中 发 生 的 错误 是 E(3) 一 cs 十 :十 es 十 00 BC) 车 ROD) 一 C(s) = R(S) 十 
Cs), 由 o 辐 7 一 co 一 0 1 2 一， 我 们 定义 用 以 判断 错 码 的 症候 元 为 

si= Ego) = Ra) — Clo), i™w1, 2 4 一 1， 


因为 mi 是 CCG) 的 根 ,所 以 有 

9 Elai) = R(o'), 1 = 1,2,..*,d—1, (20.10-17) 
现 假定 在 传输 过 程 中 发 生 了 ! 位 错误 ,i 专 (4 一 1)/2， 它 们 是 第 pi, py,……, pi 位 ,于 是 
4 一 1 个 症 收 元 就 是 

4 一》 ep, 1 一 1 2 2 一 1， 《20 10-18》 


更 引 进 更 方便 的 记号 , 对 凡 有 错误 的 位 上 令 ep 一 1; 再 令 ofi 一 4 为 错 码 位 置 ， ;7 一 1， 
2,.'", 1 于 是 式 (20.10-18) 可 改写 为 
ee /一 1.2 4 一 二 (20.10-19) 


要 注意 ,这 里 无 论 是 4; 或 ;都 是 GF(2”) 中 的 元 ， 

在 信号 接收 端 ， 译 码 器 可 以 根据 收 到 的 数列 多 项 式 R(s), 按 式 《20.10-17) 计算 出 
4 一 1 个 症候 元 s,, 于 是 方程 组 (20.10~19) 的 左 端 是 已 知 的 , 纠 错 译 码 蕉 的 枉 务 是 从 该 方 
程 组 中 解 出 错 码 位 置 w;, 然后 按 此 纠正 Rs) 的 错误 系数 的 值 。 所 以 ,关键 问题 是 求解 方 
程 组 (20.10-19)、 从 第 20.8 节 的 讨论 可 知 , 每 一 个 症候 元 s; 对 应 很 多 错 码 , 这 些 错 码 都 
属于 同一 等 价 类 ， 因 此， 方程 组 (20.10~-19) 不 可 能 有 唯一 解 . 译 码 器 的 任务 不 是 求 出 
#4 对 应 的 所 有 可 能 的 错 码 位 置 #;， 它 的 任务 是 求 出 si 对 应 的 等 价 类 中 ! 为 最 小 的 那 一 种 
错误 ,也 就 是 发 生 错 误 和 概率 最 大 的 那 一 种 ， 

在 式 (20.10~18) 中 i, 令 = 1，2,，……,4 一 1,d,*"*， 可 得 到 一 个 无 穷 序 刚 (5, 9 
13's 549"“*}，。 现 定义 雹 穷 级 数 

sz) 二 了 十 2 十 5322 寸 (20.10~20 小 

上 式 内 由 式 (20.10-19) 定义 ,x 是 一 个 变量 ,例如 类 似 离散 数列 的 拉 普 拉 斯 变换 那样 . 
不 难 检查 , 按 GF(2”) 中 的 加 法 ,无 穷 级 数 


l1+as+t net+ .= 2 


1 + we > 
把 式 (20.10-19) 和 代入 (20.10-20) 并 利用 式 (29.10-21) 可 得 


(20,10-21) 
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(yz) 一 > > xj 一 > u; > Wiz’ = > 人 (20.10-22) 
j=1 His 


髓 定义 多 项 式 
ofzs) = II (1 十 xs) 一 1 十 myz 士 .十 oo (20.10-23) 
它 与 式 (20.10-22) 相 乘 后 , 有 
fs)sfs) 一 > Wj 1 (1 + wpg) = ws) (20.10-24) 


观察 上 式 可 看 出 e(z) 的 最 高 方 军 是 /一 1, 根据 比较 系数 法 ， 在 上 式 左 映 的 乘积 中 ， 当 
i 守 1 时 , x! 的 系数 均 为 零 ， 央 此 ,至 少 能 够 得 到 2 一 i 个 线性 方程 式 : 
$1 十 ITib-1 十 …' 十 It 0 
5 十 aol 十 十 ol 一 0， 
4d-] 十 gifd-2 十， We 0 (20.10-25) 
只 要 能 解 出 1 个 未 知 量 Ui 72 "ss oy C20. i023) 就 能 求 出 错 码 位 置 21，2zs * z 
wm， 因为 每 一 个 sz 都 是 olx) 的 根 ， 和 
总 结 上 述 , 纠 错 译 码 器 的 工作 可 归纳 为 下 列 四 个 步骤 : 
(1) 根据 收 到 ] 的 信号 R{s) 按 式 (20. 10~17) 算出 症候 元 S19 S29 9 Hale 
(2) 由 式 (20.10-25) 求 出 olz)， 
(3) 求 出 olz) 的 棚 . 
《4) ”纠正 错位 上 的 错 人 码 值 . 
这 四 个 步骤 中 ,第 一 步 用 数字 电路 去 实现 是 很 容易 的 .为 此 将 式 (20.10-17) 改写 成 下 
列 形式 : 
$= Ra) 一 by ee 二 Cp 


了 二 0 


(20.10-26) 
假设 信号 是 串 行 楼 收 的 ,首位 是 1,-1， 接 收 到 第 一 位 后 , +。 经 过 累加 器 , 送 至 彝 法 器 ,和 针 
以 ai, 将 积 送 回 到 累加 器 .第 二 位 +。- 到 来 后 与 第 一 次 积 在 累加 器 中 相 加 ， 再 送出 乘 以 
of, 等 等 , 一 直 进 行 到 最 后 一 位 ” 到 来 再 相 加 ， 便 得 到 s;，。 这 个 循环 运算 示 十 图 20.10-1 
中 。 只 要 注意 到 ,, 从 累加 器 送出 的 是 GF(2") 中 的 元 , oe' 当然 也 是 GF(2*) 中 的 元 , 它们 


都 可 以 用 长 度 为 ”的 二 进 制 数码 来 表示 。 乘法 也 是 按 GF(2") 定义 的 乘法 相当 于 以 
M (5) 为 模 的 多 项 式 乘法 , 它 可 以 用 带 有 反馈 的 移 位 寄存 器 来 完成 ( 见 第 17.8 节 )， 
在 第 二 步 中 ,为 了 求 日 c( 缮 的 各 系数 ,通常 把 方程 组 (20.10-25) 写成 下 列 形式 
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SR 1 一 1 t Ok? 十 -…- 十 T4139 (20.10-27) 
k=0,1,2,..,dm ll. 


图 加 .10-2 


这 个 递 推 关系 式 可 以 用 图 20.10-2 来 表示 ，s 一 si 是 1 一 1 级 (组 ) 移 位 害 存 器 中 在 开始 
时 置 人 的 /一 1 个 症候 元 ， 和 如 果 诸 oi 选择 得 合适 ， 当 移 位 寄存 器 向 右 移 动 4 一 } 次 后 右 
端 应 恰好 输出 前 面 算出 的 4 一 1 个 症候 元 列 {56_1， so-2，…-, 坟 ,， 4}。 应 注意 ,因为 5 是 
GF(2") 中 的 元 ， 所 以 每 一 级 寄存 器 都 由 个 并 联 的 触发 器 组 成 ， 注 有 0; 的 圆圈 表示 
GF(2") 中 的 霖 法 器 。 对 应 两 个 多 项 式 的 模 M(s) 相 葬 ,符号 储 表 示 多 项 式 逐 项 模 2 加 ， 
即 两 个 # 位 数码 逐 位 模 2 加 .利用 图 中 反馈 寄存 器 的 原理 , 别 尔 坎 帕 (Berlekamp) 于 1967 
年 提出 了 一 种 求 wm 的 迭代 和 逼 近 法 5, 后 来 又 于 1968 年 被 改进 am, 根据 这 种 方法 , 对 任何 
一 组 4 一 1 个 症候 元 可 求 出 一 种 最 短 的 移 位 寄存 器 , 使 方程 组 (20.10-25) 成 立 . 

纠 错 码 器 的 第 三 个 工作 是 求 clz) 的 根 , 以 确定 错 码 位 置 。 假 设 式 〈20.10-23) 中 的 
ol 0 or 已 经 求 出 ,那么 第 和 位 码 出 现 错误 的 标志 z 一 恢 ! 一 co 是 olx) 的 根 ， 如 


果 发 生 错 误 的 位 数 不 大 于 一 那么 第 位 错 码 将 导致 


1 + pe 一 0. (20.10-28) 
记 ck = gat ， 则 
oR Oo—1)= oc -Dio (go tei gh eat, (20.10-29) 
于 是 , 第 不 位 发 生 错误 的 标志 式 (20.10~28) 可 改写 为 
1 十 S oh) 0. (20.10-30) 


由 于 码 组 长 度 为 ns 接收 信号 re Ls Fam23"*"y ro} 的 多 项 式 是 R(;s) II 十 
road x i 最 高 位 Ts=l 发 生 错 误 的 标志 是 


i 
1 十 vie "d= 0. 


依 式 (20.10-13), 每 一 个 a! 都 是 ”十 1 的 根 , 即 gw 一 1 对 任何 守成 立 ， 故 上 式 变 为 
l + 2) oio: = 0, (20.10-31) 


zl 
其 
tn oOo 1) goa, i 1,2,..*, 1 . | 《20.10-32 ) 
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朗 然 va; 是 已 知 的 ,因此 条 件 式 《20.10~31) 对 不 一 ?一 1 很 容易 检查 ， 然 后 检查 = 一 2 
位 是 否 出 错 。 按 递 推 关 系 式 〈20.10-29)， 由 ails 一 1) 求 oiln 一 2) 只 需 狗 以 ws 就 能 得 
到 《一 za 一 2 的 错 码 条 件 ， 以 此 类 推 , 令 & 从 2 一 工 减 小 到 0, 就 可 查 芒 所 有 位 的 错误 与 
蔡 ， 这 种 发 现 错 码 的 方法 可 以 简单 地 用 移 位 寄存 器 和 蜡 或 门 实现 ,如 图 20.10-3 所 示 . 
中 方块 表示 移 位 寄存 器 ， 第 一 节拍 把 fm 一 1) 置 于 各 寄存 器 中 , 即 令 二 4 一 1， 此 时 


Hl 


图 20.10-3 


ct = 1 表示 该 位 接收 码 有 错 ， 应 纪 正 《i 变 0,0 变 1)。 第 二 节拍 中 , 把 寄存 器 所 存 内 容 
Vi(# 一 1) 送出 与 wf 相 姜 (用 反馈 移 位 寄存 如实 现 , 见 第 17.8 节 ), 乘积 再 返回 害 郴 器 ,再 
判别 输出 e。-3 的 值 ，ewwz 一 1 表示 第 4 一 2 位 出 错 ， 应 立即 纠正 ，es-2 一 0 表示 此 位 无 
错 。 以 此 类 推 ,x 个 市 拍 后 , 即 把 码 组 中 每 一 位 都 查 遍 ， 这 个 方法 是 1964 年 提出 来 的 "9 ， 
它 可 以 全 部 用 移 位 寄存 器 和 蜡 或 门 来 实现 ， 

因此 ，BCH 码 是 一 种 具有 很 强 纠 错 能 力 , 而 且 能 方便 地 用 基本 数字 电路 实现 纠 错 译 
码 的 编码 方法 ， 
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mk 


工程 控制 论 的 基本 理 沦 和 方法 能 不 能 应 用 到 更 大 的 范围 和 更 广 的 领域 > 能 不 能 应 用 
到 社会 经 济 过 程 即 物质 财富 的 生产 和 消费 过 程 中 去 ?能 不 能 用 以 去 控制 某 些 社会 现象 ,如 
社会 生活 ,人 口 增长 等 等 ?这 个 问题 曾经 引起 不 少 争论 ,尤其 在 五 十 年 代 初 期 ,这 个 争论 兽 
经 是 很 激烈 的 .有 些 人 曾 认为 用 控制 论 的 方法 去 研究 和 控制 社会 现象 不 但 是 不 可 能 的 ,而 
且 是 不 应 该 的 ,甚至 把 控制 论 本身 也 当 作 “ 伪 科 学 ”加 以 批判 . 近 二 于 年 来 的 客观 实际 , 控 
制 论 的 广泛 应 用 所 取得 的 巨大 成 就 ,大 量 应 用 计算 机 所 收 到 的 效 凡 ,已 经 完全 人 答 定 了 这 些 
形而上学 的 非常 有 害 的 错误 观 总 ， 现 在 ,这 种 争论 基本 上 没有 了 。 控 制 论 的 理 沦 和 方法 
己 被 大 量 地 应 用 到 经 济 管理 ,能 源 管理 ,生产 和 消费 的 自动 化 管理 ,交通 运输 自动 化 调度 ， 
银行 业务 ,人 事 档案 ,新 闻 和 情报 资料 的 自动 化 管理 等 等 方面 ,在 这 些 领域 里 成 十 倍 、 成 百 
倍 地 提高 了 管理 工作 的 效率 和 劳动 生产 率 ， 不断 地 改变 着 社会 的 生产 方式 和 影响 着 社会 
的 生活 方式 另 一 方面 ,这 些 领域 又 对 工程 控制 论 提 供 了 新 的 内 容 ,提出 了 新 的 理论 课题 
和 提供 了 更 多 的 实践 经 验 ， 

恩格斯 曾经 说 过 : 人 离开 疾 义 的 动物 愈 远 ,就 愈 是 有 意识 的 自己 创造 自己 的 历史 ,不 
能 预见 的 作用 ,不 能 控制 的 力量 对 这 一 历史 的 作用 就 愈 小 ,历史 的 结果 和 预定 的 目的 就 钝 
加 符合 ， 然 而 只 有 一 种 能 够 有 计划 的 生产 和 分 配 的 自沉 的 社会 生产 组 织 ， 才 能 在 社会 关 
系 方面 把 人 从 其 余 的 动物 中 提升 出 来 ，…… 历史 的 发 展 使 这 种 社会 生产 组 织 日 益 成 为 必 
要 ， 也 日 益 成 为 可 能 . 一 个 新 的 历史 时 期 将 从 这 种 社会 组 织 开 始 ， 在 这 个 新 的 历史 时 期 
中 ,人 位 自身 以 及 他 们 的 活动 的 一 切 方面 ,包括 肌 然 科学 在 记 ,都 将 突 潘 进 ,使 已 往 的 一 
切 都 大 大 的 相形 见 绀 ”, 我 们 现在 正 处 在 这 样 的 时 期 , 在 社会 主义 的 条 件 下 ,新 的 科学 技 
术 成 就 将 会 迅速 地 应 用 到 社会 生活 的 各 个 领域 , 对 提高 劳动 生产 率 , 加 速 工农 业 的 发 展 ， 
改善 人 民生 活 , 淮 动 整个 社会 的 发 展 都 会 有 猴 极 的 作用 ， 

美国 科学 家 维 钠 三 十 年 前 在 他 的 “控制 论 ” 书 中 曾 指 出 控制 论 的 方法 有 可 能 用 到 生物 
学 系统 ， 但 他 怀疑 能 用 到 对 某 些 社会 规模 的 过 程 的 研究 和 控制 方面 去 外。 五 年 后 ， 他 在 
“控制 论 和 社会 "一 书 中 不 仅 改变 了 这 一 看 法 ,甚至 认为 这 种 可 能 性 已 经 出 现 ”. 

按照 辩证 唯物 主义 的 基本 观点 ,世界 上 一 切 事物 的 发 生 、 发 展 和 灭亡 都 是 一 种 物质 的 
运动 过 程 。 狭义 的 工程 控制 论 是 研究 电 的 、 机 械 的 和 其 它 物 理 过 程 的 运动 和 如 何 对 运动 
过 程 进行 控 钥 的 。 同样， 在 其 它 领 域 里 ， 如 经 济 发 展 , 人 口 发 展 ,社会 现象 以 至 心理 学 现 
象 . 人 类 的 思维 等 等 ,无 一 不 是 物质 运动 的 客观 过 程 或 这 种 运动 过 程 的 反映 ， 确 站 实 实地 
把 各 种 更 象 都 君 成 是 某 种 运动 过 程 ,这 就 是 我 们 研究 问题 的 基本 出 发 点 ， 

一 切 经 济 过 程 ,社会 过 程 , 生 物 过 程 \ 心 理 过 程 以 及 思维 过 程 都 是 可 以 认识 的 ,可 以 措 
述 的 .观测 、 辩 识 ,数据 采集 和 集约 等 等 都 是 认识 客观 过 程 的 基本 方法 ,这 已 是 为 数 百 年 来 
的 客观 实践 所 证 明了 的 事实 , 不 必 多 说 ， 然 而 , 具体 地 ,定量 地 描述 各 种 现象 的 运动 过 程 
盐 是 现代 科学 技术 的 重要 特点 ， 特 别 是 成 为 工程 控制 论 能 和 够 应 用 到 狭义 的 工程 技术 以 外 
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的 其 它 领域 的 基础 、 随 着 科学 技术 的 发 展 , 人 们 能 够 定量 措 述 的 现象 愈 来 愈 多 ,入 且 对 完 
全 不 同性 质 的 过 程 的 定量 描述 方法 有 人 惊人 的 相似 性 、 功 能 模拟 和 定量 模拟 是 工程 控制 论 
中 最 有 成 效 的 定量 描述 过 程 的 方法 。 为 了 分 析 、 预 报 和 控制 任何 过 程 的 发 展 ,需要 建立 数 
学 模型 ,这 个 模型 应 该 能 定量 地 描述 过 程 的 局 部 或 全 部 主要 特征 。 列 宁 说 过 ,自然界 的 统 
一 性 表现 在 用 以 指 述 各 不 同 领域 中 各 种 现象 的 微分 方程 式 的 惊人 的 相似 人 性。 因此， 同一 - 
类 模型 既 可 描述 物理 运动 ， 又 可 以 描述 经 济 过 程 和 社会 过 程 。 这 是 从 工程 控制 论 能 够 发 
展 到 经 济 控制 论 , 社 会 控制 论 ,生物 控制 论 的 内 在 原因 . 

世界 上 各 种 过 程 的 发 展 ,很 多 是 可 以 由 人 来 控制 的 ,至 少 可 以 在 不 同 程度 上 对 发 展 的 
趋势 和 进程 施加 影响 。 在 充分 了 解 了 过 程 的 运动 规律 以 后 ， 即 建立 了 比较 准确 的 数学 模 
型 以 后 ， 就 可 以 应 用 类 似 于 工程 控制 论 中 的 系统 设计 办 法 去 寻找 和 确定 能 达到 预期 目的 
的 控制 方案 ， 当 然 , 各 个 领域 中 的 过 程 有 它 自 己 的 特点 , 例如 本 章 介绍 的 关于 多 级 控制 、 
子 系统 的 划分 ,分 散 控制 和 多 指标 控制 等 等 都 从 不 同 角 度 反 映 了 某 些 大 系统 的 特点 ， 

”上面 只 讲 到 了 问题 的 一 方面 , 即 共性 方面 ， 为 了 实现 对 大 系统 的 自动 化 管理 和 控制 ， 

还 必须 具备 技术 条 件 或 者 罗技 术 基础 、 从 五 十 年 代 到 现在 的 将 近 三 十 年 中 ， 息 动 化 技术 
有 了 飞速 的 发 展 ， 大 大 地 超出 了 当时 所 能 想到 的 程度 ， 这 里 特别 要 强调 的 是 计算 机 技术 
的 产生 和 发 展 、 它 为 控制 论 的 轧 想 和 方法 进入 经 济 、 社 会 科学 领域 提供 了 坚实 的 物质 基 
础 ， 加 忆 一 下 这 个 发 展 过 程 就 会 看 到 ,控制 论 的 产生 ,发 展 和 进入 其 它 领域 在 很 大 程度 上 
是 依 束 于 技术 科学 本 身 的 进步 。 五 十 年 代 以 前 自动 化 的 楷模 是 伺服 灿 构 和 其 它 自动 跟踪 
或 自动 调节 系统 .五 十 年 代 出 现 了 用 计算 机 自动 控制 的 数控 机 床 ,现在 已 经 大 量 地 在 生产 
线 上 工作 ;六 十 年 代 人 们 掌 提 了 计算 机 辅助 设计 和 可 变 程 序 计算 机 辅助 加 工 技术 ,使 生产 
过 程 自 动 化 的 程度 大 大 向 前 近 进 了 一 步 , 劳动 生产 率 提高 了 数 十 倍 3 六 十 年 代 末 , 用 计算 
机 控制 的 有 六 个 自由 度 的 工业 机 器 人 《Robor) 开始 投入 使 用 ,使 电焊 ,表面 涂 复 , 组 件 装 
配 , 产品 检验 , 装 料 印 料 等 等 许多 生产 过 程 实现 了 自动 化 ， 现 在 ,正在 设计 全 部 用 计算 机 
控制 和 操作 的 生产 厂 , 作 十 个 人 的 工作 小 组 即 可 代替 750 人 的 劳动 "9。 另 一 方面 ,从 1956 
年 到 1963 年 为 计算 机 研制 出 了 大 存 贮 容量 的 磁盘 和 可 更 换 磁 副 组 以 后 ,计算 机 的 中 间 存 
这 能 力 达到 几 十 亿 个 字 , 可 以 存 进 和 快速 取出 巨大 批量 的 文件 和 数据 资源 ， 于 是 ,实现 了 
情报 资料 自动 化 管理 , 大 型 仓库 的 自动 管理 , 整个 部 门 的 人 事 档案 自动 化 管理 , 甚至 地 区 
银行 业务 的 自动 化 管理 等 等 ， 1965 年 发 明 集成 电路 以 后 , 随 着 集成 度 的 迅速 提高 , 计算 
机 的 运算 速度 也 从 每 秒 几 十 万 次 逐步 提高 到 每 秒 数 百 万 次 , 数 千 万 次 ,甚至 已 超过 每 秒 1 
亿 次 ,这 样 的 计算 机 能 够 实时 地 处 理 大 批量 数据 ,给 实时 控制 复杂 的 物理 过 程 提供 了 物质 
条 件 。 后 来 ， 人 们 又 把 分 散在 不 同 地 区 ， 其 至 相距 数 千 公里 的 计算 机 用 通信 线路 联结 起 
来 ,构成 计算 机 嘲 络 ,网 络 中 的 每 一 台 计 算 机 (用 户 ) 都 可 以 分 享 并 随时 调 弄 其它 计 算 机 中 
存 贮 的 情报 资料 和 数据 资源 。 这 样 ， 就 可 能 用 计算 机 网 络 去 管理 和 控制 更 大 的 系统 和 更 
快 的 物理 过 程 。 例 如 ,全 国 各 类 产品 的 日 产量 统计 和 管理 自动 化 ,市 场 供销 情况 精密 统计 
和 物资 (商品 ) 的 调度 管理 ， 宇 宙 飞 行 器 的 全 球 上 跟踪 ,监视 ,遥测 数据 自动 化 处 理 和 连续 控 
制 等 等 。 所 有 此 类 能 够 在 大 范围 内 采集 数据 , 处 理 数据 , 分 析 铺 况 , 从 而 进行 指挥 管理 和 
控制 的 系统 ,人 们 现在 统称 为 大 系统 ， 

我 们 看 到 ， 所 谓 大 系统 的 出 现 是 与 计算 技术 的 飞速 发 展 联系 在 一 起 的 、 当 计算 宙 大 
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量 应 用 以 前 ,大 系统 这 个 概念 已 经 存在 了 很 长 时 间 , 然 而 ,能 够 对 大 系统 进行 实时 的 \ 不 亲 
断 的 \ 自 动 化 的 监视 和 控制 则 只 有 计算 技术 发 展 到 一 定 程 魔 才 有 可 能 . 

现在 ,世界 上 世 经 有 很 多 的 相当 复杂 的 大 系统 ,在 计算 机 或 计算 机 网 络 的 控制 下 有 成 
效 地 工作 了 多 年 ,人 们 已 经 积案 了 相当 多 的 实践 经 验 和 知识 .然而 ,作为 大 系统 的 专 | j 理 
论 , 研 究 的 还 很 不 够 。 尽 管 近 十 年 来 有 很 多 和 人 在 致力 于 研究 这 一 问题 ,至今 还 不 能 说 这 种 
系统 的 理论 已 经 建立 . 关于 什么 是 大 系统 的 理论 ,现在 还 有 不 少 的 争论 ， 但 是 ,可 以 肯定 
地 说 ,工程 控制 论 的 理论 和 方法 已 经 被 应 用 到 大 系统 中 去 ,而 且 取 得 了 一 定 的 成 就 。 针 对 
大 系统 的 特点 去 建立 新 的 理论 的 努力 也 许 不 久 就 能 够 成 功 ， 

本 章 的 目的 自然 不 是 去 介绍 尚 不 完全 存在 的 大 系统 理论 而 是 讨论 大 系统 的 主要 特 
点 ,进而 举例 说 明 工 程控 制 论 的 理论 和 方法 在 大 系统 中 运用 的 可 能 性。 同时 ， i 
几 个 上 典 漠 理论 问题 去 说 明 大 系统 中 有 待 研究 的 一 些 课题 . 

大 系统 是 系统 工程 的 一 个 组 成 部 分 。 正 如 在 文献 [2] 中 指出 的 那样 ,系统 工程 还 要 用 
到 “事理 ”学 的 理论 ,如 规划 论 、 大 系统 理论 ,运筹 学 、 博 奖 论 , 决 策 论 、 排 队 论 等 等 。 而 大 系 
统 的 理论 和 实践 则 是 研究 和 解决 系统 工程 中 关于 事物 发 展 过 程 的 定量 描述 、 模 拟 、 预 测 和 
控制 的 那 一 部 分 问题 ,包括 定 态 和 动态 过 程控 制 在 内 ， 我 们 深信 ,这 种 大 致 的 区 分 不 仅 为 
本 章 的 叙述 确定 了 范围 ， 而 且 对 澄清 至 今 仍 然 含 混 不 清 的 专题 划分 范围 也 大 有 好 处 ， 因 
为 从 纷 颖 的 浸 谈 过 波 到 明确 的 命题 是 发 展 任何 一 人 专门 理论 的 先决 条 件 。 


21.2 大 系统 的 特征 


在 大 系统 一般 的 系统 之 间 和 沉 很 准 划 出 一 条 严格 的 界线 通常 把 下 列 间 题 列 人 大 
系统 的 范围 而 加 以 研究 "9; 

(1) 大 电力 网 : 对 各 地 区 ,企业 的 电力 消费 和 负载 特 性 ， 各 发 电厂 的 机 组 负荷 ,线路 
特性 等 实时 的 汇集 数据 ,分 析 情 况 ,从 而 进行 实时 的 指挥 调度 ， 

《2) 大 的 交通 运输 网 的 自动 化 管理 和 调度 : 在 分 析 实 时 数据 的 基础 上 达到 高 效率 
低 消 耗 , 特 别 是 对 同类 资源 (多 供应 点 ) 实 行 多 用 户 之 间 的 合理 调配 . 

(3) 工业 区 和 六 城市 郊区 的 公路 罚 上 的 交通 信号 管制 ， 地 下 铁道 检票 系统 ， 入 
度 的 实时 分 析 和 车 辆 调度 . 

(4) ”全国 或 地 区 性 的 商品 供销 最 的 实时 监督 和 分 类 调度 . 

(5) ”银行 业务 管理 货币 的 发 放 和 回答 ,储蓄 业务 的 存 取 自动 化 管理 . 

(6) 大 企业 和 部 门 的 人 事 自 荔 化 管理 ， 包 括 人 事 档 案 管理 自动 化 ,职工 每 日 出 勤 记 
录 和 总 出 勤 率 的 自动 化 统计 分 析 等 . | 

(7) 大 的 计算 机 网 络 管理 :点 对 点 之 间 的 数据 资产 调度 和 传输 . 

(8) 复杂 的 生产 过 程 的 自动 化 管理 和 控制 ， 如 炼油 厂 ， 炼 怕 和 轧钢 |， 化 用 三 等 . 

《9) 生态 系统 和 环境 污染 的 分 析 , 管 理 和 控制 

《10) 动物 的 神经 系统 ， 

(11) 人口 的 发 展 计划 和 控制 ,人 口 长 期 预报 ， 

(12) 空间 飞行 器 的 发 射 , 女 踪 和 指挥 控制 ;复杂 的 武器 系统 等 等 ， 
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以 上 这 些 不 同类 型 的 实际 问题 , 多 数 是 大 范围 内 的 问题 , 即 从 地 理 上 看 , 需要 从 各 地 
区 ,各 部 门 采集 数据 ,经 加 工 处 理 后 ,由 某 些 级 别 的 机 关 ( 控 制 中 心 ) 进 行 分 析 和 作出 决定 ， 
然后 返回 到 这 些 地 区 和 部 门 去 执行 (反馈 )。 但 是 , 地 理 上 的 分 布 不 是 大 系统 的 决定 性 的 
特征 。 例 如 一 个 复杂 的 战略 防御 系统 外 的 战术 单位 ， 用 数 台 大 型 计算 机 联合 控制 预警 雷 
达 , 精密 相 控 阵 雷 达 , 导弹 发 射 和 引导 , 模拟 训练 等 等 。 这 样 的 系统 具有 多 级 控制 结构 的 
特点 , 它 实时 控制 六 个 子 系统 .软件 指令 有 735,000 条 , 它 有 六 个 支援 子 系统 ,含有 软件 指 
令 580.004 条 ,还 有 六 方面 的 调试 维护 系 绕 , 含 软件 指令 330,000 条 .整个 系统 的 深 制 \ 支 
援 、 维 护 使 用 都 用 计算 机 实现 了 自动 化 ， 整 个 系统 的 软件 规模 超过 200 万 条 指令 、 这 样 
一 个 设备 多 ,任务 过 程 复杂 的 单一 的 战术 单位 出 具有 大 系统 的 特点 . 

从 工程 控制 论 的 观点 去 研究 大 系统 的 特点 ,可 以 概括 为 三 点 ， 信 息 的 采集 和 处 理 , 系 
统 的 多 级 结构 模型 和 集中 与 分 散 的 控制 方式 .下 面 分 别 讨论 这 三 个 共 福 间 题 . 

首先 ， 一 个 大 系统 通常 要 有 能 力 连续 采集 、 存 贮 和 处 理 大 批量 、 多 来 源 的 各 类 数据 . 
系统 越 大 ,数据 来 源 就 越 多 。 例 如 ,一 个 经 济 管理 系统 应 该 能 接受 地 区 ,工厂 ,矿山 ,仓库 ， 
物资 运输 等 方面 的 实时 数 泥 报 告 ,必要 时 能 调用 主要 企业 的 全 部 生产 过 程 的 情况 和 数据 . 
信息 的 来 源 也 是 各 式 各 样 的 ,有 的 是 来 自 直接 安装 在 生产 线 上 的 传感器 和 测量 装置 $ 有 的 
是 经 过 汇集 和 压缩 了 的 表 报 ;有 的 可 能 是 描述 性 的 文字 情况 报告 等 等 .如 果 在 一 个 普通 的 
控制 系统 中 ， 信 息 的 传输 只 需要 少量 的 单一 讯 道 ， 那 么 在 大 系统 中 则 往往 需要 一 整套 通 
讯 网 络 。 另 一 方面 ,不 是 所 有 的 数据 都 是 同等 重要 的 ,因而 大 系统 应 该 有 数据 分 类 和 重要 
和 信息 抽 到 的 功能 ， 各 类 数据 由 于 来 源 不 同和 传输 过 程 ( 讯 道 ) 的 不 同 而 含有 了 噪音 甚至 不 可 
避免 的 错误 ,所 以 大 系统 的 数据 处 理 设备 还 应 具备 信息 准 识 和 滤波 处 理 的 功能 、 总 之 , 具 
有 信息 采集 ,辨识 分类、 存 贮 \ 传 输 和 抽取 等 功能 是 大 系统 的 一 个 显著 特点 。 这 种 功能 是 
由 通讯 网 络 和 计算 机 网 络 来 实现 的 . 

大 系统 的 第 二 个 特点 是 它 的 多 级 结构 模型 ， 无 论 是 经 济 管理 系统 或 交通 运输 网 的 调 
谋 指 挥 等 , 由 十 所 属 基层 单位 太 多 , 这 些 基层 单位 的 任务 、 产 品 、 组 织 结构 又 千差万别 , 它 
们 所 提供 的 情报 数据 性 质 也 不 同 ， 完 全 由 一 个 控制 中 心 实行 集中 控制 往往 是 不 可 能 的 . 
整个 社会 经 济 发 展 的 历史 也 形成 了 多 级 管理 的 传统 结构 ， 离 基层 单位 近 的 上 面 的 层次 或 
级 别 蚌 该 单位 的 直接 控制 中 心 ， 只 管理 或 控制 素 属于 它 的 一 批 基 层 单位 的 过 程 并 同时 采 
集 数据 ;再 上 一 级 可 能 是 负责 协调 各 地 区 或 各 类 企业 之 间 的 相互 关系 ;最 上 一 级 负责 制定 
总 任务 计划 和 总 指标 。 任 何 上 面 一 级 都 有 可 能 从 所 属 基层 或 所 属 各 级 控制 中 心 手 取 数据 
或 向 它们 发 出 信号 .这 种 多 级 结构 的 原理 示 于 图 21.2-1 中 。 显然， 变量 的 数 是 很 多 〈 受 
控 量 和 各 种 控制 量 或 指令 ) 是 大 系统 的 标志 之 一 实际 上 ， 多 级 结构 〈 也 有 人 也 多 层 结 
构 59) 和 多 变量 总 是 紧密 地 联 在 一 起 ， 只 有 在 变量 非常 多 的 条 件 下 才能 有 真正 的 多 级 结 
构 ， 在 自然 界 中 的 长 期 进化 过 程 中 ,自然 形成 的 生物 神经 系统 是 多 变量 多 级 结构 的 一 种 
典型 2、 准 椎 动物 的 神经 系统 是 由 高 级 中 枢 一 一 大 脑 皮 层 控 制 的 ,而 低级 中 枢 一 一 养 通 在 
受 高 级 中 枢 控制 的 同时 又 能 分 别 控制 (通过 颈 \ 胸 、 腰 、 佣 、 尾 等 神经 节 ) 人 体 各 部 分 ， 再 向 
下 还 有 更 细 的 划分 ， 所 以 ， 多 级 控制 和 多 变量 的 结构 形式 反映 了 客观 存在 着 的 一 些 大 系 


1) ”参看 第 十 七 章 参 考 文 献 [13]， 
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轩 21.2-1 
统 的 真实 特点 . 
从 结构 观点 来 描述 , 偿 可 以 指出 一 类 系统 , 它 的 多 层次 结构 不 是 建筑 在 制定 和 执行 命 
令 的 关系 上 ,而 是 每 一 级 都 在 某 种 程度 上 受 上 一 级 所 协调 或 调节 ， 也 就 是 说 ,各 级 之 间 的 
关系 可 能 是 很 松散 的 ， 甚 至 还 存在 某 些 不 确定 性 。 这 一 类 可 以 叫 作 多 级 协调 系统 ， 如 图 
21.2~2 所 示 。 这 样 的 大 系统 可 看 成 是 由 很 多 小 系统 联合 起 来 的 ,一 方面 ,每 一 个 小 系 绕 能 


人 一 一 me de me Ver ma mr mr war were we 


多 对 象 或 多 过 程 


TY io we ee ee re ee eh er ee we < 


be 
| ， | 
输出 | 输出 | 输出 
2 
独立 工作 , 另 一 方面 , 它 又 受到 相 邻 过 程 和 协调 级 的 影响 与 制约 , 这 反映 了 某 些 大 系统 的 


动态 结构 特 操 ， 

大 系统 的 第 三 个 , 也 是 最 重要 的 一 个 特点 , 是 控制 ,反馈 等 过 程 模型 的 复杂 性 。 构 成 
大 系统 的 基本 单位 中 的 过 程 是 各 式 各 样 的 ,有 的 往往 不 是 一 种 简单 的 力学 运动 ,电磁 运动 
等 ， 例 如 , 一 个 商店 对 某 一 种 日 用 商品 的 销售 过 程 , 就 不 能 用 基 一 微分 方程 的 解 来 描述 ， 
倒 更 象 一 个 随机 过 程 。 用 什么 数学 形式 来 定量 描述 大 系统 诸 变量 的 变化 规律 是 研究 大 系 
统 中 最 困难 的 一 件 事 , 昌 做 过 程 模型 化 ， 为 了 较 确 切 地 反 碳 客观 过 程 的 定量 性 质 ,不 得 不 
采用 各 种 数学 工具 ， 常 微分 方程 \ 偏 微分 方程 ,代数 方程 ,逻辑 代数 方程 、 随 机 过 程 等 等 : 
有 时 还 酸 借助 于 计算 机 的 高 级 对 话语 言 作文 字 攻 描述 。 然 而， 在 多 数 情 名 下 久 们 总 希望 
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能 找到 一 种 工具 ,至少 从 统计 意义 上 能 够 预报 过 程 的 发 展 . 

过 程 模型 可 分 为 外 模型 和 内 模型 两 种 ， 外 模型 是 指 用 统计 的 方法 找到 某 些 变量 与 控 
制作 用 之 间 的 统计 意义 上 的 定量 关系 ,而 不 是 去 研究 它 的 内 部 的 精确 结构 。 相 反 ,精细 地 
去 分 析 大 系统 的 每 一 组 成 部 分 的 动态 和 静态 模型 ,然后 把 这 些 模型 联 立 起 来 ,用 状态 空间 
的 概念 和 方法 去 描述 整个 系统 ,这 样 得 到 的 状态 方程 组 叫 作 系统 的 内 模型 ,或 者 叫 作 内 描 
述 . 一般 来 讲 , 内 模型 比 外 模型 精密 些 。 但 是 ,对 有 些 过 程 要 得 到 它 的 精确 的 内 模型 是 不 
可 能 的 .这 时 只 好 满足 于 易 上 得 到 的 外 模型 了 . 

在 大 系统 的 动态 模型 中 ,控制 作用 往往 不 是 发 自 单一 的 控制 中 心 ,而 是 有 很 多 个 节点 
能 发 出 控制 或 调节 信号 ,这 叫做 控制 作用 的 分 散 性 .小 型 计算 机 的 大 量 采 用 ,特别 是 微型 
机 的 出 现 和 推广 ,分 散 榨 制 方式 将 逐步 成 为 大 系统 的 主要 工作 方式 ， 所 谓 分 散 控制 ,主要 
的 是 指 每 一 个 控制 节点 不 能 同时 得 到 全 系统 各 个 环节 上 的 状态 信息 ， 而 只 能 根据 该 节点 
所 能 够 得 到 的 局 部 信息 和 上 一 级 的 协调 信息 来 形成 控制 信号 ， 这 就 可 能 出 现 一 种 常见 的 
总 体 和 局 部 的 矛盾 : 某 一 种 控制 作用 对 一 个 局 部 是 好 的 。 而 从 全 局 来 看 可 能 是 不 好 的 其 
至 是 不 能 允许 的 、 如 果 没 有 正确 的 全 局 性 协调 ,例如 对 图 21.2-2 中 所 示 的 系统 ,无 论 每 一 
级 的 控制 如 何 好 , 全 局 性 能 可 能 是 很 不 好 的 , 甚 鞋 有 可 能 不 稳定 。 于 是 , 大 系统 中 的 分 散 
控制 给 系统 设计 带 来 了 新 的 问题 。 有 人 针对 这 种 控制 的 分 散 性 提出 了 一 些 新 的 理论 ， 以 
后 几 节 中 我 们 将 作 较 详细 的 介绍 . 

下 面 我 们 光 介 绍 几 个 具有 代表 性 的 例子 ,通过 这 些 例子 ， 将 会 看 到 大 系统 的 这 此 基本 
特征 和 研究 问题 的 方法 . 
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世界 人 口 的 迅速 增长 ,已 引起 各 国人 民 的 严重 注意 .只 要 指出 下 列 数 字 , 就 足以 使 人 
们 相信 研究 人 口 控 制 问题 的 迫切 性 。，1830 年 全 世界 人 口 总 数 约 为 10 亿 , 1930 年 左右 为 
20 亿 , 1960 年 左右 为 30 忆 , 而 1977 年 已 达 40 亿 ， 人 类 在 地 球 上 生存 了 几 万 年 到 1830 
年 才 繁殖 了 10 亿 人 口 ,而 从 10 亿 增加 到 28 记 花 了 100 年 时 间 , 第 三 个 10 亿 却 只 闭 了 30 
年 ,而 第 四 个 10 亿 仅 费 了 17 年 。 如 果 以 这 样 越 来 越 快 的 速度 发 展 下 去 ,人 类 很 快 就 会 感 
到 地 球 太 小 而 无 处 容 身 了 .中 国 的 人 口 疝 题 也 同样 引起 了 全 国人 民 的 重视 .各 级 政府 都 在 
努力 控制 人 口 的 增长 ,以 使 我 国人 口 最 终 能 稳定 在 一 个 适当 的 范围 内 ,让 子孙 后 代 能 够 幸 
福地 生活 .然而 人 口 过 程 是 一 个 很 慢 的 过 程 , 它 的 “时 间 常 数 ” 等 于 几 十 年 ， 
有 计划 地 过 渡 到 某 一 理想 状态 ， 须 经 过 上 百年 甚至 150 年 以 上 的 努力 才能 达到 目标 ， 
就 要 求 我 们 精确 研究 人 口 发 展 过 程 的 特点 ， 7 二 全 科学 家 们 大 疯 ， 人 口 过 和 人 
和 控制 是 控制 论 科 学 中 的 典型 命题 之 一 。 

过 去 人 们 常 把 人 口 问题 看 成 县 属于 纯 社 会 科学 范 散 内 的 一 门 科学 ， 从 而 把 人 口 学 限 
制 在 定性 找 述 范围 内 ,把 它 看 作 政 治理 论 研究 的 对 象 ， 本 世纪 以 来 ,尤其 是 第 二 次 世界 大 
战 以 后 ， 定 量 人 口 学 的 研究 得 到 了 迅速 的 发 展 ， 大 多 数 大 口 学 家 逐步 认识 到 ， 在 一 个 比 
较 安定 的 社会 中 (国家 、 省 ,市 或 地 区 ), 人 巳 发 展 过 程 是 一 个 真正 的 动态 过 程 , 能 况 用 微 
分 方程 或 差分 方程 加 以 准确 地 措 述 ， 与 一 般 物 理 过 程 不 同 的 是 、 人 口 发 展 过 程 作 为 客观 
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存在 的 一 种 动态 过 程 的 辣 时 , 它 的 确 又 是 一 种 真正 的 社会 现象 ,因而 它 又 属于 社会 科学 的 
江上 畴 。 从 这 个 意义 上 说 ,人 口 发 展 过 程 具有 明显 的 二 重 性 . 几 十 年 的 科学 研究 卖 颇 表明 ， 
人 口 间 题 的 研究 既是 社会 科学 的 研究 对 象 ， 同 时 也 已 经 成 为 自然 科学 的 重要 研究 领域 之 
一 。 在 这 里 ,自然 科学 和 社会 科学 的 结合 能 显示 出 下 大 的 力量 ,能 够 把 人 口 学 的 研究 建立 
在 严 道 的 自然 科学 基础 之 上 ,成 为 定量 的 科学 

在 现代 社会 中 。 人 口 同 题 的 研究 具有 紧迫 的 现实 意义 .对 我 国 这 一 问题 正在 引起 全 
国人 民 的 注意 .建立 完整 的 人 口 理论 不 仅 上 共有 学 本 上 的 意 义 ， 同 时 对 我 们 的 社会 主义 建 
设 和 规划 地 是 非常 必要 的 ， 本 节 的 是 的 是 介绍 现代 人 口 定量 理论 的 主要 内 容 ， 而 不 是 讨 
论 纯 属 于 社会 科学 范畴 内 的 命题 , 如 入 口 地 理学 ,人 口 历 史学 , 人 口 经 济 学 等 等 ， 外 国人 
口 学 家 普遍 认为 马尔 萨 斯 〈《Malthus) 是 人 类 历史 上 第 一 个 提出 定量 研究 人 口 发 展 过 程 的 
人 、 实际 上 真正 的 定量 人 口 理论 出 现 于 1945 年 , 见 所 谓 勒 斯 里 离散 模 寺 《Leslie Model)， 
这 种 离散 人 口 发 展 方程 至 今 还 被 广泛 地 应 用 于 人 口 预测 和 人 只 统计 学 中 七 十 年 代 又 出 
现 了 连续 人 口 发展 模 型 中 各 , 它 包 含 了 勒 斯 里 离散 模型 同时 更 便于 对 人 启发 展 过 程 进 

. 行 理 论 分 析 . 

我 们 将 证 明 , 人 只 发 展 过 程 可 以 由 一 个 带 有 正 反馈 的 强 阻尼 闭合 系统 来 描述 ,因而 可 
以 用 控制 论 的 方法 去 研究 人 口 预 测 、 人 口 过 程控 制 等 定量 人 口 学 中 的 中 心 命题 %”* 咏 。 如 
果 把 一 个 社会 的 人 口 全 体 看 成 是 一 个 系统 ,把 人 已 的 年 龄 密度 看 成 是 系统 移 状 态 ,那么 状 
态 的 变化 依赖 于 三 个 主要 因素 : 人 口 的 死亡 ， 再 生产 和 时 间 的 流逝 。 移 民 是 造成 人 口 状 
态 变 化 的 第 四 个 因素 .但 对 于 一 个 比较 封闭 的 社会 ,或 者 对 于 一 个 大 国 ,移民 引起 的 变化 
常常 是 微小 的 ， 所 以 ,至少 对 于 我 们 这 样 的 国家 范围 来 说 这 第 四 个 因素 是 不 足 道 的 . 

令 :表示 时 间 , ” 表示 年 龄 。 定 义 消 数 Fl(r ,1), 表示 * 时 刻 社 会 人 口中 一 切 年 龄 小 
于 rf 的 人 口 总 数 ， 显然，F(0， 蕊 亚 0, 下 是 7 的 递增 育 数 ， 当 社会 人 口 总 数 足 够 大 时 ， 
可 以 假定 F(r, 1?) 是 各 自 变量 的 连续 萎 数 并 且 是 足够 光滑 的 ， 记 m 是 社会 人 吕 中 所 能 活 
到 的 最 大 年 龄 ,那么 有 

Flo, 1) =F(r,, 1) = NGO), (21.3-1) 


NCD 是 :时刻 人 口 总 数 ， 我 们 称 全 他? 全 mp(r，:) 为 上 时 刻 社会 人 口 的 年 部 分 布 窗 
度 ,于 是 

Flr, 站 一 | plp, Dee (21.372) 
记 M(r, 和 DArAr 为 在 年 龄 区 | 间 (r,r 十 Ar) 和 时 间 间 隔 (x, t 十 A1) 内 社会 人 口 死亡 总 
数 , 定 义 


M(lr, 1)Ar _ M(lr, 7) 

plr, Ar plr, 4) we 

为 死亡 率 阴 数 , 即 年 龄 在 (rr 十 Ar) 之 间 在 单位 时 间 内 的 死亡 人 数 和 生存 人 数 的 比值 ， 
在 + 时 刻 处 于 年 龄 间隔 (+,r? 十 Ar) 中 的 人 数 为 plr, 2)Ar，、 过 了 Az 时 间 以 后 , 这 

些 人 一 部 分 生存 到 : 十 Ar 时 刻 , 另 一 部 分 死去 . 注意 到 Ar 和 At 的 增长 速度 是 相同 的 ， 

不 难 推 知 下 列 等 式 成 立 


Pr，1) 一 
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p(r 十 Ar,:+ Art)Ar 一 锥 ry1Ar 呈 一 下 rt)prr)ArAr， 
当 Ar = Ar -> 0 时 ,我 们 得 到 一 个 微分 方程 


Op + OP ly, 1)p. (21.3-4) 
Or Or 


这 是 一 个 一 阶 线性 偏 租 分 方程 式 . 肯 设 当 + = 0 时 社会 初始 入 口 年 龄 密度 为 p+, 0) 一 
m fo(7); 用 pt) 表示 # 寺 刻 人 口 出 生 率 . 风 单位 时 间 内 出 生 的 婴儿 总 数 , 那 么 有 
p(0, 71) = pO), (21.3=5) 
如 果 再 芳 虑 到 移民 对 人 口 年 龄 密度 发 生 的 影响 , 用 f(r+, 7?) 表示 年 龄 为 ”的 移民 率 , 上面 
公式 联合 起 来 就 构成 一 个 完整 的 人 口 发 展 方程 和 相应 的 边界 条 件 ; 


Fe 已 
+t -Pa ur, p+ fr, 1), 
f By 


pl+, 0) = polr), p02) 一 yl), 《21.3-6) 
从 上 式 可 看 出 ， 当 死亡 率 函 数 (+, 4), 移民 率 fr, 1:) 和 初始 条 件 pul+) 为 已 知 时 , 通过 
控制 机 儿 出 生 率 gC?) 即 可 控制 人 口 状态 plr, 六 的 发 展 过 程 . 
上 式 是 带 有 边界 控制 的 开 环 系统 ， 现 在 我 们 再 研究 一 个 观 儿 出 生 率 与 人 口 年 龄 密度 
的 关系 .为 此 引进 女性 比例 函数 Cr, 四 , 即 # 时 刻 社会 中 女性 人 口 占 同龄 人 局 的 比例 . 
那么 全 社会 女性 人 口 的 年 龄 分 布 密度 是 (+, 1)p(r,:)。 表 设 妇 安 的 育龄 区 间 是 [ ,+2]， 
用 ilr, 妨 表示 在 上 时 刻 年 龄 为 > 岁 的 妇女 中 单位 时 间 内 生育 赋 儿 的 比例 ， 于 是 ,上 整个 社 
会 中 新 生 黑 具 的 出 生 率 可 以 表达 为 


pO WA Nr, plr, Idr wn 上 K(r, DICr, 1)plr, 1)dr, (21.3-7) 
这 里 ilr, ) 称 为 妇女 生育 比例 函数 。 为 了 把 上 式 化 成 更 合理 的 形式 , 记 
Pt) 一 [Cr, adr, klr, 2) wr 


BCe) ” 
因而 
I(r, 7) = PDR, #), (21.3-8) 
式 中 h(r, 切 称 为 规范 化 了 的 生育 模式 ,因为 
atr, dr 一 1; (21.3-9) 


而 8() 称 为 妇女 平均 生育 率 ， 现 将 式 (21.3-6) 和 (21.3-7) 联合 起 来 ,并 用 pC(24(r， 4) 
代替 i(+, ), 就 可 得 到 一 个 闭合 的 人 口 系统 发 展 方程 : 


4 Te =—— a(r, p+ 1(r, 7), 
1 Or 


vO = p00, 六 一 PC 人 KCr, Dalrs Dplrs Ddr, 
plr, 0) = polr+), (21.3-10) 
易 知 ， 上 列 第 二 个 等 式 是 对 人 口 系统 的 正 反馈 。 一旦 方 程式 中 的 各 函数 px, f, 8， Kh， 
po 被 确定 以 后 , p(7, 7) 就 叭 一 被 确定 。， 利 用 这 一 点 可 以 解决 人 口 预 测 问题 和 对 人 口 统计 
数据 的 处 理 ， 因 此 , 我 们 称 (21.3-10) 为 人 口 发 展 方程 
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为 了 计算 机 处 理 的 方便 , 还 可 以 将 式 (21.3-10) 离散 化 。 取 年 龄 间隔 为 一 岁 , 时 则 则 
隔 为 一 年 ,定义 


7 十 1 
X(t) = \ plr, tdrs, i = 0,1,2,..",m—1, (21.3-11》 


b(t) = | (rT)ar, (21.3-12) 


xitz) 是 上 时 刻 年 龄 满 : 周岁 但 不 满 i 十 1 岁 的 人 局 总 数 , g(z) 是 + 时 刻 以 前 的 年 度 内 出 
生 的 婴儿 数 ， 如 果 用 pml?) 表示 册 儿 死亡 率 , 则 所 有 生 下 来 的 新 生机 上 儿 能 活 到 + 时 刻 ( 而 
不 满 周岁 ) 的 总 数 为 
ze 一 《1 一 golt))bOD. (21.3-13》 
注意 到 人 口 发 展 方程 中 + 和 上 这 两 个 变量 总 有 dry dz 一 1, 不 难得 到 下 列 近 似 等 式 ， 
plr + Ar;1+ A)— plr, 1) = — ptr, plr, tA + Fr, DAY, 
设 rlr, 1) 是 连续 函数 , 则 有 
| pl, TP ed Se, EE 
式 中 f+ Et{i, i 十 1) 为 菜 一 中 值 . 令 Ar: 一 Ar == 1 年 ,近似 地 可 以 写 
wi) 一 wj Ar = pl7s Ar =) plr, Dar， 
p(t) 表示 以 前 一 年 中 岁 人 口 组 的 年 度 平均 死亡 率 。 用 类 似 的 方法 还 可 以 把 K(r, 六 ， 
hlr ,1), Blz) 都 换 成 年 度 平均 值 ,人 口 发 展 方程 (21.3-10) 就 变 为 一 个 离散 方程 给 ， 
xi 区 1) En {I PEOPETO, fC), 1 = 0， 1 ky 一 
xolt) = (1 一 po0lt)) YO, 
4 = p00) DKA). ”eT 


上 一 六 1 


这 个 方程 组 早 于 1945 年 由 Eesiic 得 到 ,所 以 常 称 为 Leslie 人 口 发 展 模型， 与 式 (21.3-10) 
比较 ,可 清楚 地 看 出 , p(x) 是 以 双 线 性 形式 出 现 的 正 反馈 增益 系数 。 从 式 (21.3-14) 又 可 
以 看 到 , 当 fe) 一 0 时 ， 


ple) = + i=0,1,...,m—1, (21.3-15) 


称 为 前 问 按 龄 死亡 率 ， 这 是 为 了 区 别 在 人 人口 统 计 学 中 常 明 的 另外 两 种 关于 殉 亡 来 的 定 
信 : 


一 Wt) w(t) 
it) rp 2 


ED) = s+) (Re 
3 (xi 十 zlz 十 1)) 
7m?) 称 为 后 向 按 零 死亡 率 ， 而 六 (9 叫做 年 中 按 龄 死亡 率 ， 容易 证 明 三 者 之 问 有 下 列 关 
系 : 


a Wr) ， 
0 i 十 WA 
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Se 


(0 = LTH pe 
sie) 0 te)” Co 2 
1 一 0,1, 2 炉 一 1 
值得 注意 的 是 ,在 离散 型 人 口 发 展 方程 巾 , 毛豆 要 是 前 向 死亡 率 上 (9 而 不 是 其 它 种 定义 


的 309) 或 (2)， 

上 面 已 经 指出 过 , po(7) 或 xx(0) 是 初始 时 区 《年 代 ) 的 人 口 密 度 分 布 ,可 以 根据 人 口 
普查 的 统计 数据 得 到 .。 女性 比例 函数 天 (Cr，2) 或 K(f) 和 生育 模式 从 7, 纪 或 而 (0) 也 可 
以 根据 统计 数据 加 工 而 得 到 .根据 直 界 各 国人 口 统计 资料 以 及 我 国 部 分 地 区 的 资料 可 以 
发 现 ,生育 模式 hr, 4) 或 如 (#) 可 以 相当 稚 确 地 用 天 分 布 国 数 去 有 逼近 : 


HF) r—ri(7) 


mt 2 一 上 


1 2 
ts 一 ritt)) 3 上 荫 之 rilz) 《21.3-18 ) 
eral (2 


0 » fr 
式 中 nit?) 是 年代 社 会 妇女 的 最 小 婚 育 年 龄 , xn(2) 是 某 一 正 数 ( 不 必 为 整数 ), 它 由 生育 
模式 的 峰值 年 龄 raax(z) 决定 。 不 难 算出 放 r, 让 当 上 固定 时 的 航 值 

rax( = 2) + #1) — 2, | (21.3-19) 
只 要 估算 出 上 时刻 的 妇女 生育 年 龄 下 界 rt) 和 峰值 年 龄 rnsx#) 即 可 唯一 确定 h(r, 7). 
离散 方程 中 的 生育 模式 h(x?) 可 以 由 式 (21.3-18) 的 离散 值 算出 ， 典 型 的 plr, 让，F(7， 

有 和 (ri 7 曲线 见 图 21.3-1、 图 21.3-2 是 中 国 1978 年 人 口 年 龄 密度 分 布 曲线 图 plr， 

1978) 


_ 
a 


21.3-1 


对 于 邮 完 象 中 国 这 样 大 国 的 人 口 发 展 情况 ， 可 以 认为 移民 项 怀 r， 六 或 万 (全 所 起 的 
作用 很 小 , 故 可 以 忽略 不 计 。 在 作 人 口 发 展 预测 时 ,只 需 对 方程 式 内 各 种 涵 数 作 合理 的 假 
定 ,就 可 以 用 计算 机 进行 模拟 计算 . 

在 人 口 学 中 引进 很 多 人 口 综合 指数 ， 用 以 形象 地 撕 述 一 个 社会 的 人 口 分 布 情 况 ， 例 
如 社会 人 口 平均 年 龄 4， 
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Flr, 1978) 
《万 } 


3X0 
2X101 


Ix10: 


多 21.3-2 


有 [rplr, 1)dr 
A 一 二 一 一 一 一 
(pCrs Dar 


” 


而 + 年代 新 生 映 儿 的 平均 期 望 寿 命 为 z 
NY ee | ofr, 一 Se (eat Pn +o), (21.3-21) 


社会 人 口 老化 指数 则 定义 为 平均 年 龄 4 和 平均 期 望 寿 命 % 的 比值 


Ba A _77 
(Ce) oe) (21.3-22) 


社会 人 口 纯 再 生产 率 RoCx)《 即 平均 每 个 女性 人 口 所 生育 的 女性 后 代 的 人 数 ) 的 表达 式 为 
Rs) 一 PCDOK(0， 人 | KCr, Dalr, Dplrs tar 


(21.3-20) 


spCJKWCD DKADhDe SD (21.3-23) 


fr 


另外 ,平均 两 代 妇 女 的 平均 间 障 节 ( 即 每 一 个 新 生 女孩 到 她 生育 自己 的 女孩 的 平均 年 龄 为 
TC) 一 EKCD, Kk», 1)h(r, Pg 3 


spCDKeGD > KBD ee， (21.3-24) 
Rol#) i=7| 


还 有 其 它 各 种 人 口 学 中 的 指数 ， 都 可 以 用 人 口 发 展 方程 的 各 种 特 解 构造 相应 的 线性 或 非 
线性 泛 范 来 定义 和 计算 ,上面 几 个 公式 的 证 明 可 参阅 有 关 参 考 文 献 . 

从 控制 论 的 观点 来 着， 一 个 社会 的 人 口 事实 上 构成 一 个 带 有 正 反 馈 的 动力 系统 .为 
了 控制 人 口 的 发 展 ,唯一 的 方法 是 控制 妇女 平均 生育 率 8(:)。 当 然 ,改变 生育 模式 h(x ,1) 
也 能 在 一 定 程度 上 影响 人 口 发 展 的 过 程 。 俩 如 实行 晚婚 晚育 的 人 口 政 策 使 人 +, 1) 的 峰 
值 右 移 可 以 增长 妇女 两 代 间 隔 , 从 而 减 慢 人 口 增长 速度 .但 是 这 样 做 是 有 限度 的 ， 因此， 
从 社会 心理 学 来 看 ,8(z) 是 最 有 效 的 而 且 可 以 被 社会 接受 的 控制 参数 ， 现 在 我 们 首先 研 
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究 系 统 的 稳定 性 问题 ,然后 再 研究 人 口 控制 问题 . 

几 十 年 来 在 人 只 学 界 存 在 着 一 种 猜想 ， 即 对 每 一 个 特定 的 社会 存在 着 一 种 角 限 妇女 
平均 生育 率 , 只 要 实际 的 妇女 平均 生育 率 大 于 这 个 极限 值 , 当 : 趋 于 无 限 大 时 , 社会 人 口 
将 无 限制 的 增长 . 下 面 我 们 将 对 常 系数 人 口 系统 证 明 这 一 事实 呈 . 

设 人 口 发 展 方程 中 的 各 系数 都 不 依赖 于 时 间 1, 忽略 移民 项 后 , 式 (21.3-10) 可 以 改 
写 为 


党 + 这 一 一 Ar)p， rr IE 


plr, 0) bi por ), 

p(0, 1) = p(s) = 中 K(Cr)8Cz)p(ry dr, (21.3-25) 
上 式 内 2 一 10<r<roi 0 <1< 00), 我 们 将 在 一 切 平 方 可 积 的 函数 空间 LXQ) 中 
讨论 上 式 的 解 。 设 gr), pfr), K(r) 和 此 +) 都 是 平方 可 积 的 函数 ,函数 pCr, !) 对 任何 
圈定 的 1, 取信 于 LX0, rn)， 依 迹 定 理 , 我 们 将 要 求 Kr， 人 EHXAQ8)， 以 保证 9p/61， 
Bp/Or 雇 及 pl?, 0) == polr) 者 是 平方 可 积 的 沙 数 ， 在 每 一 时 刻 1, 定义 plr, 1) 的 范 
数 为 

lor ON = (| pr, Der) . 
依 定 义 , 人 口 系统 (21.3-25) 叫做 在 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 是 稳定 的 , 如 果 对 任何 给 定 的 8 > 
0， 总 可 以 找到 8 > 0， 只 要 两 种 初始 人 口 年 龄 分 布 和 (r) 和 pw(r) 的 差 满足 条 件 
pmCr) 一 pwCr) 过 8， 则 两 种 禄 始 条 件 所 对 应 的 《21.3~25) 的 解 plr, 7 了) 和 pr, 72) 
在 任何 时 刻 均 满足 条 件 pC, 让 一 pal?; 赴 达 6,，0 过 1 过 %0, 否则 人 只 系统 是 不 稳定 
的 ， 下 面 我 们 将 看 到 ,对 一 个 不 稳定 的 系统 ,人 口上 总数 

NCD = | pr, Dar, 
当 1 ~> oo 时 将 趋 于 无 穷 大 ， 这 就 是 研究 人 品系 统 稳定 性 的 意义 所 在 ， 王 面 我 们 证 明 , 对 
每 一 个 人 口 系统 存在 一 个 临界 妇女 平均 生育 率 fs, 只 要 系统 (21.3-25) 中 的 > be， 系 
统一 定 是 不 稳定 的 ， 
由 于 Bp/6:, Op/ Dr 都 是 平方 可 积 的 函数 ,我 们 可 以 对 这 些 函 煞 作 拉 氏 变 换 : 
Plr, 4) 一 [prs ead, 


| OP. ouds 一 MP(r 人 一 本) 

0 0: 

| cad = P(r, 4). (21.3-26) 
0 Or dr 


对 式 (21.3-25) 中 各 式 进 行 拉 氏 变换 后 , 用 《.，》 表示 LX0, rw) 中 的 内 积 , 则 得 到 下 列 
常 微 分 方程 式 ， 
+ Qt pOP ee polr), 


. P(0, 4) = PAP(lr, 4), KC)) = ol) P(r, 1K(C# )h(r)adr. (21.3-27) 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 ww fineprint.com.cn 


21.3 大口 控制 和 预测 359 


利明 常 逢 分 方程 求解 方法 ,容易 得 到 上 式 的 解 为 
-rf pydp | Hp J pC) i ee ds, KRC) ) 
] -_ P(e lens, KCr)aC7) ) 


Plr, 4)=e 


二 | me eo as|. (21.3-28) 
按 拉 氏 反 变 换 公式 ,由 P(r ,4) 可 以 求 出 polr) 对 应 的 式 (21.3-25) 的 解 为 
pO Ps eva (213-29) 


上 式 内 o 之 go, os 是 绝对 收 伍 权 标 。 容 易 证 明 oo < so。 
从 复 变 函 数论 中 的 留 数 定理 中 可 推 知 ,为 了 使 任何 初始 条 件 peCr) 对 应 的 解 plr, 站)， 
当 : 一 % 时 不 趋 于 无 穷 大 ,必须 证 列 特征 方程 式 


1 一 Pn a KKr)piKr)y 0 (21.3-30) 
的 所 有 根 都 具有 非 正 的 实 部 ,而 具有 零 实 部 的 根 必须 是 单 重 的 . 
定义 量 
和 (21.3-31) 
| os 过 (CE 


下 面 我 们 证 明 , 为 了 人 口 系统 (21. :25 在 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 是 稳定 的 , 必须 且 只 需 实际 
的 妇女 平均 生育 率 8 满足 条 件 8 委 pw. 一旦 6>8o ,系统 一 定 不 稳定 ,如 果 长 期 保持 这 种 
情况 ,社会 人 口 随 着 时 间 的 增长 将 趋 于 无 穷 大 . 因此 ,我们 称 Bw 为 临界 妇女 平均 生育 率 . 

显然 ,我 们 只 和 需 证 明 , 当 8 > po 时 特征 方程 式 〈《21.3~30) 必然 出 现 正 实 根 。 然后 再 
证 肯 当 8 一 pw 村 特征 方程 有 一 个 单 重 根 :一 0. 令 


F(1) 一 1 一 6 全 oo K(r)aCr)dr, (21.3-32) 
现 设 在 方程 式 (21.3-25) 5 有 8 放 8,,。 易 见 此 时 令 4 二 0 后 有 
Fl(0) = 1 — Pr < 0. 
表皮 4 为 足够 大 的 正 数 并 令 4 = a, 则 有 下 列 不 等 式 成 立 : 
F(a) 一 1 一 8 ee le KO)ar)ar > 1 — pe > 


上 式 中 利用 了 7) 的 特性 ; 在 生育 区 间 [741，+z2] 以 外 hr) 应 为 0。 髓 然 F(4) 是 4 的 
连续 小 数 ( 其 至 是 解析 隐 数 )， 那 么 在 区 间 (0, <) 之 间 必 存在 一 个 实数 Ww，0 < 之 a， 
使 F( 加 ) 一 0。 央 特征 方程 式 (21.3-30) 有 一 个 正 实 根 出 现 . 

再 研究 8 一 8, 的 情况 . 易 察 ,此 时 有 F(0) 一 1 一 86s+ 一 0 即 2 一 0 是 特征 方程 
的 根 ， 又 因为 


| 


LFi 束 以 


[2 人 一 有 上 -ir， el ee K(r hr)dr “小 0， 


dh 


所 以 % == 0 是 特征 方程 式 的 单 重 根 . 
最 后 , 依 拉 氏 反 变 换 公 式 ,对 每 一 个 固定 的 *， 由 式 〈21.3-29) 可 以 求 出 plr,t)。 由 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 www. fineprint, com cn 


860 ”第 二 十 一 章 大 系统 


式 (21.3-28) 可 看 到 , pl(r, 4) 的 象 函 数 Kr，2) 中 除 特 征 方程 《21.3-30) 的 等 点 是 它 的 
极点 以 外 再 没有 别 的 极点 、 分 母 上 的 函数 是 4 的 整 函数 ， 所以， 根据 复 变 函数 中 的 留 数 
定理 ,只 村 特征 方程 有 一 个 大 于 0 的 实 根 , 而 分 子 不 慎 为 0, 当 : 一 oo 时 plr, 纪 的 范 数 
必然 趋 于 无 穷 大 。 此 时 系统 (21.3-25) 在 任何 使 下 列 内 积 


《 aa “| pl)e tl ds, K(r)4(7)) 3 0 


不 为 等 的 初始 护 动 mr) 的 作用 下 , plr, 纪 都 会 出 现 这 种 情况 . 
在 实际 人 口 统计 学 中 ,我 们 能 得 到 的 资料 不 是 连续 函数 pCr), 及 Cr) 和 失当 :而 是 每 
一 年 龄 组 的 年 度 平 均值 上 天 和 加。 那么 临界 生育 率 8 的 最 好 的 近似 应 该 是 


耳 _ _ r 。 _] 四 i 。 i 
po (De OK) (De 333) 


i i=r] 


在 某 一 具体 的 社会 中 , 当 给 定 了 按 龄 死亡 率 wy 女性 比例 KK; 和 生育 模式 所以 后 : 临 帘 妇 
女 平均 生育 率 将 唯一 地 被 确定 . 

上 述 结果 是 以 连续 人 口 发 展 方程 为 出 发 点 得 到 的 。 如 果 我 们 研究 常 系数 离散 人 口 发 
展 方程 (21.3-14)， 重 复 上 面 的 讨论 即 可 得 到 离散 形式 的 临界 妇女 平均 生育 率 B;, 的 表达 
式 为 中 

p= (Dp pp) DK) (0213-34) 


i=ry 


与 式 (21.3-33) 相 比 较 便 可 看 出 ,后 者 是 前 者 的 一 阶 线性 近似 ， 在 的 中 用 (1 一 mu) 代替 
了 em 而 且 括 襄 内 的 和 式 中 项 数 也 路 有 差别 ， 所 以 用 离散 人 口 方程 去 描述 人口 发 展 过 
各 精度 可 能 稍 差 一 些 . 
在 本 节 的 最 后 ， 我 们 再 讨论 一 下 关于 人 口 发 展 的 最 优 控制 问题 mw， 假定 根据 某 种 学 
让 ,一 个 国家 或 民族 的 最 终 理想 的 人 口 状态 被 选 定 为 p*(r)， 当 达 到 这 一 理想 状态 后 就 永 
入 保持 下 去 .显然 , p*(r) 应 满足 方程 式 
de + plr)p* —0. 


不 难 推 知 ,满足 上 式 的 p*《r) 可 以 表达 成 


SE ele , (21.3-35) 
0 


式 内 $ 为 社会 新 生 儿 平均 期 望 寿 命 ,而 
N* 到 Jep*Cr)ar 

是 理想 的 人 口 总 数 ， 现 在 我 们 的 任务 是 研究 如 何 从 * 一 0 时 刻 的 初始 人 已 分 布 mkr) 出 
发 最 终 达 到 p*(+) 的 理想 人口 状态 . 

设 六 是 对 应 于 p*(r) 的 ? 岁 年 龄 组 中 的 人 口 总 数 , 而 zk) 是 某 一 人 口 规划 中 确定 
的 变 最， 记 x 王 {x1; xz ……，xzo} 为 人 口技 年 龄 分 布 问 是 , 离散 方程 组 (21.3~141 可 写成 
矩阵 形式 ， 

x(1 + 1) = [ AC) + BC BO XO), x(0) = xo, (21.3-36) 

这 里 
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0 0 0 0 
1 — ml?) 0 9 0 

AQ) 一 0 1 me 0 9 | (021.3-37) 
0 0 0 
0 0 md?) 0 


BF) BF) 1 bn kt. 
BO oO 0 0 | — po Xp KM. (21.3-38) 


0 0 *** 0 
令 x* 表示 理想 的 人 口 状态 , x*(#) 表示 为 达到 理想 状态 的 人 已 规划 ， 在 规定 的 时 间 了 内 
定义 泛 范 作 T)， 


TD)= 3 (xD 一 RD Nt) — x (e)). (21.3-39) 
在 控制 人 口 发 展 过 程 中 ,唯一 的 控制 量 是 妇女 平均 生育 率 pC#)。 在 控制 过 程 中 应 该 鸭 虑 
到 社会 心理 学 方面 的 限制 条 件 ， PK) 闫 1， 即 每 个 妇女 至 少 生 一 个 孩子 ，8(z) 的 上 界 应 
该 是 妇女 临界 平均 生育 率 pv。 因 此, 8Cx) 的 容许 取 值 范围 是 实 区 间 U = [1, fo]。 我 们 
的 任务 是 求 出 满足 限制 条 件 的 2?) 使 CT) 达到 极 小 值 ,即使 
7) 一 min >) 《xf(z) 一 x* C0); x 一 x C2)). 
ev 1 


这 是 一 个 典型 的 受 限制 的 双 线 性 最 优 控制 问题 .下 面 我 们 将 从 最 优 控制 的 必要 条 件 出 
发 ,找到 这 种 最 优 控制 的 特征 . 
设 {类 (有 D, jCT), Bz)} 是 上 述 问题 的 最 优 解 . 现 对 套 D) 在 1 = 一 1 处 作 微小 的 变 


化 : 
BE), ta1—1; 
RS | +e, BO teeEU, 1 — 1, pt 
把 式 (21.3-40) 代 人 式 (21.3-36), 由 xD 一半 () 十 8x(2) 知 
Bx(t + 1) = [A + BOBO) TX) 11, 
Bx(1;) = EBl1) — 1)2(¢; — 1), 
dx(7) = 0,Y < #4, (21.3-41) 
控制 量 在 :一 1; 一 1 点 上 的 变 分 引起 JC) 的 变化 是 
BJ 十 1) = 867) + 2(20) — x ) Br) 31 2 中 《21.3-42 7 
引进 符号 y@) 王 {19) zi xm ， 风 式 (21.3-36) 和 (21.3~39) 可 以 合 写 为 一 
个 向 量 方程 式 : 
dy(! + 1) = HO)BY(), 
上 2( 是 (pz) 一 21) 
HO) = 本 40 + MOB (21.3-43) 
再 引进 向 量 GG) 一 {0 (2),……, $m?)}， 它 是 下 列 方程 式 的 解 : 
$b) 一 HYG + 1), (21.3-44) 
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式 中 H'(?) 是 矩阵 HG) 的 转 置 。 不 难 检查 , 对 任何 * 下 列 恒等式 成 立 ， 
(SC 十 1)， dy + 1)) 一 (BO), 5y(0)). (21.3-45) 
注意 到 在 三 一 1 时 刻 是 (2) 的 变化 ay(z) 的 全 体 是 一 个 凸 集 , 因而 在 终点 时 刻 工 一 切 可 能 
的 3y(T) 也 是 一 个 凸 集 , 记 为 Z。 那 么 必 存 在 一 个 me 二 1 维 空 间 的 超 平面 通过 了 (7) 一 
CT)，a(T),-…， 知 (7T)} 点 把 凸 集 了 完全 隔 在 一 边 ， 而 超 平 面 的 外 法 向 是 《 记 为 
$$(T)) 的 第 一 个 分 量 go(T) < 0， 寺 是 在 上 一 工时 刻 有 
($CT), ey( TY) < 0. (21.3-46) 
由 恒等式 (21.3-45)， 令 di(7) 一 一 1, 在 :一 考点 上 有 
($0), DD) 2 CB), y0)), 
由 于 J) = 4)， 如 记 四 0 = dl),… ,pm(t)}， 则 上 列 不 等 式 变 成 
($1), Als ~ 1) + bls; — BC — Das — 1))) 
一 max ($s, 一 DJ，(4 一 1 十 Bi 一 DB 一 1820 —1)),. (21.3-47) 


因为 #; 是 任意 选 定 的 , 故 上 式 对 任何 时 刻 * 均 应 成 立 ， 消 掉 两 端 相 同 项 后 ,有 
; ($0, Bl ~ 1)BG — 1)2%C — 1)) — max (p{2), Bl — Da — 1))8(C -1), 


设 ,U 吕 [1，ps]， 由 上 式 可 求 出 
Br 若 (Be), Bi — 1 1))>0;. 
BGC—1)=4 1, 若 ($0), BG—1)2G~—1))<0; (21.3-48) 
” (不 定 ， 若 (四 () ,BG 一 D(C 一 1)) = 0. 
由 于 指标 泛 锯 JQ) 的 特殊 形式 ,出 现 了 上 式 中 第 三 种 可 能 性 , 这 类 问题 称 为 奇异 问题 ， 
最 后 , 重复 上 述 讨 论 , 可 以 得 到 关于 非 奇异 问题 的 最 优 控制 的 表达 式 。 为 此 , 把 指标 
泛 衣 《23.3-39) 改 成 下 列 形式 : 


J(T) = 3 [ (xCe) — x ,X00) — XD)) + (xo) — x (21.3-49) 


式 中 

sofr) = Pl) (ex), 

cr] = (ct), est), Cal)), 

c(t) = (1 — po — polt) KA Re). 21.3-50) 
注意 到 


ij) 一 51 一 1) 十 20x0 一 1) 一 x — 1))'6x(: — 1) 
+ 2(8— et ~ 1x 一 1) 一 ze 人 一 1))80 — 1)er(s — 1)8x(i — 1), 
重复 前 面 的 几何 讨论 ,最 优 控 制 #2) 如 果 位 于 也 一 [1,p] 的 内 点 上 , 则 应 为 
BO2) 一 2 xo (tc C2) RC) = ($l +t D), BORO) t=0,1,.…:,T—1, (21.3-51) 


2(cerC) RY 

而 在 U 的 边界 上 仍 满 足 类 似 于 式 {21.3-48) 的 条 件 。 当 一 个 国家 确定 了 她 的 最 终 人 口 目 
标 后 ( 见 (21.3~25))， 令 x* 二 x*(#)， 应 用 这 里 讨论 的 必要 条 件 , 可 以 用 求 两 点 边 值 问题 
的 方法 求 出 最 好 的 人 号 政策 ， 即 最 优 妇 女 平均 生育 率 的 控制 指标 #(z), 使 整个 过 程 中 人 人 
口 状态 x(z) 和 理想 的 人 口 状 态 x* 侍 均 方 意义 下 相差 最 小 。 
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21.4 ”信息 处 理 系统 


随 着 大 型 计算 机 的 出 现 ,世界 各 国都 在 各 行 各 业 中 建立 了 大 系统 ,首先 是 管理 部 门 和 
服务 性 行业 ,在 一 个 大 的 计算 中 心 的 支持 下 ,通过 终端 设备 和 通讯 网 络 把 散布 在 广泛 区 域 
上 的 某 种 事业 管 起 来 。 这 种 设计 得 很 成 功 ,运转 得 很 好 的 大 系统 日 益 增多 ,有 的 已 经 成 为 
国民 经 济 或 人 民生 活 中 不 可 缺少 的 环节 。 具 有 代表 性 的 。 已 卓有成效 地 运行 多 年 的 这 类 
系统 有 铁路 窜 货 运 自动 化 管理 系统 (“水 源 自动 分 配 系统 趾 ， 全 球 飞机 订 座 自动 管理 系 
统 , 银行 收 支 存 取 自 动 化 管理 系统 , 石油 零售 加 油 站 网 自动 化 管理 系统 , 邮局 信函 自动 化 
分 检 系 统 ,情报 图 书 自动 化 检索 系统 和 网 络 ,计算 机 服务 多 络 ,地 下 铁道 自动 售 检票 系统 ， 
大 企业 或 部 门 的 人 事 、 工 资 \ 档 案 管理 系统 。 大 工厂 企业 职工 上 下 得 自动 记录 和 出 缺勤 租 
动 统计 系统 ,等 等 ， 

这 些 卓有成效 的 大 系统 , 它 的 主要 任务 是 采集 大 量 的 足以 表示 系统 工作 状态 的 数据 、 
文件 ,资料 和 其 它 形式 的 信息 ,不同 断 地 对 这 些 数据 信息 进行 压缩 ,集约 和 特征 抽取 ,从 而 
得 到 系统 运行 状态 的 主要 参数 。 然 后 根据 预定 的 且 标 或 事先 约定 的 规则 去 对 系统 的 工作 
状态 施加 影响 或 控制 。 在 这 类 系统 中 往往 很 难 写 出 客观 过 程 的 动态 模型 ， 例 如 像 前 节 那 
样 写 出 微分 方程 式 ,用 它 去 预测 过 程 的 发 展 。 这 里 必须 对 采集 的 数据 进行 统计 处 理 ,用 统 
计 学 和 随机 过 程 的 理论 去 外 推 系统 状态 的 发 展 趋势 。 在 数据 处 理 的 基础 上 ， 可 以 用 运 等 
学 \ 决 策 论 \ 排 队 论 等 理论 去 决定 将 来 应 采取 的 措施 ， 或 老 ， 可 以 由 管理 人 员 事 先 规定 一 
整套 规则 ， 列 出 表 烙 ， 存 人 计算 机 ， 后 老 按 事先 规定 的 程序 进行 工作 。 这 种 华 程 序 工作 
的 信息 处 理 系统 常常 具有 很 大 的 灵活 性 和 功能 的 多 样 性 ， 甚 至 能 赋予 一 定 的 人 工 智能 成 
J 

这 种 信息 处 理 系统 确实 能 对 某 些 大 系统 的 运行 情况 进行 不 间断 的 监督 和 控制 ， 以 情 
报 资料 或 人 事 档案 管理 系统 为 例 。 在 这 种 系统 中 ,利用 计算 机 的 巨大 存 贮 能 力 ,把 成 干 万 
图 书 资料 的 名 称 和 摘要 分 类 存 贮 在 计算 机 的 内 存 贮 器 和 外 存 贮 器 中 《如 磁盘 组 ), 同时 注 
明 该 资料 的 数量 和 库存 地 直 , 出 版 年 月 ;出 版 社 名 称 等 等 。 利 用 计算 机 的 高 速 存 取 数据 的 
能 力 ,在 很 短 的 时 间 内 〈 几 秒 钟 ) 就 可 以 在 数 百 万 期 图 书 情报 资料 中 选 出 读者 需要 查阅 的 
某 种 专题 著作 和 资料 清单 ,如 果 需 要 的 话 ,又 可 以 立即 提供 需要 的 详细 摘要 和 其 它 选 定 的 
信息 。 用 数字 通讯 网 络 还 可 以 把 全 国 各 情报 图 书 资料 中 心 连接 起 来 ， 使 每 一 个 情报 中 心 
都 可 以 随时 分 享 其 它 任何 中 心 的 情报 资源 ， 读 者 可 以 在 他 的 住地 调用 网 内 任何 梢 报 中 心 
的 计算 机 资料 库 中 存 贮 的 资料 ,这 种 系统 还 有 随时 更 新 资料 的 能 力 。 

把 人 事 档 案 自 动 化 管理 系统 和 工作 人 员 上 下 班 自动 验证 系统 联合 起 来 ， 不 仅 可 以 随 
时 了 解 每 一 个 工作 人 员 的 历史 情况 ， 还 可 以 逐日 记录 每 一 工作 人 员 的 出 勤 情况 和 铁 勤 原 
因 , 进行 出 勤 率 的 全 面 统计 , 从 而 完成 整个 企业 的 每 日 实力 统计 等 等 , 然后 按 需 虹 将 这 些 
统计 资料 以 表格 或 曲线 甚至 以 书面 文字 报告 的 形式 送出 正式 文件 文本 ， 这 种 管理 系统 所 
管理 的 范围 和 人 员 数 上 且 在 技术 上 是 没有 限制 的 ， 因 为 带 有 总 线 制 的 计算 机 可 以 与 实际 上 
任意 多 台 外 存 贮 器 及 其 它 外 部 设备 相连 接 , 加 上 计算 机 网 络 中 其 它 中 心 的 存 贮 能 力 ,原则 
上 可 以 实现 整个 企业 、 地 区 的 职工 人 究 自 动 化 管理 。 奴 方面 ,由 于 计算 视 访 问 存 迪 希 的 束 
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度 很 快 ,例如 具有 每 秘 平 沟 访问 100 万 个 存 迪 单元 的 速度 ,这 种 管理 系统 可 毫 无 困难 地 完 

成 任何 细 且 统计 ,如 职工 的 年 龄 分 布 统计 ,文化 程度 统计 ,级 别 分 布 统计 ,缺勤 职工 的 工种 
和 人 性别 分 布 统计 等 等 。 总之， 凡是 管理 工作 所 霸 了 解 的 任何 精确 数字 都 可 以 几乎 是 瞬时 
地 运 任 何 需要 的 形式 提供 。 

这 类 系统 的 工作 内 容 主 要 是 数据 处 理 。 然 而 它 确 实 能 对 这 些 过 程 进 行 监督 和 控制 。 
办 为 它 能 不 疗 断 地 记录 和 分 析 情 报 资 料 的 更 新 过 程 , 资源 利用 的 变化 , 职工 流动 过 程 , 出 
勤 率 和 的 变 北 ,甚至 整个 企业 的 工资 流动 过 程 等 等 ， 

然而 ,这 类 系统 的 工作 方式 和 结构 基本 上 不 是 由 数学 模型 确定 的 ,而 是 用 语言 文字 描 
述 的 . 

下 面 我 们 在 介绍 一 个 典型 的 信息 处 理 大 系统 地 下 铁道 网 的 自动 检票 系统 鸣 ， 这 种 
系统 在 很 多 城市 的 地 下 铁道 两 中 采用 ,代替 了 数 以 万 计 的 服务 人 员 ,提高 了 运输 效率 。 它 
的 职能 是 通过 设 在 数 百 个 车 站 上 的 数 千 个 自动 售票 ,检票 机 去 完成 下 列 枉 务 : 

(1) 目 动 售票 \ 收 款 (一 次 使 用 票 、 月 聚 、 季 票 ) 。 

(2) 篆 客 进 人 地 下 铁道 时 自动 检票 ,控制 人 口 自动 开 闭 和 出 口 自动 计数 。 

《3) 售票 总 额 绕 计 和 现款 计量 . 

(4) 乘客 输送 量 的 精确 统计 积 车 辆 调度 

《5) ”各 车 站 工作 人 员 上 上 下班 自动 检查 和 记录 ， 

《6) 传送 管理 总 局 到 各 车 站 和 各 车 站 之 间 的 指令 ,通信 和 其 它 联 系 ， 

《7) 按时 自动 地 给 出 整个 地 下 铁道 的 运行 情况 报告 . 

这 种 系统 必须 能 适应 某 些 特点 ,例如 各 车 站 进出 品 和 售 检票 点 在 地 理 上 的 分 布 广泛 ， 
票 的 种 类 多 和 计 程 售 检票 的 规定 可 能 很 复杂 ， 运 行规 则 和 收费 办 法 可 能 有 变化 等 等 。 这 
就 是 说 这 种 系统 应 具有 灵活 性 和 适应 性 ,随时 按 需要 改变 工作 方式 ， 

自动 检票 机 扫 视 乘客 出 示 的 车 票 。 用 磁头 读 出 在 票面 磁 膜 上 记录 的 64 位 二 进 制 密 
码 , 在 确认 此 票 有 效 以 后 ,检票 机 发 出 信号 打开 人 口 , 放 进 持 票 脱 客 ,同时 将 票面 上 的 密码 
旋 掉 使 其 作废 ,在 需要 时 还 可 以 对 车 束 上 的 特殊 记号 进行 分 析 记 录 ,用 打印 机 打印 出 来 ， 

整个 系统 分 三 级 管理 。 最 多 的 一 级 是 每 一 车 站 上 安装 的 检 相 机、 售票 机 计数 器 和 组 
冲 存 驻 器 等 外 围 设 备 。 第 二 级 管理 是 用 小 型 计算 机 集中 处 理 相 邻 及 个 站 内 的 外 围 设备 所 
采集 和 寄存 的 数据 。 第 三 级 是 控制 中 心 的 中 央 处 理 机 , 附 有 磁盘 机 、 磁 带 机 、 打印机、 显示 
键盘 终端 等 3 中央 处 理 机 有 节 痊 地 按 顺序 收集 各 小 型 机 汇集 加 工 后 得 到 的 数据 ,进行 统计 
处 理 , 分 析 居 客 数量 和 运行 中 车 辆 的 运送 能 力 之 间 的 差额 , 发 出 调度 信号 , 增加 或 减少 车 
次 ;同时 ， 中 央 控制 中 心 还 向 各 分 中 心 直 至 各 车 站 发 出 常规 业务 信 息 或 特殊 指令 ， 整个 系 
绕 的 原理 图 示 于 图 21.4-1 中 ， 

为 了 提高 系统 的 可 靠 性 ,采用 设备 组 合 备 分 的 方法 。 当 某 一 小 型 处 理 机 发 生 故 障 后 ， 
立即 有 开关 控制 信号 把 该 组 外 部 设备 转 接 到 备 分 处 理 机 上 去 。 两 台 备 分 处 理 机 能 相互 监 
视 可 靠 性 。 外 部 设备 则 采用 多 人 台 联 合作 业 的 方法 提高 可 靠 性 。 接 口 设备 采用 台 机 并 联 工 
作 方 式 , 其 中 一 个 发 生 故 障 后 , 另 一 个 将 完成 全 部 连接 传输 任务 。 同时 接口 设备 的 工作 可 
靠 性 受 租 应 和 的 小 型 处 理 机 不 间断 的 监视。 中 央 控 制 中 心 由 两 台 计 算 机 并 联 工作 、 它 们 互 
查 监督 和 局 期 性 相互 检查 对 方 的 工作 可 车 性 ， 当 其 中 有 一 台 发 生 故 障 时 ， 另 一 台 立 即 承 
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提起 全 部 职责 ,并 把 故障 前 保存 和 处 理 的 现场 状态 数据 立即 转移 到 另 一 台中 去 ,从 而 保证 


中 央 控 制 中 心 能 不 间断 地 进行 工作 。 i 
与 地 下 铁道 检票 系统 原理 类 似 的 正 下 
在 运转 的 还 有 铁路 客车 订 票 系统 ， 航 空 RE 


公司 订 座 系统 ,邮局 信件 分 检 系 统 , 铁 路 
运输 行车 调度 系统 ， 银 行 收 支 和 在 取款 
业务 管理 系统 ， 地 区 性 汽车 加 油 站 的 自 | 全 十 | 
动 供 泪 记 帐 系统 等 等 。 在 所 有 这 些 系统 . 
中 ， 用 计算 机 语言 描述 的 数据 处 理 程序 
中 不 包含 或 基本 不 包含 完整 的 数学 模 
型 。 币 是 以 数据 处 理 方法 和 管理 工作 的 
实践 经 验 以 及 需要 去 规定 这 类 系统 的 工 
作 方 式 。 整 个 系统 的 工作 程序 可 以 由 很 
多 的 互 不 相关 的 子 程序 块 编辑 起来。 例 
如 上 述 地 下 铁道 的 检票 系统 中 ， 旅 客流 E 
通 数 最 的 实时 统计 和 地 铁 工作 人 员 上 下 fn 
班 的 实时 记录 以 及 统计 是 两 件 完全 不 相 

关 的 事 ， 分 布 在 各 地 的 自动 售票 机 的 现 儿 4. 
款 收 入 绕 计 也 是 完全 独立 于 其 它 任 务 之 外 的 事 ,然而 ,所 有 这 些 事 都 可 以 由 中 央 控 制 中 心 
的 信息 处 理 机 按 预 定 的 程序 ,通过 操作 系统 软件 有 节 考 的 分 时 处 理 ,使 上 百 件 相互 独立 的 
任务 统一 于 一 个 大 系统 中 ， 从 而 代替 址 于 上 万 个 各 类 工作 人 员 的 简单 的 或 比较 复杂 的 劳 
动 。 


本 上 


虽然 如 此 ,这 种 信息 处 理 系统 具备 一 个 大 系统 的 主要 特点 , 它 是 一 个 真正 的 大 系统 。 
第 一 , 它 必 须 从 很 大 范围 内 ( 数 百 个 车 站 , 数 二 个 自动 检票 机 和 自动 售票 机 等 ) 采 集 数 据 ; 
第 二 , 它 必 须 对 大 量 的 数据 进行 加 工 处 理 , 抽 取 和 汇集 最 重要 的 信息 加 以 分 析 ; 第 三 ,根据 
整个 运输 系统 (单位 时 间 内 旅客 进 人 车 站 的 人 数 和 运行 中 车 辆 的 运载 能 力 等 ) 的 状态 发 出 
谓 度 信号 ,以 改变 系统 的 和 运行 参数 ,两 这 正 是 一 种 反锁 控制 ;最 后 ,这 个 系 绕 的 确 是 对 一 个 
客观 物理 过 程 进 行 控制 的 ,因为 旅客 和 车 辆 的 连续 流动 是 一 个 真正 的 物理 过 程 , 昌 然 这 个 
过 程 并 不 能 用 某 一 个 数学 模型 (个 分 方程 式 或 代数 方程 式 ) 如 以 条 述 ， 在 最 好 的 情 将 下 也 
只 能 把 这 个 过 程 看 成 是 一 种 具有 很 多 不 确定 性 的 随机 过 程 ， 更 不 用 说 常 可 能 碰 到 和 必须 
处 理 基 些 交通 事故 或 其 它 类 型 的 偶然 事件 了 。 有 些 偶然 事件 出 现 的 次 数 极 少 ， 以 至 于 不 
可 能 通过 统计 数据 去 估算 它 的 出 现 概率 ,进而 当 作 随机 过 程 来 处 理 ， 尽 管 如 此 , 赁 管理 人 
员 的 经 验 , 可 以 编 出 相当 完善 的 计算 机 程序 , 足以 对 付 各 种 可 能 出 现 的 事件 , 而 木 必 求 助 
于 数学 模型 ， 

” 归纳 上 述 讨 论 可 以 作出 这 样 的 结论 : 一 个 大 系统 所 控制 的 客观 过 程 不 必 一 定 具有 完 
整 的 数学 模型 。 只 要 善 填 总结 管理 工作 中 的 经 验 ，。 利 用 计算 机 软件 去 完成 原来 由 很 多 工 
作 人 员 才 能 完成 的 工作 ,就 可 以 设计 和 实现 一 个 组 织 严 密 ,工作 可 靠 , 效 率 很 高 的 大 系统 ， 
这 不 是 一 个 缺点 ,相反 这 是 一 个 很 大 的 优点 。 对 暂时 无 法 用 数学 模型 描述 的 复杂 过 程 , 充 . 
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分 利用 计算 机 程序 的 灵活 任 ， 能 种 组 织 成 有 反馈 控制 的 大 系统 ， 从 实际 效果 和 工作 原理 
来 看， 这样 的 大 系统 比 起 我 们 以 前 习惯 了 的 那 种 反馈 系统 是 毫 不 逊色 的 ， 在 经 济 管理 和 
社会 现象 等 各 类 客观 过 程 中 ,不 能 用 数学 方法 加 以 描述 的 ,至 少 现在 还 不 能 找到 恰当 的 数 
学 模型 的 ,可 以 举 出 很 多 很 多 ， 


21.5 大 系统 的 分 散 控制 


由 于 大 系统 具有 多 级 结构 ， 它 所 控制 的 对 象 是 分 散 的 ， 测 量 装置 和 其 它 数 据 采集 设 
备 也 必然 是 分 散装 备 在 大 系统 的 各 基层 单元 或 单位 中 。 受 深 对 象 的 运动 过 程 本 身 的 分 散 
性 ,决定 了 控制 作用 的 分 散 性 。 从 原理 .上 来 春 , 一 个 系统 无 论 怎 么 大 ,总 可 以 由 一 个 控制 
中 心 来 实现 全 局 集中 控制 ,这 要 求 控制 中 心 能 瞬时 得 到 整个 系统 的 状态 信息 ,并 把 控制 信 
号 随时 送 到 各 控制 级 别 和 装置 上 去 ， 然 而 ,对 地 理 分 布 广泛 和 层次 复杂 的 大 系统 来 说 ,高 
度 集中 的 控制 实际 上 是 不 可 能 的 ， 这 不 仅 是 因为 通讯 网 络 无 法 眼 了 时 传输 那么 多 的 信息 ， 
计算 中 心 也 无 法 加 工 处 理 所 有 的 一 切 细微 烦 开 的 数据 。 从 系统 的 全 局 来 看 ， 大 系统 中 各 
级 的 任务 重点 不 同 , 主 要 矛 慎 也 不 同 。 所 以 在 大 系统 中 通常 要 实行 分 级 多 点 的 分 散 控制 ， 
小 型 计算 机 的 大 重生 产 ,尤其 是 价格 便宜 的 微型 机 的 出 现 和 普及 ,更 加 促进 了 控制 的 分 数 
化 ， 可 以 说 ,多 点 多 中 心 的 分 散 控 制 是 大 系统 的 一 个 突出 的 特点 之 一 。… | 

在 多 级 分 散 控制 的 系统 中 ,每 一 个 控制 中 心 只 能 直接 得 到 一 部 分 状态 信息 ,采集 部 分 
数据 ,而 不 可 能 得 到 整个 系统 的 状态 信息 , 另 一 方面 每 一 个 控制 中 心 又 只 能 对 大 系统 的 某 
个 局 部 进行 控制 ,而 不 能 对 其 它 部 分 施加 直接 控制 作用 . 但 是 ,每 一 个 局 部 控制 中 心 却 能 
够 在 一 定 程度 上 得 到 相 邻 控制 中 心 测 得 的 状态 信息 和 控制 信号 ， 这 使 每 一 个 局 部 控制 中 
心 能 够 根据 较 大 范围 的 信息 来 部 分 地 判断 自己 的 控制 作用 对 全 局 的 影响 .例如 一 个 大 的 
地 区 性 的 电力 网 中 每 一 个 发 电厂 有 自己 的 局 部 控制 中 心 ， 它 可 以 直接 凋 量 本 电厂 发 电机 
组 的 运行 参数 , 同时 可 能 得 到 相 令 电厂 的 负荷 或 其 它 参 数 , 作为 它 自己 的 控制 浆 若 信息 ， 
但 它 不 可 能 得 到 电力 网 中 所 有 电站 的 负荷 和 运行 参数 ， 因 而 它 的 控制 仍然 只 能 带 有 局 部 
的 性 质 。 这 种 分 散 控 制 的 特点 给 系统 设计 带 来 了 新 的 同 题 ， 而 这 些 问题 是 在 集中 控制 的 
过 程 中 所 没有 的 。 和 如 果 大 系统 所 控制 或 管理 的 过 程 是 动力 学 过 程 ， 这 种 榨 制 的 分 散 性 就 
可 能 出 现 很 大 的 间 题 .例如 ,虽然 局 部 控制 规律 对 自己 所 控制 的 局 部 过 程 是 好 的 ,从 全 局 
来 看 则 可 能 是 很 不 好 的 ,甚至 使 整个 大 系统 不 能 稳定 的 工作 ， 

为 了 解决 这 种 局 部 控制 和 全 局 性 能 之 间 的 矛盾 ,近年 来 很 多 人 在 研究 各 种 设计 方法 ， 
去 确定 局 部 控制 的 性 能 与 全 局 性 能 的 关系 。 例 如 确定 在 什么 情况 下 如 果 局 部 过 程 是 稳定 
的 ,全 局 过 程 也 稳定 ;或 者 ， 如 何 选 择 局 部 控制 规律 使 全 局 过 程 达到 较 好 的 或 最 好 的 质量 
指标 等 等 ， 这 就 是 大 系统 的 分 散 控制 问题 ， 下 面 几 节 中 我 们 将 介绍 关于 大 系统 的 稳定 性 
分 析 和 有 关 控 制 规律 选择 的 几 种 理论 上 的 命题 和 解决 方法 . 

在 分 散 控制 的 大 系统 的 设计 中 ,可 能 出 现 一 些 新 的 问题 ， 例 如 ,如 何 将 一 个 大 系统 划 
分 成 子 系统 ,从 向 规 定 某 一 局 部 控制 咒 的 管辖 范围 ;在 这 些 子 系统 之 间 应 该 有 何 种 信息 交 
换 , 才 足以 使 每 一 个 受 局 部 控制 器 控制 的 子 系统 的 性 能 对 全 局 来 说 是 好 的 ; 当 信 息 和 传输 方 
式 已 经 确定 ， 子 系统 的 划分 已 经 完成 之 后, 如 何 设计 每 一 局 部 控制 器 的 控制 规律 ( 质 最 指 
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标 , 反 馈 形 式 等 ) ,以 潢 足 全 局 性 能 变 求 。 这 些 问题 是 集中 控制 系统 中 所 不 曾 出 现 过 的 , 因 
为 在 集中 控制 的 系统 中 总 是 假定 并 尽 最 作 到 能 瞬时 得 到 全 系统 状态 的 一 切 必 要 信息 ， 而 
在 大 系统 中 这 实际 上 是 作 不 到 的 . 

为 了 理解 在 大 系统 中 ,在 只 能 获得 局 部 信息 的 情况 下 去 确定 局 部 控制 规律 的 困难 ,我 
们 用 一 简单 的 例子 加 以 说 明 。 在 第 九 章 中 曾 讨 论 进 含有 两 个 自由 度 的 二 阶 系统 .我们 现 
在 从 大 系统 分 散 控 制 的 观点 重新 观察 这 一 问题 . 设 某 一 大 系统 "由 两 个 子 系统 构成 ， 它 


们 都 是 二 阶 系统 : 
: Lt 2 
a ]2， 本 1? 
2 y+ 一 "3] 5- 
a yy Fh zz ‘21.5-1) 
这 个 “大 系统 ”有 四 个 状态 变量 m， yi; 和 9 和 yx， 有 两 个 控制 量 wy 和 wi。 整个 条 统 的 性 能 
指标 假定 为 | 
yj 一 ].FCn， 32s 33》 3743 Hy» 12) dt = min, (21.5-2) 


再 假定 两 个 子 系统 的 初始 条 件 已 给 定 , 那 么 依 第 9.3 节 中 的 讨论 , 在 4 时刻 使 式 (21.5-2) 
达到 极 小 值 的 控制 (Cz) 各 (#), 如 果 存 在 的 话 , 应 满足 下 列 必要 条 件 : 
oF _d oOF dd OF 
Gy! dt Oy; dr Eo 
BF _ dOF, od OF 
Oy; dz By dt: On, 
可 以 看 到 ,如 果 当 作 集 中 控制 系统 来 设计 , 必须 同时 知道 jy, y2, y3, 和 的 取 值 才 可 能 求解 
方程 式 《21.5-3)， 因 为 式 中 含有 函数 Fy 8 为 ， 4; 二 ;2)， 否 则 上 式 无 法 求解 .但 
是 ,从 分 散 控制 的 观点 来 看 ,如 果子 系统 {14, y2, mm} 无 法 得 到 关于 另 一 个 子 系统 {y3, yi4， 
w2} 的 任何 信息 , 而 盟 数 王 中 确实 含有 ys, y4 或 ww, 那么 第 一 个 子 系 统 就 无 法 根据 全 局 性 
能 指标 要 求 式 (21.5-2) 去 确定 它 的 控制 通 数 m, 即使 是 两 个 子 系 统 都 完全 知道 六 数 F 的 
具体 形式 。 对 第 二 个 千 系统 情况 也 是 完全 一 样 的 。 如 果 函 数 中 仅 含有 而 不 含 六 和 
uz， 那 公 第 一 个 子 系 统 只 需要 从 第 二 个 子 系 绕 中 得 到 一 个 信息 六 就 可 以 确定 它 自己 的 控 
制 函数 了 ,最 未 的 情况 是 三 含有 第 二 个 子 系统 的 全 部 状态 变量 ,而 第 一 个 子 系统 又 无 法 
得 到 这 些 全 部 信息 ,那么 为 了 能 够 独立 地 确定 控制 水 数 1, 使 它 在 某 种 意义 上 ,一定 程度 
地 达到 总 性 能 式 (21.5~2) 的 要 求 ,这 就 需要 采用 一 些 与 集中 控制 系统 完全 不 同 芍 处 理 方 
法 。、 这 就 是 分 散 控制 间 题 中 出 现 的 新 闻 题 。 近 几 年 来 ,有 人 应 用 微分 对 策 , 协同 决策 9， 
信息 论 , 非 线性 规划 , 模 精 集合 等 理论 去 研究 这 类 问题 ,都 得 到 了 一 些 有 益 的 结果 ， 
我 们 看 到 ， 人 和 信息 交换 受到 限制 是 大 系统 设计 中 所 碰 到 的 关键 问题 之 一 。 但 是 现在 并 
不 存在 一 种 统一 的 理论 ,作为 分 析 积 设计 这 类 大 系统 的 根据 。 在 这 种 情况 下 ,只 能 靠 增 机 
控制 设备 和 增设 协调 机 构 来 补充 各 子 系统 信息 的 不 足 , 并 对 各 子 系 绕 提供 协调 性 数据 , 结 
果 便 得 到 如 图 21.2-1 所 示 移 具有 多 级 结构 的 系统 ， 
设 zx, yw 分 别 为 各 子 系统 的 状态 向 量 . 这 些 于 系统 有 相对 的 独立 性 ,但 是 每 一 
子 系统 都 受 其 它 子 系统 状态 的 影响 ， 设 这 一 复杂 的 过 程 可 以 用 下 列 动力 学 方程 组 表达 : 


一 | 0 (21.5-3) 
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人 fi{x, tua) 十 BID， 和 之,“':， w), 


4 
= f(y, th) 十 Bx, ZE， Ww), 


DE 


< = fu(w, uv) + guCzyy 

从 上 式 中 可 以 看 出 ,这 个 系统 实际 上 是 一 个 完整 的 具有 多 状态 变量 {x, y,.…, ww} 的 动 
为 学 系统 。 但 是 , 当天 的 取 值 比 g; “大 得 多 ”时 ， 则 可 以 把 g; 看 成 是 对 翅 的 扰动 。 在 分 
散 控制 的 大 系统 中 ， 每 一 局 部 控制 器 的 设计 方法 可 以 忽略 扰动 作用 g;， 并 把 它 所 控制 的 
于 系 绕 当 作 独 立 系统 来 处 理 ,然后 由 更 高 一 级 (协调 级 ) 给 控制 器 提供 补充 信息 , 绽 制 作用 
u, 便 在 原 有 的 基础 上 加 以 修正 ， 合 该 子 系统 的 状态 变化 向 有 利于 放 善 全 沪 性 能 的 方向 进 
行 。 于 是 , 对 每 一 个 子 系统 来 说 , 控制 器 的 设计 就 可 以 用 集中 控制 的 理论 去 处 理 ,全 局 性 
能 则 由 协调 级 去 保证 。 这 就 是 增设 协调 级 的 意义 ， 


21.6 分散 控 制 的 大 系统 稳定 性 


和 集中 控制 系统 一 样 , 如 果 某 一 大 系统 所 控制 和 处 理 的 对 象 属于 动力 学 过 程 , 则 系统 
的 稳定 性 ， 动 态 特性 和 静态 特性 都 是 它 能 否 正常 运转 的 决定 性 因素 。 比 较 典型 的 有 大 电 
力 网 着 制 系统 ,那里 对 系统 稳定 性 亡 求 是 非常 严格 的 ,系统 动力 学 失 稳 将 引起 灾难 性 的 后 
果 。 同 时 这 类 系统 还 应 该 有 强 的 抗 干扰 能 力 , 是 以 经 得 起 短 时 间 的 过 负荷 .电厂 的 意外 事 
故 等 的 扰动 。 例 如 , 在 多 台 发 电视 并 联运 行 时 , 如 果 全 局 设计 不 好 , 就 会 发 生 各 种 不 愉快 
的 现象 : 振荡 , 零 线 电 流 增 大 等 等 91, 使 系统 根本 不 能 正常 工作 。 再 例如 前 节 内 讲 到 的 模 
型 式 (21.5-1)， 当 忽略 各 子 系统 之 间 的 相互 影响 时 ， 把 每 一 个 子 系 绕 当 作 孤 立 的 系统 去 
设计 熔 制 器 , 当然 可 以 得 到 稳定 的 , 性 能 好 的 子 系统 。 然 而 , 当 全 系统 连接 起 来 统一 运行 
时 ,由 局 部 稳定 的 子 系统 联合 起 来 的 大 系统 ,全 局 就 不 一 定 是 稳定 的 ， 

为 了 研究 大 系统 的 全 局 稳定 性 , 可 以 把 各 子 系统 联 立 起 来 , 看 成 为 一 个 整体 ,然后 用 
通常 的 办 法 (例如 李 雅 普 诺 夫 方 法 ) 去 分 析 系 统 的 全 局 性 能 。 这 样 作 蕊 上 会 碰 天 一 个 困 
难 , 随 善 系统 规模 的 增 大 , 计算 工作 量 将 迅速 增加 , 这 种 烦琐 的 计算 工作 又 使 人 们 很 难 乃 
出 各 子 系 统 之 间 的 耦合 关系 对 整个 大 系统 性 能 的 影响 ， 由 于 这 个 原 注 , :有 人 提出 了 一 种 
叫做 复合 系 绕 的 分 析 方 法 中 。 这 个 方法 的 基本 办 想 是 把 大 系统 划分 为 若干 个 子 系统 , 切 
断 各 子 系统 之 间 的 联系 ,设计 控制 规律 ,保证 这 些 孤 立 子 系统 具有 足够 好 的 稳定 性 和 其 它 
性 能 ,然后 把 整个 系统 连接 超 来 ,再 讨论 各 子 系统 之 间 的 耦合 关系 对 全 局 的 影响 。 这 样 就 
可 能 减少 系统 分 析 过 程 中 的 计算 工作 量 , 试 验 工 作 也 比较 简单 。 

设 大 系统 的 运动 方程 是 式 〈21.5-1)， 当 各 狐 立 子 系统 的 控制 作用 的 独立 设计 完成 
后 , mm 就 变 为 该 于 系统 的 状态 的 函数 ,例如 ma( 一 m(x, 门 ，m(p 一 ty 六,……， 等 
等 。 这 样 , 式 (21.5-1) 的 右 端 诸 裔 数 万 中 将 只 含有 该 和 子 系 统 本 身 的 状态 变量 ， 整 个 大 系 
绕 变 成 由 若干 个 相互 交 联 的 子 系统 组 成 的 动力 学 系统 。 我 们 把 式 (21.5-1) 政 写成 下 列 形 
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一 上 (xy 1) + g(x, 1), 


= fx,, 1) + galx, 1). 人 1 


式 中 x; 是 第 i 个 子 系统 的 状态 变量 ， x = {5 xx)}， 而 xi6Ro Xi€ 
Rm,, “"*» Xn € 并， 拉 一 ?731 十 … :十 74 3 这 里 m 是 大 系统 的 状态 八 鄙 的 总 维 数 ， 即 
xe Rm。 设 原点 x 一 0 是 大 系统 的 平衡 点 , 色 


£0,1) #0, Vi€ Ri=1,2,...,7; 
g;10,1) = 0 Ve R ,i1=1,2,.. 《21.5…2 ) 
所 谓 “ 复 合 系统 ”分 析 方 (21. 了 大风 是 上 个 孤立 的 字 系 统 经 g(x， 
1) 反馈 后 连接 而 成 的 系统 。 咱 
dX vo fx), 2), i ,2,1 Dy 


是 孤立 子 系统 的 状态 方程 因为 每 一 子 系统 是 独立 设计 的 ， 所 以 可 专 认为 它们 都 是 零点 
稳定 的 或 渐 近 稳定 的 ， 设 柬 必 xi 1) 是 敌 庆 个 弧 立 于 系统 的 李 雅 普 诺 夫 冰 数 。 现 在 把 这 
些 李 雅 普 诺 夫 函数 组 合成 一 个 大 系统 式 (21.6-1) 的 李 雅 营 诺 夫 孙 数 W(x, 7): 


| : W(x,1) 一 3 CW AX, a (21.6-4) 
式 中 ci 是 某 些 正常 数 ， 
: 我 们 回忆 几 个 定义 ， 对流 数 到 :x;, 7?)， 如 果 存在 一 个 非 降 实 值 连续 函数 sila ), 


} vi(0) _ 0, 使 0 过 v(x) 委 全 Kx; 站; Vt 成 迹 , 则 它 册 作 正 定 的 .. 桨 果 存在 另 一 个 连 
有 续 正定 荡 数 7j( 有 x), 5:(0) 一 9, 使 Wxis 站 三]x 中 ,Yi 成立 , 则 称 W(x%,z) 有 
无 穷 小 上 极限 。 玉 (xy, #) 叫做 径 疝 匹 界 函 数 : 是 指 如 果 在 正定 性 定义 中 当 jx 一 co 时 ， 
xz 地 jz 一 co。 和 假定 对 每 一 个 孤立 的 子 系统 式 〈21.6-3) 存在 一 个 正定 \ 有 无 穷 小 上 极 跟 
和 径 向 无 界 的 函数 丈 ;(xi， 杂 。 使 沿 任 一 软 线 x;(?)，d 到 jf/ 31: 三 0， 则 该 子 系统 的 平衡 
态 % 呈 0 是 一 致 稳定 的 ; 如 果 上 式 内 有 严格 不 等 式 成 立 , 则 该 孤立 子 系统 的 平衡 术 是 一 
致 渐 近 稳定 的 ， 

设 W(x, 9) 是 由 式 (21. | 定义 的 函数 ， 它 有 m 十 1 个 自 变量 ,zw 是 大 系统 式 
(21.6-1) 的 状态 问 量 的 维 数 . 现 求 它 对 + 的 做 商 : 


人 -Ze a, (21.6-5) 


式 中 dW /ar 人 Rn Py 


一 3 十 (grad;W ;, f(x,, 7) 十 gi(X, 2)) 


— (2) + ond, g(x, )), (21.6-6) 
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符号 grad;W , 表示 阔 数 F(x, 2) 在 相 空 间 Ra 中 的 梯度 向 量 ,而 《2W if/ dz ); 则 表示 洛 
孤立 系统 式 (21.6-3) 的 轨迹 在 R。, 中 算出 的 对 时 间 : 的 微 坎 . 

应 用 这 些 定义 和 表达 式 ,可 以 证 明 55 列 ， 大 承 统 式 (21.6-1)》 为 一 致 全 局 渐 近 稳定 的 
一 个 充分 条 件 是 下 列 三 个 条 件 成 立 : 
(la) 对 每 一 个 独立 的 于 系统 式 (21.6-3) 存在 一 个 正定 的 ,有 无 穷 小 上 极限 的 和 径 
向 无 界 的 光 清 函数 W(x;, 1) 满足 条 件 : 


(2 < 一 cdi[f zf) 了 了 ，Yz，、xiE Rs, ， {21.6-7) 
2 
| gradeW ll < x), Ve, Xi € Russ (21.6-8). 


式 中 oi 是 正 种 数 , 而 wi Xi) 是 某 一 正定 衣 数 。 
(22) 存在 ”X # 个 非 负 常 数 pi; 使 


gx OF < 2 Biwi(xi)s vt xERn (21.6-9) 
(3a) 设 = X 4 阶 方 阵 4 一 (en) 由 下 列 方法 构成 : 
a as oi= — Pui)). (Calo=0) 


那么 4 的 所 有 主子 行列 式 均 大 于 零 , 即 
A11 412° " "HI 


Di = det! : >0, kml1,2,..., 7, (21.6-11) 


RI G2 
上 面 三 个 条 件 中 假定 所 有 各 孤立 子 系统 都 是 渐 近 稳定 的 ,而 且 要 求 函 数 u(x:) 都 必 
须 是 正定 的 。 还 可 以 指出 另外 一 组 充分 条 件 ， 能 把 这 两 个 条 件 放宽 些 。 下 面 一 组 也 是 大 
系统 式 (21.6-1) 在 大 范围 内 一 致 浙 近 稳定 的 充分 条 忻 : 
(1b) 每 一 个 孤立 的 子 系统 有 一 个 正定 、 径 向 无 界 和 有 无 穷 小 上 极限 的 光 请 函数 
W(X;, 1)， 使 


Fe:) < — oulx)F — Pim), Ys, we Ro (21.6-12) 


式 中 u(x;) 是 非 负 函数 ，g9,(zi) 是 某 一 正定 函数 , a 是 某 一 第 数 ， 
(2b) 存在 z Xx = 个 常数 jjj， pi 之 9， 使 


(gradiW 1, g(x, 1)) < u(x1) >) Bui(zi)， Vi, XE Rs 《21.6-13) 


(3b) 同 条 件 《3 a). 

上 述 两 组 条 件 都 是 大 系统 式 (21.6-1) 大 范围 内 一 致 浙 近 稳定 的 充分 条 件 . 它 科 的 成 
立 几 平 是 显而易见 的 。 例 如 ,为 证 明 条 件 《1a) 一 (3a)， 只 需 取 c; > 0, 用 <C 表示 对 角 短 
阵 《ci cz cs， 对 角 线 以 外 的 元 素 均 为 0， 那么 由 杂 件 (32) 可 知 C4 十 47C 为 正 
定 方 阵 、 出 式 人 1.6=4) 定 义 的 函数 环 (xz, 切 是 正定 ,有 无 穷 小 上 极限 和 径 向 无 界 ， 所以， 
式 (21.6-10) 有 下 列 不 等 式 成 立 ; 


2 < 一 oluAx)F + wii 六 Bi7i(x) 
r=t de 
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mm 1 >, 《cigii 十 ca J x us x;), (21.6-14) 


2 ;j=l 

既然 C4 十 4:C 是 正定 方 阵 ， 上 式 左 右 端 求 和 了 以 后 是 w(xi) 的 正定 二 次 型, 因而 是 
x; 的 正定 函数 , dW /az 是 负 定 的 ， 由 李 雅 普 诺 夫 定理 知 ,大 系统 式 《21.6-1) 的 专 解 是 渐 
近 稳 定 的 ， 而 且 是 大 范围 稳定 的 。 上 面 所 列 的 第 二 组 充分 条 件 的 证 明 方法 的 基本 思想 是 
类 做 的 ， 

类 似 (12) 一 (3a) 和 1b) 一 (3b) 这 样 的 稳定 性 判 据 条 件 在 实际 问题 的 奕 用 中 也 不 
一 定 很 简便。 这 里 最 重要 的 是 这 种 方法 的 基本 思想 、 即 把 大 系统 君 成 是 由 许多 个 孤立 的 
子 系统 祖 互 磷 合 而 组 成 的 ， 然 后 在 充分 研究 各 子 系统 特 狂 的 基础 上 进一步 讨论 耦合 项 
gi(x, !) 对 全 局 性 能 的 影响 、 当 各 孤立 子 系统 之 间 的 耦合 作用 很 区 时 , 诸 函 数 g(x, 
的 范 数 相对 于 (x;，z) 很 小 时 ， 采 用 上 述 方法 去 讨论 大 系统 的 稳定 性 可 以 指望 能 得 到 
可 靠 的 结果 。 当 这 种 硒 合 作用 很 强 时 ,这 种 分 析 方 法 的 应 用 范围 看 来 将 大 为 缩小 . 

近 几 年 来 有 人 提出 另外 一 种 关于 稳定 性 的 定义 ， 叫 作 “ 输 入 输出 稳定 ?8740。 这 个 定 
义 的 基本 出 发 点 与 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 的 定义 不 同 , 它 主要 是 对 线性 系统 有 效 , 对 线性 系统 
其 结果 差不多 与 李 雅 普 诺 夫 稳定 性 等 价 ， 设 某 一 线性 系统 的 输出 输入 之 闻 的 关系 由 积分 
方程 表示 : 


xD 一 gf zf0) 十 | gr WP-Cr, iBCr)z0z)dr， (21.6-15) 
to 


式 中 xQ) 是 输出 , zQ) 是 输入 . 设 经 六 Rs, T) 和 sAR,,， TT》 分别 表示 输出 消 数 xn) 
和 输入 函数 z(#) 所 属 的 函数 空间 -~ 一 希 尔 伯 特 空间 ,其 中 内 积 按 通 常 办 法 定 浆 为 


(x{#), A 过 | Oyas, XxX,yE Rn, T), 


Cz) 000)) = BD a), za), wD) € LAR,, T). 


我 们 知道 ， 线 性 系统 的 稳定 性 完全 决定 于 零点 稳定 性 , 故 在 式 (21.6-15) 中 可 以 令 
x(0) sm 0。 这 样 一 来 ， 关 系 式 (21.6-15》 就 可 以 看 成 是 从 空间 允 %R，7T) 到 空间 
LARm，T) 中 的 线性 算 于 ,可 以 写成 

X(t) = Fz(n). {21.6-16) 

再 假定 时 间 间 隔 [mw, 十 了 7] 是 固定 的 ,了 是 任意 的 正 数 ，7 < co。 如果 算 村 了 对 任何 

有 穷 了 都 是 一 致 有 界 的 , 则 称 式 (21.6-15) 是 输入 输出 稳定 的 ， 此 时 对 任何 输入 z( 弛 都 有 

x & |F Hsta))l, (21,6-17) 

算 子 范 数 |F| 也 可 以 则 做 系统 的 增益 。 上 式 两 端的 范 数 都 用 符号 | * 上 表示 ， 应 理解 为 各 

自 空间 的 范 数 ， 为 了 书写 方便 不 另 加 注 角 。 一般 说 来 ,f 的 范 数 依赖 于 了。 如 采 对 任何 
T 了 ,下 的 范 数 都 小 于 某 一 有 穷 正 数 , 此 时 说 一致 有 界 。 , 

设 有 一 系统 如 图 21.6-1 所 示 , 基 有 反馈 算 子 G, G 是 从 .SR 7T) 到 A(R,, TT) 
中 的 线性 算 子 (可 能 是 无 界 的 )。 该 系统 的 运动 方程 式 为 

已 一 蕊 互 十、X 十 开业 
e 一 CZ 十 xy 了 一 Ce。 《21.6~18) 
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从 上 式 内 解 出 x， 

x= (FC+ FOC')zZ+ FGx. (21.6-19} 
设 C 和 C' 都 是 有 界 算 子 ， 从 上 式 内 可 以 看 出 ， FG 是 作用 在 同一 空间 中 的 线性 算 子 。 如 
果 FG 是 有 界 的 ,而 且 范 数 小 于 1, 则 (1 一 £6G) 有 有 界 逆 算 子 (1 一 FG) 

QA Foiml+tFG+(FGP+ .+ (FFG) +.., 
出 于 |FG| < 1, 右 端 级 数 按 算 子 范 数 收 剑 ,， 故 级 数 有 有 穷 和 。 至 于 上 式 中 的 等 式 , 可 以 
在 两 边 各 冬 以 《1 一 FG) 以 后 得 到 。 于 是 , 当 FG 的 范 数 小 于 1 时 有 
xz 一 (ij 一 FG)J-KFC + FGC')z, 

因为 FC 和 FGC' 都 是 有 界 算 子 , 故 式 (21.6-18) 所 措 述 的 系统 是 输入 -输出 稳定 的 。 


现在 我 们 来 讨论 大 系统 的 输入 -输出 稳定 性 .和 前 面 一 样 ,假定 可 以 招 大 系统 分 解 为 
和 它们 之 间 有 有 驯 的 相互 耦合 ,第 主 个 子 系统 的 运动 方程 式 是 
Bij = CT yi Xi Fe 
ee = C2+%, y= Ge; + He. 和 (21.6-20) 
从 图 21.6-2 中 不 难看 出 式 内 各 算 子 C1、 Ci, Fi, 有 和 G 的 意义 。 这 里 须 指 出 ,3e 是 
别 的 子 系统 对 第 ; 全 文 队 人 全 ， 因 为 @ 一 {el，e:，,"…，@s) 包含 了 全 部 = 个 


子 系统 的 状态 变量 . 
从 式 (21.6-20) 中 解 出 x;, 有 | 
xi 一 FiCiZ + FiGie; + FiHie’, i = 1,2,..*,#,: (21.6-21) 
当然 式 (21.6-21) 和 《21.6-20) 是 等 价 的 。 可 以 证 明 下 列 三 个 条 件 是 该 大 系统 全 局 输入 - 
输出 特定 的 充分 条 和 件 : 


(1) 所 有 的 子 系统 由 FiC; 和 FiC; 者 是 有 界 算 子 ,| Pi 一 ye 
《2) 存在 非 负 营 数 8;;, 使 


A 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 www. fineprint, com cn 


21.6 分 散 控 制 的 大 系统 稳定 性 四 73 


Ice 二 De | < > pule, |. | (21.6-22 1) 
《3) 按 下 列 规律 构成 的 x X * 和 挎 阵 4 一 (a 有 有 界 逆 : 
林 | 一 YjPi, i i Y fi. . (21.6-23) 


为 了 证 明 这 一 组 条 件 的 充分 性 , 可 对 式 (21,6-21) 作 如 下 估计 : 
lx < 让 PC + | FG,e: 十 :Pie 


委 | 后 全 | " [zl + Fi| :+ |Ge; + Hie | 魏 TF,Cil| : .zl + .ri2) Pillesll, 
i=l 这 


由 式 (21.6-20) 又 有 , . 
lleil < jc : llsl + lxit, 
代入 前 式 后 得 到 


al < (IFC + 7 23 pal cl sl + YD en， 


武者 展 开局 有 可 
《1 — ri) lx 一 76ajlzx| 一 … 一 po 


<(Pcl+ zalcil)lzl 
一 Ynlx t+ (1 一 ipa es yapajjz “ 


< (JF + 25 pul ci lzl, 
于 到 全 


— rp — topo ell z 
<(IFcl + 7, Dpalc tal, (16-24) 


这 个 不 等 式 左 端的 系数 俗 恰 是 式 (21.6-23) 所 定义 的 矩阵 ， 过 和 CA 的 元 素 。 招 上 列 = 
个 不 等 式 奢 成 是 向 量 不 等 式 ,左右 两 端 乘 以 4- 后 即 可 解 出 _ 


lal< (> a ) al = lel, i 
jel 1 


CE 


le < (Das)tzh = ollall, 21.6-25) 


式 中 吃 是 着 第 阵 4 的 元 ,和 一 FiCs| 十 ?12 Bn1Ci[， 于 是 


x = (Pla) < (Ba) al G16-20) 
依 假设 是 有 界 常数 ，4-! 是 有 界 算 于 , 故 ( > 四) 是 某 一 有 界 数 ， 按 照 定义 大 系统 式 
(21.6-20) 是 输入 -输出 移 定 的 ， : : 
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土 面 我 们 介绍 了 两 种 关于 大 系统 稳定 性 的 分 析 方 法 .类 似 这 样 的 方法 还 有 很 多 +. 

这 些 方法 的 共同 特点 是 可 以 单独 估计 各 子 系统 之 河 的 斐 合作 用 对 六 系统 全 局 性 能 的 影 
用 ,对 弱 相 互 作用 的 情况 这 种 基本 思想 是 有 充分 根据 的 ， 然 而 ,用 这 些 方法 去 分 析 实 际 条 
绕 的 性能 仍 存 在 很 多 困难， 这 些 充分 条 件 对 子 系统 的 要 求 往 往 过 于 苛刻 。 例 如 在 * 个 于 
站 子 系 统 中 有 一 个 是 不 稳定 的 , 当 加 上 耦合 作用 后 , 全 局 则 可 能 变 为 稳定 的 , 这 时 全 系统 
的 李 雅 普 诺 夫 消 数 就 不 可 能 按 式 (《21.5-4) 去 定义 ; 在 输入 -输出 稳定 姓 分 析 中 ,一 切 F; 都 
女 定 为 一 致 有 界 这 个 条 件 也 就 不 能 成 立 。 另 外 ,要 找 出 符合 要 求 的 2 xX = 个 常数 Pi 也 不 
是 轻易 能 作 到 的 。 总 之 ,不 能 认为 关于 大 系统 稳定 性 的 理论 已 经 成 熟 ,或 者 已 经 达到 实用 
的 阶段 ;尤其 是 关于 稳定 性 以 外 的 性 能 分 析 方法 ,还 有 待 于 结合 大 系统 的 实际 情况 去 进 一 
步 研究 、 


21.7 分 散 控制 的 协同 问题 


在 分 散 控制 的 大 系统 中 ,系统 的 总 性 能 取决 于 各 控制 器 工作 之 间 的 协同 程度 ， 如 果 
互相 协同 得 好 ,系统 性 能 就 好 ,如 果 协 同 得 不 好 ,那么 整个 系统 就 不 可 能 正常 工作 .所 以 ， 
如 何 组 织 好 分 散 控制 的 协同 动作 是 大 系统 设计 中 的 一 个 重要 问题 . 前 面 已 经 提 到 过 ， 分 
散 控制 的 协同 操作 之 所 以 困难 是 因为 每 一 个 控制 器 不 能 得 到 大 系统 的 全 部 状态 信息 , 相 
反 ,， 它 只 能 根据 它 所 能 掌握 的 局 部 的 状态 信息 和 事先 约定 的 总 巨 标 去 确定 自己 应 该 采取 
的 控制 规律 。 特别 当 大 系统 所 控制 的 对 象 是 某 种 动态 过 程 时 ， 这 种 局 面 的 出 现 是 不 可 加 
免 的 形象 地 说 ,这 有 如 一 个 球 队 ,每 一 个 队员 都 必须 根据 他 所 能 掌握 的 瞬 闻 场 上 情况 决 
定 他 自己 应 该 采取 的 策略 和 动作 :; 但 是 任何 一 个 队员 有 瞬时 间 全 面 掌握 并 充分 分 析 全 局 情 
况 是 根本 不 可 能 的 ; 在 可 能 的 范围 内 预先 确定 尽 可 能 好 的 协同 动作 的 根本 规则 是 这 个 球 
浴 获 得 成 功 的 最 根本 保证 之 一 。 所 请 大 系统 分 散 深 制 的 协同 问题 就 是 研究 如 何 杠 据 总 月 
标 和 给 定 的 信息 传送 结构 去 事先 约定 分 散 设 置 的 各 控制 器 的 协 间 动作 规则 . 显然 这 是 大 
系统 结构 设计 和 控制 设计 中 的 核心 问题 . 

不 言 而 喻 , 访 同 规则 的 约定 方法 与 系统 的 信息 结构 有 若 直接 的 依赖 关系 .在 文献 [26， 
27] 中 提出 了 一 种 协同 理论 的 模型 , 它 在 一 定 程度 上 反映 了 分 散 控制 中 的 主要 特点 ,对 进 
一 步 研 究 分 散 控制 的 理论 很 有 参考 意义 .下 面 简要 地 介绍 一 下 这 个 模型 的 具体 结构 。 设 
在 某 大 系统 中 共有 NN 个 分 散 设 置 的 控制 器 ， 每 一 个 控制 器 能 得 到 部 分 信息 z;， 它 根据 这 
种 信息 按 某 种 规律 发 出 控制 作用 m; 设 预 先 约定 的 系统 性 能 指标 是 

T= mz), ths) un(Zn)), (21.7-1) 
式 中 uw(z7) 表示 第 i 个 控制 器 根据 它 所 得 到 的 信息 x 给 出 的 控制 作用 .用 UU, 表示 二 的 
可 准 取 值 范围 , 故 对 a 的 限制 可 表达 成 

好 uF), ET (21.7-2) 
协同 理论 的 任务 就 是 在 给 定 的 信息 结构 条 件 下 确定 控制 作用 a,(z,), 使 了 在 某 种 意义 上 
取 极 小 全 ， 

设 9 是 其 有 高 斯 分 布 的 m 维 随机 向 量 ,表示 大 系统 中 一 切 不 能 精密 确定 的 随机 因素 ， 
它 的 概率 分 布尔 数 不 受 控制 作用 的 影响 ,而 且 是 所 有 的 分 散 控制 器 预先 知道 的 . 第 i 个 
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21.7 分 散 控 制 的 协 司 问题 $75 


控制 器 所 能 得 到 的 全 部 信息 ,包括 它 所 能 记忆 的 ,瞬时 观察 到 的 和 从 别 的 控制 中 心 传输 来 
-的 等 等 ,上航 定 能 用 下 列 线性 关系 表达 出 来 : 
2 Pe (21.7-3) 


3=s1 


这 种 信息 结构 是 事先 确定 了 的 , 8H; 和 Di 是 某 些 相应 阶 数 的 线性 矩阵 算 子 . 

在 某 些 系统 中 各 控制 器 发 出 的 控制 作用 必须 遵守 一 定 的 时 序 关 系 . 例如 ,各 ,i 一 
1, 2 …，。?*。 按 规定 应 在 不 同时 刻 发 出 控制 作用 : 第 一 步 是 下, 第 二 步 是 mm, 出 , 第 三 步 
是 四 ,: … 等 等 。 当 这 种 时 序 关系 存在 时 , 各 控制 器 之 间 的 信息 交换 应 符合 自然 时 序 因果 
关系 。 如 果 本 退 玉 可, 则 决定 即时 可 以 得 到 并 利用 wj 的 信息 ， 反 之 则 不 能 。 这 种 关系 
可 写成 

Di 0>D;; = 0, Vi, ji. (21.7-4) 

这 种 时 序 关 系 可 以 用 图 21.7-! 表示 ， 


a 1 
z 图 21.7-1 
当 所 有 的 Di; 都 为 零 时 , 各 控制 器 之 则 将 没有 控制 信息 交换 ,它们 只 能 取得 关于 随机 
商量 的 部 分 信息 : 
Dy we 0, Visfs Bi Hs i m1, 27ees (21.7-5) 


” 具有 这 种 信息 结构 的 系统 控制 方式 叫做 静态 协同 . 
通常 的 带 有 随机 输 和 人 作 放 的 离散 系统 可 以 看 成 是 一 种 分 散 协 同 控制 : 
Xi FX GH Wi, i= 1, 2,'"', 7, {21,7~6) 
这 里 x; 是 i 时 刻 的 系统 状态 , w; 是 i 时 刻 的 随机 输入 作用 .我 们 可 以 把 四 ，…，a 看 
成 是 分 数控 制 ， 妇 a 是 第 i 个 控制 器 于 i 时刻 发 出 的 控制 ,假定 ui 能 根据 信息 xi- 
uj-1， twi-! 来 确定 自己 的 取 秆 ,那么 由 于 式 (21.7-6) 的 递 推 关 系 , 可 知 罗 是 人 3 本， 
-i Wi -的 线性 函数 , 故 本 所 能 得 到 的 信息 zi 可 写成 


i—1 
zi = Hm+t >》) Di i=1,2,.,n—1, {21.7-7) 


了 一 1 


其 中 习 一 {x1， wi, '，*，W,s】 是 不 受 控制 志 , 影 啊 的 随机 间 量 ，x1 是 系统 的 初 信 。 于 是 ， 
离散 动态 系统 的 设计 问题 就 可 以 纳入 协同 问题 的 范围 ， 它 三 做 分 散 控制 的 动态 协同 问 
题 ， 

为 了 具体 讨论 协同 控制 问题 , 我 们 假定 由 式 (21.7-1) 定义 的 指标 函数 是 各 变量 的 二 
次 型 泛 秀 。 本章 用 符号 "一 ”表示 随机 世 的 数学 期 望 ,定义 


J 一 | 二 (ou my) 二 + (wu, SN) + (au, c) | (21.7-8) 


n= {um, mt 2 和 3 是 相应 维 数 的 矩阵 算 子 ,此 外 2 还 是 正定 矩阵 ,e 是 某 一 前 
向 量 ， 我 们 注意 到 由 式 (21.7-7) 定义 的 z; 是 随机 最 , 赖 以 确定 的 mm 也 是 随机 量 , 故 冰 数 
7 的 右 端 是 有 明确 定义 的 ， 


— 
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现在 我 们 必须 站 在 第 i 个 控制 器 的 立场 上 来 寻求 的 最 优 值 ， 设 它 已 知 其 它 控 制 
器 的 识 制 作用 是 昱 ， a a a 那 么 第 庆 个 控制 器 发 出 的 控制 作用 -区 
应 满足 最 优 和 条件 
Ha, a a) SST, Hs Ui, U1 + Ws), 
Yu EU;, rr 一 1，2，，，、 办 。 (21.7-9) 
对 二 次 开 村 式 (21.7=8), 这 个 条 件 可 写成 针 件 期 塑 极 小 什 的 形式 


miny = min| [十 Co Ca, el ij， (21.7-10) 


未 中 He {orz D1), He( 2) UE) Ze 

从 这 里 可 以 看 到 分 散 控 制 与 集中 控制 的 根本 不 同 点 . 在 集中 控制 系统 中 ， 我 们 可 求 
出 全 局 极 小 值 对 应 的 全 部 最 优 控制 在 一 {E，……，a}， 然 后 给 出 所 有 的 最 优 控 制作 用 
一 1， 2,"…',n, 使 系统 工作 在 最 佳 状态 .在 分 散 控制 系 统 中 , 第 i 个 控制 器 不 能 直 
接 取 名 作为 自己 的 控制 作用 , 因为 第 一 , 它 不 知道 第 个 控制 器 是 在 能 够 取 司 (限制 条 
性 Vj 可 能 不 含 襄 ), 它 只 知道 呈 的 概率 分 布 ; 第 二 ， 它 可 能 不 知道 所 有 其 它 uj 的 取 值 
《存在 时 序 关系 ); 它 只 能 根据 已 经 得 到 的 其 他 的 控制 信息 去 确定 自己 的 最 优 策略 . 


设 世 是 一 维和 的， 妈 a 一 wi, 而 它 的 可 淮 取 值 范围 5， 又 是 一 个 开 区 间 《例如 整个 实 


轴 ), 条 件 式 (21.7-10) 可 以 化 成 极 值 条 件 


pA CH Zi1) 一 qd; 十 这 本 t+ (SCn|z)) + ci 
ty a 


十 > ee By (4;|21) {uC Sn); | Zi) : 


4 


+ + 可 ama] ~ 一 0， (21.7-11) 


式 中 (ojjz) 是 必 对 到 的 条 件数 学 期 望 ，9 是 2 的 元 素 ，(S9)) 是 5 的 第 ;个 分 量 ， 
ci 是 c 的 分 量 、 这 就 是 分 散 最 优 控制 oy 所 应 满足 的 必要 条 件 . 
如 采 在 信息 方程 (21.?-7) 中 所 有 的 Di 一 0， 则 最 优 分 散 榨 制 的 必要 条 件 将 变 为 


giti(z0) 十 Dy 4 (zj 五 ) + (SNLZON + c= 0, i=1,2,., (217-12) 
下 上 由 时 


这 是 所 谓 静 态 协同 癌 题 最 优 控制 的 必要 条 和 件 . 
设 某 一 大 系统 的 各 分 散 控制 器 有 式 ee ne (21.7-4) 规定 


的 时 序 因 灯 关系 .此 外 , z; 能 包括 一 切 先 于 它 的 其 它 控 制 器 所 得 到 的 信息 ,这 种 情况 可 记 
为 21 卫 z;，、 凡 7 先 于 #， ee 外 全 局 关 肌 职 属 于 
这 一 类 ; 
Zi 一 Hin, 
Za 一 in, 
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HH 0 0\ 
1 a 好 士 0 |- 十 0 碍 ?5 
Hs Da .Da 


"二 | 
“(ma) (po)™ 


5 2 如 十 D, Ul 十 D, 三 > 十 站 
H; Da 0 Ds 
Zs 一 Hay, 
He ( 
人 1 了 也 ja， 
zs 一 Het. | 


不 难 证 明 ， 具 有 这 种 部 分 套 人 信息 结构 的 分 数控 制 系统 协同 问题 属于 静态 护 同 的 范 
国 . 由 文献 [26] 中 所 证 明 的 结论 可 知 ， 此 时 使 了 获 相对 极 小 的 最 优 控 制 -a? 是 存在 的 [ 见 
定义 式 《21.7~10)], 且 是 唯一 的 ,同时 还 是 5 的 线性 函数 : 

Ut 一 iFi 十 本 ie ，2)-，7， (21.7-13}: 
式 中 4 是 想 应 维 数 的 其 一 矩阵 算 子 , 5, 是 与 m 有 相同 维 数 的 党 向 量 . 

在 第 21.6 和 21.7 两 节 中 , 我 们 分 别 介 绍 了 大 系统 中 可 能 出 现 的 两 类 问题 , 即 稳定 性 
分 析 和 在 特定 信息 结构 条 件 下 的 最 优 协同 问题 。 应 该 指出 ， 这 两 类 问题 的 研究 工作 现在 
述 在 发 展 ,我 们 只 不 过 想 通 过 这 两 个 例子 来 说 明 . 随 着 大 系统 的 发 展 和 闭 及 ,一 定 会 出 现 
许多 新 的 问题 要 我 们 去 研究 ,其 中 包括 结构 问题 ,静态 问题 和 动态 问题 等 等 。 大 系统 是 一 
个 新 生 事物 ,现在 还 不 存在 一 种 统一 的 理论 ,但 它 正在 吸引 着 越 来 越 多 的 人 们 从 各 个 方面 
失 研 究 它 的 特点 , 力求 找到 共性 , 抓 住 主要 矛盾 , 建立 应 用 范围 较 大 的 理论 模型 ， 这 种 努 
力 还 在 继续 中 . 我们 有 理由 期 待 ,一 种 新 的 理论 不 久 将 会 出 现 . 


21.8 多 指标 的 优越 控制 


在 第 八 章 ,第 九 章 中 ,我 们 曾 讨论 过 最 速 控制 系统 和 满足 指定 的 积分 指标 和 的 最 优 系统 
设计 问题 . 在 那里 ， 某 一 系统 的 控制 方式 的 优 劣 是 根据 给 定 的 某 项 单一 指标 评价 的 . 如 
果 对 某 一 过 程 的 控制 要 求 几 个 方面 都 好 , 例如 要 求 过 程 的 发 展 既 要 快 , 又 要 能 重 省 , 用 单 
指标 方法 去 进行 系统 设计 是 办 不 到 的 . 常用 的 方法 是 根据 各 方面 的 要 求 对 不 同 的 指标 进 
行 组 合 ,构造 一 个 单一 的 指标 函数 ,使 它 能 照顾 到 各 方面 的 要 求 , 然 后 按照 这 个 综合 的 . 单 
一 的 指标 函数 去 进行 最 优 设计 .这 在 简单 的 系统 中 , 一 般 来 说 ,是 可 能 的 , 只 要 抓 住 系 统 
的 主要 性 能 或 主要 矛盾 ,合理 地 确定 一 个 综合 指标 就 行 了 ,但 是 ,在 大 系统 中 问题 要 复杂 
得 多 ,有 时 只 根据 一 个 单一 的 指标 去 选 定 最 优 控制 规律 往往 是 不 适用 的 .例如 ,对 一 个 企 
烛 的 生产 过 程 进行 控制 , 绝 不 能 片面 地 追求 某 一 单项 指标 达到 最 优 而 量 其 它 指标 于 不 顾 ， 
相反 ,必须 在 产量 ,品种 ,质量 (成 品 率 )\ 劳 动 生产 素 ( 工 时 利用 率 , 设 备 利 用 率 ) 材 料 消耗 
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《包括 设备 完好 率 , 能 量 消耗 等 )、 成 本 、 利润 、 流动 资金 周转 期 等 名 个 方面 都 达到 先进 水 
平 如 果 把 所 有 这 八大 指标 综合 成 一 个 指标 函数 ,再 根据 这 一 综合 指标 去 控制 生产 过 程 . 
结果 必然 会 使 某 个 权重 大 的 指标 达到 最 优 ,而 牺 必 “次 要 的 ?指标 ,致使 这 些 次 要 的 指标 杠 . 
本 得 不 到 满足 ,这 在 实际 问题 中 往往 是 不 能 允许 的 。 这 种 情况 不 仅 在 大 系统 中 会 出 现 ,就 
是 在 “小 系统 ”中 也 常会 出 现 . 例如, 在 某 一 随 动 系统 中 , 不 能 要 求 控制 规律 既是 最 速 的 ， 
同时 又 是 消耗 能 量 最 少 的 ， 因 为 这 两 个 指标 是 相互 矛盾 的 . 所 以 ， 在 大 系统 的 控制 设计 
中 ,单一 指标 的 最 优 设计 理论 就 不 官 于 采用 ,或 者 完全 不 能 采用 ， 

为 了 克服 单 指标 最 优 控制 理论 的 这 一 缺点 , 必须 建立 新 的 概念 , 寻找 别 的 工具 , 采用 
另外 的 方法 去 描述 和 评价 受 控 过 程 的 优 劣 六 十 年 代 末 期 ， 人 们 找到 了 一 种 对 多 指标 系 
统 的 描述 方法 ,很 好 地 解决 了 这 一 问题 ,这 就 是 向 量 指标 的 描述 方法 。 为 了 用 这 种 方法 解 
决 多 指标 的 控制 的 评价 问题 ， 应 用 了 半 序 空间 的 数学 概念 。 关 于 半 序 空间 的 概念 和 方法 
是 由 全 牙 利 数学 家 黎 斯 首先 于 1928 年 提出 的 ， 后 来 又 由 苏联 数学 家 康 陪 罗维奇 (Katmo- 
poeuq) 和 克 连 《Kpeitn) 兄弟 发 展 起 来 的 ?， 

在 单 指标 的 系统 中 , 如 果 用 x (7) 和 au(?) 分 别 表示 受 控 运动 的 状态 变化 和 控制 遂 数 ， 
那么 评价 控制 过 程 的 优 劣 是 用 一 个 实 全 函数 ] 一 Kx 人 za) , u(r) , 1) 作为 标准 的 。 根 据 y 
的 具体 物理 含义 ,选取 最 优 的 控制 立 () , 使 了 达到 极 大 值 或 极 小 值 ， 由 于 了 的 取 值 范围 
是 实数 轴 上 的 数 , 所 以 比较 两 个 不 同 的 控制 函数 mlz) 和 到 (9 的 好 坏 ， 只 要 求 出 各 自 对 
应 的 /的 值 的 大 小 见 可 ， 玉 为 在 实数 轴 上 任何 两 个 数 总 可 比较 哪个 大 哪个 小 -在 大 系统 
中 ,如 果 指 标 斋 数 有 多 个 ,例如 有 mw 个 ,那么 它 本 身 将 是 一 个 向 量 , J 一 {1, 7 Jm}， 
一 fx(D ,wu(?) ,让 ,而 两 个 向 量 之 间 通 常 不 能 比较 大 小 ,因为 在 向 量 空间 中 没有 这 种 
大 小 的 定义 。 如 果 用 向 量 的 范 数 (长度 》 作 为 比较 标准 《而 这 个 在 向 量 空间 中 是 有 定义 
的 ) ,就 又 恢复 到 老 问题 了 ，| 川 一 (及 十 月 十 … 十 及)! 是 一 个 单一 的 实 函 数 , 因 而 多 
指标 也 变 成 单 指标 了 .为 了 能 在 ” 维 向 量 空间 R 中 能 比较 两 个 向 量 的 “大 小 ”或 优 劣 ， 
必须 在 R。 中 引进 半 序 (部 分 序 ) 的 规定 。 现 在 我 们 就 先 介绍 Rs 中 的 半 序 结构 ， 

设 大 系统 的 质量 指标 有 mw 个 ,J 一 {了 h, 万 ……，Jm}， 其 中 每 个 指标 万 都 是 系统 状态 
x(z) 和 控制 作用 u(x) 的 实 值 函 数 ， 那 么 Je R，。，R。 叫做 指标 向 量 空间 ， 如 打 每 一 个 
四 都 可 能 取 正 信和 贷 值 ,那么 ,中 的 任何 一 个 向 量 都 可 以 表示 一 组 指标 .我 们 在 Rw 中 
可 以 定义 几 种 比较 某 些 向 量 之 间 的 “大 小 ?顺序 关系 的 方法 . 

(1) 如 果实 空间 Rs 中 的 向 量 x 一 {x1, ra -xm 的 每 一 个 分 量 +; 0, 且 至 少 
其 中 有 一 个 x > 0, 我 们 就 (定义 ) 说 x 关 0, 对 任何 向 量 ye Rs， 只 刻 y 一 x 之 0, 就 记 
为 y 实 x, 或 记 为 x 所 y， 这 种 定 序 方法 有 如 拼音 文字 的 字典 中 字 的 排列 方法 ,区 也 出 字 
典 式 序 关 系 . 在 线性 空间 R。 中 两 个 向 量 的 加 减 早 有 定义 了 ,因此 , 对 任何 除 个 向 量 都 可 
以 求 出 它们 的 差 . 但 是 ， 并 不 是 任何 两 个 向 量 之 间 的 差 都 能 按 上 述 定义 大 于 零 . 如 果 它 
们 的 差 一 一 x 一 {z1, z2，"……, zw} 的 分 量 中 有 正 有 负 ， 那么 z 既 不 大 于 零 , 也 不 小 
于 零 . 凡是 两 个 向 量 的 差 的 分 量 中 有 正 数 也 有 负数 ,它们 之 间 就 不 能 比较 .所 以 ,用 这 种 
定义 去 比较 向 量 的 大 小 顺序 ， 只 对 Rs 中 的 部 分 向 量 有 效 。 这 个 定义 只 能 确定 一 部 分 向 


1》 见 第 十 二 章 参 考 文 献 , 关 第 直 , 泛 消 分 折 讲 义 ,第 五 章 . 
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景 之 间 的 顺序 关系 。R， 叫做 部 分 序 向 量 空间 ,或 者 叫 灶 序 空间 . 
《2) ”我们 知道 一 切 x» x x 阶 实 方 阵 按 矩 阵 运 算 构成 一 个 xn Xn 二 wm 的 线性 空间 
R。，。， 实 对 称 非 负 方 阵 4 , 若 对 任何 非 零 4 维 向 最 x 都 有 (4x, x) 之 0， 则 4 叫做 不 小 于 
零 , 记 为 4 之 0, 如 果 B 一 4 0, 就 称 为 B 之 4 或 4 志 B。 这 种 关系 当然 只 能 在 对 称 
方 阵 中 存在 ， 而 且 也 不 是 任何 两 个 对 称 方 阵 的 差 
都 总 是 大 于 零 或 小 于 零 。 所 以 在 R, 中 只 有 一 部 
分 矩阵 能 按 这 种 方法 比较 大 小 .这样 的 Rs 也 是 
一 个 半 序 空间 . 
《3) ” 设 P 为 R, 中 某 一 闭 集合 , 如 果 xE P， 
则 对 和 柱 何 实数 和 4 放 0, Xx EP, 出 一 xtP; 若 XEP， 
ycEP， 则 x 十 ?EP， 满足 这 些 条 件 的 尸 叫做 锥 
体 ， 如 果 了 的 内 部 六 不 是 空 集 ， 册 也 也 做 Rw 中 人 
的 实心 锥 ， 例 如 , 当 m 一 2 时 ,图 21.8~1 中 平面 上 的 a06 区 域 就 是 一 个 实心 锥 ， 利 用 锥 
体 P 可 以 定义 一 种 半 序 关系 :， 凡 x EP 称 x 之 0; 车 yy 一 xEP 了 , 则 称 y >x 或 x 魏 y。 当 
然 , 若 y 一 xepP,y 和 x 之 间 就 不 能 比较 顺序 .。 用 实心 锥 在 RK。 中 定义 的 序 也 是 一 种 半 序 
《部 分 序 ). 
总 之 ,在 Rs 中 的 某 些 向 量 之 间 可 以 定义 一 种 序 ( 实 ) 的 关系 , 它 满足 下 列 条 件 : 
若 x 夺 y, yy 三 ZZ, 则 xX 二 z; 
若 x 所 yy 和 XxX, 则 xXx 二 y; 
若 二 寺 1 
若 x 志 y3,， 4 守 09， 则 必 有 2 二 19; 对 1 记 0 则 有 i 示 所 x (21.8-1) 
引进 这 种 关系 以 后 R 就 成 为 一 个 半 序 空间 ， 这 种 半 序 关系 同样 可 以 引 人 到 放 穷 维 希 尔 
伯 特 空间 中 ,得 我 们 现在 不 讨论 无 穷 维 指标 空间 ， | 
易于 证 明 ,一 切 大 于 零 的 向 量 构成 一 个 实心 锥 体 Pi, P+ 一 {x|x 守 0 中。 上 述 半 序 关 
_ 系 都 可 以 用 某 一 锥 体 去 定义 .因此 前 面 讨 论 过 的 第 三 种 情况 具有 普遍 性 .也 后 我 们 将 总 
假定 锥 体 P} 是 闭 集 , 即 P+ 的 边界 总 包含 于 P+ 中 、 
设 0 是 R。 中 的 某 一 集合 ,8 CR， 假定 在 R。 中 已 引入 了 半 序 关系 . 在 集合 0 中 
我 们 可 以 定义 极 大 向 量 、 极 小 向 量 、 上 确 界 向 量 和 下 确 界 向 量 ， 
(1) 设 xoE 8，xo 册 做 8 中 的 极 大 向 量 , 记 为 ww 一 max2， 是 指 在 台中 不 存在 任何 
x 能 使 x 衬 xo, 
(2) xo€ 0 岂 和 做 0 中 的 极 小 向 量 , 记 为 xo 一 minQ8， 是 指 在 台中 不 存在 任何 向 量 x 
能 使 x 二 wo. 
(3) EC 叫做 9 的 上 确 界 向 量 ， 记 为 wo 一 sp@， 是 指 对 台中 的 一 切 辣 量 荆 都 有 
20 之 刀 。 
(4) xo€0 叫做 的 下 确 界 向 量 , 记 为 xo 一 inf8， 是 指 对 人 Q 中 的 一 切 同 量 x 都 有 
久之 0, 
由 定义 不 难 推 知 ， 对 R。 中 的 任 一 集合 如 ，max2 和 minQ 通常 不 是 唯一 的 。 然 而 
supQ 和 inf0, 只 要 它 存在 ,一 定 是 唯一 的 . 
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现 举例 说 明 这 四 个 定义 之 间 的 差别 ， 试 讨论 前 面 第 一 种 字典 式 序 关系 。 在 Re 中 一 
访 具 有 非 负 分 量 { 至 少 有 一 个 分 量 大 于 堆 ) 的 向 量 全 体 构成 一 个 凸 团 锥 体 六 ,叫做 Rs 中 
的 正 锥 。 只 要 向 量 y 一 x€ Pr， 就 说 y》  x， 困 此 正 锥 Pr 在 Rn 中 定义 了 部 分 序 . 令 
向 亚 2,， 即 讨论 平面 二 维 的 情况 ,如 图 21.8-2 所 示 . P+ 为 含 0xt 和 0x 两 条 轴线 在 内 的 第 
一 象限 的 全 部 . 令 集 合 2 为 正方 形 048C. 依 定义 ,显然 瑟 点 另 向 基 厂 是 台 的 板 大 值 和 上 
确 界 。 因 为 在 正方 形 中 没有 任何 别 的 向 量 xc<G, 能 使 x 守 6 或 x 一 8 守 0, 这 说 骨 
和 一 maxQ， 另 方面 ,对 正方 形 中 的 一 切 向 量 x; 都 有 书 一 x 之 0， 故 6 又 同时 是 上 确 界 ， 
类 似 的 讨论 可 证 有 明 坐 标 诛 点 ( 零 向 量 ) 经 是 避 的 极 小 向 量 ,又 同时 是 它 的 下 确 界 人 向量。 在 
这 个 例 中 max2 一 sup8，min 8 = inf 0， 它们 都 是 唯一 的 ， 


£] 


图 21.8-2 , 图 218-3 


另 一 个 例 是 8 为 位 于 第 一 象限 中 的 四 分 之 一 个 俩 (图 21.8-3). 不 难看 出 ， 端点 位 于 
” 俩 周 上 的 一 切 向 量 ,都 是 8 的 极 大 向 量 ， 例 如 端点 位 于 圆周 上 B 点 的 向 量 台 , 它 是 以 召 为 
顶点 的 方形 中 的 极 大 和 上 确 界 向 量 。 而 端点 在 方形 以 外 圆周 以 内 的 向 量 z 与 6 之 间 不 能 
比较 。 无 论 是 x 一 占 或 5 一 z 宛 不 属于 正 锥 Pi, 故 z 既 不 大 于 名 也 不 小 于 8, 在 8 中 没 
有 任何 一 个 向 量 x 使 x 实 6, 依 定义 ,也 是 极 大 疝 量 ， 另 一 方面 , 并 不 是 对 品 中 的 一 切 向 
量 都 有 x 乞 6, 例如 图 中 所 示 的 向 量 z 就 不 能 满足 这 个 条 件 ,所 以 8 不 是 上 确 界 问 量 。 其 
它 和 前 例 一 样 ,原点 0( 零 向 最 ) 是 0 唯一 的 极 小 向 量 和 下 确 界 向 量 。 在 这 个 例 中 ，max 台 
有 匹 穷 多 个 ， 击 在 Q 中 却 不 存在 sup 吕 ， 从 下 面 的 讨论 可 知 ，sup0 处 在 8 的 外 部 ， 即 图 
21.8-3 的 zi 点 ， 

关于 上 确 界 和 下 确 界 向 量 还 需要 有 更 确切 的 定义 。 设 某 两 个 向 晤 x 和 3 按照 引进 的 
半 序 关系 是 可 以 比较 的 ,例如 y x, 自然 有 ?了 一 sup{x,y}, xX 一 inf {x,y}。 如 果 x 和 
y》 是 不 能 相互 比较 的 , 即 y 婚 不 大 于 x, 也 不 小 于 或 等 于 x， 此 时 仍 可 定义 它们 的 上 确 界 
和 下 确 界 . 在 定义 了 半 序 结构 以 后 的 Rs 记 为 (Rs, 污 )。 如 果 对 任何 x 和 yy & (R,， 2 ) 
存在 一 个 向 量 z, 满足 下 列 笨 储 ， 

(1) x 所 2,y 寺 Zz 

《2) 对 任何 wE (Rs,, 二), 如 果 x 二 a 所 则 必 有 之 z， 这 就 是 说 ,z 是 淡 
足 条 件 (1) 的 "最 小 ” 呵 量 ， 
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满足 这 两 个 条 件 的 了 叫做 x,y 的 上 确 界 , 记 为 
Z= XVY = sup{x, y} (21.8-2) 
同样 可 定义 两 个 向 量 的 下 确 界 zz 叫做 x,y 的 下 确 界 , 如 果 它 满足 下 列 两 个 条 件 ， 
(1) zxX, ZE. | 
(2) 对 任何 WE (Rm, 之), 只 要 白 生 xX, 占 魏 7， 则 必 有 上 二 之 . 
下 确 界 向 量 z 将 记 为 
ZXxNAy = inf(x,y} (21.8-3) 
如 果 在 (R，, 之 ) 中 性 何 两 个 阿 量 都 有 上 确 界 和 下 确 界 存在 , 则 《〈 呈 。， 之 )》 电 做 定向 
半 序 室 间 ,或 叫做 线性 络 结构 (Lattice)， 由 正 锥 已 一 {x = tis x | Xi 交 0), 至 少 
有 一 个 六 > 0} 确定 的 半 序 线性 空间 (R。, P}) 就 是 一 个 线性 络 结 
Ru 中 任何 两 个 向 量 x = {x2 xj 和 ?一 To jy 的 上 确 界 向 量 z 
可 以 表示 成 | 
Ze sup {x, YI = XVy mm {max xis 1) maxtroyym) 《21.8-4) 
不 难 证 明 , 由 此 式 算出 的 z 是 唯一 的 , 生 满 足 前 面 的 定义 . 设 0 是 《R。, P+) 中 的 有 穷 个 
元 构成 的 集合 , 8 一 (xi x,, ,Xx。}， 整 个 集合 Q 的 上 确 界 sup 可 按 下 式 算出 ; 


sup O sa (oo (RIV RV RI VY) Vx, (21.8-5) 
有 了 上 确 界 的 计算 方法 以 后 ,又 可 证 明 任 何 两 个 呵 量 和 的 下 确 界 为 
inf {x, yy} 2 xhy [~ x¥)V(— yy)] (21.8-6) 
对 任 柯 有 穷 染 合 8, 用 类 似 式 (21.8-5) 的 关系 可 求 出 2 的 下 确 界 向 量 ,， 关 于 .上 下 确 界 的 
运算 还 有 两 个 重要 的 关系 式 ， 
(xVy)+z=— {x+ 2)V(y + 2£), | 《21.8-7) 
(xAy)++ z= (xt zhN(y + £). (21.8-8) 
对 空间 (Ra, P+) 这 两 个 等 式 可 从 直接 式 (21.8-4) 得 到 。 对 其 它 类 型 的 线性 络 结构 来 说 
也 不 难 证 明 它 的 正确 性 ， 


值得 指出 的 是 , 当 RK, 赔 化 到 一 维 空间 时 ,前 面 定义 的 极 大 , 极 小 、 上 下 确 界 等 概念 就 
与 在 实 轴 上 通常 的 定义 相 重合 ， 由 此 可 见 实数 轴 上 实数 的 全 序 关 系 ， 是 正 锥 定义 的 半 序 
空间 (Rs, P+) 的 一 个 特例 。 从 半 序 本 身 的 定义 还 可 以 看 到 , 极 大 、 极 小 等 定义 与 问题 的 
物理 概念 和 几何 概念 没有 任何 矛盾 . | 

有 了 上 述 准备 后 ,我 们 可 以 开始 讨论 函数 的 “ 极 值 * 问 题 。 我 们 知道 定义 于 R。 中 的 光 
滑 的 实 信函 数 f(x) 在 xo 点 有 肩 部 极 什 的 必要 条 件 是 


et (21.8-9) 
Or | 
而 x 是 局 部 极 大 ( 极 小 ) 值 的 充分 条 件 是 


(Ax,x) Sot p> pT 《21.8~10) 


一 1 


为 负 定 (正定 ) 二 次 型 ,4 是 2 Xx +s 方 阵 
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Pe pie | (21.8-11) 
0 8y .OF 


Ox, Ox Br Or Ox 


式 中 Ff /6xriari 是 在 点 x 二 xo 上 的 值 ， 
再 说 一 遍 ， 条 件 式 (21.8-9) 和 (21.8-10) 是 实 的 数值 玫 数 的 极 值 条 件 . 我们 现在 的 
目的 是 把 这 些 条 件 推 广 到 取 值 于 闫 维 半 序 空 间 (R。,, P+) 的 汤 数 的 " 极 信 ”问题 . 
没 瑟 是 某 一 线性 赋 范 空间 ,例如 希 尔 伯 特 空间 ，F(x) 是 定义 于 互 中 耐 取信 二 (R,，， 
P4) 中 的 匮 数 ，F(x) 叫做 凸 函数 :是 指 在 妃 的 某 一 凸 性 区 域 了 中 有 半 序 不 等 式 
Frfrxl 十 (1 一 四 xz) stF() 十 (1 一 :PFCxz)， 
x, x E DCH, 0 雪上 去 1， (21.8-12) 
活 数 F(x), x & 及 , 电 做 在 xs 点 强 可 微 , 如 果 存 在 一 个 从 瑟 到 (Rs, P+) 中 的 线性 有 界 算 
子 F(xo), 使 对 任何 Axe 互 有 
F(xo Ax) — F(xo) m F(XOIAX + tn Xo AX), (12.8-13) 
式 中 
lim eCxo;Ax) em 0 
| Axlla 
由 上 式 决定 的 F(xo) 岂 微 F(x) 在 xo 点 上 的 强 微 商 。 线 姓 有 界 算 子 F (xs) 员 做 函数 
F(x) 在 x 点 的 弱 微 高 ,是 指 对 任何 he 及 有 
F(x 十 h) ~ F(am) 人 hy) (21.8-14) 
多 
由 式 (21,8~13) 所 定义 的 Fa) 叫做 强 微 分 ; 而 由 式 《21.8-14) 所 定义 的 下 (zxo) 叫做 弱 
微分 ， 在座 消 分 析 中 证 有 明 , 强 微 商 , 如 果 存 在 的 话 ,同时 也 是 弱 微 商 ， 
设 F(x) 在 zw 点 附近 连续 强 可 微 , F(x) 把 的 某 一 邻 域 PCW%)C 玉 了 觅 至 (Rn,P+) 
中 的 某 一 集合 QCxo) 上 ,如 果 按 前 站 的 半 序 空间 中 上 下 确 界 向 时 的 定义 有 下 式 成 立 : 


F'(x)h 一 lm 


F(xX0) = sup QO( wo), (21.8-15) 
或 者 

F(x0) = infQ (x%), (21.8-16) 
我 们 说 函数 F(x) 在 x 点 达到 局 部 极 值 ， 下 面 我 们 证 明 , 使 9 在 xo 点 达到 局 部 极 值 
的 必 要 条 件 是 强 微 商 F (zxo) 一 10. 


设 在 VCxo) 中 连续 强 可 微 的 函数 F(x) 在 x 点 达到 局 部 极 值 ， 使 式 (21.8-15) 或 
(21.8-16) 成 立 . 那么 首先 对 任何 Axe V(x6) 有 
Tim ECa 寸 ez) — Fl) p(x) 
Max 1 Axis 
为 了 明确 起 见 ,我们 讨论 F(x) 在 x 点 达到 下 确 界 即 式 a 成 立 的 情况 、 对 足够 
小 的 Axl 总 有 F(xo 十 Ax) 关 F(xo)， 依 式 (21.8-13) 知 ， 当 Ax 的 范 数 足够 小 时 ， 
F"(xe)Ax 之 0。 又 因为 在 强 微分 的 定义 中 , 式 (21.8-13) 对 任何 范 数 是 够 小 的 Ax 都 成 


0， (21.8-17) 
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立 , 故 用 一 Ax 代 Ax 后 等 式 也 成 立 ， 由 于 F(xo) 是 下 确 界 向 量 ,所 以 一 F'(x0}Ax 之 0 
既然 F(xo)AxE《 (Rs P+)，、 故 F(x0)Ax 一 0 对 任何 范 数 足够 小 的 Axe 互 成 立 ， 即 
F(x0) = 0。F(x) 在 区 点 达到 局 部 上 确 界 的 情况 完全 类 似 、 总 之 ， 我 们 证 明了 ,定义 于 
某 一 线性 赋 范 空间 瑟 上 而 取信 于 (RR，， P+) 中 的 强 可 微 函数 F(x) 在 xo 点 达到 上 确 界 或 
下 确 界 的 必要 条 件 是 
Fx) 0 (21.8-18) 

这 与 实 值 函数 的 极 值 条 件 式 (21.8-9) 很 相似 , 尽管 现在 这 个 条 件 的 含义 已 经 完全 不 同 ， 

设 强 微 商 F (x) 本身 在 和 的 邻 域 中 又 是 强 连 续 可 微 的 ,我 们 可 以 再 用 式 (21.8-9) 去 
定义 F(x) 在 加 点 的 二 阶 强人 秘 商 


F(x0) = (F(x0))” (21.8-19) 
更 确切 的 定义 如 下 ;如果 F(x 十 月) 在 x 点 对 及 中 的 任何 丸 均 可 展开 成 
F(xo+ h) 一 F(X) = F'(xO)h + 六 B(xos h) + oxos Rh), (21.8-20) 


式 中 
[pp ee BD lee 一 0. 


lIhlipg™0 | 天 
B(xo, 及 ) 叫做 F(x) 在 x 点 的 二 阶 强 微分 。 可 以 证 明 F(x) 在 ww 点 达到 上 确 界 《下 确 
界 》 的 充分 条 件 是 在 此 点 上 二 阶 强 微分 B(xo， 有 ) 0( 之 0)。 这 个 事实 的 证 明 可 见 文 


献 [ 14]. 
下 面 的 讨论 是 解决 多 指标 优越 控制 的 问题 . 设 某 一 系统 的 运动 方程 式 是 


= f(x, yu, {), x(10) 一 2 {21.8-21) 


式 中 x 一 {x1, 二 23““ ”3 XA 上 是 系统 的 状态 向 量 ， f {hi, 万: fj， 邵 状态 空间 是 玉 
维 的 ; u€ R,, a 二 ft， 是 控制 癌 量 ; 设 控制 过 程 是 在 固定 的 时 间 癌 隔 Lo 1 
中 进行 的 ，x(xo) 一 xo 是 系统 的 初始 条 件 . 再 设 该 受 控 过 程 有 舌 个 指标 都 要 进行 评定 : 


zi(X, ,1， 10) 一 | g(x(#) 3 ulr) 3 dst, 


z2(X, 1, 10) 人 | px) 》 aa 人 5 Dd 3 


请 病史 


zmCX, UH, 如》 f0) Sn | Pn(XN) a u(r) 3 1) az, (21.8~22) 
这 君 个 指标 盟 数 可 写成 向 量 形 式 : 
Ms et a (21.8-23) 
at . 
把 状态 方程 (21.8-~21) 和 指标 方程 (21.8-237 联合 起 来 , 记 
y( = {x0), 20)}, g = fp}, yE REX Rn 一 六 (21.8-24) 
于 是 整个 系统 可 简写 成 
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党 = g(x, mw, 1), y(t0) = {xo; 0} ~ (21,8-25) 


设 和 都 已 固定 ，x(j0) = xo 和 x(4) 一 x 也 已 给 定 ， 在 指标 空间 R% 中 用 某 
一 实心 正 锥 引进 半 序 , 使 它 成 为 线性 络 结构 《R，。，P;)。 设 有 某 一 种 控制 &&(e) ,+ € [ra 
刀 .1]， 能 使 系统 式 (21.8-21) 从 zo 点 到 达 以 成， 


X11) = XI (21.8-26) 
所 有 其 它 的 控制 g(o 都 使 zx(Cn) EE《R。, P+), 并 满足 下 列 不 等 式 ， 
ZE ,EO ,Hi, te) SZCxX) ,at) ,11, to)s (21.8-27) 


则 直 (2) 称 为 优越 控制 ， 注 意 上 式 内 证 ( 吃 是 由 给 定 的 如 和 2 并 对 应 控制 走 ( 六 的 系统 运 
动 轨迹 ,而 符号 去 表示 (Ru。, P+) 中 的 半 序 关系 , 依 前 面 的 定义 , z( 是 (1) ,站 (r) ,aym) 是 
一 急 可 能 的 指标 向 量 z(x (2) , at?) ,区 ) 的 下 确 界 向 量 . 

我 们 看 到 ,关于 优越 控制 的 概念 与 第 九 章 内 讨论 过 的 最 优 控 制 的 概念 是 很 不 相同 的 ， 
那里 的 指标 函数 空间 是 实 轴 R1, 而 这 里 的 指标 函数 则 是 半 序 空间 〈R。，P4) 中 的 向 量 ， 
但 是 ,一旦 在 Rs 中 引进 了 半 序 关系 使 它 成 为 线性 络 结构 以 后 , 至 少 从 形式 上 看 , 两 者 就 
变 得 没有 什么 差别 了 . 下面 我 们 写 出 在 半 序 空间 (R。，P+) 中 优越 控制 所 应 满足 的 必要 
条 件 : 

设 式 (21.8-25) 右 端 器 量 函数 gg 客人 ,有 ,fp 9: pm 的 每 -一 个 分 量 
都 是 诸 自 变 元 的 连续 范 数 ,在 某 一 有 界 区 域 中 是 一 致 有 界 函 数 ,而且 对 x 的 每 一 分 最 有 连 
续 伪 徽 商 ， 记 忆 为 空间 R, 中 的 某 一 给 定 的 有 界 区 域 , 如 性 R,, 如 果 在 任何 时 刻 1,u(:) € 
U0, 财 ao 也 做 可 准 控制 。 

定义 各 (9) 一 (9 (9 ) 为 和 ax， 阶 矩阵 函数 ，m 十 下 一 x， 它 可 以 看 成 为 从 状态 空 
间 R。 一 Re X Re。 到 指标 空间 (Ru。，pP+) 的 线性 算 子 : 于 (2) 可 分 解 为 两 部 分 于 ( 一 
{里 《2) ;时 (和 ) 于: 是 从 Re 到 (Rm, Pt) 中 的 矩阵 算 子 ,得 。 是 从 (Rn, Py) 到 (RR%, P+) 
中 的 矩阵 第 了 于， 构造 mw 维 向 量 函 数 (哈密 顿 负数 ) 


Hx(#t), FO a) ,1 = gx) at) ,1), (21.8-28) 
式 中 | 坊 s {fi 1 fax; P1> P14 “**, pm} {g1» £1>2""'"s El 是 式 (21.8~25.. 右 端 的 
回 量 也 数 , 肝 € (R,, P+). 


为 了 使 总 (s) 成 为 满足 条 件 式 《21.8-25)，(21.8-26) 和 (21.8-27) 的 优越 控制 , 必 

须 存在 一 个 常 短 阵 芝 (nr 一 {六 (1)， 吉 .4)}，0 所 烛 (4) € (Rm, P+), 并 使 下 列 条 件 同 

有 时 成 六 . 
全 一 所 是 (站 ,Re) 1), EEL, nl, 


£10) = Xo, (1) = Xx; 


2 ,Ol 80) $0) , 60) 人 
dt Dx 


> $00) SE ( 完 () ,在 (站 ,1)， 
充 


营 (5) et {C1), $4)}; 
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HOUR BO) EOD), D) inf REC) Dm) (21.8-29) 
如 果品 是 R, 中 的 开 集 , 则 沿 站 (7) 确 定 的 优越 轨迹 上 ’ 
SE (RO BD OT 0 i lsat (21.8-30) 


从 要 回忆 一 下 第 九 章 中 证 明 过 的 极 大 和 什 原 理 就 可 以 看 到 , 式 (21.8-29) 和 (21.8~30) 是 它 
的 推广 ”注意 到 式 (21.8~30) 这 一 组 必要 条 件 是 在 开 集 上 求 优越 控制 的 ， 所 以 它 与 古典 
变 分 法 得 到 的 结果 在 形式 上 是 一 致 的 ， 因 此 式 (21.8-29) 和 《21.8-30) 是 局 部 极 备 的 必 
要 条 件 ， 如 果 乙 是 一 个 有 界 闭 集 ,优越 控制 可 能 取信 于 忆 的 边界 上 , 此 对 式 (21.8-30) 将 
不 成 立 . 

设 : = 时 的 状态 x(n) 是 自由 的 ,而 且 避 是 有 界 闭 集 ， 那 么 全 局 优越 控制 的 必要 条 
件 将 变 为 


MR FR), ,1), 1 € Ln, n], 
dr 


(10) 一 x 


a HE (#0) , 寺 () ,1) , ) 
dz 


一 一 革 (#) SE (对 (4) ,G0) , 2) 4 [i nl 
Ox 


人 $00,) —™ {区 2)}, 宣 (1) ss 0, 上 (1) 一 入， 
有 (0) ,Ea) ,BO 0) 一 inf HOE SOO), a, tconst, (21.8-31) 
上 上述 两 组 条 件 的 证 明 与 第 九 章 中 的 极 大 值 原理 的 证 明 非常 相似 ， 这 里 不 再 重复 .在 文 
献 [14,32] 中 还 列 出 了 优越 控制 所 应 满足 的 充分 条 件 。 上 述 必要 条 件 常 称 为 下 确 界 原理 
(或 上 确 界 原理 )， 以 表示 与 研究 单个 指标 情况 下 的 极 大 值 原理 的 差别 .应 用 下 确 界 原理 
于 最 优 涪 波 等 问题 ,可 以 得 到 与 单 指标 最 优 条 件 完全 相同 的 结果 ， 


21.9 ”最 优 协 调和 线性 规划 


在 具有 多 级 结构 的 大 系统 中 ,除了 必须 对 每 一 个 受 控 过 程 进行 直接 控制 以 外 ,还 常 党 
需要 在 众多 的 子 系统 的 状态 变量 之 问 进行 协调 ,使 它们 相互 保持 某 种 比 物 关系 ,以 达到 全 
局 最 优 的 总 态势 。 这 种 协调 工作 是 由 专 设 的 “协调 级 ”自动 完成 的 , 如 图 21.2-1 趾 所 示 . 
粗略 地 说 ,处 于 大 系统 中 的 每 个 子 系 统 的 状态 应 受到 全 局 需要 的 约束 ,使 全 局 性 能 保持 在 
某 一 预定 的 理想 平衡 状态 。 协 调 级 所 处 理 的 应 该 是 一 些 稳 态 参数 ， 而 不 象 具体 过 程控 制 
器 必须 处 理 动态 控制 问题 那样 ， 可 以 设想 ， 大 系统 的 全 局 利益 要 求 各 子 系统 的 抉 态 参 数 
满足 某 一 函数 关系 , 例如 某 一 代数 关系 式 , 而 不 是 微分 方程 式 . 举重 说 ,在 经 济 计划 犬 系 
统 中 ,资源 的 利用 和 调配 运输 , 应 受到 资源 总 类 的 限制 , 协调 工作 应 该 在 不 超出 可 调配 的 
总 额 的 条 件 下 使 利用 率 最 高 和 运输 费用 最 少 ;在 地 区 或 部 门 的 生产 计划 协调 中 ,应 访 在 预 
定 的 原材料 总 额 的 艰 制 下 使 平均 成 本 最 低 , 产 量 最 高 等 等 . 

在 大 系统 的 这 种 协调 任务 中 ,常用 的 方法 是 数学 规划 法 ,其 中 尤 以 线性 规划 方法 应 用 
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最 广泛 ,在 不 少 经 济 部 门 已 经 取得 了 显著 的 效果 ,例如 在 林业 加 工 9、 资 源 利 用 59\、 民 航 调 
度 5 等 方面 .我 国 在 化 肥 \ 煤 炭 等 资源 调配 和 铁路 运输 方面 ,也 已 开始 采用 线性 规划 的 方 
法 去 制定 方案 ,从 而 完成 了 全 局 协 的 任务 ,并 获得 了 良好 的 效果 .。 

数学 规划 问题 的 实质 是 在 给 定 的 限制 (代数 式 ) 条 件 下 ， 求 出 一 组 参数 ， 使 某 一 指标 
函数 (代数 函数 ) 达 到 极 小 值 或 极 大 值 ， 如 果 限制 条 件 和 指标 函数 都 是 诸 状 态 参 数 的 线 你 
函数 ， 就 吗 做 线性 规划 方法 。 下 面 我 们 通过 两 个 不 同类 型 的 例子 来 说 明 线性 规划 的 命题 
和 物理 意义 、 

设 在 某 一 地 区 有 个 城市 和 矿山 ， 消 费 和 生产 某 类 资源 。 在 这 六 个 点 之 词 有 铁路 殉 


图 21.9-1 


相连 接 , 如 图 21.9-1 所 示 ， 用 5 表示 第 i 个 点 每 年 能 够 提供 的 资源 数量 (此 时 5; 为 正 值 ) 
或 要 求 每 年 消耗 的 此 项 资源 数量 《此 时 5 为 负 值 ), 在 理想 情况 下 ,这 类 资源 的 供销 应 该 


平衡 , 即 要 求 
三 B00 (21.9-1) 
用 x 表示 从 第 i 个 点 调 往 第 i 点 的 资源 数量 , a; 表示 该 资源 的 标准 当量 系数 ,那么 第 : 
个 点 应 得 到 的 计划 供应 量 与 : 
3 axXi1 bi 1 1 ,2,0 N; (21.9-2) 


显然 ， 变量 xs; 的 数目 《 记 为 ">)， 要 远大 于 N。 将 这 些 xz 统一 编号 并 用 一 个 下 标 表示 
fa}。 则 上 式 可 改写 为 
Dp II 吧 1 7 (21.9-2 ) 


j=l 
当 只 计算 运 出 资源 数量 时 ,显然 要 求 所 有 的 x; 都 为 正 数 或 零 ， 此 时 取 负 值 是 没有 意义 的 ， 


因而 可 以 楼 求 上 式 , 
xi 之 0 H Dad 1, 2,* ,WN, 


再 设 每 一 批 资源 x; 的 运输 对 应 一 种 消费 或 投资 例如 运费 、 包 装 、 运 输 损耗 等 等 , 这 
种 代价 将 把 x; 的 大 小 成 比例 ,用 c; 表示 这 个 比例 系数 ， 实 现 这 一 整个 调度 计划 的 总 代价 
是 
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月 


T= Yc. (21.9-3) 


一] 


当然 ,每 一 种 调配 方案 {x1} 对 应 不 同 的 代价 , 即 了 是 整个 方案 的 函数 , 或 者 说 是 整个 
调度 计划 {xi} 的 因数 .于 是 , 这 里 出 现 一 个 最 优 协调 的 问题 ， 即 如 何 分 配 和 调度 这 种 资 
源 ， 才能 使 为 实现 这 个 协调 计划 所 付出 的 代价 最 小 ? 也 葡 是 说 , 哪 种 调配 方案 能 得 到 最 大 
的 节约 效果 ? 

这 个 例子 中 讨论 的 仅 仪 是 资源 调度 协调 的 最 优 方案 问题 ， 实 际 上 ， 对 工业 生产 的 各 
行 各 业 都 常 出 现 计划 与 消耗 的 这 种 矛盾 关系 . 例如、 有 人 研究 过 木材 加 工 工业 的 木材 调 
度 最 优 计 划 品 ,钢铁 生产 计划 上 的 最 优 制定 ,飞机 飞行 线路 的 选 定 趴 ,大 石油 企业 的 产品 
计划 问题 等 等 . 还 有 其 它 很 多 方面 的 问题 都 可 以 归结 为 类 似 线性 规划 的 代数 问题 。 这 就 . 
是 为 什么 线 狂 规划 方法 的 应 用 在 各 国都 受到 重视 ， 而 且 在 理论 上 也 研究 得 比较 透彻 的 原 
因 . 

其 实 ， 线 性 动态 系统 的 最 优 控 制 问 题 也 常 可 以 归结 为 线性 规划 问题 。、 再 着 下 面 景 优 
控制 问题 的 例子 中 !, 设 x(X) 表示 某 一 受 控 系统 在 多 时 刻 的 状态 , x & R,, w(t) 表示 控制 
向 量 w€ R, 在 时 刻 的 值 。 我们 知道 ,离散 线性 控制 系统 的 运动 方程 式 可 写成 

XxX 万 十 1) 一 xX(R) 二 Ax(K) 十 Ba(R), 大 一 0 1 一 1， {21.9-4) 
式 中 4 为 n X# 阶 方 阵 , 8 为 x xy 阶 长 方 阵 ，! 是 固定 的 终点 时 间 。 要求 寻找 一 种 最 
优 控 制 站 一 {8(0), 站 (1),… ,站 (i 一 1)} 使 由 内 积 组 成 的 指标 函数 


? tt-1 
T( 宫 二 ) 一 > (Ch, xX(R)) 十 之 (ci, u(€)) (21.9-5) 
取 极 小 值 ， 这 里 ci 和 ex 分 别 是 a 维和 * 级 的 党 向 量 ， 控制 向 量 m(k) 和 状态 向 量 x(X) 
的 取 值 假定 受 下 列 条 件 限 制 ; 
uk)E Ur {ul Fn < wi CR,, 
XRIE XL 一 [xx Eu} CR,, {21.9-6) 
受 控 系 统 的 初始 条 件 x(0) 一 wo。 和 和 终点 条 件 x(1) 一 x 设 为 给 定 , 它们 应 满足 关系 式 
Go = dg, CX) 一 a. (21.9-7) 


式 (21.9-6) 一 (21.9-7) 中 Fi, Hi， Go, Gi 部 是 相应 阶 数 的 矩阵 ,而 wi, wy qo 和 a; 是 给 
定 的 相应 维 数 的 向 量 ; 式 (21.9-6) 右 端 括 弧 内 的 符号 所 是 半 序 关系 式 , 例如 向 量 的 每 一 
个 分 量 都 满足 不 等 式 去. 

记 y= {x x x a 1) (一 1)}。 由 式 (21.9-4) 和 
{21.9-7) 有 | 
XxX(1)— x — Axo — Bu(0) = 0, 
x — x 1)— Ax(i—1)— Bull—i)= 0, 
Goxo 一 oe — 0, 
Gxi— a=0. (21.9-8) 
此 式 可 改写 为 

Ry-- b= 0, (21.9-9) 
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只 是 (i 十 1)n 十 tr 列 和 至 少 有 志 行 的 矩阵 (与 类 了 泗 Go，6: 的 行 数 有 关 ) , 器 是 相应 维 数 
的 党 向 量 . 限制 条 件 式 (21.9-6) 可 改写 为 
Py < e， 《21.9-10) 
$ 为 相应 的 常 疝 是 . 
那么 , 现在 , 景 优 控制 问题 就 变 成 求 满足 等 式 ‘21.9-9) 和 不 等 式 (21.9-10) 的 y, 使 
指标 函数 式 (21.9-5)， 即 
j= (y,e) . (21.9-11) 
达 极 小 什 ， 这 样 , 式 (21.9-9) 一 (21.9-11) 就 构成 了 一 个 标准 的 线性 规划 间 题 ， 
从 上 人 刁 中 可 以 看 到 ,离散 线性 系统 的 最 优 控 制 问题 与 线性 规划 问题 是 等 价 的 ， 然 而， 
' 如 成 线性 规划 的 形式 ,可 以 包括 更 多 一 些 的 限制 条 件 , 俩 如 的 取 什 范围 UV 可 以 是 变化 
芍 , 系 统 状态 坐标 本 身 也 可 以 是 受 耻 的 ,限制 范围 .也 可 以 随时 间 变化 . 不 仅 如 此 ,就 
是 偏 微分 方程 的 最 优 控制 问题 也 有 时 可 以 化 成 数学 规划 问题 wp， 可 见 线性 规划 的 理论 和 
方法 与 最 优 榨 制 问 题 有 密 奢 的 联系 . 它 不 仅 可 以 描述 萝 通 的 代数 协调 问题 ， 而 巨 能 从 不 
间 的 角度 去 描述 由 常 微分 方程 、 差 分 方程 和 偏 微 分 方程 描述 的 最 优 控制 间 题 。 线 福 规 划 
问题 也 可 能 有 向 量 指 标的 情况 ， 这 时 就 要 引进 半 序 指标 空间 的 概念 。 如 前 节 内 所 作 的 那 
如 果 与 式 《21.9-9), (21.9-10) 相对 应 的 限制 条 件 不 是 y 的 线性 函数 ,而 是 非 线性 关 
系 , 那么 为 了 求 式 (21.9-11) 的 极 小 值 问题 , 就 要 用 非 线性 规划 的 方法 、 租 是 ,本 节 内 我 
们 将 只 介绍 解决 线性 规划 问题 的 基本 思想 和 方法 . 这样 作 不 仅 是 因为 由 于 篇 幅 的 限制 ， 
还 因为 对 线性 规划 问题 研究 得 最 完善 . 
象 式 (21.9~2) 和 (21.9-3) 这 种 线性 规划 问题 总 可 以 化 成 下 列 标准 代数 问题 : 在 
维 ( 实 ) 欧 氏 空 间 R, 中 ， 给 定 两 个 常 向 重 6 = {5,62 bn} 一 fei ca cs) 
m 过 #， 和 一 个 给 定 的 m X # 和 矩阵 算 子 4 瑟 (aii), 求解 问题 ， 
. Ax ==, x 0, 
T = (e, x) = min, (21.9-12) 
式 中 (. ,:) 表 示 两 个 向 晤 在 R。 中 的 内 积 , x 写 0 表示 向 量 x 的 每 一 分 量 都 非 负 ， 
将 上 式 展 开 后 ， 又 可 狗 述 为 ， 对 给 定 的 数组 (a, cz …，co) (aa 刀 ，''* ,bm) 和 
放 X a 矩阵 (wi;), 求 函 数 | 


i 二 1 


Te S pt (21.9-13) 
满足 于 限制 条 件 : 


2 os; = bs X01 1l,2,."',m 《21.9-14) 


j=1 | 


的 极 小 值 解 。 当 然 ,这 个 问题 可 能 没有 解 [ 当 方程 组 (21.9-14) 没有 解 时 ], 或 者 只 有 一 个 
解 ,此 时 这 种 最 优化 问题 就 没有 什么 意义 了 .从 线性 代数 理论 中 我 们 知道 , 当 > > sm 时 ， 
方程 组 〈21.9-14》 如果 有 解 就 有 无 穷 多 个 解 . 但 是 , 整个 间 题 , 即 工 获 极 小 值 的 解 是 否 
.存在 ,什么 时 候 存在 ,这 都 是 线性 规划 中 已 经 研究 得 比较 充分 的 问题 ， 

在 另 一 类 实际 问题 中 ,限制 条 件 式 (21.9-14) 往往 不 是 等 式 ,而 是 不 等 式 ， 例 如 ,要 求 
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满足 条 件 
DE bs jm 1 2 (21.9-15) 
jal 
或 
各 . 
站 2 aiixi 2b;, fl1,2,.*..,1m, (21.9-16) 


了 三 1 


这 时 ,可 以 引进 新 的 非 负 变 量 *,+t 之 0, 然后 把 上 述 两 个 不 等 式 改 写成 等 式 ; 


> ai 十 和 本 2 (21.9-15") 
j=1 

或 
一 . , 
Da a isi = 1 2 (21.9-16’) 


这 样 。 只 要 把 向 晤 x 的 维 数 加 1, 就 又 把 问题 归结 为 标准 形式 式 (21.9-12) 或 (21.9-13) 
和 {21.9~14) 了 . 
总 之 ,我 们 研究 下 列 问题 ， 求 出 一 个 向 晤 x = {x xz ,zx。}, 它 使 了 取 极 小 值 , 庆 
和 >x 应 满足 下 列 条 件 ， | 
T= ct coast tt cnrn, (21.9-17) 
六 一 0IIX( 十 Ci2Y2 十 十 Caxe， 
2 Cnmixi 小 ga 小 和 十 Gunyey {21.9-18) 
xj 0 jl, 2 . (21.9~19) 
上 式 内 可 以 认为 刀 空 0, 否则 可 将 全 式 变 号 ， 
与 上 式 一 道 , 可 以 讨 沦 另 一 个 与 其 密切 联系 的 对 侦 问 题 ， 求 一 个 闷 维 向 最 y = {y;， 
?2 "3 ym}， 它 使 六 取 极 大 全 ,和 yy 满足 下 列 条 件 : 
有 到 2 二 22 十 十 wym， (21.2-20) 
nay1 十 :十 Rmy n> 
De es i J (21.2~-21) 
在 线性 规划 求解 问题 中 ,上 述 两 个 相互 对 偶 的 问题 是 紧密 联系 在 一 起 的 ， 可 以 证 明 ,如 果 
问题 式 (21.9-17) 一 (21.2-19) 导 解 , 且 极 值 TY* 有 下 界 , 则 问题 式 (21.9-20)--(21.9-21) 
的 任何 最 优 解 必 满 足 条 件 T* = *, H* 是 第 二 个 问题 中 的 极 大 值 ,这 一 点 下 面 我 们 还 要 
讲 到 . 现在 我 们 讨论 一 下 ,这 种 问题 的 求解 方法 的 基本 思想 ,而 且 我 们 只 讨论 一 种 能 够 用 
计算 机 从 代 程 序 求解 的 方法 .因为 在 变量 数目 很 大 , 即 x 的 维 数 很 大 时 ,用 任何 解析 方法 
求解 都 是 很 困难 的 ， 对 诛 方 程 组 作 一 些 理论 分 析 将 有 助 于 正 兢 地 编制 计算 程序 。 我 们 返 
可 来 讨论 式 (21.9-18), 不 失 一 般 性 ,我 们 假定 “个 方程 式 是 线性 无 关 的 ， 妇 1m x & 短 阵 
4 的 秩 为 m， 任 取 一 个 m x m 的 菲 赔 化 方 阵 B, 例如 它 由 妇 ，z xm 的 系数 构成 。 
于 是 , 解 出 zf2，…… zw 以 后 , 式 《21.9~18) 可 化 成 下 列 形式 


xl 十 mtltm+l 十 … 二 qisye 友 8iy 
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Ky mm 二 xD 
xm nimiitettl 十 -十 Conrn = Pb,,, 
2 十 CahiXm+l 十 十 cnoxyr 一 。 《21.9-22 ) 
上 式 内 用 ”和 代 灼 了 (21.9-17) 中 的 了 显然, 如果 经 这 种 变换 后 ,所有 的 如 都 不 小 于 0, 则 
式 (21.9-18) 和 (21.9-39) 立即 得 到 一 组 可 允许 的 解 : 本 
Xi {21.9-23) 


当然 ， 若 有 一 个 责 < 0， 这 种 变换 就 给 不 出 任何 解 . 此 时 要 改变 矩阵 B, 再 进行 一 次 变 
换 . 最 坏 的 情况 下 , B 的 取 法 可 以 有 一 一 一 一 一 种 , 当 ” 足够 大 时 ,这 种 求解 方法 是 很 


(nn — m)!m! 
费力 的 . 但 是 , 这 样 的 一 组 解 式 (21.9-23) 如 果 找 到 了 , 可 根据 式 (21.9-22) 的 最 后 一 式 
中 的 5 的 符号 来 判别 这 个 解 是 不 是 原 问 题 的 最 优 解 。 将 最 后 一 式 改 写 城 
= 一 CmtlTm+!l ee Cm iNmi2— Ss “一 Co 十 3， 《21.9-24) 

由 于 z 是 常数 ,只 要 所 有 上 式 中 的 ci 都 是 负 值 ,那么 式 《21.9-23) 就 必然 是 原 问 题 的 最 优 
解 . 

如 果 式 《21.9-24》 中 右 端的 系数 5 有 正 值 的 ， 则 式 《21.9~23) 所 决定 的 一 组 解 将 不 
是 最 优 的 . 取 2 中 最 大 的 一 个 

ci 二 maci>0,s>m, 

然后 对 式 (21.9-23) 决定 的 解 加 以 修改 : 


4X1 一 pb 一 A 


tm es Bn — Gm 

T=z= ~ Cr cr>0. (21.9-25) 
显然 ,对 某 个 *, 老 所 有 的 2 委 0, 一 1, 2 7 则 zx 可 以 取 任 何 大 的 正 值 ,使 x; 一 
十 0, 了 一 一品。 此 时 间 题 式 (21.9-17) 一 (21.9-19) 没有 有 弄 解 ,也 就 是 没有 极 值 解 . 
如 果 上 式 右 端的 系数 a;; 中 哪怕 有 一 个 是 正 值 , x; 就 不 能 万 限 增 大 ,因为 受到 条 件 式 
(21.9-19) 的 限制 。 此 时 只 能 取 


+t* w= tmin -二 (21,9-26) 


将 x* 代入 式 (21.9-25) 就 得 到 一 组 更 新 值 fg x2，,*…, xm 和 了 。 求 出 x? 后 , 青 把 它 代入 
式 (21.9-18), 将 各 行 中 的 a;,x* 移 往 左 端 并 与 5 合并, 再 重新 开始 整个 上 述 过 程 ， 这样 
经 多 次 从 代 后 就 可 最 后 求 出 最 优 解 。 这 种 逐步 逼近 的 方法 出 单 纯 形 法 "1. 

妆 负 上 述 ,用 单纯 形 法 逼近 最 优 解 的 鸽 代 方 法 可 按 下 列 步骤 直行 : 

(1) 在 式 (21.9-18) 右 端 选 一 几 X m 阶 非 赔 化 方 阵 B, 使 向 量 8-'6 的 每 一 分 量 都 
为 正信 ,， 令 

2 

其 余 的 #; 下 00,7 一 十 1, 吕 十 2," yi 
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(2) 将 和 xz xm 的 值 代 人 式 (21.9-17), 并 化 成 式 (21.9-24) 的 形式 , 求 出 诸 
系数 zj 一 妨 十 1 ,7 

(3) 如 果 全 部 6 都 是 负 值 , 则 停机 ,最 优 解 已 找到 . 

(4) 若 至 少 有 一 个 5 是 正 的 ,那么 按 式 (21.9-26) 求 出 +*, 按 式 (21.9-25) 修改 第 
一 近似 解 xs。 

《5) 把 新 的 xs 代 人 式 (21.9-24), 重复 (2). 

我 们 再 回来 讨论 基本 问题 式 (21.9-17) 一 (21.9-19) 和 它 的 对 侦 问 题 式 (21.9-20) 一 
(21.9-21) 之 间 很 有 意思 的 相互 关系 . 现在 我 们 再 用 向 量 和 内 积 的 记述 方法 把 这 两 个 方 
程 组 前 写 如 下 : 

基本 问题 ， 求 x* 使 T 获 极 小 值 ， 

T= (cc, xX), x R,, 
Ax=b, beR,, 
x 之 0 (x 的 每 一 个 分 量 x, 实 0)， (21.9-27) 

对 偶 问 题 : 求 y 使 鼠 取 极 大 值 ， 

He (b,y), y€ R,, 
Ay <e, cER,, (21.9-28) 
式 中 rt 表示 答 阵 转 置 。 这 一 对 问题 之 间 有 下 列 关系 : 
(1) 设计 是 满足 条 件 4 一 如 和 元 关 0 的 任 一 个 解 ; 而 了 是 对 候 问 题 中 A4 史 所 < 
的 任意 解 ， 那 么 必 有 
工 一 《ec: 工 ) (b,y) = 1, 《21,.9-29 
这 是 很 明显 的 ,因为 依 设 守 0 4 一 训 和 7 委 e, 故 育 
To(c,x)> (15, x) = (9, Ax) = (5,6) = H. 

《2) 如 果 基 本 问题 和 对 侦 问 题 的 x 和 了 都 有 满 中 各 由 限制 条 件 的 解 ,那么 两 者 都 有 
最 优 解 。 再 设 式 (21.9-28) 的 # 个 不 等 式 中 , 凡 严格 不 等 式 成 立时 , 则 相应 的 x 的 坐标 应 
置 为 零 . 例如 第 了 行 有 cj > >》 ai3, 则 置 和 ;二 9， 此 时 有 


minT maT rs maxH = NH. (21.9-30) 
由 性 质 (1) 知 ,了 为 自 广 有 界 , 而 及 是 自 上 有 界 , 因而 两 者 都 一 定 有 最 优 解 . 进一步 
对 式 《21.9-27) 办 的 等 式 两 边 分 别 和 巴 取 内 了 积 后 有 
( AX, $) = (FE, A'S) = (b, $). 
既然 凡 这 ow 过 <; 的 二 都 为 零 , 那 么 , 由 此 可 知 
H= (b, $B) = (2, A = (A438, 32) ~ (ce, £) = 
这 就 证 明了 式 (21.9-30) 成 立 .事实 上 ， 上 闸 关 于 纪 ; 为 0 的 假定 是 多 余 的 ， 仔 幼 计 算 可 
知 , 缂 式 (21.9-24) 右 端的 诸 系数 就 是 之 ai 六 一 ci 一 5 当 5 小 于 寺 时 必须 有 为 * 0， 


否则 是 不 可 能 是 使 工 取 极 小 值 的 最 优 解 . 
(3) 基本 问题 和 对 偶 问 题 这 两 个 问题 中 ,只 要 有 一 个 有 最 优 解 , 另 一 个 也 -一定 有 ,而 
且 两 首 的 极 值 相 等 ， 如 果 其 中 之 一 有 无 界 解 , 则 另 一 个 无 解 . 
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(4) 从 上 上 面 几 个 特性 ， 可 立即 推出 一 个 最 重要 的 结论 : 之 亚 {#1, Rs } 和 
站 一 入, 关 ，， 和 分 别 成 为 基本 问题 和 对 偶 问 题 的 最 优 解 的 充 要 条 件 是 
《4 评 ， 有 一 (ec 总 )。 (21.9-31) 


这 个 条 件 实际 上 与 性 质 (2) 是 等 价 的 ， 例 如 ,由 此 可 推 知 , 当 Sp < aiN, 六 必须 


零 ， 等 等 . 
”利用 基本 问题 和 对 侦 问 题 的 这 种 关系 ， 人 们 想 出 了 很 多 办 法 去 求解 最 优 问题 ， 前 而 
讲 到 的 单纯 形 双 代 法 训 求 首先 找到 基本 问题 中 满足 限制 条 件 的 一 组 解 ， 如 果 利 用 对 侦 问 


是 的 特性 , 则 可 以 从 对 偶 问 题 的 某 一 组 相 容 解 作为 登 代 的 开始 ,这 种 方法 叫做 对 侦 单 纯 形 ， 


法 和 主 -对 侦 程 序 。 关于 这 些 更 完善 的 计算 方法 的 细节 ,读者 可 参看 本 章 参考 文献 

”如 在 本 节 开 始 时 提 到 的 ,由 于 实际 问题 的 需要 ,人 们 对 线性 规划 的 理论 和 实际 应 用 作 
了 大 量 的 工作 . 现在 ,这 一 理论 和 方法 已 卓有成效 地 应 用 于 各 个 方面 ,特别 是 有 效 地 应 用 
存 经 济 计划 管理 方面 . 
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